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Abstract

The objective of this study is to develop state observation strategies for the nonlinear rotary
inverted pendulum system. Since our system has four state variables, obtaining a complete
estimation of all states from the available measurements alone is challenging. For this reason,
state observers are employed.

Two observation approaches are investigated in this study. In the first approach, a Luenberger
observer is designed based on the linearized model of the system, and its performance is
subsequently analyzed.

In the second approach, a method based on the Linear Extended State Observer (LESO)
is explored. This approach augments the system state vector in order to jointly estimate the
state variables and the disturbances acting on the system, while maintaining a linear synthesis
framework. This observer is applied to the rotary inverted pendulum model and the simulation
results are analyzed.

Keywords : Linear system, Rotary inverted pendulum, Mathematical modeling, Luenberger
observer, Linear Extended State Observer (LESO), Equilibrium point, State estimation, Distur-
bances.
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Résumé

L’objectif de cette étude est de développer des stratégies d’observation pour le système
non linéaire du pendule inversé rotatif. Étant donné que notre système possède quatre états,
il est difficile d’obtenir une estimation complète de tous les états à partir des seules mesures
disponibles. C’est pourquoi nous avons recours à des observateurs d’état.

Deux approches d’observation sont appliquées dans cette étude. Dans la première approche,
nous utilisons l’observateur de Luenberger sur le modèle linéarisé du système, puis nous analy-
sons les performances .

Dans la seconde approche, nous explorons une méthode basée sur l’observateur à état
étendu linéaire (LESO). Cette approche augmente le vecteur d’état du système afin d’estimer
conjointement les variables d’état et les perturbations agissant sur le système, tout en conservant
un cadre de synthèse linéaire. Nous appliquons cet observateur au modèle du pendule inversé
rotatif et analysons les résultats obtenus par simulation.

Mots clés : Système linéaire,Système non linéaire, Pendule inversé rotatif, Modélisation mathé-
matique, Observateur de Luenberger, Observateur à état étendu linéaire (LESO), Point d’équi-
libre, Estimation d’état, Perturbations.
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Introduction Générale

Dans le domaine de l’automatique, l’interaction entre la théorie et l’application pratique est
plus forte que jamais. Un des éléments clés de cette symbiose est l’observateur, qui est devenu une
composante essentielle des systèmes de commande modernes, en particulier dans l’industrie.
Le rôle de l’observateur est de fournir une estimation précise de l’état interne d’un système
dynamique basée sur les entrées et les sorties mesurées. En fait, en raison de la complexité
et de l’imprévisibilité des systèmes industriels, il est souvent impossible ou impraticable de
mesurer directement toutes les variables d’état. Dans ce contexte, l’observateur se pose comme
une solution permettant une surveillance efficace du système.

Dans ce mémoire, nous nous concentrerons sur les observateurs pour le pendule inversé
rotatif, un système non linéaire largement utilisé pour illustrer des concepts clés en automatique.
Ce système pose un défi en raison de sa non-linéarité et de sa nature instable. Notre travail est
divisé en trois chapitres.

Le premier chapitre de cette étude a pour objectif d’introduire la notion des observateurs.
Nous aborderons leur définition, leur utilité, ainsi que les différents types d’observateurs que
l’on peut rencontrer. Ensuite, nous présenterons notre système, le pendule inversé rotatif sur
la maquette du QUANSER QUBE Servo 2 disponible à notre établissement ESSAT. Nous
procéderons ensuite à une modélisation mathématique du système.

Le deuxième chapitre sera consacré à l’application d’un observateur linéaire sur le système
du pendule inversé rotatif (PIR), plus précisément l’observateur de Luenberger. Dans un premier
temps, nous effectuerons la linéarisation du système autour du point d’équilibre instable afin
d’obtenir un modèle linéaire. Cette étape est essentielle, car l’observateur linéaire est spécifi-
quement conçu pour fonctionner de manière optimale dans la plage de linéarité du système.
Ensuite, nous présenterons les résultats des simulations 3D basées sur ce modèle et nous les
interpréterons en détail pour évaluer les performances de l’observateur linéaire appliqué au PIR.
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Le troisième chapitre est consacré à l’application conjointe de l’observateur à état étendu
linéaire (LESO) et de la commande linéaire quadratique (LQR) sur le pendule inversé rotatif. Le
LESO est synthétisé à partir du modèle linéarisé du système et permet d’estimer simultanément
les variables d’état et les perturbations agissant sur le système, en les traitant comme un état
étendu supplémentaire. Les états estimés par le LESO sont ensuite exploités par le régulateur
LQR afin de stabiliser le pendule autour de sa position d’équilibre instable. Les résultats obtenus
par simulation sont présentés et analysés afin d’évaluer les performances de cette approche basée
sur l’estimation d’état.

L’objectif de cette étude est d’évaluer l’efficacité de ces deux approches (l’observateur de
Luenberger et l’observateur à état étendu linéaire (LESO)) de comprendre leurs avantages et
leurs limites, et de formuler des recommandations quant au choix de l’approche la mieux
adaptée aux spécificités du système à commander. Cette étude vise non seulement à consolider
la compréhension théorique des observateurs d’état, mais également à fournir des orientations
pratiques pour leur mise en œuvre dans un contexte applicatif.
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Chapitre I
Principes d’observation et synthèse
d’observateurs

I.1 Introduction

La grande majorité des systèmes rencontrés en ingénierie présentent un comportement
intrinsèquement non linéaire. Par ailleurs, la mesure directe de l’ensemble des variables d’état est
souvent inenvisageable, en raison du coût prohibitif de l’instrumentation ou de l’inaccessibilité
physique de certaines grandeurs. C’est dans ce contexte que la théorie des observateurs a été
développée comme alternative à la mesure directe (1).

La notion d’observabilité d’un système dynamique désigne la possibilité de reconstruire
l’état x(t) à partir de la seule connaissance de la sortie mesurée y(t), de l’entrée u(t), et
éventuellement d’un nombre fini de leurs dérivées temporelles (2).

L’objectif de ce chapitre est de présenter les notions fondamentales relatives aux observateurs
d’état, en décrivant leurs différentes catégories, leurs principes de fonctionnement et leurs
domaines d’application. La modélisation du pendule inversé rotatif (PIR) est ensuite développée
afin de servir de support à la mise en œuvre de ces estimateurs.

I.2 Définition d’un observateur

En automatique, la commande par retour d’état suppose la connaissance complète du vecteur
d’état x(t) à chaque instant. Or, certaines variables d’état sont physiquement inaccessibles à
la mesure, en raison de l’absence de capteurs appropriés ou de contraintes économiques. Pour
pallier cette limitation, on fait appel à un observateur d’état (3).
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Un observateur d’état est un système dynamique auxiliaire, piloté par les entrées u(t) et
les sorties mesurées y(t) du système réel, qui génère une estimation x̂(t) de l’état x(t), de sorte
que l’erreur d’estimation

e(t) = x(t)− x̂(t) (I.1)

converge vers zéro, asymptotiquement ou en temps fini, indépendamment des conditions ini-
tiales (5).

Pour un système dynamique de la forme

Σ :

ẋ(t) = f
(
x(t), u(t)

)
y(t) = h

(
x(t)

) (I.2)

un observateur prend la forme générale suivante (1) :

Σ̂ :

 ˙̂x(t) = F
(
x̂(t), u(t), y(t)

)
ŷ(t) = h

(
x̂(t)

) (I.3)

où F(·) est conçue de manière à assurer la convergence de x̂(t) vers x(t). Deux modalités de
convergence sont distinguées (8) :

— Convergence asymptotique : lim
t→+∞

∥∥e(t)
∥∥ = 0, caractéristique de l’observateur de Luen-

berger classique.

— Convergence en temps fini : ∃ T∗ < +∞ tel que
∥∥e(t)

∥∥ = 0 pour tout t ≥ T∗, propriété
des observateurs à modes glissants d’ordre supérieur.

La figure I.1 illustre le schéma bloc général d’un observateur d’état.

Figure I.1 – Schéma bloc général d’un observateur d’état (20)

4



I.3 Utilité des observateurs

Le recours aux observateurs est motivé par plusieurs considérations pratiques :

Reconstruction d’états inaccessibles. Certaines variables d’état ne peuvent être mesurées di-
rectement pour des raisons technologiques ou économiques.

Amélioration des performances de commande. L’observateur substitue l’état estimé x̂ à l’état
réel x dans la loi de commande par retour d’état.

Robustesse vis-à-vis du bruit de mesure. Un observateur correctement dimensionné filtre le
bruit et fournit une estimation lissée des variables d’état.

Détection et isolation de défauts. Le résidu d’observation, écart entre sortie mesurée et sortie
estimée, peut être exploité à des fins de diagnostic.

Estimation paramétrique. Dans certaines architectures adaptatives, l’observateur est étendu
pour estimer simultanément les paramètres inconnus du modèle.

I.4 Types d’observateurs

On distingue classiquement plusieurs catégories d’observateurs (5) :

1. Observateurs déterministes : conçus pour des systèmes exempts de bruit. L’observateur
de Luenberger en est le représentant le plus répandu pour les systèmes linéaires.

2. Observateurs stochastiques : fournissent une estimation optimale au sens de la variance
minimale en présence de bruits gaussiens. Le filtre de Kalman (12) en constitue l’exemple
canonique.

3. Observateurs non linéaires : conçus spécifiquement pour les systèmes non linéaires,
soit par linéarisation autour d’un point d’équilibre, soit par prise en compte explicite des
non-linéarités dans la construction du gain d’observation.

I.4.1 Observateur de Luenberger

L’observateur de Luenberger est un estimateur d’état linéaire applicable aux systèmes LTI.
Sa structure comprend une copie du modèle dynamique du système, corrigée par un terme
proportionnel à l’écart entre la sortie réelle et la sortie estimée. Son principal atout réside dans
sa simplicité de mise en œuvre (4).
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Pour un système linéaire ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)
(I.4)

l’observateur de Luenberger s’écrit : ˙̂x(t) = Ax̂(t) + Bu(t) + L
(
y(t)− Cx̂(t)

)
ŷ(t) = Cx̂(t)

(I.5)

La convergence est assurée si (A − LC) est Hurwitz, c’est-à-dire si toutes ses valeurs propres
ont une partie réelle strictement négative (4).

Figure I.2 – Schéma bloc de l’observateur de Luenberger (20)

I.4.2 Observateur à entrée inconnue

Un observateur à entrée inconnue est spécialement conçu pour estimer l’état d’un système
dont certaines entrées sont inaccessibles ou totalement inconnues. Pour un système linéaire
soumis à une perturbation d(t) :ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Fd(t)

y(t) = Cx(t)
(I.6)

la structure de l’observateur est :ξ̇(t) = Nξ(t) + Hu(t) + Jy(t)

x̂(t) = ξ(t)− Ey(t)
(I.7)

6



où les matrices N, H, J et E sont déterminées de façon à annuler l’effet de la perturbation
inconnue sur l’erreur d’estimation.

Figure I.3 – Schéma bloc d’un observateur à entrée inconnue (5)

I.4.3 Observateur à modes glissants

Les observateurs à modes glissants sont fondés sur la théorie des systèmes à structure
variable. Leur principe consiste à contraindre l’erreur d’estimation à converger vers une surface
de glissement d’ordre (n − p), garantissant attractivité et invariance (21). Pour un système non
linéaire observable, l’observateur à modes glissants d’ordre 1 s’écrit (7) : ˙̂x = f (x̂, u) + λ sgn(y − ŷ)

ŷ = h(x̂)
(I.8)

où λ ∈ Rn×p est la matrice de gain correctif. L’inconvénient majeur est le phénomène de
chattering lié à la discontinuité de la loi de commutation.

Figure I.4 – Schéma bloc d’un observateur à modes glissants (20)
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I.4.4 Observateur à état étendu (ESO)

L’observateur à état étendu (ESO), proposé par Han dans le cadre de l’ADRC, augmente
le vecteur d’état en incluant les perturbations inconnues comme variable supplémentaire à
estimer (17). Pour un système du second ordre :

ẋ1 = x2

ẋ2 = f (x1, x2, t) + b u(t)

y = x1

(I.9)

on introduit x3 = f (·), et la version linéaire de l’ESO (LESO, proposée par Gao (18)) s’écrit :
˙̂x1 = x̂2 + β1(y − x̂1)

˙̂x2 = x̂3 + β2(y − x̂1) + b u

˙̂x3 = β3(y − x̂1)

(I.10)

Les gains sont paramétrés par la largeur de bande ωo : β1 = 3ωo, β2 = 3ω2
o , β3 = ω3

o .

I.4.5 Observateur de Thau

L’observateur de Thau, ou observateur de Lipschitz, fournit une condition suffisante de
stabilité exponentielle pour les systèmes non linéaires vérifiant une condition de Lipschitz (23).
Pour un système transformé sous la forme :ż = Az + Bu + p(x)

y = Cz
(I.11)

l’observateur est :  ˙̂x = Ax̂ + Bu + p(x̂) + L(y − Cx̂)

ŷ = Cx̂
(I.12)

La stabilité est garantie si p(x) vérifie : ∥p(x1)− p(x2)∥ ≤ k ∥x1 − x2∥ pour une constante
k > 0, et si le gain L est choisi de façon à compenser cet effet non linéaire.

I.5 Présentation du PIR

Le PIR est un dispositif de référence pour l’apprentissage de la modélisation et de la com-
mande. Il se compose d’un bras rotatif entraîné par un servomoteur, dont la position angulaire
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est notée θ, et d’un pendule articulé à l’extrémité du bras, dont l’inclinaison est notée α.

Figure I.5 – Vue d’ensemble du QUBE-Servo 2 (19)

N° Composants N° Composants
1 Chassis 11 Rotary arm hub
2 Module connector 12 Rotary pendulum magnets
3 Module connector magnets 13 Pendulum encoder
4 Status LED strip 14 DC motor
5 Module encoder connector 15 Motor encoder
6 Power connector 16 QUBE-SERVO 2 DAQ/amplifier board
7 System power LED 17 Interface power LED
8 Inertia disc 18 USB connector
9 Pendulum link 19 Internal Data bus
10 Rotary arm rod

Table I.1 – Composants du QUBE-Servo 2 (19)

I.5.1 Coordonnées généralisées

Le PIR possède deux degrés de liberté : l’angle θ décrivant la rotation du bras dans le plan
horizontal, et l’angle α mesurant l’inclinaison du pendule par rapport à la verticale. La figure ??
illustre la géométrie du système.
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Figure I.6 – Schéma cinématique du système bras-pendule (16)

La figure I.6 présente le schéma du pendule inversé rotatif (PIR). Le bras est entraîné par
le moteur, ce qui provoque sa rotation et, par conséquent, celle du pendule. Dans toute la mo-
délisation, l’origine sera prise à la position haute du pendule (position d’équilibre instable).Les
paramètres et leurs valeurs sont r esumes dans le tableau suivant :

Table I.2 – Paramètres physiques du QUBE-Servo 2 avec pendule rotatif

Symbole Description Valeur Unité

mp Masse du pendule 0,024 kg

Lr Longueur du bras rotatif 0,085 m

Lp Longueur totale du pendule 0,129 m

Jr Moment d’inertie du bras (axe moteur) 5,72 × 10−5 kg m2

Jp Moment d’inertie du pendule (centre de masse) 3,33 × 10−5 kg m2

Dr Coefficient d’amortissement visqueux du bras 1,5 × 10−3 N m s/rad

Dp Coefficient d’amortissement visqueux du pendule 5,0 × 10−4 N m s/rad

kt Constante de couple du moteur 0,042 N m/A

km Constante contre-électromotrice 0,042 V s/rad

Rm Résistance d’armature du moteur 8,4 Ω

g Accélération de la pesanteur 9,81 m/s2
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I.5.2 Lagrangien du système

L’approche lagrangienne repose sur la définition L = Ec − Ep. Les énergies cinétiques du
bras et du pendule sont respectivement :

Ec,bras =
1
2

Jr θ̇2, Ec,pendule =
1
2

mpṖ2 +
1
2

Jpα̇2

L’énergie potentielle, nulle pour le bras (plan horizontal), se réduit à :

Ep =
1
2

mpgLp cos α (I.13)

I.5.3 Position et vitesse du centre de masse

La position du centre de masse du pendule est :
Px = Lr cos θ + 1

2 Lp sin α sin θ

Py = Lr sin θ − 1
2 Lp sin α cos θ

Pz =
1
2 Lp cos α

(I.14)

Après calcul de Ṗ2, l’énergie cinétique totale devient :

Ec =
1
2

(
Jr + mpL2

r +
1
4 mpL2

p sin2α
)

θ̇2 +
1
2

(
Jp +

1
4 mpL2

p

)
α̇2 − 1

2
mpLrLp cos α θ̇α̇ (I.15)

I.5.4 Équations différentielles du mouvement

L’application des équations d’Euler-Lagrange conduit aux deux équations différentielles
décrivant la dynamique du PIR :

θ̈

(
Jr + mpL2

r +
1
4

mpL2
p sin2 α

)
+ α̈

(
−1

2
mpLpLr cos α

)
+ α̇θ̇

(
1
2

mpL2
p sin α cos α

)
+ α̇2

(
1
2

mpLrLp sin α

)
= Q1 (I.16)

11



θ̈

(
−1

2
mpLrLp cos α

)
+ α̈

(
Jp +

1
4

mpL2
p

)
+ θ̇2

(
−1

4
mpL2

p sin α cos α

)
− 1

2
mpgLp sin α = Q2 (I.17)

Ces équations se mettent sous la forme d’un système 2 × 2 en les inconnues θ̈ et α̈ :a θ̈ + b α̈ = c

a1θ̈ + b1α̈ = c1

(I.18)

avec :

a = Jr + mpL2
r +

1
4

mpL2
p sin2 α, (I.19)

b = −1
2

mpLrLp cos α, (I.20)

c = τ − Br θ̇ −
[

α̇θ̇

(
1
2

mpL2
p sin α cos α

)
+ α̇2

(
1
2

mpLrLp sin α

)]
, (I.21)

a1 = −1
2

mpLrLp cos α, (I.22)

b1 = Jp +
1
4

mpL2
p, (I.23)

c1 = −Bpα̇ −
[

θ̇2
(
−1

4
mpL2

p sin α cos α

)
− 1

2
mpgLp sin α

]
. (I.24)

I.5.5 Résolution par la règle de Cramer

Le système (I.18) est résolu par la règle de Cramer :

θ̈ =
det1

det
, α̈ =

det2

det
(I.25)

Le déterminant principal est :

det = (Jr + mpL2
r )

(
Jp +

1
4

mpL2
p

)
+

1
4

mpL2
p sin2 α

(
Jp +

1
4

mpL2
p

)
+

1
4
(
mpLpLr cos α

)2

(I.26)

Les déterminants au numérateur sont donnés par :

det
1

=

[
τ − Br θ̇ −

(
1
2

mpL2
p sin α cos α

)
α̇θ̇ −

(
1
2

mpLr sin α

)
α̇2
] (

Jp +
1
4

mpL2
p

)
−

[
−Bpα̇ +

(
1
4

mpL2
p sin α cos α

)
θ̇2 +

1
2

mpgLp sin α

] (
−1

2
mpLrLp cos α

)
(I.27)
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det
2

=

[
−Bpα̇ +

(
1
4

mpL2
p sin α cos α

)
θ̇2 +

1
2

mpgLp sin α

] (
Jr + mpL2

p +
1
4

mpL2
p sin2 α

)
−

[
τ − Br θ̇ −

(
1
2

mpL2
p sin α cos α

)
α̇θ̇ −

(
1
2

mpLr sin α

)
α̇2
] (

−1
2

mpLrLp cos α

)
(I.28)

En développant l’expression du couple moteur , on obtient :

τ =
ηsηmKsKt

Rm
Vm − ηsηmKmKtK2

s
Rm

θ̇ (I.29)

I.5.6 Représentation d’état du PIR

La représentation d’état en contrôle automatique renvoie à la manière dont on décrit le
comportement d’un système via une description formelle de ses divers états. Cela permet
d’acquérir une vision intégrale de la dynamique du système, y compris sa variation temporelle. Il
s’agit d’un outil fondamental pour la modélisation, l’analyse, la conception et l’implémentation
de systèmes. Cela peut contribuer à l’amélioration de la stabilité, des performances et de la
fiabilité des systèmes.

Dans notre cas, le PIR est un système non linéaire ; sa représentation d’état s’écrit comme
suit :



ẋ1 = x3

ẋ2 = x4

ẋ3 = f1(x) + g1(x) u

ẋ4 = f2(x) + g2(x) u

(I.30)

avec le vecteur d’état donné comme suit :

x =
(

x1 x2 x3 x4

)⊤
=

(
θ α θ̇ α̇

)⊤
(I.31)

où u = Vm est la tension de commande et les fonctions non linéaires sont :

f1(x) =

[
− ηsηmKmKtK2

s
Rm

x3 − Brx3 −
(

1
2 mpL2

p sin x2 cos x2

)
x4x3 −

(
1
2 mpLr sin x2

)
x2

4

] (
Jp +

1
4 mpL2

p

)
det

−

[
−Bpx4 +

(
1
4 mpL2

p sin x2 cos x2

)
x2

3 +
1
2 mpgLp sin x2

] (
−1

2 mpLrLp cos x2

)
det

(I.32)
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g1(x) =
Jp +

1
4 mpL2

p

det
· ηsηmKsKt

Rm
(I.33)

f2(x) =

[
−Bpx4 +

(
1
4 mpL2

p sin x2 cos x2

)
x2

3 +
1
2 mpgLp sin x2

] (
Jr + mpL2

p +
1
4 mpL2

p sin2 x2

)
det

−

[
− ηsηmKmKtK2

s
Rm

x3 − Brx3 −
(

1
2 mpL2

p sin x2 cos x2

)
x4x3 −

(
1
2 mpLr sin x2

)
x2

4

] (
−1

2 mpLrLp cos x2

)
det

(I.34)

g2(x) =
−1

2 mpLrLp cos x2

det
· ηsηmKsKt

Rm
(I.35)

avec :

det =
(

Jr + mpL2
p

)(
Jp +

1
4

mpL2
p

)
+

1
4

mpL2
p sin2 x2

(
Jp +

1
4

mpL2
p

)
+

1
4
(
mpLpLr cos x2

)2

(I.36)

I.6 Conclusion

Ce chapitre a posé les bases théoriques nécessaires à la mise en œuvre des observateurs
d’état : définition, propriétés de convergence, principales familles d’estimateurs, et modélisation
du PIR. La disponibilité de ce modèle d’état constitue le point de départ indispensable pour la
synthèse des observateurs développée dans les chapitres suivants.
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Chapitre II
Synthèse d’un observateur de Luenberger
pour le PIR

II.1 Introduction

Fort des bases théoriques établies au chapitre précédent et disposant du modèle mathématique
complet du PIR, ce chapitre est consacré à la synthèse et à la validation de l’observateur de
Luenberger. La démarche adoptée s’articule en trois étapes successives : la linéarisation du
modèle non linéaire au voisinage du point d’équilibre instable, la conception de l’observateur
par placement de pôles, et enfin l’analyse des résultats de simulation obtenus en couplant cet
observateur à une commande LQR.

II.2 Systèmes linéaires

Un système linéaire est un système physique ou mathématique dont le comportement est
régi par des équations différentielles linéaires et qui satisfait le principe de superposition. Ce
principe se décline en deux propriétés (10) : l’additivité, selon laquelle la réponse à une somme
de signaux est égale à la somme des réponses individuelles, et l’homogénéité, selon laquelle la
multiplication de l’entrée par un scalaire α produit la multiplication de la sortie par ce même
scalaire.

Lorsqu’un système est intrinsèquement non linéaire, il peut néanmoins être approximé loca-
lement par un modèle linéaire au voisinage d’un point de fonctionnement donné. Cette approxi-
mation, fondée sur le développement de Taylor au premier ordre, est valide dans un voisinage
restreint du point considéré et permet d’exploiter l’arsenal des méthodes linéaires pour l’analyse
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et la synthèse de commande (1; 9).

II.3 Linéarisation du système

Le PIR est un système sous-actionné à une seule entrée u, gouvernant simultanément les
deux degrés de liberté θ et α. La linéarisation autour du point d’équilibre instable est conduite
par développement jacobien (1) :

A =
∂F
∂x

∣∣∣∣
x=x̃

, B =
∂G
∂u

∣∣∣∣
x=x̃, u=0

(II.1)

La représentation d’état d’un système linéaire invariant dans le temps s’écrit :ẋ = Ax + Bu

y = Cx + Du
(II.2)

où les grandeurs sont définies comme suit : x ∈ Rn le vecteur d’état, u ∈ Rm l’entrée de
commande, y ∈ Rp la sortie, A ∈ Rn×n la matrice de dynamique, B ∈ Rn×m la matrice
d’entrée, C ∈ Rp×n la matrice de sortie, et D ∈ Rp×m la matrice de transmission directe,
généralement nulle en pratique.

Figure II.1 – Schéma fonctionnel de la représentation d’état (10)

La linéarisation repose sur le développement de Taylor au premier ordre, c’est-à-dire sur le
calcul de la matrice jacobienne du champ de vecteurs (9). Sa validité reste confinée au voisinage
restreint du point d’équilibre considéré.
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II.3.1 Points d’équilibre

Un point d’équilibre x̃ est un état pour lequel la dérivée temporelle du vecteur d’état s’annule
identiquement en l’absence de sollicitation extérieure. Pour le PIR, la condition ẋi = 0 conduit
à sin α = 0, soit α = kπ, k ∈ Z.

II.3.2 Matrices du modèle linéarisé

Après substitution des paramètres numériques du QUBE-Servo 2 (19), les matrices du
modèle linéarisé autour de x̃1 sont :

A =



0 0 1 0

0 0 0 1

0 149.2751 −0.0104 0

0 261.6091 −0.0103 0


, B =



0

0

49.7275

49.1493


(II.3)

C =

1 0 0 0

0 1 0 0

 , D = 0 (II.4)

II.4 Observabilité

L’observabilité est une propriété structurelle traduisant la possibilité de reconstruire de
manière unique le vecteur d’état à partir des seules mesures d’entrée et de sortie sur un intervalle
de temps fini (12). Le système est observable si et seulement si la matrice d’observabilité :

O =



C

CA

CA2

CA3


(II.5)

est de rang plein, c’est-à-dire rang(O) = n. Pour le PIR, le calcul numérique donne rang(O) =

4 = n, confirmant que l’état complet peut être reconstruit à partir des seules mesures de θ et α.
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Figure II.2 – Structure de l’observateur de Luenberger couplé à la commande LQR (11)

II.5 Synthèse de l’observateur de Luenberger

L’observateur de Luenberger corrige en boucle fermée l’estimation en pondérant l’écart entre
sortie mesurée et sortie estimée par le gain L (4) : ˙̂x(t) = Ax̂(t) + Bu(t) + L

(
y(t)− Cx̂(t)

)
ŷ(t) = Cx̂(t)

(II.6)

L’erreur d’estimation e = x − x̂ obéit à la dynamique :

ė(t) = (A − LC) e(t) (II.7)

La convergence asymptotique est garantie si et seulement si (A − LC) est Hurwitz, c’est-à-dire
si toutes ses valeurs propres ont une partie réelle strictement négative.
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Calcul du gain L. Le gain est déterminé par placement de pôles via la commande MATLAB
place(A', C', P), pour les pôles désirés P = {−150, −160, −170, −180} :

L = 104



0.0329 −0.0007

−0.0012 0.0331

2.6944 −0.1066

−0.1920 2.7601


(II.8)

II.6 Commande LQR

Afin de valider le comportement de l’observateur, une commande linéaire quadratique (LQR)
est synthétisée préalablement (14). Le régulateur minimise le critère quadratique :

J = ∞
0
(
x⊤Q x + u⊤R u

)
dt (II.9)

Le gain optimal K = R−1B⊤P est obtenu en résolvant l’équation algébrique de Riccati :

A⊤P + PA − PBR−1B⊤P + Q = 0 (II.10)

Les matrices de pondération retenues sont :

Q = diag(1, 1, 1, 20), R = 1 (II.11)

La commande lqr de MATLAB fournit le gain optimal :

K =
(
−1 47,7475 −1,3175 6,1208

)
(II.12)

avec les pôles en boucle fermée :

PBF = {−226,49; −3,92 ± 3,11j; −1,00} (II.13)

II.7 Résultats de simulation

Les expériences ont été réalisées sur le système réel QUBE-Servo 2, interfacé avec l’en-
vironnement Simulink de MATLAB. Le système comporte quatre variables d’état : l’angle du
bras θ et l’angle du pendule α, mesurés directement par les encodeurs, ainsi que les vitesses an-
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gulaires θ̇ et α̇, reconstruites par filtres passe-haut. L’évaluation se déroule en deux phases : une
comparaison des états estimés aux états réels mesurés, suivie de la substitution de ces estimations
dans la loi de commande LQR afin de valider la stabilisation du pendule en position inverse.
Afin d’amener le pendule dans la zone de linéarité, une stratégie de swing-up est utilisée : elle
consiste à imprimer au bras des oscillations successives permettant d’accumuler de l’énergie
jusqu’à ce que le pendule atteigne le voisinage du point d’équilibre instable x̃1, où la commande
LQR prend alors le relais pour assurer la stabilisation.

II.7.1 Reconstruction des états

Figure II.3 – Évolution de l’angle réel et estimé du bras θ.

Figure II.4 – Évolution de l’angle réel et estimé du pendule α.

Les figures II.3 et II.4 comparent les trajectoires réelles et estimées des angles du bras et du
pendule. Pour θ, l’état réel x1 reste proche de 0◦ tandis que x1,obs diverge initialement en raison
de conditions initiales défavorables, avant de converger progressivement à partir de t = 7 s. Pour
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α, l’état réel x2 part de −180◦ et rejoint 0◦ ; l’estimation x2,obs, partie de −20◦, atteint −100◦

puis converge après 6,5 s, confirmant la robustesse de l’observateur face aux écarts initiaux.

Figure II.5 – Évolution de la vitesse angulaire réelle et estimée du bras θ̇.

Figure II.6 – Évolution de la vitesse angulaire réelle et estimée du pendule α̇.

Les figures II.5 et II.6 illustrent respectivement l’évolution de θ̇ et α̇, réelles et estimées, sous
commande LQR. Les estimations x3,obs et x4,obs suivent fidèlement les valeurs réelles x3 et x4,
avec une convergence rapide vers 0 deg/s : θ̇ se stabilise en environ 3,5 s et α̇ en 3 s, tandis que
l’erreur résiduelle s’annule complètement après 7 s.

II.7.2 Reconstruction de la commande LQR

Les états estimés présentant une forte concordance avec les états réels, la commande LQR est
reconstruite uniquement à partir des estimations de l’observateur, afin d’évaluer la stabilisation
du PIR en boucle fermée.
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Figure II.7 – Angle du bras réel et estimé avec commande LQR basée sur l’observateur.

Figure II.8 – Angle du pendule réel et estimé avec commande LQR basée sur l’observateur.
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Les figures II.7 et II.8 présentent respectivement l’évolution de θ et α, réels et estimés, lors
de l’application de la commande LQR basée uniquement sur les états estimés par l’observateur
de Luenberger. Pour θ, x1 et x1,obs partent de 20◦ et présentent des oscillations amorties avec
un pic négatif d’environ −15◦ à t ≈ 3 s, puis une amplitude décroissante ; les deux courbes se
superposent parfaitement, confirmant le maintien contrôlé du bras autour de θ = 0◦. Pour α,
x2 et x2,obs partent de 30◦ et convergent vers α = 0◦ en 3 s, avec des oscillations résiduelles
inférieures à 1◦, témoignant de la stabilisation efficace du pendule autour de son point d’équilibre
instable.

Figure II.9 – Vitesse angulaire du bras réelle et estimée avec commande LQR.

Figure II.10 – Vitesse angulaire du pendule réelle et estimée avec commande LQR.

Les figures II.9 et II.10 illustrent les vitesses angulaires θ̇ et α̇ réelles et estimées sous
commande LQR. θ̇ atteint le régime permanent en 3,5 s avec un léger dépassement, tandis que
α̇ s’amortit en 3 s pour se stabiliser à 0 deg/s. Les estimations x3,obs et x4,obs suivent fidèlement
les valeurs réelles, attestant la bonne précision de l’observateur pour les variables non mesurées

23



directement. La convergence complète est obtenue après 7 s ; en dehors de la zone de linéarité,
les résultats ne sont pas pris en compte, car le modèle linéarisé n’y est plus valide.

II.7.3 Erreurs d’estimation

Figure II.11 – Erreur d’estimation de l’angle du pendule α.

Figure II.12 – Erreur d’estimation de l’angle du bras θ.

La figure II.11 montre l’erreur eα = α− α̂ : une divergence transitoire hors zone de linéarité,
due à l’initialisation loin de l’équilibre, puis une stabilisation à moins de 0,2◦ une fois le pendule
dans la zone linéaire. La figure II.12 présente un comportement analogue pour eθ = θ − θ̂, avec
une erreur résiduelle également inférieure à 0,2◦ après 7 s, attestant la fiabilité de l’observateur
dans la zone de validité du modèle linéarisé.

24



Figure II.13 – Erreur d’estimation de la vitesse angulaire du pendule α̇.

Figure II.14 – Erreur d’estimation de la vitesse angulaire du bras θ̇.
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Les figures II.13 et II.14 montrent les erreurs eα̇ = α̇ − ˆ̇α et eθ̇ = θ̇ − ˆ̇θ. Après un transitoire
initial lié à la phase de swing-up, l’erreur devient négligeable en régime permanent, avec une
amplitude inférieure à 0,5 deg/s, confirmant la bonne reconstruction des vitesses angulaires par
l’observateur.

II.8 Conclusion

Les résultats de simulation confirment l’efficacité de l’observateur de Luenberger comme
substitut fiable aux capteurs de vitesse pour le pendule inversé rotatif. Les erreurs résiduelles
obtenues dans la zone de linéarité valident la pertinence de l’approche par placement de pôles
adoptée pour la synthèse de l’observateur. La commande LQR basée sur les états estimés assure
par ailleurs une stabilisation satisfaisante du pendule autour de son point d’équilibre instable.
Toutefois, cette étude reste confinée au cadre linéaire et ne permet pas de prendre en compte les
perturbations externes ni les non-linéarités inhérentes au système. Afin de pallier ces limitations,
le chapitre suivant sera consacré à l’application d’un observateur à état étendu linéaire dont la
structure augmentée permet d’estimer conjointement les variables d’état et les perturbations
agissant sur le PIR, tout en conservant un cadre de synthèse linéaire.
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Chapitre III
Observateur à État Étendu Linéaire
(LESO) pour le PIR

III.1 Introduction

Le chapitre précédent a montré que l’observateur de Luenberger permet de reconstruire
efficacement les états du pendule inversé rotatif (PIR) dans la zone de linéarité. Cependant,
cet observateur repose sur un modèle linéarisé et ne prend pas en compte les perturbations
externes ni les non-linéarités du système. Or, dans un contexte réel, le PIR est soumis à des
frottements, des incertitudes paramétriques et des perturbations qui dégradent les performances
de l’estimateur classique.

Dans ce chapitre, nous introduisons l’Observateur à État Étendu Linéaire (Linear Extended
State Observer, LESO), une extension de l’observateur classique qui augmente le vecteur d’état
afin d’estimer simultanément les variables d’état et les perturbations agissant sur le système.
Le LESO est ici utilisé spécifiquement pour estimer les vitesses angulaires θ̇ et α̇ du bras et du
pendule, qui sont des grandeurs difficiles à mesurer directement avec précision. Ces estimations
sont ensuite injectées dans la loi de commande LQR afin d’assurer la stabilisation du pendule
autour de sa position d’équilibre instable.

III.2 Principe du LESO

L’observateur à état étendu (ESO) a été introduit par Han (24) dans le cadre de la commande
par rejet actif des perturbations (Active Disturbance Rejection Control, ADRC). Sa version
linéaire, le LESO, a ensuite été proposée par Gao (25), qui a également établi une méthode
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systématique de réglage des gains par paramétrisation par largeur de bande.

L’idée fondamentale du LESO consiste à traiter l’ensemble des non-linéarités, des perturba-
tions externes et des incertitudes de modélisation comme un état étendu supplémentaire, noté
xn+1, à estimer conjointement avec les variables d’état classiques. Cela permet de s’affranchir
d’un modèle précis du système tout en conservant un cadre de synthèse linéaire.

Considérons un système du second ordre de la forme générale :
ẋ1 = x2

ẋ2 = f (x1, x2, t) + b0 u

y = x1

(III.1)

où f (·) représente la dynamique totale inconnue du système (non-linéarités, perturbations,
incertitudes), et b0 est le gain de commande nominal.

On introduit l’état étendu x3 = f (·), supposé à variation lente (ẋ3 ≈ 0), ce qui conduit au
système augmenté : 

ẋ1 = x2

ẋ2 = x3 + b0 u

ẋ3 = ḟ ≈ 0

y = x1

(III.2)

Le LESO associé à ce système augmenté s’écrit alors :
˙̂x1 = x̂2 + β1 (y − x̂1)

˙̂x2 = x̂3 + β2 (y − x̂1) + b0 u

˙̂x3 = β3 (y − x̂1)

(III.3)

où β1, β2, β3 sont les gains de l’observateur, choisis de manière à placer les pôles de la matrice
d’erreur (A − LC) dans le demi-plan gauche du plan complexe.

La convergence asymptotique est garantie si et seulement si la matrice (Aobs − LCobs) est
de Hurwitz, c’est-à-dire si toutes ses valeurs propres ont une partie réelle strictement négative.

Afin de simplifier le réglage, Gao (25) propose de placer tous les pôles de l’observateur en
un point unique −ω0 sur l’axe réel négatif, ce qui conduit au polynôme caractéristique :

λ(s) = (s + ω0)
3 = s3 + 3ω0s2 + 3ω2

0s + ω3
0 (III.4)
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et par identification :
β1 = 3ω0, β2 = 3ω2

0, β3 = ω3
0 (III.5)

Le seul paramètre de réglage est donc la largeur de bande ω0, ce qui constitue l’un des principaux
avantages du LESO.

III.3 Synthèse du LESO pour le PIR

III.3.1 Modèle augmenté (bras + pendule)

Le PIR est un système à quatre variables d’état :

x =
[

x1 x2 x3 x4

]⊤
=

[
θ α θ̇ α̇

]⊤
(III.6)

où θ est l’angle du bras rotatif et α est l’angle du pendule.

Dans notre application, seules les vitesses angulaires θ̇ (x3) et α̇ (x4) sont à estimer par le
LESO, car elles ne sont pas mesurées directement avec suffisamment de précision. Les positions
θ et α sont quant à elles mesurées par les encodeurs du QUBE-Servo 2.

On construit donc deux LESO indépendants, l’un dédié au sous-système du bras et l’autre
au sous-système du pendule.

LESO pour le bras (sous-système 1) :

On considère le sous-système :ẋ1 = x3

ẋ3 = f1(x) + b0,bras u
(III.7)

où f1(x) regroupe toutes les dynamiques non modélisées et perturbations agissant sur le bras, et
b0,bras est le gain de commande nominal du bras. On augmente le vecteur d’état avec x5 = f1(x),
ce qui donne le LESO du bras :

˙̂x1 = x̂3 + β1 (x1 − x̂1)

˙̂x3 = x̂5 + β3 (x1 − x̂1) + b0,bras u

˙̂x5 = β5 (x1 − x̂1)

(III.8)

LESO pour le pendule (sous-système 2) :
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De manière analogue, pour le pendule :ẋ2 = x4

ẋ4 = f2(x) + b0,pend u
(III.9)

avec x6 = f2(x) l’état étendu du pendule, le LESO associé est :
˙̂x2 = x̂4 + β2 (x2 − x̂2)

˙̂x4 = x̂6 + β4 (x2 − x̂2) + b0,pend u

˙̂x6 = β6 (x2 − x̂2)

(III.10)

III.3.2 Calcul des gains (β1 . . . β6)

En appliquant la paramétrisation par largeur de bande de Gao (25), les pôles de chaque
LESO sont placés en −ω0. Le polynôme caractéristique de chaque observateur est :

λ(s) = s3 + βis2 + β js + βk = (s + ω0)
3 (III.11)

Par identification, les gains sont :

β1 = β2 = 3 ω0, β3 = β4 = 3 ω2
0, β5 = β6 = ω3

0 (III.12)

Les valeurs numériques retenues pour notre système, avec ω0,bras = ω0,pend = 100 rad/s,
sont :

Table III.1 – Gains du LESO pour le PIR (QUBE-Servo 2)

Gain Expression Valeur numérique
β1 3 ω0,bras 300

β3 3 ω2
0,bras 30 000

β5 ω3
0,bras 1 000 000

β2 3 ω0,pend 300

β4 3 ω2
0,pend 30 000

β6 ω3
0,pend 1 000 000
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III.3.3 Choix de la largeur de bande ω0

Le paramètre ω0 est le seul degré de liberté dans la conception du LESO. Son choix résulte
d’un compromis fondamental :

— Une valeur élevée de ω0 accélère la convergence de l’observateur et améliore le suivi des
états réels, mais augmente la sensibilité au bruit de mesure.

— Une valeur faible de ω0 rend l’observateur plus robuste au bruit, mais ralentit la conver-
gence et peut dégrader les performances de la commande.

En pratique, ω0 est choisi 3 à 5 fois plus grand que la largeur de bande de la boucle fermée
(25). Dans notre cas, les pôles de la boucle fermée LQR étant de l’ordre de −10 à −20 rad/s,
nous avons retenu :

ω0 = 100 rad/s (III.13)

Ce choix assure une dynamique de l’observateur suffisamment rapide par rapport à celle de la
boucle fermée, garantissant ainsi que les états estimés convergent avant que la commande LQR
ne soit activée.

III.4 Couplage LESO + LQR

III.4.1 Architecture de commande

L’architecture globale de commande du PIR est constituée de deux blocs fonctionnels dis-
tincts, activés successivement selon la position angulaire du pendule :

1. Commande Swing-Up : active lorsque |α| > 20. Elle amène le pendule depuis sa position
basse stable vers le voisinage de la position haute instable, en utilisant une loi d’énergie
non linéaire.

2. Commande LQR + LESO : active lorsque |α| ≤ 20. Elle stabilise le pendule autour de
sa position d’équilibre instable α = 0, en utilisant les états estimés par le LESO.

La loi de commande LQR s’écrit :

u = −Kx̂ (III.14)

où K est le gain LQR calculé au chapitre précédent, et x̂ =
[

x1 x2 x̂3 x̂4

]⊤
est le vecteur

d’état reconstruit, dans lequel les positions x1 = θ et x2 = α sont directement mesurées par les
encodeurs, tandis que les vitesses x̂3 = ˆ̇θ et x̂4 = ˆ̇α sont fournies par le LESO.
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III.4.2 Substitution des vitesses estimées (x̂3, x̂4)

L’apport essentiel du LESO dans cette architecture réside dans le remplacement des vi-
tesses angulaires mesurées (généralement obtenues par dérivation numérique des signaux des
encodeurs, ce qui introduit du bruit) par les vitesses estimées x̂3 et x̂4 fournies par l’observateur.

En effet, la dérivation numérique amplifie le bruit de quantification des encodeurs, ce qui
dégrade la qualité du signal de commande et peut nuire à la stabilité de la boucle fermée.
Le LESO, grâce à sa structure de filtre d’ordre trois, fournit une estimation lissée et précise
des vitesses, tout en rejetant implicitement les perturbations via l’état étendu x̂5 (bras) et x̂6

(pendule).

La loi de commande finale avec substitution des états estimés est donc :

u = −K1x1 − K2x2 − K3x̂3 − K4x̂4 (III.15)

où K =
[
K1 K2 K3 K4

]
est le vecteur de gain LQR, et x̂3, x̂4 sont les estimations fournies

par les deux LESO indépendants synthétisés à la section précédente.

Cette substitution constitue l’implémentation du principe de séparation entre la synthèse du
régulateur et celle de l’observateur, qui est valide pour les systèmes linéaires et reste une bonne
approximation dans la zone de fonctionnement linéaire du PIR (|α| ≤ 20).

III.5 Résultats de simulation

Les expériences ont été réalisées sur le système réel QUBE-Servo 2, interfacé avec l’en-
vironnement Simulink de MATLAB. Le système comporte quatre variables d’état : l’angle du
bras θ et l’angle du pendule α, mesurés directement par les encodeurs, ainsi que les vitesses an-
gulaires θ̇ et α̇, reconstruites par filtres passe-haut. L’évaluation se déroule en deux phases : une
comparaison des états estimés aux états réels mesurés, suivie de la substitution de ces estimations
dans la loi de commande LQR afin de valider la stabilisation du pendule en position inverse.
Afin d’amener le pendule dans la zone de linéarité, une stratégie de swing-up est utilisée : elle
consiste à imprimer au bras des oscillations successives permettant d’accumuler de l’énergie
jusqu’à ce que le pendule atteigne le voisinage du point d’équilibre instable x̃1, où la commande
LQR prend alors le relais pour assurer la stabilisation.
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III.5.1 Reconstruction des états

Figure III.1 – Évolution de l’angle réel et estimé du bras θ

Figure III.2 – Évolution de l’angle réel et estimé du pendule α

Les figures III.1 et III.2 comparent les trajectoires réelles et estimées des angles du bras et
du pendule lors de l’utilisation de l’observateur à état étendu linéaire (LESO). Pour l’angle du
bras, l’état réel reste proche de 0◦ tandis que l’estimation du LESO converge rapidement sans
divergence importante, démontrant la robustesse de l’observateur face aux non-linéarités. Pour
l’angle du pendule, l’état réel part de −180◦ et rejoint 0◦ ; l’estimation, malgré un écart initial,
rejoint la trajectoire réelle en environ 6 s, confirmant l’efficacité du LESO pour la reconstruction
des états non mesurés.
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Figure III.3 – Évolution de la vitesse angulaire réelle et estimée du bras θ̇

Figure III.4 – Évolution de la vitesse angulaire réelle et estimée du pendule α̇

Les figures III.3 et III.4 présentent respectivement l’évolution des vitesses angulaires esti-
mées par le LESO. Pour la vitesse du bras on observe une bonne superposition entre l’estimation
et la valeur réelle, avec un léger dépassement transitoire rapidement amorti. Quant à la vitesse
du pendule , l’estimation suit la tendance générale de la vitesse réelle, malgré des écarts d’am-
plitude en début de simulation. Les deux courbes convergent vers zéro en environ 7 s, confirmant
l’efficacité du LESO pour la reconstruction des vitesses non mesurées.
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III.5.2 Reconstruction de la commande LQR

Les états estimés présentant une forte concordance avec les états réels, la commande LQR est
reconstruite uniquement à partir des estimations de l’observateur, afin d’évaluer la stabilisation
du PIR en boucle fermée.

Figure III.5 – Angle du bras réel et estimé avec commande LQR basée sur l’observateur

Figure III.6 – Angle du pendule réel et estimé avec commande LQR basée sur l’observateur

Les figures III.5 et III.6 présentent respectivement l’évolution de θ et α réels et estimés, lors
de l’application de la commande LQR basée sur les états estimés par le LESO.

Pour θ (Figure III.5), les deux courbes partent de 20◦ et présentent des oscillations amorties.
Les courbes se superposent très rapidement, confirmant que le LESO reconstruit fidèlement la
dynamique du bras et que la commande LQR maintient le bras autour de 0◦.

Pour α (Figure III.6), les courbes partent de 30◦ et convergent vers 0◦ en environ 2,5 s, avec
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Figure III.8 – Vitesse angulaire du pendule réelle et estimée avec commande LQR

des oscillations résiduelles très faibles. La convergence rapide démontre la robustesse du LESO
et l’efficacité de la commande LQR pour stabiliser le pendule.

Figure III.7 – Vitesse angulaire du bras réelle et estimée avec commande LQR

Les figures III.7 et III.8 illustrent respectivement l’évolution des vitesses angulaires du bras
et du pendule, réelles et estimées, sous commande LQR avec le LESO. Pour la vitesse du bras
, on observe un pic initial d’environ −400 deg/s, puis une convergence rapide vers zéro en
3 s. L’estimation suit fidèlement la valeur réelle. Pour la vitesse du pendule l’amplitude atteint
environ 600 deg/s en début de simulation, puis s’amortit en 3 s. Le LESO parvient à estimer
correctement ces dynamiques rapides, ce qui valide son utilisation pour la commande LQR sans
capteurs de vitesse.
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III.5.3 Erreurs d’estimation

Figure III.9 – Erreur d’estimation de l’angle du pendule θ

Figure III.10 – Erreur d’estimation de l’angle du pendule α

Les figures III.9 et III.10 présentent les erreurs d’estimation des angles. On observe que
l’erreur reste très faible (inférieure à 0,5◦) après le régime transitoire, ce qui confirme la
précision du LESO pour la reconstruction des angles.
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Figure III.11 – Erreur d’estimation Vitesse angulaire du pendule α̇

Figure III.12 – Erreur d’estimation Vitesse angulaire du Bras θ̇

Les figures III.11 et III.12 montrent les erreurs d’estimation des vitesses. Pour α̇, l’erreur
atteint un pic de −300 deg/s en transitoire puis se stabilise après 6 s. Pour θ̇, l’erreur reste
inférieure à 50 deg/s et s’annule en 3 s. Le LESO assure une estimation convergente des vitesses
avec des erreurs résiduelles négligeables en régime permanent.
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III.6 Test de robustesse

Afin d’évaluer les performances de l’observateur LESO, un test de robustesse a été effectué
expérimentalement sur la maquette réelle QUBE-Servo 2. Ce test consiste à appliquer des
perturbations manuelles sur le pendule à différents instants, afin de comparer le comportement
du système dans deux cas :

— Sans états estimés : la commande LQR utilise uniquement les états mesurés.

— Avec états estimés : la commande LQR utilise les états estimés par le LESO (x̂3, x̂4).

Figure III.13 – Angle du pendule α sans états estimés (LQR seul)

La figure III.13 représente l’évolution de l’angle du pendule α sans l’utilisation des états
estimés. On observe qu’après chaque perturbation manuelle appliquée à différents instants, le
pendule présente des oscillations importantes atteignant ±180. Bien que le système parvient
à revenir vers la position d’équilibre instable α = 0, le temps de rejet de la perturbation est
relativement long, et les oscillations transitoires sont prononcées.
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Figure III.14 – Angle du pendule α avec états estimés (LQR + LESO)

La figure III.14 illustre l’évolution de l’angle du pendule α avec l’utilisation des états
estimés fournis par le LESO. On constate que suite aux mêmes perturbations manuelles, le
système réagit de manière plus efficace. En effet, le pendule revient à la position d’équilibre
α = 0 plus rapidement, avec des oscillations transitoires moins importantes. Cela démontre
clairement l’apport du LESO dans l’amélioration des performances de la commande LQR.

En comparant les deux cas, on peut conclure que l’intégration du LESO dans la boucle
de commande améliore significativement la robustesse du système face aux perturbations exté-
rieures, grâce à une meilleure estimation des vitesses angulaires θ̇ et α̇ qui ne sont pas directement
mesurables.

III.7 Conclusion

Ce chapitre a présenté l’application d’un observateur à état étendu linéaire (LESO) pour
le PIR. Le LESO estime conjointement les états et les perturbations, ce qui lui permet de
reconstruire efficacement les vitesses angulaires avec des erreurs résiduelles faibles. Couplé
à une commande LQR, il assure une stabilisation rapide du pendule autour de sa position
d’équilibre instable. Les tests de robustesse sur la maquette réelle montrent que le LESO réduit
significativement l’effet des perturbations par rapport à une commande LQR utilisant uniquement
les mesures directes.
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Conclusion Générale

Dans cette étude, nous avons introduit deux types d’observateurs pour le pendule inversé
rotatif, qui représente un système non linéaire, sous-actionné et instable. Le premier observateur
est spécifiquement dédié à la zone linéaire du système, obtenue par linéarisation autour du point
d’équilibre désiré : il s’agit de l’observateur de Luenberger. Le second observateur est également
linéaire, mais opère sur un modèle augmenté intégrant les perturbations et les non-linéarités
comme des états supplémentaires à estimer ; il s’agit de l’observateur à état étendu linéaire
(LESO). Grâce à sa synthèse, le LESO s’est avéré plus polyvalent que son homologue classique,
en offrant une meilleure robustesse vis-à-vis des perturbations tout en conservant la simplicité
d’un cadre linéaire.

Les résultats obtenus démontrent la capacité des observateurs à estimer de manière précise
les états du pendule inversé rotatif, même en présence de perturbations et d’incertitudes de
modélisation.

Il est important de souligner que cette étude ne se limite pas uniquement au pendule inversé
rotatif, mais peut également être étendue à d’autres systèmes d’intérêt pratique. Les observateurs
présentés ici offrent une approche prometteuse pour la commande et l’estimation des états dans
des systèmes complexes, contribuant ainsi à une meilleure compréhension du comportement
dynamique de ces systèmes.

Cette avancée technologique ouvre de nouvelles perspectives dans le domaine industriel
en offrant des solutions de surveillance et de contrôle sans la nécessité d’utiliser des capteurs
physiques dans des zones inaccessibles ou difficiles à équiper.

L’utilisation de ces capteurs virtuels, c’est-à-dire les observateurs, a montré des avantages
significatifs tels que l’optimisation des processus industriels, la réduction des coûts liés à l’ins-
tallation et à la maintenance des capteurs physiques, ainsi que l’accélération des opérations grâce
à une estimation rapide et précise des états du système.

Cependant, il convient de souligner que des efforts supplémentaires de recherche et de
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développement sont nécessaires pour améliorer encore la performance des observateurs, en
particulier dans des systèmes complexes et non linéaires. De nouvelles techniques de synthèse
et d’adaptation des observateurs pour répondre aux exigences spécifiques de chaque application
seront essentielles pour atteindre des résultats optimaux.
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