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Préface

Ce polycopié présente un résumé du cours et des exercices corrigés du programme de la
matiere d’algébre 2 de la premiere année de la formation préparatoire a 1’école supérieure
des sciences appliquées Tlemcen (E.S.S.A.T). Il vise précisément les étudiants de la
premiere année (MI, ST et SM). Le contenu de ce document est inspiré des enseigne-
ments donnés a 1’école E.S.S.A. T durant la période 2009 — 2022.

Cet ouvrage contient cinq chapitres dont :

Le premier chapitre concerne les espaces vectoriels, les sous espaces vectoriels, somme et
somme directe des sous espaces vectoriels, la dimension des sous espaces vectoriels et les
sous espaces vectoriels supplémentaires.

Le deuxieme chapitre traite les matrices, les opérations sur les matrices, transposée d’une
matrice, matrices carrées et déterminants, matrices inversibles et changement de base et
matrice de passage.

Le troisieme chapitre comporte les applications linéaires, les opérations sur les appli-
cations linéaires, la méthode appliquée pour déterminer le noyau, I'image et le rang d'une
application linéaire.

De plus la caractérisation de l'injectivité, la surjectivité et la bijectivité.

Le quatrieme chapitre englobe la résolution des systémes d’équations linéaires en ap-
pliquant la régle de Cramer, I'inverse d’une matrice et la méthode de Gauss.

Le cinquieme chapitre considere la réduction des matrices, en se basant sur la méthode
de calculer les valeurs propres, les vecteurs propres associes a chaque valeur propre, le
polynome caractéristique, caractérisation des matrices diagonalisables, des matrices tri-
gonalisables et les applications de la réduction.

Chaque chapitre est suivi d’une série d’exercices proposés avec corrigés.

Ce manuscrit aide les étudiants a comprendre et a savoir faire divers problemes.



Chapitre 1

Espaces vectoriels

1.1 Espaces vectoriels

Définition 1. Soit E un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne (+)
et une loi de composition extérieure (.) est un espace vectoriel sur K =R ou C si

1. (E,+) est un groupe commutatif.
(a) Yu,v € E, on au+v =v+u.
(b) Yu,v,w e E, on a (u+v)+w=u+ (v+w).
(c) ec ENve E, onae+v=0v+e=n.
(d) Vve E,23W € E, onav+v =v +v=e.
2. Vo, peK, Yu, veFE:
(a) 1xv = v, avec 1k est l’élément neutre pour la multiplication dans K.
(b) a(u+v) = au+ av.
(c) (a+ B)v = av + Pu.
(d) a(Bv) = (a.f)v.

Exemple 1.

1. L’ensemble des fonctions continues est un sous espace vectoriel de [’espace des fonc-
tions F(R,R).

2. Ro[X] est un sous espace vectoriel de ’espace des polynomes R[X].

1.2 Sous espaces vectoriels

Définition 2. Soit (E,+,.) est l'espace vectoriel muni, de la loi de composition interne
(+) et la loi de composition externe (.)surK, et G une partie non vide de E.
On appelle G sous espace vectoriel de E si (G, +,.) est un espace vectoriel.
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Définition 3. Soit (E,+,.) un espace vectoriel sur K et G un ensemble non vide de E,
.e 0 € G.
G est un sous espace vectoriel de E si et seulement si

1. Vu, ve G, ona(ut+v) eG
2. Va e K, Yue G, onaauedG.

Autrement dit

Définition 4. G est un sous espace vectoriel de E si et seulement si
Vo, € K, Yu, v € G;au+ fv € G.

Exemple 2.

1. L’ensemble des fonctions continues est un sous espace vectoriel de ’espace des fonc-
tions F(R,R).

2. Ro[X] est un sous espace vectoriel de ’espace des polynomes R[X].

1.3 Somme de sous espaces vectoriels

Définition 5. Soit ' un espace vectoriel de dimension finie et Gy, Go deux sous espaces
vectoriels de E.
La somme de G et Gy est le sous espace vectoriel de E défini par

G1+ Gy = {ug + ug, avecuy € Gy etus € Gy}

Remarque 1. G + G5 est le plus petit sous espace vectoriel de E qui contient G et Go.

1.3.1 Somme directe de sous espaces vectoriels

Définition 6. On dit que G, et G5 sont en somme directe et on la note Gy ® Go si
tout vecteur se décompose d’une maniere unique en somme des d’un vecteur de Gy et un
vecteur de G, i.e

G168 Gy <= Yu € G1 + Go, uy € G, Fuy € Gq, tel que u = uy + us.

Proposition 1. Gy et Gy sont en somme directe si et seulement si G1 NGy = {0g}.
On note O ’élément neutre de E.

1.3.2 Sous espaces supplémentaires

Définition 7. On dit que les sous espaces vectoriels Gy et Gy sont supplémentaires dans
E siils sont en somme directe et si G = G1 + Go, c’est a dire

E = G +G,

E:G1®G2<:>{G1 A GQZ{OE}

Remarque 2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, alors
Il existe toujours un supplémentaire Gy de Gy, tandis que le supplémentaire n’est pas
unique, mais tous les supplémentaires de G ont la méme dimension.
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1.3.3 Famille libre, famille liée, bases

Définition 8. Soit E' un espace vectoriel sur K et {uy,us, ..., u,} une famille de vecteurs
de E.

Un vecteur u de E est combinaison linéaire de uy, us,...,v, si il existe une famille de
scalaires puy, fo, - . . , pn tels que

U = iUy +u2u2—|—+,unun

De plus

Définition 9. On dit que E est engendré par la famille {uy, us, . .., u, }, telle que la famille
{uy,us,...,u,} est une famille génératrice de E et on note : E = vect{uy, us, ..., u,}.
Autrement dit {uy,us, ..., u,} est une famille génératrice de E si et seulement si :

Vu € E, 3 puy, pia, - . pn € K; u:Zuiui.

i=1
Famille libre
Définition 10. On dit que la famille {uy, us, ..., u,} est libre ou linéairement indépendante
siv,ul,m,...,unEK;Zuiui:0:>,u1:,u2:...:unzo.
i=1
Famille liée
Définition 11. On dit que la famille {uy,us, ..., u,} est lie ou linéairement dépendante
n

SiVul,,UQ,...,,unEK;Z/MW:O:>E|!/L¢7§0, avect=1,...,n.
i=1

Base

Définition 12. On dit que la famille {uy,us, ..., u,} est une base si elle est libre et
génératrice en meéme temps, c’est a dire :

Vu € B3 iy, pia, i €Ksu = piju.
i=1
De plus , on note la base par B = {uy,ug, ..., u,}, et w par uw = (1, pia, - - -, fin)B-

Dimension d’un espace vectoriel
Soit F un espace vectoriel sur K, on appelle dimension de E est le nombre des éléments
de la base et il est noté par dim(FE), c’est a dire dim(FE) = card{uy, uz, ..., u,} = n.

Théoreme 1. (Théoréme de la base incompleéte)
Soit E un espace vectoriel de dimension n, alors :

1. De toute famille génératrice, on peut extraire une base de F.

2. On peut compléter toute famille libre de telle sorte qu’elle soit une base de F.
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Remarque 3. Soit F' un espace vectoriel de dsimension finie et B une famille de vecteurs.
1. Si cardB > dimF, alors B est liée.
2. Si cardB < dimF, alors B n’est pas une famille génératrice.
3. Si B est une famille libre et cardB = dimF, alors B est une base.

4. Si B est une famille génératrice et cardB = dimF, alors B est une base.

Exemple 3. Déterminer la dimension de R3.
Soit u € R, alors u = (x,y,2), avec x,y,z € R ce qui implique que

(x,y,2) = (x,0,0)4 (0,v,0)+ (0,0, z2)
= 2(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0, 1)

= xe; + yeq + zes.

Par suite la famille {ey, e, e3} est une famille génératrice de R3.
Montrons que la famille {ey, ea, e3} est libre.
Soient oy, oo, as € R3, telles que are; + asey + ases = 0.
Ce qui donne
a1(1,0,0) + a2(0,1,0) + a3(0,0,1) = (0,0,0).

Ce qui implique que

(&1,@2,0[3) = (0,0,0) = ] = Qg = Q] = 0.

Ce qui entraine que la famille B = {ey, ea,e3} est libre.
Par conséquent la famille B = {ey, e, e3} est une base canonique de R3, ainsi

card = dimR? = 3.

x
On note paru= | y avec x,y et z les compsantes de u dans la base B.

*/ B

Théoréme 2. Soit B = {(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)} est la base canonique
sl

X2
de R", alors u € R" = u =

T

Exemple 4. Déterminer la dimension de R3[X].

Soit P € R3[X] = P(X) = ag + a1 X + aaX? + a3X? avec ag,ay,as,a3 € R, alors
P(X) = ao(l) + Cll(X> + CLQ(X2) + CL3(X3).

Ce qui donne B = {1, X, X? X3} est une famille génératrice de R3[X].

Montrons que la famille {1, X, X* X3} est libre.

Soient vy, g, a3,y € R, tels que aq (1) + az(X) + az(X?) + au(X*) =0,
mmplique que ap = g = a3 = ay = 0.

Ce qui implique que la famille {1, X, X% X3} est libre.
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Par suite, on remarque que la famille {1, X, X? X3} est la base canonique de R3[X],
ag
a1
%)
as

avec dimR3[X]| =4 et u =

Théoréme 3. Soit B = {ey, €9, ...,€n, €11} une base de R, [X], alors B={1,X, X% ..., X"}
Qo
ai

etueR,[X]=u=

a
"/ B

Exemple 5. Soit B = {uy,us, ug} tels que uy = (1,0,1), ug = (0,1,1), uz = (1,1, 1),
montrer que B est une base de R3.

Soient oy, g, a3 € R tels que
aqug + agus + agug = 0 = a1(1,0,1) + a(0,1,1) + a3(1,1, —1) = (0,0, 0).

Ce qui donne
(01,0, a1)+(0, g, az)+ (a3, a3, —az) = (0,0,0) = (1 +as, astas, o+as—ag) = (0,0,0).

Ce qui implique

a1 + Qg =0 ap = 0
Qg + a3 =0 = a, = 0
a1 + Qg — 3 = 0 3 = 0.

Donc la famille B = {uy,us,uz} est libre et puisque cardB = dimR3, ce qui entraine
que B est une base de R.

Proposition 1. Soient G et S deux sous espaces vectoriels d’un espace vectoriel F de
dimension finie, alors dimG < dimF' et dimS < dimF.

B dimG + dimS = dimF
DeplusF—G@S:){GmS ~ (o).
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1.4 Séries d’exercices

Exercice 1 :

On considere les ensembles E et F' de R? définis par :
E={(z,y) eR? y =2z} et F={(z,y) € R?, y=—2z}.

1) Montrer que E et F sont des sous espaces vectoriels de R2.
2) Soit u € E et v € F, vérifier si (u+v) € EUF?

Que peut on déduire ?

Exercice 2 :

Dans R3, soit F' = vect{uy, us, u3} tels que

w = (1,—1,1), us = (0,1,1), uz = (3,1,7).
1) La famille {uy, us, ug} est elle libre ?

2) Déterminer une base de F' et sa dimension.
3) Trouver un supplémentaire de F' dans R3.

Exercice 3 :

Soient F' et G deux sous espaces vectoriels Dans R3, tels que
F={(x,y,2) € R3 2z —y+2z=0}

G={(z,y,2) € R = —2y+32=0}.

1) Déterminer une base de F' et sa dimension.

2) Déterminer une base de G et sa dimension.

3) F' et G sont ils en somme directe ?

Exercice 4 :

On considere dans R3, le polynome P(X) = 2X3 +2X? — 3X — 1.

1) Déterminer les racines du polynome P(X).

2) Factoriser P(X) dans R3[X].

3) Soit B = {(X —1)3,(X —1)%,(X — 1), 1}, vérifier si B est une base de R3[X].
4) Trouver les composantes de P(X) dans la base B.

Exercice 5 :

Dans R3, on considere le sous espace vectoriel F' tel que
F={(x,y,2) € R3 2z —3y+2=0}.

1) Déterminer une base et un supplémentaire de F.

2) Soit un sous espace vectoriel G = vect{v} avec v = (0, —1, 1),
déterminer un supplémentaire de G.

Exercice 6 : On considere G = {P € Ry[X], P(0) = P(2)}.
1) Vérifier que G est un sous espace vectoriel de Ro[X].

2) Déterminer une base de G et sa dimension.

3) Trouver un supplémentaire de G.

Exercice 7 :
Soit E' un K espace vectoriel de dimension finie n € N, F' et G deux sous espaces vectoriels

de E.
Montrer que dimF + dimG > n = F + G contient un vecteur non nul.
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1.5 Corrigé de la série d’exercices

Exercice 1 :

On considere les ensembles E et F de R? définis par :
E={(z,y) eR? y=2x}et F={(r,y) e R?, y=—2z}.

1) Montrons que E et F sont des sous espaces vectoriels de R.

Montrons que E est un sous espace vectoriel de R?.
a) L’élement neutre
(0,0) € E, car 0 =2 x 0.

b) La stabilité

Soient uy, us € E, tels que uy = (x1,y1) et us = (x2,y2), ce qui implique que
Uy + ug = (1 + T2, y1 + Y2), an a

uy € FE =y =221 et us € £ = yp = 25.

Ce qui implique que (y1 + o) = 2(21 + 22).

Ce qui donne (u; + us) € E.

c) Multiplication par un scalaire

Soient A € Ret u = (z,y) € F, on a
ueFE=y=2r= \y= A2z =2(\x), donc \u € E.
Ce qui entraine que E est un sous espace vectoriel de R2.

Montrons que F est un sous espace vectoriel de R?.
a) L’élement neutre
(0,0) € E, car 0 = =2 x 0.

b) La stabilité

Soient vy, vy € E, tels que vy = (z1,y1) et ve = (22, ¥2), ce qui implique que
V1 + v = (21 + 22,41 +¥2), an a

v €EF =1y = 2x,et vy € F = yy = —215.

Ce qui implique que (y1 + y2) = —2(z1 + 22).

Ce qui donne (vy + v3) € F.

c) Multiplication par un scalaire

Soient A € Ret v = (z,y) € F, on a

veEF = y=—-2r= Ay = \—22) = —2(\x), donc \v € F.
Ce qui entraine que F' est un sous espace vectoriel de R2.

2) Soit u € E et v € F, vérifier si (u+v) € EUF?

Prenons par exemple v = (1,2) et v(1,=2), alors u +v = (2,0) # E et (2,0) # F.
Ce qui prouve que u+v # EU F.

On déduit que E U F n’est pas un sous espace vectoriel de R2.

Exercice 2 :

Dans R3, soit F' = vect{uy, us, u3} tels que
ui = (1,—1,1), us = (0,1,1), us = (3,1, 7).
1) La famille {uy, us, ug} est elle libre ?
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Soient A1, Ao, A3 € R, telle que

Aty + Agup + Aguz = 0
AL, —=1,1) + A2(0,1,1) + A3(3,1,7) = (
(A1, =21, A1) 4+ (0, A2, Aa) + (33, A3, 7A3) = (0,0,0)
(AL +3A3, = A1+ A2 + A3, A+ X +TA3) = (

Ce qui donne

A1+ 3\ =0 Al = —A3
—/\1 + )\2 + )\3 =0 = )\2 = _4)\3
)\1 + )\2 + 7)\3 =0 )\3 e R

Ce qui implique que la famille {uy, us, ug} n’est pas libre, elle est liée.

2) Déterminons une base de F' et sa dimension.

D’apres la question précédente, on a A\ju; + Asug + Azuz = 0.
Si on prend A3 = —1, on obtient us = 3u; + 4us.

Soient A1, Ao € R, telle que

AU+ Aug = 0

AL —1,1) + A2(0,1,1) = (
(A, =21, A1) + (0, A2, A0) + (3A3) = (0,0,0)
(AL, =AM+ A, A+ A2) = (

Ce qui donne

Al = 0
“Al+A = 0 =X\ =X=0.
AM+X =0

Ce qui implique que la famille {u;, us} est libre et dimF = 2.
3) Trouvons un supplémentaire de I dans R3.
Soit G un supplémentaire de F, par suite

dimR® = dimF + dimG
dimG = dimR>® — dimF
dimG = 1.

Ce qui implique que G = vect{v} avec FNG = {0}.
On awv ¢ F, car dimG = 1 donc on choisit par exemple v = (0,0, 1).

Exercice 3 :

Soient F' et G deux sous espaces vectoriels Dans R3, tels que
F={(z,y,2) eR3 2z —y+ 2 =0}

G={(r,y,2) €R3 z—2y+32=0}

1) Déterminons une base de F' et sa dimension.

Soit u=(z,y,2) E F=2r—y+2=0—y =27+ 2.

Ce qui donne y = z(2,0,0) + 2(0,0,1).

Ce qui entraine que {(2,0,0),(0,0,1)} est une base de F' et dimF = 2.
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2) Déterminons une base de G et sa dimension.

Soit v = (2,y,2) € G =2 — 2y + 32 =0= o =2y — 3z.

Ce qui donne = = y(0,2,0) + 2(0,0, —3).

Ce qui entraine que {(0,2,0),(0,0,—3)} est une base de G et dimG = 2.

3) F et G sont ils en somme directe ?
Soit w € F NG, cequi implique que
w € F 2r—y+2z = 0
{w ca r—2y+3z = 0.
Ce qui donne z = 2z et y € R, par suite
FNG#{0,0,0)}, donc F et G ne sont pas en somme directe.

Exercice 4 :
On considere dans R?, le polynome P(X) = 2X3 4+ 2X? — 3X — 1.

1) Déterminons les racines du polynome P(X).

On remarque que P(1) = 0, donc 1 est une racine dupolynéome P(X), ce qui implique que
(X — 1) divise P(X).

En appliquant la division euclidienne, on obtient

P(X) = (X —1)(2X? +4X + 1), on calcule les racines du polynomes 2X? +4X + 1

2 2
A:8———>\/§:2\/§,alorsX1:—1—§ethz—l—l—g.

2) Factorisons P(X) dans R3[X].
= (1= D) 5 (1)
(x

= (o (14 2) (10 (1 2)

3) Soit B = {(X —1)%,(X —1)% (X — 1), 1}, vérifier si B est une base de R3[X].
Soient A1, Ao, A3, )\4 € R, telle que

o

M)+ (X — 1)+ X3(X — 1)+ (X —1)° =
MANX = A+ A(X2—2X + D+ M(XP—3X243X—-1) = 0

Par suite
(A1 — Ao+ A3 = Ag) + (A2 — 223 + 30X + (A3 — 3A) X2 + M X3 = 0.
Par identification , on obtient

A4 =0
)\3—3>\4 =0 _ _ — —
)\2_2/\3+3)\4 — 0 :>)\1—)\2—/\3—/\4—0.

)\1—)\2+)\3—/\4 = 0
Ce qui implique que B est une famille libre, de plus cardB = dimR3[X].
Dond d’apres le théoréme de la base incomplete B est une base de R3[X].

4) Trouvons les composantes de P(X) dans la base B.

P(X) = oq(1) +aa(X —1) +a3(X —1)* + ay(X —1)°
P(X) = aj+amX —ay+a3(X? —2X +1) + ayg(X® = 3X* +3X — 1).
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Par suite
2X34+2X?2 —3X —1= (a1 — g +azg—ay) + (ay — 2a3 + 3a4) X + (a3 — 3aq) X2 + ay X3,
Par identification , on obtient

Oy = 2 oy = 2
o3 — 30y = 2 ) s = 8
a9 — 203 + 3y = -3 ay = 7
a1 — Qo +Q3 — Qg = -1 o = 0.
Ainsi P(X) =7(X — 1) +8(X — 1)* + 2(X — 1)°.

Exercice 5 :
Dans R3, on considere le sous espace vectoriel F' tel que
F={(x,y,2) € R3 2z —3y+2=0}.

1) Déterminons une base et un supplémentaire de F.

Soit v = (x,y,2) € F = 2x —3y+2=0= 2z = -2z + 3y.

Ce qui donne z = x(—2,0,0) + y(0, 3,0).

Ce qui entraine que {(—2,0,0),(0,3,0)} est une base de F' et dimF = 2.

De plus, soit E un supplémentaire de F, on sait que

dimR?® = dimF + dimE
dimE = dimR>® — dimF
dimE = 1.

Ce qui implique que E = vect{v} avec FNE = {0}.
On av ¢ F, car dimE = 1 donc on peut choisir v = (1,0, 1), par suite £ = vect{(1,0,1)}.

2) Soit un sous espace vectoriel G = vect{v} avec v = (0,—1,1),
déterminons un supplémentaire de G.
soit S un supplémentaire de GG, on sait que

dimR?® = dimG + dimS
dimS = dimR?® — dimG
dimS = 2.

Ce qui implique que S = vect{wy,wy} avec G NS = {0}.
On aw; ¢ G, et wy ¢ G, car dimS = 2 donc on peut choisir deux vecteurs indépendant
de v par exemple w; = (0,1,0), wy = (0,0, 1), par suite S = vect{(0,1,0), (0,0,1)}.

Exercice 6 :

On considere G = {P € Ry[X], P(0) = P(2)}.

1) Vérifions que G est un sous espace vectoriel de Ry[X].
a) L’élement neutre

0 € G, car 0(0) = 0(2) = 0, (polyndéme nul)

b) La stabilité
Soient Py, P, € GG, alors
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P e G N P (0)

P, € G PQ(O)
Ce qui implique que P;(0) + P,(0) = P1(2) + Py(2) = (P, + P)(0) = (P, + P)(2).
Cequi donne (P, + P,) € G.

Il
sl
/N
N DO
S— —r

c) Multiplication par un scalaire

Soient A € R et P € (G, alors

PeG= P0)=P(2) = AP(0) =AP(2) = (AP)(0) = (AP)(2).
Ce qui implique (AP) € G.

Donc G est un sous espace vectoriel de Ry[X].

2) Déterminons une base de G et sa dimension
Soit P(X) € Ry[X] = P(X) = ap + a1 X + ax X2

Ona P e G= P(0)=P(2) = ap+ a1(0) + az(0)? = ag + a1(2) + a2(2)>.
Ce qui donne

ag = ag + 2a1 + 4as = a1 = —2as.

Ce qui implique que

P(X) =ap+ ax(—2X + X?) = G = vect < 1, X? — 2X >= dimG = 2.

3) Trouvons un supplémentaire de G
Soit F' un supplémentaire de G, alors F' = vect{Q}, tel que

dimR,y[X] = dim G + dim F

dim F = dim Ry[X] — dim G
dim F=3-2=1.

De plus, FNG = {0} = @ ¢ G car dim F = 1, par suite ) # 0.
On peut choisir Q(X) = X +1, on conclut que F' = vect < X +1 > est un supplémentaire
de G dans Ry[X].

Exercice 7 :

On a Dim(F + G) = dimF + dimG — dim(F N G).

D’apres I'ennoncé de l'exercice dimF + dimG > n.

Ce qui implique que dim(F + G) > n—dim(FNG), or dim(FNG) <n, car FNG C E.
Ce qui donne dim(F +G) > 0= F+ G # 0.

Ce qui prouve que F' 4+ G contient un vecteur non nul.



Chapitre 2

Matrices et déterminants

Définition 13. Une matrice de type (n,p) avecn, p € N* sur K =R ou C est un tableau
rectangulaire de n X p éléments de K, ordonnées en n lignes et p colonnes :

11 Q2 ... Qip

Q21 Q22 ... QA
A= . . . . ;

Ap1 Qp2 ... Gpp

telle que la composante a;;, signifie la jeme ligne et la J-éme colonne.

L’ensemble des matrices de n lignes et p colonnes a coefficients dans K est noré par
M, ,(K).

5 0
Exemple 6. B=| 1 -2 |, avec B € M35(R).
3 —1

Matrices particulieres
1) Soit A € M,, ,(K) Si n = p, alors A est appelée matrice carrée d’ordre n et notéé par

3 -1
Exemple’?.A—(_2 1 )

2) La matrice nulle est la matrice ou toutes ces composantes sont nulles et elle est notée
par 0y, ;.

3) La matrice identité d’ordre n est la matrice dont les composantes de la diagonale sont
égale a 1, alors que toutes les autres composantes sont nulles.

Elle est notée I,, avec n est le nombre de ligne et de colonne.

100
L =1, 12:((1) (1)) =010
00 1

2.1 Opérations sur les matrices

2.1.1 Addition des matrices

Définition 14. Soit (a;;) les composantes de la matrice A et (b;;) les composantes de la
matrice B. Afin d’additionner les deux matrices A et B, il suffit qu’elles soient de méme

15
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type c’est a dire A, B € M, ,(K), définie par
A + B = (aij + sz>

Exemple 8.

A

I
N}
]
tw
I
W = Ot
[\
4
>
+
tw
|
w
|
N}

Propriétés
Soient A, B € M, ,(K), on a
a) A+ B = B+ A, (commutative).
b) A+ (B+C) = (A + B) + C, (associative).
c) A—l—Onp—Onp—i—A A.
d) A+ (CA) = (~4) + A =0,

2.1.2 Multiplication d’une matrice par un scalaire

Soient A € M, ,(K) et u € K, avec (K =R ou C), et a;; sont les composantes de A.

Définition 15. Les composantes de la matrice uB sont de la forme d;; = pb;.

-1 2 2 —4
B_<5 o)’““Q;‘“B_<—10 o)‘
Propriétés

Soient A, B € M, ,(K), et \,x € K, on a
a) M(A+ B) = \A + \B.

b) (A4 p)A = AA+ pA.

c) (M)A = ApA) = p(AA).

Exemple 9.

2.1.3 Produit matriciel

Soient B € M, ,(K) et G € M, s(K).
Afin de multiplier les deux matrices B et G il suffit que le nombre de colonnes de la
premiere matrice est égale au nombre de lignes de la deuxieme matrice c¢’est a dire

%
p
Alors d;; = bjig1; + biagaj + ... + bipgp; = Zbisgsj-

Propriétés
Soient A, B,C € M, ,(K), et \,u € K, on a
a) Le produit des matrices n’est pas commutative.
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Exemple 10.
2 0
B=| -1 5 ,C—<_11 _42 g)
3 1
Alors
-2 8 0
BC=| 6 -14 15 ,CB:(I:? 307)
—2 10 3

On remarque que BC' # CB.

b) A(BC) = (AB)C
¢) A(B+C) = AB + AC
d) AT =TA=A

2.1.4 Transposée d’une matrice

Définition 16. Soit a;; les composantes de la matrice A avec A € M, ,(K), alors les
composantes de la transposée de A sont aj; et elle est notée par'A.

Exemple 11.
1 6
A:(ég_gl):ﬂA: 0 2
-1 3
Propriétés

Soient A, B € M, ,(K), on a
a)'(A+B)='A+ 'B.
) ( ) = tB tA.

d) Si B tB alors B est une matrice symétrique.
e) Si B = 1tB , alors B est une matrice antisymétrique.

2.2 Matrices carrées et déterminants

Définition 17. (Rappel)
A est dite matrice carrée si le nombre de lignes est égale au nombre de colonnes c’est a
dire A € M,, ,(K) on note A € M, (K).

aypr a2 ... QAip

a9, A2 ... QAgn
A =

Ap1 Ap2 ... Qpp

La diagonale de A sont les composantes qui se trovent dans la diagonale i.e (a1, ass, - . ., Gpy)-
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Exemple 12. Soit A € M3(R), telle que

Alors les composantes de la diagonale sont —1, 2, 4.

Théoréme 4. Soient A, B, C € M,(K).
1. VA € M, (K), alors 'A € M,(K).
2. VB, C € M,(K), alors BC € M, (K).

Exemple 13. Soit B, C' € My(R), telle que

(1 -1 to 1 0

B_<O 2):>B_(_12).
1 -1 5 0 7T —4
B_(O 2),0_(_2 4) :,Bc_(_4 8).

2.2.1 Déterminant d’une matrice carrée

Définition 18. Le déterminant d’une matrice est une application de M,(K) vers K.
1. Par rapport a chaque colonne, le déterminant est linéaire.
2. Soit A € M,(K), si A a deuz colonnes identiques, alors le déterminant est nul.

3. Pour la matrice identité I,,, detl, = 1.

Calcul du déterminant

Exemple 14. Soit A € My(R), telle que A = < i _31 ) )

1 3

Alors det A = ‘4 9

-

Définition 19. Soit A € M, (K).

1. Le cofacteur de la matrice A correspondant a la composante a;; le nombre
Sij = (—1)" det A;; avec Ay la matrice A dans laquelle on a enlevé la i€ ligne
eme

et la j colonne.

2. Le mineur d’ordre n — 1 est le nombre det A;;.

Théoreme 5. Soit A € M,(K), det A= ZaijSij, Vie{l,..,n},

Jj=1

det A = ZaijSij, Vje{l,..,n}.

i=1
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Exemple 15. Calculer le déterminant de la matrice suivante

1 -1 2
A= 3 1 1
-2 3 -1

Pour calculer le déterminant, on peut choisir nimporte qu’elle ligne et n’importe qu’elle
colonne.

On choisit i = 1, ce qui donne
3

det A = Z a1;51; = a;Su + a2Siz2 + a13513,

j=1
1 1 3 1 3 1
wwr=fl ]S Yl Yo
Théoréme 6. Soient B, C € M,(K).
1. det 'B = det B.
2. det BC' =det B x det C.
Exemple 16.
1 -1 2 1 3 -2
B=| 3 1 1 |=*B=|-11 3
-2 3 -1 2 1 -1
1 3 =2
det 'B=|-11 3|=|" 3137t 3ot Yorr—den
N 2 1 2 1

Définition 20. Soit B € M, (K).

1. Si toutes les composantes non diagonales sont nulles, alors B est dite matrice
diagonale.

2. Si toutes les composantes situées sous la diagonale sont nulles, alors B est dite
matrice triangulaire supérieure.

3. Si toutes les composantes situées au dessus de la diagonale sont nulles, alors B est
dite matrice triangulaire inférieure.

Théoréme 7. Soit B € M, (K).
Le déterminant de B est égale au produit des composantes diagonales st B est une matrice
diagonale, triangulaire inférieure ou triangulaire supérieure.

Exemple 17.
-1 0 0
A = 0 2 0 | =detA=(-1)x2x5=-10.
0 05
1 -1 4
B=|0 3 6 = det B=1x3x(-3)=-09.
0 0 =2
-2 0 0
C= 1 4 0 = detC' = (—2) x4 x (=3) = +24.
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Théoreme 8. Soit B € M, (K), avec B = (A1, As, ..., A, ..., As, ..., A,) telle que
la i¢€ colonne de B, alors

1. det(Al,Ag,...,Ai—i—ozAs,...,As,...,An) = det(Al,AQ,...,AS,...,Ai,...,An) =
det B.

2. det(Al,Ag,...,As,...,Ai,...,An> :—det(Al,Ag,...,A,-,...,AS,...,A”) = —det B.
3. det(Aq, Ao, ..o YA, L Agy o A) = ydet(Ay, As, LA Agy o AL) = ydet B

Exemple 18. Calculer le déterminant de la matrice suivante

2 1 3
G=| -1 -2 3 |,
1 4 3
On wva rendre ctee matrice triangulaire supérieure.
2 1 3
2 1 3 <_[Jl -3 9 (-L/QZLQ‘I‘—Ll
detG=| -1 -2 3| «L, =|9 5 3 2
_ } ; 2 2
2 1 3 «— L =1}
o 22 2| cLi=1 :2><(_—3>><12:—36.
2 2 2
" / 7 /
[0 0 12| <Ly=Lz+3Lls

Telle que Ly, Ly et Lz désigne la premiere, la deuzieme et la troisieme ligne
respectivement.
L} est la premiére ligne, LY est la somme entre la deuzieme ligne et la multiplication de

3 avec la premiere ligne.

, . o . o 1 .
Ly est la soustraction entre la troisieme ligne et la multiplication de 3 avec la premiere
ligne.

LY est la premiére ligne, Ly est la méme Lj, tandis que L3 est la somme entre Ly et la

multiplication de — avec LY.
3

2.2.2 Matrices inversibles

Définition 21. On dit qu’une matrice carrée B d’ordre n est inversible s’il existe une
matrice carrée C' de méme type, telle que BC = CB = I,.
La matrice C est appelée linverse de B, et elle est notée B~1.

Théoréeme 9. VB € M, (K), B~! est l'inverse de B si l’équivalente suivante est vérifiée.
3B~ € M, (K), avec BB~ = B™'B = [, <= det B # (.

Définition 22. Soit B € M,(K).
La comatrice de B contient des composantes de la forme com B = (S;;)1<ij<n telle que
Sij = (—1)i+j det Bl]
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Exemple 19. Calculer la comatrice de B, avec

-1 2 -1
B=| 4 -1 2 |,
3 2 1
n -1 2 _ 4 2 n 4 —1
2 1 3 1 3 2
2 —1 -1 -1 —1 2 -2
ComB = — + — = -4 2 8
2 1 3 1 3 2 3 _9 _7
N U | I R
-1 2 4 2 4 -1
Théoréme 10. Soit B € M, (K), avec det B # 0, alors
1= 1 tComB
det B '
Exemple 20.
-5 2 11 1
B=| -4 2 8 :B_lzth’omB.
3 -2 -7 ©
-1 2 4 2 4 —1
wan=snf3 2 2ft et -2
5 -3
e 9 =
2 2
-5 —4 3
Bl=—1[ 2 2 —2|=] -1 -1 1
o 11 8 -7
—11
LT
2 2
Propriétés

1. (BO) ' =C-'B,
2. (*B)~' = {(B).
3. (B")"!' = B.

2.2.3 Changement de base et matrice de passage

Soit { ( (1) > , ( (1) ) } la base canonique de R2.

Ecrire le vecteur ( z ) dans la base B’ telle que { ( 1 )j (
B

_21 ) } une base de R2.

——— N———

w1 u2

x 1 2 r = a+2b
Onau—au1+bu2:>(y)—a<1)+b(_1):>{y — a—b

Ce qui donne



22 CHAPITRE 2. MATRICES ET DETERMINANTS

(1) (2 3)(3)=mm e

Ce qui entraine que

1
a gg x
b 1 -1 y

Définition 23. Soient F' un K espace vectoriel de dimension finie et B, B’ deux bases
de F, alors la matrice de passage de la base B a la base B’ est la matrice carrée dont les
colonnes sont les vecteurs de B' écris dans la base B et on la note Pg__.pr.

Théoréeme 11. On a ugp = P~ ug et Pg_,p = P§1_>B/-
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2.3 Séries d’exercices

Exercice 1 :

On considere la matrice A € M(R), avec A = ( ; Z ) :

1) Déterminer l'inverse de A.
1

2) Soit a # 0, vérifier que (aA)™! = —A.
a

3) Montrer que (*A)~! = (A)~L.

Exercice 2 :

Soient A, B € My(R), avec A = ( _11 _34), B = (le :;)
1) Calculer AB, BA, tr(AB), tr(BA), que peut on déduire?
2) Calculer de deux méthodes différentes le déterminant de la matricce suivante

-1 3 2
C= 5 —4 1
-2 1 0

3) La matrice C est elle inversible ?

Exercice 3 :
On considere les deux matrices suivantes I, G € My(R), avec

F=(5 2)o=(12)

1) Calculer FG, (FG)™, F'G™, G'F~, (F~1)~L
2) Que peuton déduire ?

Exercice 4 :

Soit A € M3(R), avec A =

NN O
N O N
S NN

1
1) Montrer que A vérifie 'éqoation suivante §A2 —A—4I=0.

2) Déduire que A est inversible et déterminer son inverse.

Exercice 5 :

Soit I’endomorphisme g défini sur Ro[X] par VP € Ry[X], g(P) = P+ (2X — 1)P".

1) Déterminer la matrice A associée a g dans la base canonique B = {1, X, X?} de Ry[X].
2) Soit B’ = {2, X — 1,2X? — 1} une base de Ry[X], déterminer la matrice de passage P
de B a B'.

3) Déterminer la matrice A’ associe a g dans la nouvelle base B'.

Exercice 6 :
Soient A, B € M3(R).

1
1) Montrons que si det B # 0, alors det B! = B

2) Montrer que si B est inversible et symétrique alors B~! est symétrique.
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3) Montrons que si B et B’ sont semblables, alors det B = det B’.

Exercice 7 :
A—1 =2 1
Soit Ay € M3(R), avec A € R, telle que Ay = -2 A -2
—2X A+1 A+1
1) Calculer det(A)).

2) Pour quelle valeurs du parametre A, la matrice A, est inversible.

Exercice 8 :

4 0 0 4 0 0
Soient A = 2 6 2 |,A=|04 2
-2 =2 2 0 0 4
1) DéterminerP € M;3(R) tel que A’ = P~1AP.
1 1 1
2) Montrer que By = 11,1 -21|,10 } est une base de R3.
1 0 1
-3
On note par By la base canonique de R?, ecrire le vecteur vp, = 2 dans la nouvelle
1
base Bs.

3) Déterminer la matrice C, telle que A’ = D + C.
4) Que peut on déduire ?

Exercice 9 : En utilisant le déterminant vérifier si chaque famille suivante forme une
base :
1) El = {Ul = (1,

=

71);u2 = (172a —1),U3 = (_L 170)}
=—-14+3X;P3=1-X +4X?}.
3) E3 - {Al = (

1 00 1 1 2 0
0)’“42_(0 0>’A3—<—2 2>’A4—(—1 3)}
Exercice 10 :

1 1
Soient P (X) = §(X —1)(X =2), R(X)=-X(X-2), 3X) = §(X - 1)X.
1) Montrer que {P;, Py, Ps} est une base de Ry[X].
2) Soit Q(X) € Ry[X], exprimer @) dans la base { Py, Py, Ps}.
3) Soit G(X) = ay P1 + aaPs + a3 Ps, écrire G(X) dans la base canonique de Ry[X].

_—
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2.4 Corrigé de la série d’exercices

Exercice 1 :

On considere la matrice A € My(R), avec A = ( L2 ) :

3 4
1) Déterminons l'inverse de A.
1 2

1 4 =3
1 _ t _
Ona A " = Tot A ComA, alors ComA ( 9 1 )
4 =2 1

: t _ -1 _

Ce qui donne “ComA = ( 3 1 ) — A = — ( 3
1

2) Soit a # 0, vérifions que (@A)t = ~A~t,

«

aA = ( @ 2o ) = det(aA) = 4a? — 6a* = —2a% # 0.

3a 4o
Par suite Com(aA) = < da - =3a
—2a  «

Ce qui implique que

(aA)-1 = 1 da 20} 1 dov 20
Cdet(ad) \ =30 o ) —2a2\ 30 «

Q|+

2 1 .
Par conséquent (aA)™! = ( 3 -1 ) =—A"L
— a
2 2

3) Montrons que (fA)~t = {(A)~1
3
4

1 1
t _ t -1 _ t t
On a A—(2 ):>(A) = Tt A) Com(*A)
ey 113 £ Ay 4 =2
det(A)—‘2 4l = 2#0et Com(*A) = a1 )
. t ¢ 4 =3 t A)-1 1
Ce qui donne ‘Com(*A) = 9 1 )= (fA) = =3
3
2 1 -2 3
De plus A~ = 3 —1 | =%4"Y=
2 2 , L
2
Exercice 2 :
: -1 3 4
Soient A, B € Ms(R), avec A = L 4 ) B = 1

1) Calculons AB, BA, tr(AB), tr(BA), que peut on déduire ?

= (20 2)=(0 )

) , ce qui donne ‘ComA = (
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4 =2 -1 3 —6 20
BA:(1 —2)( 1 —4):<—3 11)'
On remarque que AB # BA.
D’autre part tr(AB) = =1+ 6 =5 et tr(BA) = =6+ 11 = 5.

On remarque que tr(AB) = tr(BA).

2) Calculons de deux méthodes différentes le déterminant de la matricce suivante

1 3 2
c=| 5 -41
2 1
a) La méthode des cofacteurs
-1 3 2
P IR T
-2 1 0
b) La méthode de Gauss
1 3 27 «1IL, 1 3 2] «IL=1L
detC=| 5 —4 1| «Ly =| 0 11 11 | + Ly=Ly+5L,
-2 1 0 +— Ls 0 -5 —4 %Lg:L3—2L1
1 3 271 <Li=hL
—| 0 11 11| “L=L . = (D xlx1=-11
0 0 1] «Ly=Ly+=L
2) La matrice C est elle inversible ?
Comme det C' = —11 # 0, alors la matrice C' est inversilble ce qui implique que
C—1 existe.

Exercice 3 :
On considere les deux matrices suivantes F, G € M,(R), avec

1 -2 0 2
P 5)e=(02)
1) Calculons FG, (FG)™', F7'G=', G'F=1 (F~ YL

o (F () (5 h)

1
Par suite (FG)™! = Aei(FG) tCom(FG@), alors
-8 4
det (FG) = ‘_20 11‘ — 840
De plus Com(FG) = ( iz 3% ) :
o . 11 -4
Ce qui implique que *Com(FG) = 50 -8
—11 1
1 /11 —4 8 2
, -1 _ _
Par conséquent (FG)™' = 3 ( 50 -8 > .
— 1

2
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Calculons F~'G~!, on a

1 _
F~1= = F 'ComF, alors det F = é _g’ =1+#0.
-5 -3 C " -5 2
De plus ComF = 9 1 , ce qui implique que ‘ComF = 31 )
Par conséquent F~! = ( :g ? > '
De méme G~ = L tCom(@, alors det G = 0 2|_ —8 # 0.
~ detG ' 4 -1
. 1 —4 S . 1 -2
Ainsi ComG = , ce qui implique que ‘ComG = :
—2 0 -4 0
1
1 /-1 =2 8 4
1_ _
Donc G~ 3 < 4 0 > =1,
- 0
2
1 1 3 =5
-5 9 8 4 8 4
Ce qui donne F~!1G~! = —
—3 1 L 1 -3
2 8 4
1 1 —11 1
8 —5 2 8 2
Tandis que G 'F~1 = ( 31 ) =
1 0 - -5 !
2 2

2) Que peuton déduire ?
On déduit que (FG)' =G 'F et (F 1) ' =F

Exercice 4 :

Soit A € M3(R), avec A =

NN O
N O N
S NN

1
1) Montrons que A vérifie I’éqoation suivante §A2 —A—4I =0.

0 2 2 O 2 2 8 4 4
A2=AxA=|2 0 2) =1 4 8 4

2 20 4 4 8
Ce quiimplique que
1 4 2 2 0 2 2 4 0 0 0 0
A2 —A—-4al=[24 2 ]|—-[202]|-[040]|=|00
2 2 92 4 2 2 0 00 4 00

o O O

2) Déduire que A est inversible et déterminer son inverse.
D’apres la question précedente, on a prouvé que

1 1 11

A2 A4 = :>—A2—A:4J:>A(—A——J):I.
2 0 i 87T 1

Ce qui donneA_lng—ZI.
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Exercice 5 :
Soit I’endomorphisme g défini sur Ro[X] par VP € Ry[X], g(P) = P+ (2X —1)P".
1) Déterminons la matrice A associée & g dans la base canonique B = {1, X, X?} de R,[X].

OnaP(1l)=1+(X-1)0=1+0.X+0.X2,
PX)=X+(X-11=-1+2X+0.X?
P(X?)=X?+ (X -1)2X=0-2X +3.X%

1 -1 0
Ce quidonne A=M(g)p=| 0 2 =2
0o 0 3

2) Soit B' = {2, X — 1,2X? — 1} une base de Ry[X], déterminons la matrice de pas-
sage P de B a B'.

2 -1 —1
P=10 1 0
0 0 2

3) Déterminons la matrice A’ associe a g dans la nouvelle base B'.
On a A’ = P~'AP, par suite
2 -1 -1

1
Pt = ‘ComP, alorsdet P=10 1 0|=4#0.
det P
0 0 2
2 00 2 21
De plus ComP = 2 4 0 |, ce qui implique que ‘ComP = | 0 4 0
10 2 0 0 2
1 1 1
1 2 21 5 9 4
Par conséquent P"'==-10 4 0 |=| 0 1 0
4 1
2
11 1
9 9 1 1 -1 0 2 —1 -1 1 0 —1
DoncA'=P1AP=1] 0 1 0 0 2 =2 0 1 0 =102 0
0 o0 X 0 0 3 0 0 2 00 3
2
Exercice 6 :
Soient A, B € M3(R).
1
1) Mont i det B # 0, alors det B~ = .
) Montrons que si det B # 0, alors de ot B

Comme det B # 0, alors B~! existe, ce qui implique que

B™'B = Id
det(B™'B) = det(Id)
det B L.detB = 1

1
det B! =

det B

2) Montrons que si B est inversible et symétrique, alors B~! est symétrique.
On a B est inversible implique que B~! existe, et B est symétrique implique que



2.4. CORRIGE DE LA SERIE D’EXERCICES 29

B o B = Id, alors

B'oBoB = Bl'old
IdoB = B!
B = B!
B 'oB = B l'oB!
Id = B 'oB%L

Ce qui implique que B~ est symétrique.

3) Montrons que si B et B’ sont semblables, alors det B = det B’.
On a B et B’ sont semblables = B’ = P~'BP, implique que

det B = det(P'BP)
det B = det P~ !.det B.det P

1
det B' = 1 tP.detB.detP
e

det BB = detB.

Exercice 7 :
A—1 =2 1
Soit Ay € M3(R), avec A € R, telle que Ay = -2 A —2
—2X A+1 A+1
1) Calculons det(Ay).
A—1 =2 1
detAy=| -2 0 -2 |=+(\-1) ‘
=22 A+1 A+1
det Ay = 2)\? — 14\ — 8.

0 -2 -2 =2

(-2) 2o
A+1 A+1 2\ A+1

-2\ A +1

2) Pour quelle valeurs du parametre A, la matrice A, est inversible.
Pour que la matrice A, soit inversible il suffit que det Ay # 0.
Ce qui implique que 2)\? — 14\ — 8 # 0, pour cela

on cherche les racines du polynome 2\? — 14\ — 8 = 0.
A = 260 = /260 = 21/65, par suite on obtient

7— 65 7++/65
N= et Ay =

7—+/65 7+\/%}

Alors A, est inversible si A € R — { 5 5

Exercice 8 :

4 0
Soient A = 2 6
-2 =2

1) Déterminons P € M;3(R) tel que A’ = P~'AP.

0
2 ) = Sp(A) = 4.
4

0 40 0
2 ], A4=[0 4 2
2 00 4

Ona A =

O O =~
O = O
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E,={veR?/(A—4I)=0},on a

x 0O 0 0 x 0
v= |y | €eEy= 2 2 2 y | =10
z -2 =2 =2 z 0

Ce qui implique que

z = —r—y
20 +2y 22 0 zr4+y+z=0=< =z € R
—2x—2y—2z = 0
y € R
x 1 0
Donc v = Y =z 0 + vy 1 = F, = vect < vy,v9 >, avec
—r—y —1 —1
1 0
U1 = 0 , Vg = 1
-1 -1
Cherchons le vecteur vs.
On a Avs = vy + 4vg = (A — 41 )vz = vs.
Par suite
0O 0 O x 0
2 2 2 y | = 1
-2 =2 =2 z -1
Ce qui implique que
_ z = 1l—x—y
ety +2z =1 sr+y+z=1=< z € R
—2r—2y—2z = —1
y € R
0
Onchoisit r =y=0=2=1=wv3=1 0
1
1 0 O
Donc P = 0O 1 0
-1 -1 1
1 1 1
2) Montrons que By = { 11, -2 1, 0 } est une base de R3.
1 0 1
-3
On note par By la base canonique de R?, ecrire le vecteur vg, = 2 dans la nouvelle
1
base B,.
Il suffit de montrer que det P # 0, alors
1 1 1
1 1 1 1
detP=|1 -2 0| = _9 0‘+‘1 _2‘——17&0.

1 0 1
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-3
On note par Bj la base canonique de R?, ecrire le vecteur vg, = 2 dans la base
1
Bs.
On doit chercher B;".
- 1 ComB
27 det B, ?
2 —1 2 2 —1 2
ComB,=| -1 0 1 ='ComB,=| -1 0 1
2 1 =3 2 1 -3
2 1 =2
By'=| 1 0 -1
-2 -1 3
2 1 -2 -3 —6
Alors vp, = Bylwg, == 1 0 -1 2 | =1 —4
-2 -1 3 1 7
3) Déterminons la matrice C, telle que A’ = D + C.
4 0 0 4 00 000
C=A-D=1042]|—-1040]=00 2
0 0 4 0 0 4 000
4) Que peut on déduire ?
000 000 000
On remarque que C2=CxC=| 0 0 2 002 ]=1000
000 000 000

Ce qui implique que C' est nilpotente.

Exercice 9 : En utilisant le déterminant vérifier si chaque famille suivante forme une
base :
1) By ={uy = (1,0,1);uy = (1,2, —1);u3 = (—1,1,0)}.

1 1
det By =|1 2 —1 :+2H _01’— } _11‘ =4 #0.

-1 1 0
Donc la famille {uy, us, ug} est libre.

e}

2) By={P =P =-1+3X;P,=1-X +4X?%}.

2 -1 1
det Bo =10 3 —1=2x3x4=24#0.
0 0 4

Donc la famille { Py, P, P3} est libre.

defas (D) mm (3 0)am (B 1) an (3 2))

(1)810 10 0 10 1
det F5 = =11 0 —=1/—=211 0 =2/ =0
L0 =2 -1 00 3 00 2

00 2 3
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Donc la famille {A;, A, A3, A4} n’est pas libre.

Exercice 10 :

1 1
Soient P;(X) = §(X —1)(X =2), R(X)=-X(X—-2), 3(X) = §(X - 1)X.
1) Montrons que B’ = { Py, P», P3} est une base de Ry[X].
On sait que dimRy[X] = 3 et cardB = 3, ce qui implique que card B = dimRy[X] = 3.
Donc d’apres le théoreme de la base incomplete il suffit de vérifier si la famille B’ est libre.
On a
3

1 1
P(X) = 5(X ~1)(X -2) = 5X2 -5 X+

Py(X)=-X(X -2)=-X*42X,

1
Py(X)=-(X-1)X =-X*— 5X
1 0 0 1 0 0
—1
-3 -1 -3 ~1 2 5
Ce qui donne B' = | 5~ 2 - = |5 2 5| =+1 257&0_
1
-1 =
1 1 1 1
S R S 2
2 2 2 2

Ce qui implique que B" = { Py, P, P53} est libre.
Donc la famille B = { Py, P, P3} est une base de Ry[X].

2) Soit Q(X) € Ry[X], exprimons @ dans la base {Py, Py, Ps}

On a QB’ = PilQB.
Q(X) € Ry[X] = Q(X) = ag + a1 X + a2 X?, avec la matrice de passage est

1 0 0
=3 2 ! 1 Ly
P=B =175 o | =P = P.
2 2 detp M
1 1
- 1 =
2
1
On a detP:§7é0.
1 1 1 0 0
2 2 2 2
comP = 0 1 1 :tcomP: 1 1 -
2 2 2 2
1 1
0 - 2 -1 2
2 2
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L 0 0

2 100
P1=2 R 111

2 2 2

1 1 2 4

- 1 2

Qp = P71Qp, ce qui implique
1 00 Qo Qg
QB’: 1 11 ai :>QB’: ag + a1 + as

1 2 4 as ap + 2ay + 4az

Bl

3) Soit G(X) = ay P1 + aaPa + a3 P, écrire G(X) dans la base canonique de Ry[X]

1 3 1 1
G(X) = a1(§X2 — 5X +1) + (= X? 4+ 2X) + a3(§X2 — 5X)
-3 1 1 1 )
G(X) =ao + <_a1 + 20 — _013>X + (-O./l — g + —(13>X .
2 2 2 2
Donc
ap
-3 1
GX)p=| 5N + 209 — 5
1 1
Q1 — Qg+ cag




Chapitre 3

Applications linéaires

3.1 Les opérations sur les applications linéaires

Définition 24. Soit une application f : E — F avec E et F sont deur K espaces
vectoriels , alors f est linéaire si

1) Yuy, ug € B, f(ug +u2) = f(ur) + f(ua).
2)VA e K, Vu e E, f(Au) = Af(u).

Remarque 4.
1. S8t E = F, alors f est un endomorphisme.
2. Si f est bijective, alors f est un isomorphisme.
3. St E=1F et f est bijective, alors [ est un automorphisme.

Exemple 21. Soit
f:R*—R?
(x,y,2) =~ (x — 1,y — 2,2 — 3),

f est elle une application linéaire ?
a) Soient ui,uy € R3, tels que uy = (x1,y1,21) et uy = (T2, Y2, 22).

flur+uz) = f((x1,y1,21) + (22,2, 22))
fxr+ 22,01 +y2, 21 + 22)
= (mi+ze—Lyi+y2—2,20 +2 —3).

D’autre part

flun) + f(u2) = f((z1,91,21)) + f((22,92, 22))
= (z1—Ly1—2,20 = 3) + (12 — 1,92 — 2,20 — 3)
= (r1+22—2,y1+y2— 4,21 + 20 — 6)
#  flur +uy).

Ce qui implique que f n’est pas une application linéaire.

34
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3.1.1 Addition

Soient F et F' deux espaces vectoriels sur K, f et g deux applications linéaires de £ dans
F notée L(E,F), et a, B € K, alors : af + 8g € L(E, F).

3.1.2 Compsition des applications linéaires

Soient E, F' et g trois espaces vectoriels sur K, f € L(E, F), g € L(F,G), alors :
go f e L(EQG).

3.2 Noyau et image d’une application linéaire

Définition 25. Soit f € L(E, F) avec E et F' sont deuz K espaces vectoriels, alors : On
appelle noyau de f notée kerf le sous espace vectoriel de E définit par

kerf=f7'({0}) ={u € E / f(u) = Or}.
On appelle image de f notée Imf le sous espace vectoriel de F définit par

Imf=fE)y={veF /v= f(u) avecu € E}.

Exemple 22. Soit
[ R —R?
(.Z',y,Z) = (2% —y+Z,y—Z,CC+2Z>.

1) Déterminer le noyau de f
Kerf={(z,y,2) €R® / f(z,y,2) = Ors}, on a

2v—y+2z = 0
f($7y72):(07070>:> y—z = 0 :>x:y:z:()
T+ 2z = 0
Donc Kerf ={(0,0,0)}.

2) Trouver l'image de f
On a Kerf =1{(0,0,0)} <= Imf =F =R3.

3.3 Rang d’une application linéaire
La dimension de l’espace de départ est la somme des dimensions de kerf et Imf, en
dimension finie.

Théoréme 12. (théoréme du rang)

Soient E et F deuzr K espaces vectoriels, f € L(E,F), si la dimension de E est finie,
alors :

Le rang de f est la dimension de 'image de f, notée par rg(f), c’est a dire

rg(f) = dim(Imf).
De plus dimE = dim(ker f) + dim(Imf).
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3.4 Caractérisation de I’injection

Théoréme 13. Soient E et F' deux K espaces vectoriels, f € L(E, F), alors
f est injective <= kerf = {0g}.

Preuve 1. Montrons que f injective <= Kerf = {0}

=

Supposons que [ est injective et montrons que Kerf = {0}.

Soit uw € Kerf = f(u) =0p = f(Og), car f est une application linéaire.
Ce qui implique que u = Og, car f est injective.

Ce qui donne Kerf = {0g}.

=

Supposons que Kerf = {0g} et montrons que f est injective.

Soient ui,us € E tel que f(uy) = f(ug) = f(ur) — f(uz) =0p = f(ug — uz) = Op,

car f est linéaire.

Ce qui implique que (u;—ug) € Kerf, or Kerf = {0g} = (u1—us) € {0p} = uy—uy =0,
ce qui donne uy; = ug, donc f est injective.

Proposition 2. Si f est une application linéaire injective de E dans F, alors l'image
d’une famille libre de E est une famille libre de F.

3.5 Caractérisation de la surjection

Théoréme 14. Soient E et F' deuz K espaces vectoriels, f € L(E, F), alors
f est surjective <= Imf = F.

Preuve 2. Montrons que [ surjective <= Imf = F

=

Supposons que f est surjective et montrons que Imf = F.
a) On a Imf C F (évident)

b) Montrons que F C Imf
Soitye FF=3dx e E/y= f(x), car f est surjective.

Ona f(x) € Imf=yeImf=FCImf.
Donc Imf = F.

“—
Supposons que Imf = F et montrons que [ est surjective.

Soitye F=yeImf, car Imf = F, d’apres la définition de ['image de f.
Imf={yeF /y=f(x) avecx € E.}
Alorsy € Imf =y = f(z) avecx € E, c’est a dire 3z € E | y = f(x).

Ce qui donne
VYye E, Jx € E /y= f(x) = f est surjective.
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Proposition 3. Si f est une application linéaire surjective de E dans F, alors l'image
d’une famille génératrice de E est une famille génératrice de F.

3.6 Caractérisation de la bijection

Corollaire 1. Soit une application f : E — F une application linéaire, avec E et F
sont deux K espaces vectoriels de dimension finie, alors les propositions suivantes sont
équivalentes.

1) f est injective.
2) f est surjective.
3) f est bijective.
§) Kerf = {0).
5)Imf=F.

3.7 Ecriture matricielle d’une application linéaire

Définition 26. Soit f : E — F une application linéaire et A une base de E, B une
base de F, i.e A={ej,ea,...,e,} et B={ey1,e9,...,6,}, alors

a1 Q12 ... Qin
A91 Q922 ... Q2p
M(f)as = .
Qp1 Ap2 ... GQpp
Avec

f(el) = ap1€1 + a9+ ...+ Ap1Ep,
f(@Q) = Q1281 + a90cs + ...+ Ap2Ep,y - - -,
flen) = aer + agnea+ ...+ apsp.

Théoréme 15. Vw € E, f(w)g = M(f)apwa.

Exemple 23. Soit

Id:F — F
w = Id(w) =w
alors
1 0 . 0
01 ...0
M(Id)a = ) o =1,.
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Théoreme 16. Le rang d’une application est égale au rang de sa matrice associée.

Preuve 3. On sait que {f(e1), f(e2),..., f(en)} est une famille génératrice de Imf,
d’apreés le théoréeme précedent

rg(fler), fle2),. .., flen) = dim vect{f(e1), f(e2), ..., f(en)} = rgf.

Corollaire 2. On considére f : E — F une application linéaire, A une base de E et B
une base de F, alors

1) rg(M(f)) = dimF <= f surjective.

2) rg(M(f)) = dimE <= f injective.

Exemple 24. Soit
f:R® — R?

(I,y,Z) = (x—y—l—?z,z—Zy)

1 0 0 1 0
On pose A = { 0|, 1 0 } la base canonique de R? et B = { ( ) , ( ) }
0 1
0 0 1
la base canonique de R?.
x x x
1 -1 2
_ 3 _
z z z
De plus (1) :;‘ =—2#40=rg(M(f)) =2= dimF = [ est surjective.

Théoreme 17. Soient F' et g deux applications linéaires telles que f : E — F et
g: F — G, avec By base de E, By base de F, et B3 base de G, alors

M(go f)B,Bs = M(9)By.BsM(f)B,,B,-

Théoreme 18. Soit f : E — F une application linéaire et By une base de E, By une
base de F, telle que dimE = dimF = n,
[ est bijective si et seulement si M (f)p, B, est inversible, avec M(f),g;B1 = [M(f)p,.B,) "

R 9 x\ ([ 2¢-3y\ (2 -3 x
Exemple25.Soztu-( )ER etf(y)_(x+4y)_(1 4 y )

Alors ]\4(]4)31132 = < ? _4 > = M(f*1>Bz,B1 = ( _23 le ) .

o ) -1 T o 2x—i—y
Ce qui implique que f < Y ) = ( 30+ 4y ) :

w
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3.8 Seéries d’exercices

Exercice 1 :
Soient les applications suivantes de E vers F' sont elles linéaires ?
1) E=F=R?*et f(z,y) = 22 —y,—x +y).
2) E=F=R3et g(z,y,2) = (x+y+ 2,0 —y,2%).
3) E = MyR), F=Ret f(A) =trace(A).
4) E=F =Ry[X] et f(P)=2XP— P

Exercice 2 :

Soit f une application dans R?, définie par f(x,y,2) = 2z +y,y — 22, —2).
1) Montrer que f est une application linéaire.

2) Déterminer le noyau et I'image de f.

3) L’application f est elle bijective ?

Exercice 3 :
On considere une application h définie par

h:R* — RS
(x,y,2) +— (x+3y+3z,—3x—>5y—3z,3x+ 3y + 2).

1) Déterminer la matrice A associée & h dans la base canonique de R3.

0 1 1
2) On pose B’ = { 1 , 0 , —1 } une famille de vecteurs de R3.
-1 -1 1
N—_——

up U2 u3
Vérifier que B’ = {uy,us, uz} est une base de R3.
3) Calculer A’ la matrice associée a h dans la base B’.
4) Déduire A™.

Exercice 4 :
Soit f : R* — R3 un endomorphisme et B = {e1, 5, e3} la base canonique de R3, telle

que f(e1) =e1 — ez +es, flez) = 2e1 —e3, f(ez) = —es.

1) Déterminer Kerf et Imf.
2) f est elle injective ? surjective 7
3) Montrer que R = Kerf & Imf.

Exercice 5 :
Soit g une application définie par

g Ro[X] — Ry[X]
P = gP)=P—(2X+1)P

) Vérifier que g est un endomorphisme de Ro[X].

) Déterminer la matrice associée a g dans la base canonique de Ry[X].
) g est elle bijective ? déduire le rang de g.

4) Déterminer Kerg et I'mg.

1
2
3
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Exercice 6 :
Soit

h:R® — R?
(x,y,2) — (ax+y+bz,x—2z,x+y—2).

1) Ecrire la matrice associée a h relativement & la base canonique de R3.
2) Quelle condition doivent vérifier a, b pour que h soit bijective.
3) Déterminer 'application réciproque h!.

Exercice 7 :

Soit 'endomorphisme de Ms(R), défini par f(A) = AB — BA,
telle que B = (_21 _11) et A € My(R).

1) Déterminer la matrice associe a f dans la base canonique de Ms(R).

2) Trouver le noyau de f.
3) Qu’elle est le rang de f 7

Exercice 8 :

On considere application g de R? vers R?, définie par g(z,y,2) = (x — v,z + y,y> + 2).
Telle que u = (1,2,1) et v = (1, —1,1).

1) Calculer g(u), g(v) et g(u +v).

2) Calculer g(3v) et 3g(v).

3) Que peut on déduire ?
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3.9 Corrigé de la série d’exercices

Exercice 1 :

Soient les applications suivantes de E vers F' sont elles linéaires ?
1) E=F=Ret f(z,y) = (2z —y, —x +y).
a) Soient uy, us € R?, tels que up = (71,y1) et ug = (a9, ya).

flur +ug) = f(oy+ 22,91 + 42)
= (2(z1+22) — (1 +y2), — (21 + 22) + (Y1 + 42))
= (221 —y1, 71 + Y1) + (222 — Y2, —T2 + o)
= f(z1i,y1) + f(22,92)
= [fluw) + f(u2).

b) Soient A € R et uz,y) € R?, telle que

fOwu) = f(AMz,y))
= f(Az, Ay)
= (2(Az) = (Ay), —(Az) + (Ay))
= N2z —y,—x+y)
= AMl(z,y)
= A (u).

Donc f est une application linéaire dans R2.

2) E=F=R%et g(z,y,2) = (x +y+ 2,7 —y,2%.
Soient A € R et vz, y, z) € R?, telle que

g(Mu) = g(A(z,y,2))
= g(A\x, \y, A\2)
= Az + My + Az, Az — Ay, A\22P)
Mz +y + 2), Mz — y), \22?)
# Mz+y+z,2—y,2%).

Donc g(Av) # Ag(v) ce qui prouve que g n’est pas une application linéaire dans R3.

3) E=MR), F=Ret f(A) = trace(A).
a) Soient Ay, Ay € M>(R), tels que
f(Al + Ag) = tTaC€<A1 + Ag)
= trace(A;) + trace(As)
= f(A1)+ f(A2).

b) Soient A € R et A € My(R), telle que

f(AA) = trace(AA)
Atrace(A)
= Af(4).
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Donc f est une application linéaire dans M, (R).
4) E=F =Ry[X] et f(P)=2XP — P
a) Solent Py, P, € Ry[X], tels que

f(Pi+P) = 2X(Pi+ PR) — (P + PR)
= 2X(P,+ P,) — (P + Py)
— (2XP — P))+ (2XP, — P))
() + f(P).
b) Soient A € R et P € Ry[X], telle que

FAP) = 2X(\P) — (AP

= 2XAP — AP
= A2XP - P
= Af(P).

Donc f est une application linéaire dans Ra[X].

Exercice 2 :
Soit f une application dans R?, définie par f(z,y,2) = 2z + v,y — 2z, —2).

1) Montrer que f est une application linéaire.
a) Soient uy, us € R3, tels que uy = (71,41, 21) et uy = (22, Yo, 22).

flur+ug) = f(x1+ 2, y1 + Yo, 21 + 22)

(2(z1 + 2) + (Y1 + v2), (Y1 + va) — 2(21 + 22), —(21 + 22))
= (2x1 4+ y1,y1 — 221, —21) + (229 + Y2, Yo — 229, —29)

= f(zr,y1,21) + (22,92, 22)

= f(u) + flu2).

b) Soient A € R et uz,y,z) € R?, telle que
fu) = f(Mz,y,2))
= f(Ax,\y, A\z)
= (2(Az) + (Ay), (Ay) — 2(Az), —(A2))
= MN2x+y,y—2z,—2)
= )\f(&?,y,Z)
= Af(u).

Donc f est une application linéaire dans R3.

2) Déterminons le noyau et I'image de f.
a) Le noyau de f
Kerf ={(z,y,2) € R®/f(z,y,2) = (0,0,0)}.
Par suite
20 +y = 0
f(z,y,2)=(0,0,0) = 2z +y,y —22,—2) = (0,0,0) = ¢ y—2z =
—z =0

=}
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=cr=y=2=0= Kerf={(0,0,0)}.

b) L’image de f
Imf={f(x,y,2) € R® [(x,y,2) € R3}.

1 0 0
On prend la base canonique de R3, i.e { 01, 11, 0 }
0 0 1
£(1,0,0) = (2,0,0), £(0,1,0) = (1,1,0) et £(0,0,1) = (0, —2, —1).
Ce qui implique que Imf = vect < (2,0,0),(1,1,0),(0,—2,—1) > .
Ce qui donne dim Imf = 3 et on sait que Im R3 = Imf = R3.

3) L’application f est elle bijective ?
Comme f est une application linéaire de R? vers R?, alors f est un endomorphisme dans
R3 et puisque Kerf = {Ogs} = f est injective = f est surjective = f est bijective.

Exercice 3 :
On considere une application h définie par
h:R® — RS
(x,y,2) — (x+3y+3z,—3z—5y—32,3c+3y+ 2).

1) Déterminons la matrice A associée & h dans la base canonique de R3.

1 3 3
M(f)s=| -3 -5 -3
3 3 1
0 1 1
2) On pose B’ = { 1], 0 -1 } une famille de vecteurs de R3.

-1 -1 1
———

ul u u3 )
Vérifions que B = {uy,us, u3} est une base de R3
On a cardB’' = dimR? = 3.

D’apres le théoreme de la base incompléte il suffit de montrer que la famille B’ est libre.

0 1 1
detB'=|1 0 —1|=-1%#0= B estlibre = B’ est une base de R3.
-1 -1 1
3) Calculons A’ la matrice associée a h dans la base B’
1
A" = P71AP, de plus P! = tcomP.
. de plus e p O™
0 1 1
Ona P=|1 0 -—1].
-1 -1 1
-1 0 -1 -1 -2 -1
comP=| -2 1 -1 | = ‘comP = 0 1 1
-1 1 -1 -1 -1 -1
1 2 1
P'=(0 -1 -1

11 1
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A" = P7LAP, ce qui implique

1 2 1 1 3 3 0 1 1
A= 0 -1 -1 -3 =5 -3 1 0 -1
1 1 1 3 3 1 -1 -1 1
-2 —4 =2 0 1 1 -2 0 0
A= 0o 2 2 1 0 -1 ] = 0 -2 0
1 1 1 -1 -1 1 0 0 1

4) Déduire A™
Ona A= P'AP = PA' = PP 'AP = PA' = AP = PA'P~! = APP!
= A=PA'P

Par suite
-2 0 0 (—2)" 0 0
A = 0O -2 0 = (A')“ = 0 (—=2)" 0
0 0 1 0 0 1

D’autre part
A=PAP = A" = (PAPY)PAPY), ..., (PAPY)=PA)" P

Par conséquent

0 1 1 (=2 0 0 1 2 1
A= 1 0 -1 0 (=2 0 0 -1 -1 |,
-1 -1 1 0 0 1 11 1
0 (=2)" 1 1 2 1
Ar= | (=2 0 -1],10 -1 —1
—(=2" —(=2)" 1 11 1
1 1—(=2) 1—(=2)
A" = | (=2 -1 2(—2)" — 1 (—2)" —1
—(=2" 41 (=2 4 (=2)" 41 1

Exercice 4 :
Soit f : R® — R3 un endomorphisme et B = {ey, 5, e3} la base canonique de R3, telle
que f(e1) =e1 — ez +e3, f(e2) = 2e1 —e3, f(ez) = —es.

1) Déterminer Kerf et Imf.
a) Le noyau de f
Cherchons la matrice associée a f, on a

Ce qui implique que

f:R¥ — R?
(ZL’,y,Z) = ($+2y, —CL’,ZL’—y—Z>-



3.9. CORRIGE DE LA SERIE D’EXERCICES 45

Par suite

Kerf = {(2,,2) € B/ f(z,9,2) = (0,0,0)}.

On a f(z,y,2) =(0,0,0) = (z + 2y, —z,x —y — z) = (0,0,0).
Ce qui donne

T+ 2y = 0 x = O
— =0 =qy =0
r—y——2 = 0 z = 0.

Ce qui implique que Kerf = {(0,0,0)}.

b) L’image de f

Imf = {f(z,y,2)/(2,y,2) € R’}, on a
On a dimR3 = dimKerf + dimImf = dimImf = dimR3 = 3.
De plus, on sait que Imf C R? = Imf = R3.

2) f est elle injective ? surjective 7
Comme f est un endomorphisme de R?, et Kerf = {(0,0,0)} = f est injective = f est
surjective.

3) Montrons que R® = Kerf @ Imf

Ona

a) dimR? = dimKer f + dimImf

b) KerfNImf = {0Ogs}.

Alors d’apres le théoréme du rang R = Kerf @ Imf.

Exercice 5 :
Soit g une application définie par

gRg[X] — RQ[X}
P = gP)=P—(2X+1)P

1) Vérifions que ¢ est un endomorphisme de Ry[X].

a) Soient Pp, P, € Ry[X], telle que

g(Pr+P) = (P4 P)—2X +1)(P+ R)
(PL+ Py) — (2X +1)(P{ + P)
= P+P—-02X+1)P —(2X+1)P,
= (PL—2X+1)P)+ (Po—(2X +1)Py)
= g(P1) + g(P).
b) Soient A € R et P € Ry[X], telle que

g(AP) = (AP)—(2X +1)(\P)
= (\P) — (2X + )(\P)
= MP-(2X+ 1P
= Ag(P).

Donc g est une application linéaire de Ry[X], et comme g est une application linéaire de
Ry [X] vers Ry[X], alors g est un endomorphisme de Ry[X].
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2) Déterminons la matrice associée a g dans la base canonique de Ry[X].
On sait que la base canonique de Ry[X] est {1, X, X2}, alors

g1)=1—2X+1)(0)=1=1x140x X +0x X2,
gX)=X-2X+1D)(1)=1-X=-1x14+1xX+0x X2
g(X?) = X2 (2X +1)(2X) = X2 —4X2—2X = —2X —3X2=0x1-2x X —3x X2,

Ce qui donne

1 -1 0
M(f)p=| 0 -1 —2
0 0 -3

3) g est elle bijective ? déduire le rang de g

1 -1 0
det M(f)p =10 —1 —2|=3=#0= g est bijective = rg(g) = 3.
0 0 -3

4) Déterminons Kerg et Img

a) Le noyau de g

Kerg = {P € R,[X]/g(P) = 0}.

Par suite

gP)=0=P—-(2X+1)P =0=P=(2X+1)P.

Ona P eRy[X]= P(X)=ao+ a1 X +aX?= P'(X) =a; +2ayX, alors

P(X)=(2X+1)P(X).
Ce qui implique que

ag + CL1X + CLQ)(2 = (2X + 1)(@1 + QCLQX) =a; + (2@1 + QGQ)X + 4a2X2.

ap = a1
Par identification, on obtient ap = 2a1+2a9 = ag=a; =ay=0.
gy = 4&2

Donc Kerg = {0}, avec (0 est le polynome nul).

b) L’image de g
Img={g(P) /] P € Ry[X]}.
Comme g est bijective = g est surjective = Img = Ry[X].

Exercice 6 :
Soit
h:R* — R?
(x,y,2) — (ax+y+bz,x—z,x+y—2).

1) Ecrire la matrice associée a h relativement & la base canonique de R3.

a 1 b
MMh)p=| 1 0 -1
1 1 -1
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2) Quelle condition doivent vérifier a, b pour que h soit bijective.

11 suffit de calculer le déterminant de M (h)p, alors

a 1 b
det M(h)p =11 0 —1 :a‘o -1 —1‘1 - +b‘1 O‘:a+b.
1 —1 1 -1 11
1 1 -1
Pour que h soit bijective, il faut que a + b # 0 = a # —b.
3) Déterminons I'application réciproque h~!
M(f)5" = ———"comM(f).
On a
1 0 1 1 140 —1
comM(f)=| 1+b —a—b 1—a | =‘comM(f)=| 0 —a—b a+b
-1 a+b —1 1 1—a -1
1 1+ -1
a+b a+b a+b
1 1 1+0b —1
(M(f)) ™ = AR —a—b a+b | = 0 —1 1
a0\ 1—a -1
1 l1—a -1

a+b a+b a+b
Ce qui donne

h':R — R
(z,y,2) = (

1 1406 1 1 1—a 1 )

a+bx+a—|—by_a+bz’_y+z’a—|—bx+a+by_a+bz

Exercice 7 :
Soit 'endomorphisme de Ms(R), défini par f(A) = AB — BA,

telle que B = (_21 _11) et A € My(R).

1) Déterminons la matrice associe a f dans la base canonique de Ms(R).

. . 10 01 0 0 00
On sait que la base canonique de M;(R) est{ ( 00 ) , ( 00 > ; < 10 ) , ( 01 ) }
Ce qui implique que
01
10 )"

ran=(o o) (2 4 )- (2 4) (6 0)
= (0o ) (5 L) -(5 N) (0 e)=(5 7).
(200 0)-(5Y)
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- (00 (3 ) - (A )0 -0 )

2) Trouvons le noyau de f.
a) Le noyau de f

Kerf ={A € My[R)/f(A) = 0}.
Par suite f(A) =0= AB — BA =0, alors

a b 2 1 _ 2 1 a b\ (00
c d -1 -1 -1 -1 cd) \0O0)"
Ce qui implique que

-b—c a—3b—-d\ (00
3c—d+a c+b L0 o0 )

—b—rc =0
o : a—3b—d = 0 c = —=b
Par identification, on obtient e—dia = 0 :>{ a = 3b+d
c+b =0
. C(3b+d b\ _, (3 1 10
Ce qui donne A = b d)_b 1 0 +d 01

DoncKerf:vect{(_gl (1]),((1) (1))}

3) Qu’elle est le rang de f7?
D’apres le théoreme du rang,on a

dimMy(R) = dimkerf + dimImf
dimImf = dimMy(R) — dimkerf
dimImf = 2= rg(f)=2.

Exercice 8 :
On consideére application g de R? vers R, définie par g(z,vy,2) = (x — v,z + y,y> + 2).
Telle que v = (1,2,1) et v = (1,—1,1).

1) Calculons g(u), g(v) et g(u + v).

g(u):g(1,2,1):<—1,3,5), g( >_g(1 -1 1):(2707 )
Par suite g(u +v) = ¢((1,2,1) + (1,-1,1)) = g(2,1,2) = (1,3, 3).

2) Calculons g(3v) et 3g(v).
(( v) = 5 9(3(1,—-1,1)) = ¢(3,-3,3) = (6,0,12) et 3g(v) = 3¢g(1,—1,1) = 3(2,0,2) =

3) Que peut on déduire ?
On déduit que g n’est pas une application linéaire.



Chapitre 4
Systemes d’équations linéaires

Définition 27. On appelle équation linéaire toute équation de la forme :
Q121 + s + ... + apx, = B,

tels que aq, s, ..., q, sont des constantes et xq,xo, ...+ x, sont des variables.
Tout systeme de la forme

Q1121 + a9xs + ...+ o, = B
Q911 + Qoo X9 4+ ...+ QonTy = BQ
1Ty + Qoo + ...+ apnty, = B,

est un systeme linéaire de dimension n et il peut étre écrit sous forme matricielle

11 (12... O1p T Bl
Qg1 (g2 ... Q9p i) BQ
Ap1 Op2... Opp Tn Bn

N - 7
A X B

Définition 28. Toute équation de la forme AX = B telle que A € M, (R)
et X, B € M,1(R) est dit systéeme linéaire.

Théoreme 19. Tout systéeme linéaire de la forme AX = B admet une solution unique si

et seulement si det A # 0, avec X = A™'B.

4.0.1 Résolution par ’inverse d’une matrice
Ona AX =B+ X =A"'B.
Exemple 26. Résoudre le systeme linéaire suivant
20 —y+3z =1
() 2+y—2z =0
r—2y+z = —1

Le systéme (I) s’écrit sous forme matricielle :

49
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2 -1 3 T 1
H< |1 1 -1 yl=120
3 -2 1 z -1
A
1 -1 1 -1 1 1
=+ ol st -
A7l = ! ComA
 det A )
n 1 -1 _ 1 -1 n 1 1
-2 1 3 1 3 —2 1 4 _5
ComA—| —|7L3 P23 2 Y= 5 =7 1
-2 1 3 1 3 -2 _9 5 3
n -1 3 B 2 3 n 2 -1
1 -1 1 -1 1 1
-1 -5 -2
tComA = -4 -7 5 )
-5 1 3
1 5 2
13 13 13
-1 -5 =2
1 _
A‘1:—13 —4 -7 5 _| £ T =
5 -1 =3
13 13 13
Par suite
1 5 2 -1
13 13 13 13
1
13 13 13 1 13
5 -1 =3 8
13 13 13 13

4.0.2 Résolution par la régle de cramer

Théoréme 20. Soit AX = B est un syrtéme linéaire tel que A € M, (R)

et X, B € M, 1(R), avec A; est la matrice A dont la i colonne remplacée par le second
membre B.

Donc la seule solution (x1,xs,...,x,) est donnée par
det A;
i = Z, Vi ]., 2, ey .
zi= o Vi e{ n}
Exemple 27. Résoudre le systéme linéaire suivant
21’1 —$2+3$3 =1 2 —1 3 T 1
T1+ Ty — X3 =0 <11 1 -1 ol =1 0
3.731 - 21’2 +x3 = —1 3 =2 1 xI3 —1

A



Donc

X2

X3

1 -1 3
0o 1 -1
CdetA;  |-1 -2 1] -1
detA —13 137
2 1 3
1 0 -1
Cdetd, 3 -1 1| 9
 detA —13 137
2 —1 1
1 1 0
 detA —13 © 13
-1
13
- | 2
13
8
13

4.0.3 Résolution par la méthode de Gauss

ol

L’idée est de transformer le systeme linéaire AX = B a un autre systeme A; X = By telle
que A; est une matrice triangulaire supérieure.

Exemple 28. Résoudre le systéme linéaire suivant

2 -1
1 1
3 =2

21‘1 — X9 + 3[E3
T1+ T2 — T3
3r1 — 219 + X3

2 -1 3 1 1

1 1 -1 zo |l =1 0

3 =2 1 XT3 -1

A

-1 3 |1 — =1

3 —=-5| -1 1

— _— — — Ll = LQ — —L1
2 2 2 %
-1 —-7|-=5

=1
=0 <
- 1
2
— Ly
— Ly = 0
— Ls 0
-1 3 1
3 =5 | -1
> 3| B
6 6

<_Lf3:L3_§L1
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Ce qui donne

y ( -1
201 — 29+ 323 = 1 S —
1 2 3 Ty 3
3 5 -1 9
5%2 — 513 = 5 e = =
2 2 2 L2 13
—26 —16 ]
5 =% (m=5
. 13
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4.1 Séries d’exercices

Exercice 1 :

Soit le systeme suvant
r—3y+2z = -1
20 -2y —2z = 2
—r+y+4z = 3

1) Ecrire le systeme sous forme matricielle.
2) Résoudre le systeme par la méthode de Cramer puis par la méthode de Gauss.

Exercice 2 :
On cosidere le systeme suivant

ar+2y—z = 0
r—ay+2z =1
3r+y+taz = =2

avec « € E =R™\{1, —1} et X = (x,y,2) € R3.
1) Pour qu’elle valeur de «, le systeme BX = C est un systeme de Cramer.
2) Résoudre ce systeme par la méthode de Gauss.

Exercice 3 :
Résoudre le systeme (7) suivant les valeurs de a et b

—2x—y+z =0
(I) < ay+ = = 3b
dor — z = 2b.
Exercice 4 :
Soient B € M3(R) et C' € R3, avec
4 0 1 1
-1 -3 -2 2
Résoudre le systeme BX = C par
1) La méthode de Cramer.
2) La méthode de I'inverse.
Exercice 5 :
1 -1 -1 x a
Onconsidere A= -2 3 —6 |, X=|y |,B=| b
1 =3 3 z c

1) Pour qu’elles valeurs de a,b, c € R, le systeme AX = B admet il une solution unique.
2) Résoudre le systeme AX = B par la méthode de Cramer.
3) Déduire A~1.
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Exercice 6 :
Résoudre dans R? les systémes suivants :

-2y =3
2¢V +Inz = 1 T —cos?ly = 0 v B
(1) { 3lnz —e¥ = +2 (]I){ sin*fy+x = 0, (11 q 3e+y = —1
—xr+2y = -3

Exercice 7 :
Soient A, B € M3(R) et C' € R3, avec

2 0 0 1 1
A=|3 20|, B=[0 4 1|, c=][ 2
1 -1 4 0 0 3
1) Calculer la matrice F' tel que AB = F.

2) Vérifier que le systeme F X = C est un systéme de Cramer.
3) Résoudre le systeme linéaire FF.X = C.

Exercice 8 :

Une usine fabrique trois types de draps chaque jour.

Modele M, My et M3 est les draps en soie, en coton et en laine respectivement.

Si l'usine produit le premier jour 1 drap en soie, 4 draps en coton et 3 draps en laine.
Le deuxieme jour 5 draps en soie, 3 draps en coton et 2 draps en laine.

Le troisieme jour 2 draps en soie, 4 draps en coton et 2 draps en laine.

On note par z,y et z les modeles My, My et M3 respectivement.

1) Déterminer la matrice correspondante aux données.

2) Si la commande du premier, deuxiéme, troisieme jour est 20, 20,20 draps respective-
ment.

Trouver le systéme qui convient.

3) Résoudre ce systeme.
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4.2 Corrigé de la série d’exercices

Exercice 1 :
Soit le systeme suvant

r—3y+2z = -1
20— 2y — z
—r+y+4z = 3

I
DO

1) Ecrire le systeme sous forme matricielle.
1 -3 x -1
2 —2 — yl =1 2
z 3
X B

2) Resoudre le systeme par la méthode de Cramer puis par la méthode de Gauss.
a) Méthode de Cramer
1 -3 2
detA=1]12 -2 -1 :—I—l'
-1 1 4

Comme det A = 14 # 0, alors le systeme AX = B est un systeme de Cramer et il

admet une solution unique.
a) Méthode de Cramer

2 -1 2 =2
2|2 ]

-

1 -3 2
2 2 -1 2 1 2 —1| |2 -2
3 1 4 (_1>‘1 4’_(3)'3 4'+2‘3 1' 56
e 14 - 14 RV
1 -1 2
2 1 2 -1 2 1 2 2
-1 o34 _“‘3 4‘ (_1)‘—1 4’*2‘—1 3’ 3417
v 14 - 14 47
1 -3 -1
2 2 2 2 2 2 2 2 2
=R _+1’1 3‘ (3)'—1 3‘ (1)‘—1 1’_16_8
°= 14 - 14 o7
Donc
4
xXr
17
2 8
7
b) Méthode de Gauss
1 -3 2|17 « I, 1 -3 2|17 «I,=1L
2 2 1|2 | <Ly =|0 4 5|4 | «Li=1Ly— 2L
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1 =3 2| 41 «Li=L
0 0 = |4 — LY =L5+ L.
2 2
On obtient le systeme suivant
(+ = 4
r—3y+2z = —1 17
=z = 4
2 Lo §
\ e
Donc
4
x
17
z 8
7

Exercice 2 :
On cosidere le systeme suivant

ar+2y—z = 0
r—ay+2z = 1
3r+y+azr = =2

avec @ € E =R™\{1, —1} et X = (x,y,2) € R,

1) Pour qu’elle valeur de «, le systeme BX = C est un systeme de Cramer.
On écrit d’abord le systeme sous forme matricielle.

a 1 1 T 0

1 a 2 yl =11

1 2 « z 2

——

B X c
Calculons det B
a 1 1

B a2 1 2 I o 2
det B = 1 g 2 =aly o —1'1 N ’1 5 = (a—2)(a® +2a — 2).

Calculons les racines de 1'équation o? + 2ac — 2 = 0.
A=12= VA =23

Ce qui donne
061:2, 062:—1—\/§, 053:—1+\/§.

Donc le systeme BX = C est un systeme de Cramer si et seulement si

ac BE=R\{1, -1, 2, -1 —+/3, —1++/3}.

2) Résoudre ce systeme par la méthode de Gauss
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1 1]0] «L “ Lifo| THh
o — I o =1 2a-1 1
La2[1| «L, =0 — — 1| v Le=L——L
— 2
o e
Q 1 1
a1 20— 1 0 < Ly=1I
= « «Q ! 2 —la=1
(2—12—(2a—1)2 |20 —2a—1 <—L”:L’+M
o0 afa? —1) af—1 b e

On obtient le systeme suivant

L.

ar +y+ 2 = 0
a?—1  2a-1
Y+ z =1
a
(ag— 1)2 — (2a — 1)? 20% — 200 — 1
z = —————
ala? —1) a?—1
( [—2(=2a+ 1)(a? — 1) — 1] 2(a? —1)
r = —
(@2 =1) = 2a—=1)(a® = 1) (a® = 1) = (2a = 1)?
sl [2(—2a+1)(a2—1) 1}( a >
(a2 —1)— (2a—1)? a?—1
20(a? — 1)
o
( (@2 —1) = 2a —1)?
Donc
[—2(=2a + 1)(a? — 1) — 1] 2(a? —1)
. (a2 —=1)— 2a—1)?(a2—=1) (a2—-1)— (2a—1)?
2(—2 1)(a? -1
O == R
(a2 —1)— (2a—1)? a?—1
. 20(a? — 1)
(@2 —-1)— (2a—1)?
Exercice 3 :
Résoudre le systeme (1) suivant les valeurs de a et b
—2x—y+z =0
(I) § ay+ =z = 3b
dr — 2 = 2b
-2 -1 1 T
Le systeme (I) s’écrit sous forme matricielle : (/) < [ 0 a 1 y| =
4 0 -1 z
A

det(A) = —2a — 4.
(I) est un systeme de Cramer ssi det(A) # 0, i.e : a # —2.

57
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Dans ce cas on peut résoudre le systeme (/) par la méthode de Cramer :

b -1 1

3b a 1
_det Ay 26 0 —1 _ —5b— 3ab
= det A det A 20— 4

Sia = —2, alors det(A) = 0.
Pour savoir si le systéeme ([) est compatible, on doit extraire une sous-matrice inversible
de A, par exemple :

2 -1 1 o
A=l0 —2 1 :WO _J:4#0
4 0 -1
Le systeme () est compatible ssi A = 0.
-2 -1 b
A=|0 -2 3b|=4b
4 0 2b

Donc si b # 0, le systeme (I) n’est pas compatible et n’admet pas de solutions.
Si b= 0, le systeme (I) devient :

-2 -1 1 T 0
H< |0 —2 1 yl =10
4 0 -1 z 0
A
On pose z = u et on obtient le systeme de Cramer suivant :
( 1
z = qu
YO — —2r = y—u
{_§x+y+U_8:>{ 1 = y:}u
yru = Y = éu 2
z = u
\
1 1

Dans ce cas, le systeme (I) admet une infinité de solutions (z,y,z) = (Zu, iu,u) avec
u € R.

Exercice 4 :
Soient B € M3(R) et C' € R3, avec

4 0 1 1
B=| 2 -1 3 |,c={o0
-1 -3 -2 2

Résoudre le systeme BX = C' par la méthode de Cramer.
Calculons le déterminant de la matrice B

1 0 1
detB=[2 -1 3 :H'
1 -3 -2

-1 3
-3 -2

2 -1

ST
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Comme det B = 4 # 0, alors le systeme BX = (' est un systeme de Cramer et il

admet une solution unique.

1 0 1 x 1
BX=C=| 2 -1 3 y | =10
-1 -3 -2 z 2
1 0 1
0 -1 3 '—1 3'+’0 —1‘
2 -3 -2| |-3 -2/ "2 -3] 13
T T 1 T
1 1 1
2 0 3 11 11
-1 2 -2 (_2>‘2 —2‘ 3'—1 2‘ ~1
I 1 T
1 0 1
2 -10 |-10 ]2 -1
~1 -3 2 ‘—3 2‘+’—1 —3‘ -9
°T 4 B 4 T4
Donc
13
x 4
—1
X = Y = T
z —9
4

b) Méthode de la matrice inverse

Comme det B = 4 # 0, alors B est inversible, ce qui implique que B~ existe.

Ona BX =C < X = B~I(C.
Calculons B!

1
B! = ¢ B.
dethom
1 1 -7
ComB = -3 -1 3 = *ComB =
1 -1 -1
11
11 -3 1
1
B—lzZ 1o-1 -1 = 1
7 3 —1 4
-

11
1

-3
-1

-7 3

1
—1
—1
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11 - 1 13
4 4 4 n
1 -1 -1 1 -1
X=B1C= - — — 0 ]l=1 —
4 4 4 9 4
-7 3 -1 -9
4 4 4 4
Exercice 5 :
1 -1 -1 T a
Onconsidere A= -2 3 —6 |, X=|y |,B=| b
1 -3 5 z c

1) Pour qu’elles valeurs de a,b, ¢ € R, le systeme AX = B admet il une solution unique.
Le systeme AX = B admet une solution unique si et seulement si det A # 0, c’est a dire

1 -1 -1
detA—|-2 3 —6/=+1|° O_(—i)|? -2 3|-2x0
-3 1 5 1 =3
1 =3 5
Comme le resultat du det A est une constante indépendante de a, b, ¢ € R, alors le systeme
AX = B admet une solution unique pour toutes les valeurs a, b, c € R.

2) Résoudre le systeme AX = B par la méthode de Cramer.

a —1 —1

b 3 —6 3 -6/ b -6 |p 3

¢c =3 5| “-3 5‘ c 5’_(; —3‘ —3a +8b + 9c
e 2 - 2 - 2 ’

1 a -1

2 b -6 b —6 2 6| -2 b

1 ¢ 5| | 5‘ “11 5’_‘1 ¢|  da+6b+8c
4= 2 - 2 - 2 ’

1 -1 «a

-2 3 b '3 b_<_1)‘—2 b ‘—2 3‘

1 -3 ¢ -3 ¢ 1 ¢ 1 -3 3a+2b+c
°T 2 - 2 - 2
Donc

—3a+ 8b+9c

T 2

Y y _ 4a + 6b + 8¢
2

z 3a+2b+c
P

3) Déduire A~
AX=B= A'AX =A"'B= X =A"'B.
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—-3a & 9c
—t5 S =3y )
2 2 2 9 5 a
Ce qui donne X = 4_a+6_b+8_c = 2 3 4 b
2 2 2
3a  2b ¢ 3 11 ¢
2 4 Z
2 2
Donc A~ = 2 3 4
3 1
21 =
2 2
Exercice 6 :
2¢Y +1lnzx = 1

Résoudre dans R? les systeémes suivants : (1) g — e — 49

En multipliant la deuxiéme équation par (2) et 'additionné par la premieére équation, on
obtient

7lnx:5:>lnx:g:>x:e.

~o

1
En remplacant x dans I’équation suivante 2e?¥ + In e =1=>¢V= -
1
Ce qui implique que y = In == In7.

Donc (z,y) = (e7,—In7).
r—cos*y = 0
(1) { sin®y +x = 0,
On a z — cos*0y = 0 = = = cos*Oy.
En remplacant x dans ’équation suivante sin?0y + x = 0, on obtient
cos*0y + sin*0y = 0 = (cos?0 + sin?0)y = 0 = y = 0.
Donc (z,y) = (0,0).

r—2y = 3
(I1I)§ 3z4+y = -1
—xr+2y = -3

Onaz—2y=3= z =3+ 2y, en remplacant = dans I’équation suivante
0

3x+y=—1:7y=—10=>y:7.
—10 1
Deplusx:3+2y:3+2<—> :>x:?.

7
1 —10
Done (a,3) = (1, 712)
onc (z,y) =
Exercice 7 :
Soient A, B € M3(R) et C' € R3, avec
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1) Calculons la matrice F' tel que AB = F.

2 0 0 1 -2 1 2 -4 2
F=AB=| 3 -2 0 0 -4 1 =13 2 1
1 1 4 0 0 =3 1 -6 —-10

2) Vérifions que le systeme F X = C est un systeme de Cramer

2 —4 2 T -1
3 2 1 yl =1 2
1 -6 —-10 z 3
~ ~ —— =
F X c
2 —4 2
det FF =13 2 1 [ =42 —26 _110’ —(—4) '? _110‘ +2 ‘i) —26‘ = —192.
1 -6 —10
Comme det F' = —192 # 0, alors le systeme FX = (C est un systeme de Cramer et
il admet une solution unique.
3) Résoudre le systeme linéaire F X = C
Ona F= AB, alors FX =C = ABX =C.
On pose BX =Y
, N . N , N AY — O
Résoudre le systeme FFX = (' revient a résoudre le systeme BX —v Cherchons
d’abord Y
2 0 0 Y1 1
A Y=C=1| 3 -2 0 Y2 = 2
1 1 4 Y3 -1
Ce qui donne
1
1 B = =
2y1 - 1 yl —= — %
3y1 — 2y =2 = 2 = — S(3y —2)
14_ _i4 . 290 = 3y — 2 Y2 = % Y1
Y1 T Y2 Ys = - 4 = —1—q —
Yo n Yys = Z(_l_yl_yQ)

Ce qui implique

r 1
9125

1
wo= g
_ =5
L% T 16
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n 2
Donc Y = = —1
Y2 1
Y3 -5
16
D’autre part
1 -2 1 T U1
BX =Y = 0 -4 1 To =1 v
0 0 3 T3 Y3
Par conséquent
( 9o 4+ 1 ( B 49 S 65
T To T T3 = 5 ry = 5 Ty — I3 1 = 96
-1 1 7
—4 = — = 4 = = = = —
To + T3 1 i) 4—|—$3 < ) 192
3 -5 -5 -5
— —_— €T g —_— T — _
[ % 16 [ 2 48 [ 48
Donc
65
I 96
192
x3 —d
48

Exercice 8 :

Une usine fabrique trois types de draps chaque jour.

Modele My, M, et M3 est les draps en soie, en coton et en laine respectivement.

Si l'usine produit le premier jour 1 drap en soie, 4 draps en coton et 3 draps en laine.
Le deuxieme jour 5 draps en soie, 3 draps en coton et 2 draps en laine.

Le troisieme jour 2 draps en soie, 4 draps en coton et 2 draps en laine.

On note par z,y et z les modeles My, My et M3 respectivement.

1) Déterminons la matrice correspondante aux données.
1 4 3
A=1 5 3 2
2 4 2
2) Si la commande du premier, deuxiéme, troisieme jour est 20, 20,20 draps respective-
ment, trouvons le systeme qui convient

r+4y+3z = 20
or +3y+2z = 20

2v+4y+22 = 20
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3) Résoudre ce systeme.

143
detA=[5 3 2/ = 2 —4> 2| 13> 3| =16+0.
4207 2 2/ T2 4
2 4 2
20 4 3
20 3 2 32| |20 2], .]20 3
20 4 2 _20'4 2‘_4’20 2‘*3‘20 4'_20
ST 16 T 16
120 3
20 2| |20 2 52| |5 20
2 20 2 ‘20 2'_20’2 2’+3‘2 20‘ 60
T 16 G
14 20
5320 [3 20 |5 20 5 3
2120 _’4 20"4‘2 20‘*20‘2 4‘_20
T 16 G
Donc
20
x 16
60
X: pu— —
Y 16
2 20

16



Chapitre 5

Réduction des matrices

5.1 Valeurs propres et vecteurs propres

Définition 29. Soit f : E — F une application linéaire et un vecteur non nul u € F,
tel que Iu € K avec f(u) = pu, on dit que p est une valeur propre et u est le vecteur
propre correspondant a la valur propre p.

Remarque 5.

1. L’ensemble des valeurs propres de A (matrice associée a l'application f) s’appelle
spectre de A est notée Sp(A).

2. Les valeurs propres peuvent étre nulles tandis que les vecteurs propres sont non nuls.

Définition 30. Soit f un endomorphisme de E, on dit sous espace propre de fassocié la
valeur propre p le sous espace vectoriel E,, défini par :

E, =ker(f —pldg) ={ue E: f(u) = pu}.

5.1.1 Polynome caractéristique

Définition 31. Le polynéome caractéristique de A (matrice associée a lapplication f) est
le polynome P4 de degré n défini par :
Pa(p) = det(A — uly,).

Théoréme 21. (Cayley-Hamiltan) Le polynome caractéristique d’une matrice A est un
polynome annulateur de A, c’est a dire Pa(A) = 0,,.
Propriétés

1. Deux matrices semblabes ont le méme polynome caractéristique.

2. A et 'A ont le méme polynome caractéristique.

3. Toute matrice carrée n x n admet au plus n racines.

65
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5.1.2 Caractérisation des matrices diagonalisables

Définition 32. Une matrice A est dite diagonalisable si et seulement si elle est semblable
a une matrice diagonale.

Théoreme 22. On dit que f est diagonalisable si il existe B une base de vecteurs propres
de E avec B = {uy,ug, ..., u,}, tel que

M1 0 0
0 2 0
flu) = pu = : , fuz) = poug = : sy Jun) = pinun =
0 B 0 B Hn J g
De plus
[25% 0 0
0 125 0
MEs=1 . . . .
0 0 ... py
Définition 33. Soit E un K espace vectoriel tel que B = {e1,eq,...,e,} une base de

E et A est la matrice associée a f dans la base B, on note A = M(f)p, avec Pr(X) =
det(A — X1) est dit polynome caractéristique de f.

Théoréme 23. Les racines du polynome Py sont les valeurs propresde f.

Exemple 29. Soit

[ R —R?
(x,y,2) — (x — 2y + 2,22 — 2y — 2,22 + 3y + 2z).
1 -2 1
Mflg=A=| -2 —2 -1
2 3 2
1-X —2 1 1-X -2 1
PiX)=det(A—XI)=| -2 —2-X -1 |=|-2 -2-X -1
2 3 2-X 0 1-X 1-X
B 2-X -1 2 1 | ,
—(1—X)‘1_X 1_X—(—2)‘1_X 1_X‘—(l—X)(X —4X —3).

OnaA=28=2T=2,=2—7etzy=2+/T.

Pr= (1= X)(X — @+ VD)X = (2= VD) = Sp(f) = {L,2+ V7.2 — VT}.

Remarque 6. Onau € E, < f(u) = pu <= f(u) = pld(u)
— (f —pld)(u) =0 <= (A — pl)u =0, alors
E,={ue E/(A— ul)u=0}

Preuve 4. On a
1) f0)=p0=0=0¢€ Epu.
: flu) = puy
2) Soient uy,us € E, :{ Flus) = pu
Ce qui implique que
fur) + f(ug) = puy + pug = pur +uz) = f(ur + uz).
3) Soient \€e R etu e E, = f(u) =pu= Af(u) = Auu = p(Au) = f(du) = du € E,.
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Théoreme 24. Un endomorphisme g est diagonalisable si et seulement si
1) Le polynéme caractéristique est scindé.

2) La dimension de l’espace propre associe a chaque valeur propre est égale a la mul-
tiplicité de la valeur propre, c’est a dire Vi € Sp(g), dimE, = mult(p).

Exemple 30. Soit
f:R* —R?

3 1 3
(z,y,2) = (—2x + Y +32,3x — JY - 3z, —3x + Y +4z).

-2 = 3
2
1
Mip=A=| 3 -1 =3
3
-3 = 4
2
—2—u 15 3 l_M 11_,“ 0
Pi(p) =det(A—pl)=| 3  —C-p =3|=|3 -—5-p -3
3 _ _
_3 2 4—p 0 L—p 1-p
) 2
_Z -3 1-— 0 1
] R BT e N B S e
l—p 1—p H H
Donc Sp(A) = {%1, 1}.
Ce qui donne
1
E%:{UGE/(A—i—ﬁI)u:O},ona
-3 3 -3 3
2 2 0 2 2 0
x 0 T 0
3 0 -3 y |=101]= 0 3 3 y | =120
z 0 z 0
3 9 -3 =3
S 0o — =
2 2 2 2
Ce qui implique que
-3 3
3y + 3z =0 =qy = —z
—3 3 o z € R
2y—22 =0
x z 1
Doncu=\|y | = —2 | =2 -1 | = E%l = vect < up >,
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1
avec u, = -1
1

On calcule B
Ei={ue E/(A—Du=0}, ona

3
3 5 3
3 T 0
3 2 -3 y | =10 |=-3x+=-y+32=0=y=2x—2z, avecz,z € R.
2 z 0
3
-3 5 3
T x x 0 1 0
Doncu=|vy | =\| 20—22 | = 22 |+ | -2z | =2 2 | +2| —2
z z 0 z 0 1
1 0
Ce qui implique que Fy = vect < ug, ug >, avecus = | 2 |, et ug=| —2
0 1
Conclusion
1 1 0 —% 0 0
P=1-12 -2 |, A= o 1 0
Lot 0 01

5.1.3 Caractérisation des matrices trigonalisables

Définition 34. Une matrice A est dite trigonalisable si et seulement si elle est semblable
a une matrice triangulaire.

Théoreme 25. Un endomorphisme g est diagonalisable si et seulement si le polynome
caractéristique est scindé.

Exemple 31. Soit

9 3
2 2
A: Y
33
2 2
o -3
Pr(p)=det(A—pl)=|2 3" 32 |=p2—6p+9=(u—3)
G
Donc Sp(A) = {3} = mult(3) = 2.
Ce qui donne
E;={ue E/(A—-3I)=0}, ona
-3

9
Z_3 =

=(o)em= 7, 1G)-00)

= 2-3
2 2
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Ce qui implique que
-3
2 ( T
-3 Y

2

Doncuz(j):$(1)$E3:060t<u1>, avecu1:<1).

De plus
(1 « , [ 3 a
P—(lﬁ),A—(()g),aveca#O.

Onpeutchoisirazléfl’:(g é)

DN o DN o

Par conséquent
f(UQ) =u; + 3U2 = f(’LLQ) — 3U2 = Uy = (A — 3[)?,62 = U7.

Par suite

3 3
2 2 z L3 3 . 2
= —-—r — -y = =r— —.

2 2

1 1
Onchoisitm=1:>y=§:>u2:<l >

Conclusion
1 1
, (31
P:(1 1)’A_<0 3)‘
3
5.1.4 Applications de la réduction

Calcul de la puissance d’une matrice

Si A est une matrice diagnalisable, alors D = P~ AP = A= P.D.P~!.
Pae suite A" = (P.D.P~Y" = (P.D.P~Y).(P.D.P~Y)...(P.D.P~') = P.D".P".
Donc A® = P.D".P~ 1.
Etude des suites récurrentes
Soient deux suites (uy,), et (vy,), définies par :
Up4+1 = 2un + U
Unt1 = 3u, + vy

Le systeme est équivalent a I’écriture matricielle suivante : X,, ;1 = AX,,, telle que :

2 1 U,
A= (2 ) ax ().

Ce résultat entraine que X,, = A" X,.
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Résolution d’un systeme differentiel

Résoudre le systeme differentiel X’ = AX, ou A est une matrice diagonalisable avec les
valeurs propres réelles.

L’objectif est de ramener le systeme X' = AX a un systeme Y’ = D.Y, ou D est une
matrice diagonale.

En posant Y = P7'X = Y’ = P71 X’ car P! est une matrice cunstante.
Ce qui facilite la résolution car P' X' = D.P7'X = Y'=D.Y.
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5.2 Séries d’exercices

Exercice 1 :
On consdere le systeme suivant

Tpny1 = 3z, — Yn + 2zp Zo 1
Ynt1 = Tp+2y,—3z, avec wyo= | 2o = 1
Znt1l = 2Tp — 3Yn + 2n 20 1

1) Ecrire le systeme suivant sous forme matricielle.
2) Déterminer le premier terme w;.
3) Montrer par récurrence que Vn > 0, w, = A™wy.

Exercice 2 :
Soit
[ R —R?

(x,y,2) — (x — 2z, —y + 3z,2 — 2).

1) Déterminer la matrice A associe & f dans la base de R3.
2) Si f est bijective, déterminer sa réciproque.

3) Déterminer les valeurs propres de A.

4) Que peut on déduire ?

Exercice 3 :
Soit ¢ une application linéaire dans R?® définie par

g: R —R?

(x,y,2) — (6 + 2y + 42,2z + 2y, —2x + 2y + 42).

1) déterminer la matrice A associe & g relativement & la base canonique de R3.
2) Calculer le polynome caractéristique de A.

3) Vérifier que A est trigonalisable.

4) Trouver les vecteurs propres associe a chaque valeur propre.

Exercice 4 :
Considérons 'endomorphisme f de My(R) I'espace vectoriel des matrices carrées réelles

d’ordre 2 défini par VA € My(R), f(A) = EA, avec E = ( :; g ) :
1) Qu’elle est la base de My (R).

2) Déterminer la matrice N associée a f relativement a la base de Ms(R).
3) Calculer le spectre de N.

Exercice 5 :
Soit la matrice suivante
-4 6 -6
B = 6 —4 6
6 —6 8
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1) Diagonaliser la matrice B.
2) Déterminer les vecteurs propres.

Exercice 6 :

On considére un endomorphisme f dans Ms(R), telle que f(A) =24 — *A.
1) Déterminer la matrice M associée a f dans la base canonique de M(R).
2) Calculer le polynome caractéristique de M.

3) déterminer les valeurs propres.

Exercice 7 :
Soit h I'endomorphisme dans R3 défini par

hMz,y,z) = (3z,ay + (a — 1)z, z), avec a € R.

1) Déterminer la matrice A associée a h.

2) Qu’elles sont les valeurs propres de A.

3) Pour q’elle valeur de « la matrice A est diagonalisable.
4) Donner une matrice semblable.

Exercice 8 :
Soit f un endomorphisme défini par

fiRy[X] — Ry[X]
P — f(P)=P+ (X -1>2P"

) Déterminer la matrice A associe a f dans la base canonique de Ry[X].
) Calculer le polynome caractéristique de A.

) Trouver les valeurs propres de A.

4) Que peut on déduire ?

1
2
3
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5.3 Corrigé de la série d’exercices

Exercice 1 :
On consdere le systeme suivant

Tpy1 = 3Tp — Yn + 22p o 1
Ynt1 = Tn+2Yp,—3z, avec wo=| v | =| 1
Zni1 = 2Tp — 3Yn + 2n 20 1

1) Ecrivons le systeme suivant sous forme matricielle.

,Z'n+1 3 —1 2 Tn
yn+1 = 1 2 _3 yn
Zn41 2 =3 1 Zn,
w;:q X Wn,

2) Déterminons le premier terme w,

3 —1 2 1 6
wy, = AQU() = W = 1 2 =3 1 = 0
2 -3 1 1 0

3) Montrons par récurrence que Yn > 0, w, = A"wy.

a) Pour n =0, on a w; = A%wy = Twy = wy est vraie.

b) Supposons que w,, = A™wy est vraie jusqu’a un certain n fixé et montrons qu’elle est
vraie pour n + 1.

On a wy41 = Aw, = A(A™)wy, d’apres 'hypothese de récurrence ce qui implique que
Wnt1 = A”+1w0.
Donc Vn > 0, w,, = A™wy.

Exercice 2 :
Soit
f: R3 — R3

(x,y,2) = (x — 2z, —y + 3z, 2 — 2).

1) Déterminons la matrice A associe & f dans la base de R3.

1 0 =2
A=M(f)=| 0 -1 3
1 0 -1
2) Si f est bijective, déterminons sa réciproque.
1 0 =2
detA=0 -1 3|= _01 _31 —2‘? _01 =—-1#0.
1 0 -1
Ce qui implique f est bijective. De plus
1
A7l = tComA.
det A om
1 3 1 1 0 =2
ComA = 0O 1 0 ='ComA=|3 1 -3

-2 -3 -1 1 0 -1
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-1 0 2
A= -3 -1 3
-1 0 1
On conclut que
1R — R3

(x,y,2) — (—x + 22, =3z — y + 32, —x + 2).

3) Déterminons les valeurs propres de A.

1—A 0 —2
1 0 —1-A
det(A — XI) = —(1+ M) (1 + \?).
Par suite det(A — M) = 0 = —(1+ \)(1 + A\?) = 0.
On a trois valeurs propres \y = —1, Ao =i et A\3 = —i.

4) Que peut on déduire ?
On a trois valeurs propres distincts ce qui implique que A est diagonalisable.

Exercice 3 :
Soit ¢ une application linéaire dans R?® définie par

g:R3—>R3

(x,y,2) — (62 + 2y + 4z, 2z + 2y, —2x + 2y + 4z).

1) déterminons la matrice A associe & g relativement & la base canonique de R?.

6 2 4
A=M(g) = 2 20
-2 2 4
2) Calculons le polynéme caractéristique de A.
6-X 2 4
det(A-AD)=| 2 2-x 0 |=-2] 4f)\’+(2—>\)‘6__2/\ 4:‘
-2 2 4-A

det(A — XI) = (4 — \)(A\? — 8\ + 16).

3) Vérifions que A est trigonalisable.
Par suite det(A — A\) =0 = (4 — \)(\* = 8\ + 16) = 0.
Ce qui donne A\ = 3 de multiplicité 3, donc A est trigonalisable.

Exercice 4 :
Considérons 'endomorphisme f de M(R) I'espace vectoriel des matrices carrées réelles

d’ordre 2 défini par VA € My(R), f(A) = EA, avec E = ( :; g ) .
1) Qu’elle est la base de My (R).
Soit A € My(R), telle que A = ( 2 ) :

o 2
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(8 () (80)

Ce qui implique que

10 01 0 0
A:a(o 0>+b<0 0)+c(1 O)+

d
Donc la base de canonique de M(R) est B = { (

By Bs B3 By
2) Déterminons la matrice N associée a f relativement a la base de Ms(R).

-1 2 10 -1 0
J(Bi) = E.By = ( -2 3)(0 0)‘(—2 0)'
2 01 0 —1
J(Bz) = E.By = ( 23)(0 0)‘(0—2)'
1 2 00 20
re-en=( 2, 3 )(V0)=(50)
1 2 00 0 2
J(Bs) = E.By = ( 23)(0 1)(0 3)'
Par conséquent
-1 0 20
0 -1 0 2
ME)=N=1 , ¢ 3 ¢
0 -2 0 3
3) Calculons le spectre de N.
—1—pu 0 2 0
_ B _ 0 —1—pn 0 2
PN(M)_det(N :u]>_ -9 0 3_/~L 0
0 -2 0 3— 1
—1—pu 0 2 0 —1—pu 2
Pa(p)=(=1—pn)| 0 3—p 0 |+2|-2 0 0 |= (-1
-2 0 3—pu 0 -2 3—nu
det(N — pl) =0 = p =1 de multiplicité 4.
Donc Sp(N) = {1}.
Exercice 5 :
Soit la matrice suivante
-4 6 -6
B = 6 —4 6
6 -6 8
1) Diagonalisons la matrice B.
—4 —p 6 —6 —4 —p 6 —6
Pp(p) = det(B — ul) = 6 —4 —p 6 |=|2—pn 2—p 0
6 —6 8— 2—pu 0 2—pu
2—pn 6 —6 —4 —p 6 —6
= Pp(p)=2—p 2—p 0 |=| 0 2-p 0 |=—-(A+p)2-p?

0 0 2-u 0 0 2-u
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Ce qui donne
det(B—pl)=0= —(4+u)(2—p)?> =0= Sp(B) = {—4,2}.

2) Déterminons les vecteurs propres.
a) E_y,={ve E/(A+4]) =0}, on a

x 0 6 —6 x 0
v=|y |€eE4=1| 6 0 6 y | =120
z 6 —6 12 z 0

Ce qui implique que

6y — 62 =0 y = z
6x + 62 =0 =< x = —z
6 —6y+12z = 0 z € R
—z -1 -1
Donc v = z =z 1 = F_4, =vect < vy >, avec v; = 1
z 1 1
b) By ={ve E/(A—2])=0},ona
x -6 6 —6 x 0
v=| vy | € Ehy= 6 —6 6 y =120
z 6 -6 6 z 0
Ce qui implique que
—6r+6y—62 = 0
6z — 6y + 62 0 =zx=y—=2
6rx—6y+6z = 0
-1
Donc v = ( + 2 0 = Fy = vect < v9,v3 >, avec
1
Vg = s (
Par consequent
dimE_; = mult(—4) = 1 et dimFEy = mult(2) = 2, ce qui implique que A est diagonali-
sable.
Conclusion
-1 1 -1 -4 0 0
P = 1 1 0 , A= 0 20
1 0 1 0 0 2

Exercice 6 :
On considere un endomorphisme f dans Ms(R), telle que f(A) =24 — *A.
1) Déterminons la matrice M associée a f dans la base canonique de M(R).

: 10 0 1 0 0 0 0
OnalabasedecanomquedeMQ(R)estB—{(0 0> (O 0> (1 O)’(O 1)}

/A /A

TV TV
Bl Bz B3 By
Par suite

f(31)=2<(1) 8)—<(1) 8):(3 8)
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rm=2( 00 )-(10)-(5%0)
e =2(10)-(00)-(5 )
soy=2(0 1) (0 0)=(0 1)

Par conséquent

M = M(f) =

oS O O
|
—_

2) Calculons le polynéme caractéristique de M, puis déterminons les valeurs propres.

1—Xx 0 0 0
0 2-Xx -1 0
0 -1 2-X 0
0 0 0 1—-2A\
2—X -1
det(M — M) =(1—=X)(1—=2X) 1 91
3) Déterminons les valeurs propres.
det(M — M) =0= —A2—-X\)(1—-X)?=0.

det(M — M) =

—(1-1)

_ o O O

2—-X -1 0
-1 2-A 0
0 0 1—A

= A2 = A)(1 - M)

7

Ce qui donne A; = 0 de multiplicité 1, Ay = 2 de multiplicité 1, A3 = 1 de multiplicité 2.

Exercice 7 :
Soit h 'endomorphisme dans R3 défini par

h(z,y,z) = Bz, ay + (o — 1)z, 2), avec a € R.

1) Déterminons la matrice A associée a h.

2) Qu’elles sont les valeurs propres de A.
3—A 0 0
det(A—X)=| 0 a—A\
0 0
Les valeurs propres de A sont
)\1:3, )\QZOZ, /\3:1

1—A

a—1)= (3= Na—A(1-N.

3) Pour ¢’elle valeur de « la matrice A est diagonalisable.
Pour que A soit diagonalisable, il suffit que o € R — {1, 3}.

4) Donnons une matrice semblable.

On prend par exemple a = 2, on obtient
300

020
0 01

A=
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Exercice 8 :
Soit f un endomorphisme défini par

fiR[X] — Ry[X]
P = f(P)=P+(X—-1)?P"

1) Déterminons la matrice A associe a f dans la base canonique de Ro[X].
On a la base canonique de Ry[X] est {1, X, X?}, alors

FO) =1+ (X-120)=1=1x1+0x X +0x X2,
FX)=X+X-120)=X=0x1+1xX+0x X2
FIXH) =X24 (X —1)%(2) =3X2—4X +2=2x1—-4x X +3 x X2

Ce qui donne
10

A = 01 —4
00

2) Calculons le polynéme caractéristique de A.
1—p 0 2 0
det(A—pl)=| 0 1—p —4 =(3—p)(1—p)*
0 0 3—pu

3) Trouvons les valeurs propres de A.
det(A—pl) =0= (3 —p)(1—p)*=0.

Ce qui donne
p1 =3 de mult(l) et po =1 de mult(2).

4) Que peut on déduire ?
On déduit que le polynome caractéristique est scindé ce qui implique que A est trigona-
lisable.
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