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Préface

Ce manuscrit est destiné aux éléves inscrit en troisiéme année Génie industriel, deuxiéme cycle,
a 1’école supérieure en sciences appliquées de Tlemcen. Son contenu, correspond au programme
officiel de la matiére «Complément mathématique (Algébre)» du premier semestre.Ce manuscrit
correspond aussi aux étudiants de troisiéme année automatique et électrotechnique. Il a été rédigé
dans le but de permettre d’avoir un outil de travail et de référence recouvrant les connaissances
qui leur sont demandés durant leur formation.

Cet ouvrage est destiné a étre utilisé comme manuel pour un cours d’algébre linéaire. Il vise
a présenter une introduction a I’algébre linéaire qui sera utile a tous les lecteurs quelle que soit
leur spécialisation. Il a été fait d’'une maniére a ce qu’il soit plus souple dans le but de stimuler
I'intérét porté a cette matiére.

Ce manuscrit comprend trois chapitres qui couvrent I’ensemble du programme du module
concerné et j’ai jugé utile de rajouter un quatriéme chapitre sur les espaces pré-hilbertien, car ils
sont trés présents dans la formation des ingénieurs ou l'intérét de ces espaces est de calculer une
distance voulue. Chaque chapitre comprend des énoncés clairs, des définitions, des principes et
des théorémes. A la fin de chaque chapitre on trouve une série d’exercices corrigés et détaillés.
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Introduction

L’histoire de 'algebre linéaire commence avec René Descartes qui est le premier qui pose des
problémes de géométrie, comme l'intersection de deux droites, sous forme d’équation linéaire. Il
établit alors un pont entre deux branches mathématiques jusqu’a présent séparées : ’algébre et
la géométrie. S’il ne définit pas la notion de base de 'algébre linéaire qui est ’espace vectoriel, il
I'utilise déja avec succés. Aprés cette découverte les progrés en algébre linéaire vont se limiter a
des études ponctuelles comme la définition et I'analyse des premiéres propriétés des déterminants
par Jean d’Alembert.

Ce n’est qu’au XIXe siécle que I'algebre linéaire devient une branche des mathématiques a part
entiére. Carl Friedrich Gauss trouve une méthode générique pour la résolution des systémes d’équa-
tions linéaires, Marie Ennemond Camille Jordan résout définitivement le probléme de la réduction
d’endomorphisme. En 1843, William Rowan Hamilton (inventeur du terme vector) découvre les
quaternions. En 1844, Hermann Grassmann publie un livre Die lineare Ausdehnungslehre.

Le début du XXe siécle voit la naissance de la formalisation moderne des mathématiques. Les
espaces vectoriels deviennent alors une structure générale omni-présente dans presque tous les
domaines mathématiques.

Depuis quelques années, 1’algébre linéaire est devenue une partie essentielle du bagage mathé-
matique nécessaire aux ingénieurs, physiciens et autres scientifiques. ce besoin refléte 'importance
et les applications étendues du sujet.

L’algebre linéaire est une matiére fondamentale dans les principaux domaines des mathéma-
tiques. Elle permet de résoudre tout un ensemble d’équations linéaires ou non linéaires (qui peuvent
étre linéarisés) utilisées non seulement en mathématiques, en mécanique, physique chimique, trai-
tement d’image mais aussi dans de nombreuses autres branches, comme les sciences naturelles
ou les sciences sociales (par exemple en économie). C’est une branche qui s’intéresse a 1’étude
des espaces vectoriels (ou espaces linéaires), de leurs éléments les vecteurs, des transformations
linéaires et des systémes d’équations linéaires ( théorie des matrices). Cette branche fournit ainsi
un support théorique important en informatique, que ce soit matériel avec des calculateurs ou des
processeurs vectoriels ou logiciel.

Les physiciens, par exemple, rencontrent souvent des problémes linéaires : le principe de su-
perposition exprime justement le fait que les équations de la chaleur, des cordes vibrantes, de
I’électricité, etc. sont linéaires. Beaucoup d’autres problémes sont linéaires en premiére approxima-
tion : ’équation des oscillations du pendule, par exemple, n’est pas linéaire, mais si I’on s’intéresse
aux petites oscillations, elle peut étre approchée par une équation linéaire. On comprend dés lors
I'intérét qu’il peut y avoir a dégager un cadre mathématique commun a ce type de problémes, de
maniére a pouvoir déterminer des méthodes et des algorithmes adaptés.



Ce cadre mathématique commun est la notion d’espace vectoriel.

L’algebre linéaire moderne a été étendue pour considérer les espaces de dimension arbitraire ou
infinie. Un espace vectoriel de dimension n est appelé un n-espace. La plupart des résultats obtenus
dans les 2-espaces et 3-espaces peuvent étre étendus aux espaces de dimensions supérieures. Bien
que beaucoup de personnes ne peuvent appréhender correctement un vecteur dans un n-espace, ils
sont utiles pour représenter des données. Les vecteurs étant des listes ordonnées a n composantes,
on peut manipuler ces données efficacement dans cet environnement. Par exemple en économie,
on peut créer et utiliser des vecteurs a huit dimensions pour représenter le produit national brut
de huit pays.

Dans toutes les principales applications d’aujourd’hui, l'algébre linéaire peut jouer un role
important, que ce soit en Linked In ou twitter posts (insertion des mots), analyse émotionnelle,
ou de X Image radiographique (vision par ordinateur) ou toute voie qui détecte une infection
pulmonaire ou Robot texte (NLP). Tous ces types de données sont représentés par les nombres
dans un tenseur, des opérations des qualifications pour apprendre des modéles a partir d’eux en
utilisant des réseaux neuronaux seront effectués, puis le tenseur traité sera sorti, puis décodé pour
générer le raisonnement final du modéle.

L’étude de la réduction souléve de nombreux problémes d’algorithmique ou d’approximation,
dus essentiellement au fait que le calcul des valeurs propres passe, dans un premier temps, par le
calcul d’un déterminant a coefficients polynomiaux (le polynéme caractéristique) et dans un se-
cond temps par le « calcul » de ses racines. Des résolutions de systémes linéaires et des inversions
de matrices sont également a prendre en considération. C’est la réduction des endomorphismes «
effective ».

Dans le cas du minimum de I’énergie, on est conduit & minimiser une fonctionnelle du type
J1f?], ou Iargument est une fonction f, réelle ou complexe, dont argument est une variable
spatiale ou temporelle, cette fonction décrivant un certain ensemble D défini par les contraintes
du probléme. En intégrant sur un domaine spatial ou temporel, on définit une quantité qui, lorsque
f est décrit, D doit étre minimisée. Une telle fonctionnelle dérive en réalité d’un produit scalaire
pré-hilbertien réel ou complexe, et l'on constate que chercher le minimum de sur D revient &
chercher la distance de 0 & D pour la norme pré-hilbertienne associée, ainsi que les f de D qui
réalisent ce minimum.

L’objet de ce manuscrit, est d’introduire quelques notions d’algébre linéaire qui seront utili-
sées dans le parcourt d'un ingénieur, pour cela on va donner quelques prérequis nécessaires qui
permettront une bonne compréhension du présent document comme les espaces vectoriels, la ma-
trice associée, les valeurs propres et les vecteurs propres, la matrice de passage, etc.. et qui seront
représentés dans le premier chapitre.

Le deuxiéme chapitre est consacré alors a la réduction des endomorphismes, o1 on va présen-
ter les critéres de la diagonalisation et la trigonalisation d’'une matrice, pour cela on a besoin de
quelques notions qu’on va présenté, comme les polynémes annulateurs, la réduction en bloc, la dé-
composition de Dunford et la réduction de Jordan et on terminera avec quelques exercices corrigés .

Le troisiéme chapitre traite les formes bilinéaires et les formes quadratiques dans le cas de
dimension finie, on introduira aussi les notions de bases orthogonales, la méthode de Gauss et la
méthode des dérivées partielles pour la réduction des formes quadratiques et a la fin on termine
avec la classification des formes quadratiques et quelques exercices corrigés.



Le quatriéme chapitre est consacré aux espaces pré-hilbertiens, ot on va définir la notion
générale d’'un produit scalaire sur un espace vectoriel, une définition de la norme avec quelques
propriétés dont on aura besoin, on introduira la notion d’orthogonalité et on termine avec la
projection orthogonale et quelques exercices corrigés.



Chapitre 1

Notions de base

Ce chapitre a pour but de rappeler les notions algébriques élémentaires utilisées dans le
deuxiéme et troisiéme chapitre.

1.1 Espaces vectoriels

Sous leur forme la plus simple les espaces vectoriels représentent intuitivement les déplacements
dans les espaces géométriques élémentaires comme la droite, le plan ou notre espace physique. Les
bases de cette théorie remplacent maintenant la représentation construite par Euclide au IIle siécle
av. J.-C.. La construction moderne permet de généraliser la notion d’espace & des dimensions quel-
conques.

Les espaces vectoriels forment un outil fondamental pour les sciences de I'ingénieur et servent
de base & de nombreux domaines dans la recherche opérationnelle.

En mathématiques, plus précisément en algébre linéaire, un espace vectoriel est un ensemble
d’objets, appelés vecteurs qui peuvent étre utilisés pour représenter certaines entités physiques
comme des déplacements, additionnés ou multipliés par un scalaire. En d’autres termes, c’est un
ensemble muni d’une structure permettant d’effectuer des combinaisons linéaires. Les scalaires
sont généralement des nombres réels ou des nombres complexes, ou alors pris dans n’importe quel
corps.

Définition 1 Soit K un corp commutatif. On appelle espace vectoriel sur K un ensemble E sur
lequel on a défini deux lois de composition :

1. Une loi interne ( c’est-a-dire E x E — E) dite addition, notée +, et vérifiant :
i) (x4+y)+z=x+ (y+2), Vi,y,z € E;
i) x+y=y+uwx, Ve,y e E;
ii1) 1l existe un élément de E noté Og, dit neutre, tel que

Ve E:x+0g==x

)

vi) Pour tout x € E, il existe un élément (—x) dit opposé de x, tel que
X + (—.1') = OE

2. Une loi externe de domaine K (c’est-a-dire une application K x E-— E ; on note Ar ou
(A.x) Uimage dans E du couple (\,x) € K x E ), qui vérifie :
a) Mpx) = Au(z), V\uek, Vee E;

9
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b) A+ pr= x+pux, V\peK, VrekFE;
c) Mz+y) = x+X\y, VINEK, Ve,yeE;
d) lL.x =z, VzeFE (1 étant l’élément neutre de la multiplication dans K).

Les éléments de K sont dits scalaires et ceux de E vecteurs.

Citons quelques exemples des espaces vectoriels.

Exemple 1 E = R" muni des lois suivantes est un espace vectoriel sur R :

(ZL’I,--- 7mn)+(y17"' 7yn):(x1+y17"' 7mn+yn) (111)
M2, wn) = (Mg, -+, Awy) o

Ici le Ogn = (0,- -+ ,0) ; l'opposé (—x) de x = (xq,- - ,x,) est (—xq1,- -+, —Xy).
De méme C™ est muni de structure d’espace vectoriel sur C et plus généralement, K" est muni de
structure d’espace vectoriel sur K avec les lois définies par les formules (1.1.1).

Exemple 2 L’ensemble R, [z] des polynomes a coefficients dans R de degré < n, c’est-a-dire :
R,[z] ={P:R = Rlp(z) = ap + a1z + - + a,2",a; € R}
est un espace vectoriel sur R pour les lois :

(ap+ -+ apz™) + (bg + - -+ + bpyx™) = (ap + bo) + - - - + (an + by)z"

/\(CLO +ax+---+ an:p”) = ()\ao + dajx+ -+ )\anmn) (1.1.2)

Exemple 3 Soit My(K) l'ensemble des matrices d’ordre 2 a coefficients dans K. On définit une
structure d’espace vectoriel sur K, en posant :

a b a v\ (a+d b+V
(c d>+<c’ d’>_<c+c’ d—l—d’> (1.1.3)
)\(a b):()\a )\b) o
c d e Ad

L’élément neutre est évidemment la matrice nulle ( 8 8 > est [’opposé de ( Z Z ) est < :Z :Z )

1.2 Sous espaces vectoriels

Définition 2 Soit (E,+,.) un K-e.v et F' C E. On dit que F' est un sous espace vectoriel de E
si (F,+,.) est un K-e.v.

Proposition 1 Soit E un espace vectoriel et F' C E. Alors F' est un sous espace vectoriel de E
st et seulement st :

1. F#£0
2. Ve,ye Fle+y e F
3. Vre FFAe K Ax e F

Exemple 4 Montrons que F = {(z,y,2) € R3 x +y + 32z = 0} est un sous espace vectoriel de
R3.
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1. (0,0,0) € F car0+04+3x0=0
2. Soient X = (z,y,2), X' = (2/,¢,Z)€F. Ona X+ X' = (z+2,y+y,z+2), alors

(+2)V+y+y)+3=+2)=(@+y+32)+ (@ +y+3)=0=X+X'eF

)

3. VA ER, on a \X = (A\z, \y, A\z), alors
A+ AN +3Nz=ANr+y+32)=0=> A X € F

Donc F est un sous espace vectoriel de R3.

1.3 Bases (en dimension finie)

Définition 3 (Famille génératrice) Une famille de vecteurs {vy,--- ,v,} d’un espace vectoriel
E est dite génératrice si E = Vec{vy, -+ ,v,}, ce qui veut dire que

Ve e E, 3\, -, \, € K tel que x = \vy + -+ 4+ \u,

Définition 4 (Famille libre) Une famille finie de vecteurs {vy,--- ,v,} d’un espace vectoriel E
est dite libre si

I meK o+, =0=2 ==X, =0
Définition 5 Une famille génératrice et libre d’un espace vectoriel E est appelée une base de E.
Exemple 5 Soit I' le sous espace vectoriel définie par :
F={(z,y,2) € Rz +3y+22=0}

Déterminons une base de F'. On a

r=-3y —2z
(x,y,2) EFeor+3y+22=0&0=-3y—2z2& ¢ y=y
2=z

& (x,y,2) = (—3y — 22,y,2) = y(—3,1,0) + 2(—2,0, 1)

On pose vy = (—3,1,0) et vg = (—2,0,1). Alors {vy,ve} est une famille génératrice de F'. Vérifions
que {v1,v9} est une famille libre.

sotent A, Ay € R, Avy 4+ Avy = (0,0,0) < (—=3A1 — 2X2, A1, A2) = (0,0,0)

—3)\1—2)\220
<~ A =0 = A=X=0
)\2:0

Alors {v1,v2} est une famille libre.
Donc {vy,ve} est une base de F.
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1.4 Applications linéaires

Définition 6 Soient FE et F' deux Ke.v et f une application de E dans F' . On dit que f est
linéaire si :

1. flu+v)=f(u)+ f(v), Vu,veFE;

2. f(Au) = Af(u), Vue EVA e K
L’ensemble des applications linéaires de E dans F' est un Ke.v noté L(E, F).

Exemple 6 Soient C° ([0,1],R) et C* ([0,1],R) les espaces vectoriels des applications f : [0,1] —
R respectivement continues et continues a dérivée continue. L’application

D:CY([0,1],R) — C*([0,1],R)
fr=f

est une application linéaire car :
D(f+9)=(f+9)=f+d=Df+Dyg

D(Af) = (Af) =Af'=ADf
SixeRet f,ge D(0,1],R)

Définition 7 On appelle endomorphisme de E une application linéaire de E dans E.

Définition 8 Si f : E — F [application linéaire. Son noyau noté kerf c’est l'ensemble des
vecteurs de E que f annule :

kerf ={v € E|f(v) =0}
Proposition 2 Le noyau d’une application linéaire de E — F' est un sous espace vectoriel de E.

Définition 9 Si f : E — F l'application linéaire. Son image notée Imf c’est l’ensemble des
vecteurs de F' de la forme f(v) avecv € E :

Imf ={f(v)lve E}
Exemple 7 Soit f : R? — R3 lapplication linéaire définie par :

Déterminons le noyau et l'image de f :

kerf = {(x,y) eR? f(z,y) = (0,0,0)}

alors
B B N r—y= r=20
f@,y) = (0,0,0) & (z =y, v +y,2 —y) —<0’070)®{ 4y = (:*{ =0
Donc
kerf = {(0,0)}
Maintenant
Imf = {f(z,y),(z,y) € R*}
alors
f(x7y> = (.T - y?'r+y7x - Z/) = .T(l,l, 1) _'_y(_l’ 17 _1>
Donc

Imf =wvect{(1,1,1),(-1,1,-1)}
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1.5 Matrices associées aux applications linéaires

Dans cette section, on va d’abord définir ¢’est quoi une matrices, ensuite donner quelques propriétés
qui seront nécessaires dans la suite de ce manuscrit.

Définition 10 On appelle matrice de type (m,n) a coefficient dans K = (R ou C) un tableau A
de mn éléments de K rangés sur m lignes et n colonnes.

11 Q2 - Qip

Q21 Q22 -+ Aoy
A=

Am1 Am2 - Omn

ou en abrégé A = (a;),_, . M=l
L’ensemble des matrices a m lignes et n colonnes est noté M, ,(K). Si m = n est noté M,(K).
Définition 11 Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

Soit B ={ey, -+ ,e,} une base de E et f un endomorphisme de E.
On pose

n
f(ej) = 1561 + QA2;€2 + -+ Apj€n = E a;;€;
=1

Les coordonnées a;; de ces vecteurs dans la base B, rangés en n colonnes, forment la matrice
associée a f, relative a la base considérée

fler) flez)--- f(en)

113 aiz -+ Aip €1

Q21 Q22 -+ A2y €2
M3(f)

Ap1 Ap2 - Qpp €n

Exemple 8 Soit 'application linéaire de R® définie par :
Ve e R® f(a) = (2 + 2y + 2,0 —y,y + 2)
et soit B la base de R® définie par :

1 1 0
B = €1 = 1 , €2 = 0 , €3 = 1
0 1 1
On veut déterminer la matrice associée a f dans la base B, alors on a
fler) =ae;+ Peg+ve3 =< a+vy=0 =< =2
B+ry=1 v=-1

Alors
fle1) = e1+2ey —e3
De la méme maniere on obtient que
flea) =e1+es et fes) = 3ex — e3

Donc
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1.6 Matrice de passage

Maintenant si on considére une autre base {e}} du méme espace, on peut définir une autre matrice
associée au méme endomorphisme par rapport a cette nouvelle, les deux matrices qui représentent
le méme endomorphisme dans deux bases différentes sont liées entre eux par la relation

My () = P My ()P

tel que P est une matrice carrée inversible appelée matrice de passage de la base {e;} a la base
{ei} et

41
~ det P

Pour déterminer la matrice de passage P dans R,,[X], on doit passer par les étapes suivantes :
1. On décompose les vecteurs € sur les éléments de la base {e;} pour avoir I'expression

com'(P)

n
/ 2 :

€;, = (1i€1 + Quieg + - -+ Qe = A€l
k=1

2. Les composantes de € dans la base {ej,--- ,e,} forment la i* colonne de la matrice P
i Qi - Qg
Qg1 Qg2 -+ Qagp
Pei—>e§ =
QOp1 Qp2 - Qpp

Exemple 9 Soit f Uapplication linéaire de R dans R? définie par :

fx)=(x— 2,20 —3y + 2,y — 22)

Soient
1 0 0
B= €1 = 0 , €0 = 1 , €3 = 0
0 0 1
et
1 1 1
B'=Sei=|0],e5=111],e5=11
0 0 1
on a
1 0 -1
Mp(f)=[ 2 -3 1
0O 1 =2
et

!

el = aqe; + fres + vies
!

ey = aner + [res + Yae3
/

€5 = azer + fzex + y3e3
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o
I

o
N —
o
~  — S~~~
o
=

1 Qv 0 0

— L= 0 |+ B |+ O
0 ) 0 0 Yo

1 (0% 0 0

L =10 |+ B |+ O

L 1 0 0 Y3

OéleéQZOégz]_
— b1 =0,0b=03=1
Mm=7n=0y3=1

par suite, on a

el ey el
1 11 el
PB—)B’: 01 1 €9
0 01 €3
et
1 -1 0
P'=10 1 -1
0 0 1
donc
-1 2 0
Mp(f) =P "Mp(fiP=| 2 -2 1
0 1 -1

Remarque 1 Sion a deux matrices A et B vérifiant pour certaine matrice inversible P la relation
B = P YAP, cela est équivaut a dire que les deux matrices représentent le méme endomorphisme
dans deux bases différentes et on dit qu’elle sont semblables.

1.7 Valeurs propres et vecteurs propres

Définition 12 Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel . \ est une valeur propre de f
sl existe (au moins) un vecteur v # 0 de E tel que

fv) = A
Un tel vecteur est appelé vecteur propre associé a .

Remarque 2 — Les valeurs propres peuvent étre nulles.
— Si v est vecteur propre de f, alors par linéarité de f, av est aussi vecteur propre de f pour
tout a # 0.
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1.7.1 Détermination des valeurs propres

Définition 13 (polynome caractéristique) Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de
E de dimension finie. On appel polynéme caractéristique de f le polyndéme

Pr(X\) = det(f — A d) = det(A — \I)
tel que A est la matrice associée a f dans nimporte quelle base de E.

Remarque 3 Deux matrices semblables ont le méme polynéme caractéristique mazis la réciproque
est fausse.

Proposition 3 Les valeurs propres de f sont les racines du polynome caractéristique Pp(\).

Définition 14 L’ensemble des valeurs propres d’un endomorphisme f est appelé le spectre de f
et il est noté par Sp(f).

Définition 15 (multiplicité) On dit qu’une valeur propre Ao de [ est de multiplicité o si elle est
racine d’ordre o du polynéme caractéristique de f, c’est-a-dire :

Pr(A) = (2o = N QA), Q) #0

et on la note par
a = mult(\)

1.7.2 Détermination des vecteurs propres

Une fois les valeurs propres sont déterminées, on détermine 1’espace des vecteurs propres associés
a chacune de ces valeurs en résolvant le systéme linéaire

(A=) (v) =0

ou A est la matrice de f dans une certaine base.
Définition 16 (Sous espaces propres ). Soient f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E et
A € K une valeur propre de f , on note par Ey le sous espace vectoriel de E défini par

Ex={vek: f(v) = v}

cet ensemble est appelé sous espace propre correspondant a la valeur propre X, il est formé par les
vecteurs propres associés a cette valeur.

Exemple 10 Soit la matrice

2 0 4
B=13 —4 12 | e M3(R)
1 -2 5
Cherchons les vecteurs propres de B.
Valeurs propres :
2—-A 0 4
Pp(\) =det(B — \I) = 3 —4—-X 12
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=- A A=-1)(A—2)
Les valeurs propres de B sont :
A1 =0, mult (\)

)\2 = 1, mult ()\2)
)\3 = 2, mult ()\3)

1
1
1

Vecteurs propres :
On va résoudre le systeme (B — X)v =0 et v = (1 x5 3)".

Pour \y =0 :
21, + dag = 0 =R Y
(B=XMDv=0<= ¢ 321 —4a2+ 1203 =0 = Ty = 5y =— < U =213 3
T1 — 223 + 523 =0 x3 quelconque 1
On peut prendre x3 = 1, et on obtient le vecteur propre
-2
o — 3
' 2
1
Pour \a =1 :
x|+ 41’3 =0 xr = —4.]]3 —4
(B=XDHv=0<= (¢ 321 —bry+ 1203 =0 = x2=0 — < v =13 0
r1— 229+ 423 =0 xr3 quelconque 1
On peut prendre x3 = 1, et on obtient le vecteur propre
—4
Vo = 0
1
Pour \s =2 :
4£L'3 =0 433'3 =0 2
(B=Xs)v=0<= ¢ 321 — 62+ 12203 =0 = ¢ x1 = 219 ==L v=uxy| 1
1 — 229 + 323 =0 To quelconque 0
On peut prendre xo = 1, et on obtient le vecteur propre
2
V3 = 1
0
Définition 17 ( Somme directe des sous espaces propres ). Soient Ay, --- , \, des scalaires

deur & deux distincts. Alors les sous espaces Ey,,--- [y, sont en somme directe.



Chapitre 2

Réduction des endomorphismes

En mathématiques, et plus particuliérement en algebre linéaire, la réduction d’endomorphisme
est une technique mathématique qui a pour objectif d’exprimer des matrices et des endomor-
phismes sous une forme plus simple, notamment pour faciliter les calculs. Cela consiste essentiel-
lement & trouver une base de I’espace vectoriel qui permet d’exprimer plus simplement I’endomor-
phisme dans cette nouvelle base, et & décomposer ’espace en sous-espace vectoriels stables par
I’endomorphisme.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K. Les endomorphismes sont des
applications linéaires de F dans E . La problématique générale est la suivante :

Soit f un endomorphisme de E. On peut toujours présenter f par une matrice carrée dite
matrice associée, sa détermination fait intervenir une base de E. Le but de ce chapitre est de
trouver une base telle que cette matrice soit la plus "simple"” possible (pleine de zéros). Les
matrices les plus adaptées aux calcul sont les matrices diagonales ou triangulaires supérieures.

2.1 Diagonalisation d’une matrice

Définition 18 (Polynéme scindé) On dit qu’un polynome P € K[X] est scindé dans K si il
est de degré n et admet n racines dans K. Il s’écrit aussi sous la forme

n

P(z) = aH(m — ), Z ap = degré de P

k=1 k=1

avec : a € K, xp les racines de P et ay, est la multiplicité de xy,.

Exemple 11
— Le polynome x? + x + 1 est scindé dans C mais pas dans R.

— Le polynéme x? est scindé dans R et dans C, il admet deuz racines égales.

Théoréme 1 Soient f une endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie n, alors
f est diagonalisable si et seulement si

1. Py est scindé dans K.

2. Pour une valeur propre X de f on a
dimE, = mult(\)

Corollaire 1 Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie n, si f
admet n valeurs propres distinctes ( de multiplicité une ) alors f est diagonalisable.

18
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Technique pour calculer la matrice réduite et la matrice de passage :
Pour déterminer la matrice réduite et la matrice de passage d’un endomorphisme, on suit les
étapes suivantes :

1. On détermine les valeurs propres de ’endomorphisme f qu’on les notes \; et les vecteurs
propres v; . Si
VA€ Sp(f): dimE, = mult(\)
alors f est diagonalisable.

2. La matrice associée a f dans la base {v;} est diagonale de la forme

M O - 0
o 0 Xy -+ 0
0 0 - )\,

3. La matrice de passage correspondante est donnée par
P = (vy |va] -+ [vn)

de telle sorte que 'ordre des valeurs propres dans la matrice A" correspond & 'ordre de
leurs vecteurs propres dans la matrice P.

4. La relation entre A, A’ et P n’est autre que
A =P1AP
Exemple 12 Soit A la matrice associée a f

5 —1 9
A=13 4 0
1 1 1

Déterminons les valeurs propres et les vecteurs propres de A. Pour cela on calcul le polynome
caractéristique de A

Pa)=det| 3 4-x 0 |=(1-N2-NT-N\
1 1 1—A

On remarque que le polynome Pa(\) est scindé et admet des racines simples, alors A est diago-
nalisable. La matrice réduite de A s’écrit alors

A=

O O =
oo O
N O O

Calculons maintenant les vecteurs propres de A.
Pour =1 :

(A-Iv=0& ¢ 32+3y=0

ﬁ{
r+y=0 -
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Alors on a
9
1
v=gY -9
5
On pose y =9, on obtient
9
v = -9
5
Pour \=2 : )
3r—y+92=0 r=73Y
(A-2)v=0& ¢ 32+2y=0 &
r+y—2=0 _ 1
z=3y
Alors on a
-2
1
v = gy 3
1
On pose y = 3, on obtient
—2
Vg = 3
1
Pour \=7:
—2r —y+92=0 r=Y
(A—THv=0& < 32—-3y=0 & 1
r4+y—6z=0 z = gy
Alors on a
1 3
v=3y 3
1
On pose y = 3, on obtient
3
V3 = 3
1
Alors la matrice de passage P est
9 -2 3
P=1-9 3 3
5 1 1

2.1.1 Applications a la diagonalisation

En automatique par exemple, 'opération la plus délicate dans la résolution des équations d’état
consiste a calculer la matrice de transition, pour cela on utilise la méthode de diagonalisation car
le calcul de cette matrice est facile ci cette derniére est diagonale.
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Les systémes sont présentés par le schéma suivant :

Problemes linéaires ou non linéaires

Y = f(X)
Y = AX
ﬁ Evolution : ‘ Itémtfue. ‘
| }
dX AV )(n+l = Ak’n
dY s l
Xt
l X = A" Xy
Ay = A"Y"
© = RZ_; n! .
™ g
Ny "
Calculer A"

2.1.2 Puissance d’une matrice

Soit A € M,,(K). Si A est diagonalisable, il existe deux matrices, A" diagonale et P inversible
tel que A’ = P71AP. On a

AP = (PAP™") x (PA'P7Y) x - x (PA'PTY)

(. >

~
k fois
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De plus, on a PP~! = I, alors on obtient

A0 0
0 M 0
Ar=pyfpt=p| | ? p!
0 0 Ak
Donc A* se calcule par la formule suivante :
AP = pAp!

2.1.3 Systémes de suites récurrentes

On suppose qu’on a un systéme de suites récurrentes dans lequel on cherche & déterminer le
terme générale en fonction des premiers termes de chaque suite. Soit

Upt1 = [(Un, V) = a11Upn + a120,
Upt1 = G(Un, V) = o1y + azvy,

avec ug et vy donnés.
On pose

() ene(2)
Un Vo

Le systéme précédent s’écrit X, 1 = AX,,, avec

d’oul par récurrence

X, =A"X,

on est donc ramené au calcul de A™ puis de X, en fonction de n.
Dans le cas ou la matrice est diagonalisable, alors

A" = pArpt

Exemple 13 Déterminons le terme général des deux suites (uy), oy €t (Vn),cy telles que :

Up+1 = Un — Up
{ Upt1 = 2uy, + 4v, (2.1.1)

avec uy = 2 et vy = 1. OnposeXn:<Z”).

Le systéme (2.1.1) s’écrit alors :
Xn+1 = AXn

a(x7)

avec
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2
1
On est ainsi ramené au calcul de A™ (voir la section 2.2.3). Aprés calcul on trouve :

u, \ [ 2vtt—3n ontl 23" 2
v, )\ —2" 43" —2m 423" 1
_f 2mt2 2. 3n 4 ontl 2.3
T\ —2nft 23 —2n 423"

up \ [ 3271 —4.3n
v, ]\ —3.27 4430

2.1.4 Systémes d’équations différentielles

d’ou, par récurrence : X,, = A" Xy avec Xg =

Alors

On cherche a résoudre le systéme d’équations différentielles suivant :

5171 = a1121 + a12%2 + -+ A1nTn
: (2.1.2)
d - +oe
— Xy, = Ap1 X1 + ApaZa + -+ + Qpnln
7 121 2T
avec a;; € R et ; : R — R dérivables.

Ce systéme peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :

dX
— = AX
dt

A= (aij)1§z‘,j§n

et

Pour résoudre ce systéme, on passe par les étapes suivantes :
1. On réduit la matrice A sous la forme diagonale et on détermine la matrice de passage P.

2. On résout le systéme

ay
— =AY
dt

3. La solution du systéme (2.1.2) est
X =PY

Exemple 14 Soit le systéme d’équations différentielles suivant :

¥ =5r—y+9:z x 5 -1 9 x

Yy =3xr+4y = |y |=3 4 0 Yy

Zd=r+y+z Z 1 1 1 z
~ N

dX A X
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Apres calcul on trouve (voir ['exemple 12)

1 00 9 -2 3
A=1020 etP=1 -9 3 3
007 5 1 1
On résout maintenant le systéeme
!/
dY Y1=0n
% =AY «— yé = 2y2
Ys = Tys
avec
Y1
Y = Y2
Y3
ce qui donne
y1 = Cie!
Yo = Coe™
ys = Cye™

avec C1,Cs, C3 € R.
La solution de notre systeme est

901€t — 202€2t + 303€7t
X =PY «<— X = —901€t + 3CQ€2t + 30367t
501€t + Cg€2t + Cg€7t

2.2 Trigonalisation d’une matrice

Soit £ un K espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E.
2.2.1 Définitions et exemples

Définition 19 On dit que [ est triangularisable (ou trigonalisable) s’il existe une base {e}} de E
(resp. une matrice inversible P) telle que ./\/l{e,}(f) (resp. P~YAP) soit triangulaire supérieure.

Théoréme 2 Une matrice carrée A € M,(R) ou un endomorphisme f est triangularisable si et
seulement st son polyndme caractéristique est scindé dans K.

Remarque 4 — Si la matrice A est triangularisable, les éléments diagonauz de la matrice
réduite triangulaire supérieure sont les valeurs propres de A.
— La forme réduite triangulaire n’est pas unique.

Technique :
Soit A une matrice carrée, pour déterminer la matrice réduite triangulaire et la matrice de passage
correspondante on a les étapes suivantes :

1. On détermine les valeurs propres et les vecteurs propres. Si
Jx e Sp (A),dim Ey # mult()\)

alors la matrice n’est pas diagonalisable mais trigonalisable.
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2. Dans ce cas, cette matrice dans une base {vq, v, -+ ,v,} s’écrit sous la forme
Al oaig Qg
e 0 Ny -+ agp
0 0 - A\,

3. On résout le systéme suivant :

A?}l = )\11}1
A’UQ = Q12V1 + )\21}2

Avy = a1 + agpUz + 0+ AUy
dont les inconnus sont vy, et les parameétres a,;, avec la contrainte

det (vy |vg| -+ |v,) #0

4. Une fois les coefficients a;; et les vecteurs v, sont déterminés, la matrice réduite triangulaire
et la matrice de passage sont données par

A1 aip Gy
, 0 Ay - ag,
A = L , et P = (vy|vg|---|vpn)
0 0 - A\,
Exemple 15 Soit la matrice

2 -1 —1
A=\ 2 1 =2
3 -1 =2

Calculons les valeurs et les vecteurs propres de A.
Valeurs propres :

2—X -1 —1
Pa(X) = det(A — AI) = det 2 1-Xx =2
3 -1 —-2-A

=A=1°\+1)

P4(N) est scindé dans R.
A1 =1 de multiplicité 2.
Ao = —1 de multiplicité 1.
Vecteurs propres :

Pour \y =1

xl—xg—x;),:()
(A—)\lf)?):0<:> 2x1 — 223 =10
3r1 —x2—3x3=0
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r1 =
{1 3

To = 0
On obtient
1
V1 = I3 0
1
avec x3 quelconque, on prend alors x5 =1, donc
1
v = 0
1

1
E, = Uect<vl =10 > — dim Ey # mult (1) =2
1

Donc la matrice A est trigonalisable.

Pour Ay = —1
3371 — X9 — X3 — 0
(A—)\ll)’l):()<:> 2I1+21’2—2[L’3:0
3r1—x2—23=0
— { Tr3 = 2[L‘1
T, = T
On obtient

Vg = T

Oy

avec x1 quelconque, on prend alors x1 = 1, ce qui donne

1
Vg = 1
2

1
E_ | = 'U@Ct<'l}2 =11 > = dim E_y = mult (-1)=1
2

Forme réduite et matrice de passage :

b
c

1
A=10
0 -1

O = Q

Les composantes des colonnes de A’ sont les composantes des images des vecteurs Ae; dans la base
{e1, eq,€3}, c’est-a-dire :

A61 = € (221)

Aey = ae; + ey (2.2.2)
Aes = bej + ces — e3 (2.2.3)
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la relation (2.2.1) affirme que le vecteur propre de A qui correspond a la valeur propre A\ = 1,
alors on prend

€1 = U1 = 0

1

Dans la relation (2.2.2), on ne peut pas prendre a = 0 sinon le vecteur ey sera un vecteur propre
de A correspondant a la valeur propre Ay = 1, ce qui est absurde car cette valeur posséde qu’un
seul vecteur propre. Alors on prend a =1 et on obtient

1'1—.1'2—1'3:1
(A—I)egzvl<:> 201 — 223 =10
3(['1—272—31’3:1

r1 =
{1 3

On peut prendre alors

Dans la relation (2.2.3) , on peut prendre es le vecteur propre de A qui correspond a la valeur
propre Ay = —1, ce qui donne
1
€3 = Vg = 1
2

Finalement la matrice réduite et la matrice de passage sont

11 0 1 1
A=101 0 et P=(eriles]es )= 0 -1 1
00 —1 1 2

o

[en}

2.2.2 Décomposition de Dunford

Définition 20 Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E . On dit que f est nilpotente
si et seulement si

PeEN: fF=0

Une matrice carrée A est dite nilpotente si et seulement si
dJpeN: AP =0
Si A est de taille n, alors A" = 0.

Théoréme 3 Soit E un K espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E dont
le polynoéme caractéristique est scindé. Alors f se décompose d’une maniére unique sous la forme

f=D+N
avec D un endomorphisme diagonalisable et N un endomorphisme nilpotent, tel que

DoN=NoD
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Proposition 4 Soit A une matrice carrée dont le polynéme caractéristique est scindé.

1. Si A admet une seule valeur propre \o, la décomposition de Dunford est de la forme

X 0 0
A=D+N, N=A—-D, D= 0 X 0
0 0 X

2. Si A admet au moins deux valeurs propres distinctes, alors la décomposition de Dunford se
fait selon les étapes suivantes :

— On détermine la matrice réduite A" et la matrice de passage P.
— On décompose la matrice A" sous la forme

A'=D + N’

tels que D" une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les valeurs propres
de A et N' = A" — D" matrice nilpotente.
— Alors la décomposition de Dunford de la matrice A vaut

A=PD Pty PN P!
D N

Exemple 16 Si on prend l’exemple 15, on a la matrice A est trigonalisable et sa forme réduite
est

11 0 1 0 0 010
A=l0o1 0 |=l01 0 |J+[000
00 —1 00 —1 000
D N
Alors
10 0 010
A=PAP'=P|l 0 1 0 Pr'+P|l 000 | P!
00 —1 000
D N

avec D diagonalisable et N = D — A nilpotente.

2.2.3 Puissance d’une matrice

Définition 21 (formule de binome de Newton) Soit A et B deux matrices qui commutent (c’est-
a-dire AB = BA) alors

p
(A+ By =) Cra*pF
k=0
Proposition 5 Soit A une matrice carrée dont le polynéme caractéristique est scindé. On a
A=D+ N

donc
A¥=(D+ N =P (D +N)'p?

=p (Z CgD’”-’fN’k> P!

k=0

n—1
=p ( CSD'”"“N"“) P~ car N™ =0)
k=0
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2.2.4 Reésolution des équations différentielles
Exponentiel d’une matrice

Définition 22 On définit [’exponentiel d’une matrice carrée A par la formule

400
A A
k!
k=0
Remarque 5 Soit A € M,,(K)
1. Si A et B sont deux matrices qui commutent alors eAT8 = eAeB

2. Si A est nilpotente alors

3. Si A est diagonale alors

e 0 0

A 0 6‘1’22 0
0 0 et
4. Si A et A" sont semblables alors
pPet' P~
Proposition 6 La résolution du systéme
dX
e Ax

se fait par la méthode swivante :

1. On détermine la matrice réduite et la matrice de passage de A, et on décompose A sous la

forme
A=D+N

2. La solution X vaut
X = M0 = ePeN O

avec C7 € R™.
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Equations différentielles ordinaires

On veut résoudre ’équation différentielle suivante :
y// _'_ 2y/ + y — O

ce qui nous donne le systéme

{ y'==2 —y
y =y

Ce systéme peut s’écrire sous la forme matricielle suivante

yll B _2 _ 1 y/
y ) 1 0 y
—_—
dX A X
dt

Donc y est la derniére composante du vecteur X.
On sait que la solution du systéme

dX
— =AX
dt
est
X =eC

pour cela on va déterminer la matrice réduite et la matrice de passage de A.
Valeurs et vecteurs propres :

det(A— ) = (A +1)°

Les valeurs propres sont : Ay = Ay = —1.
Les vecteurs propres sont :

E, = vect <v1:(_11)>, dim £y =1%# mult (1) =2

Alors

par suite



CHAPITRE 2. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES 31

(500 &)l ( )] e
(L) ))( )

_((Cl+ t—lCQ

o

(Cl + Cgt
Au final,
y=—(c1+cat)e’

Remarque 6 Lorsqu’on a une seule valeur propre , on a pas besoin de calculer la matrice P car,
on a

A= PA' P!
A 0 0 *
A 0
=P + p
0 A 0 0
=P[IN+ NP
Donc
A= [\ + N]
avec
N=A-M\

2.3 Reéduction de Jordan

Polynéme annulateur et minimale

Définition 23 (Polynéme annulateur) Soit f un endomorphisme d’un K espace vectoriel E
et P un polynome de K[X], on dit qu’il est annulateur de f si

P(f)=0

avec .
P(f)zzakfk? fOfOOf:fk7 fozld
k=1 k fois

Dans le cas d’une matrice carrée A on a

P(A)=0
avec .

P(A) =) aAr, A=1
k=1

Proposition 7 Soit f un endomorphisme d’un K espace vectoriel E et P un polynéme annulateur
de f. Alors les valeurs propres de [ figurent parmi les racines de P. (la réciproque est fausse).
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Théoréme 4 Soit f un endomorphisme d’un K espace vectoriel E de dimension finie. Alors f
est diagonalisable si et seulement si il existe un polynome scindé qui admet des racines simples et
qui annule f.

Théoréme 5 (Cayley-Hamilton) Soient f un endomorphisme d’un K espace vectoriel E de di-
mension finie net Py son polynome caractéristique.On a

Pi(f)=0

Définition 24 (Polynéme minimal) Soit f un endomorphisme d’un K espace vectoriel E. On
appel un polynome minimal de f et on le note my, le polynome annulateur de f qui est

1. Normalisé dans le sens ou le coefficient du mondéme du plus haut degré de ce polynéme vaut
1.

2. (Cest le polynome de degré le plus petit parmi tous les polynomes annulateurs de f.
Théoréme 6 Soit f un endomorphisme d’un K espace vectoriel E de dimension finie. Alors f

est diagonalisable si et seulement si son polynéme minimal est scindé dans K et n’admet que des
racines simples.

Remarque 7 — Le polynome minimal d’un endomorphisme f est unique.
— Les racines du polynome minimal my sont ezactement les racines du polyndome caractéris-
tique mais avec des multiplicités généralement différentes.

Exemple 17 Soit l’endomorphisme f dans R® définit par

T —r+y+=z
flyv]|=| z—v+=
z rT+y—z

Apres calcul on trouve
PiA) =—-(A—-1) (A +2)

d’apres la remarque 7 on conclut qu’il y a deux possibilités pour le polynéme minimal

QN =(A=1) (A +2)
mys(A) =14 ou

QN =(A-1)(A+2)

On va tester ces deux polynomes en calculant Q;(f) en commengant par celui du plus petit degré.
Pour faciliter les calculs on va calculer Q;(A) avec A la matrice associée a f dans n’importe qu’elle
base. Dans notre cas, on prend la base canonique de R®. On a

-1 1 1
A= 1 -1 1
1 1 -1
Donc
Qa(A)=(A-1)(A+2])=0
Alors

my(A) = (A =1) (A +2)

qui est le polynome minimal de f.
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Définition 25 On appelle un bloc de Jordan associé a la valeur propre A\ d’ordre n la matrice
carrée de taille n de la forme

\ .

TN =
-
0 0 A

Théoréme 7 (Le cas d’une seule valeur propre) Soit f un endomorphisme d’un K espace
vectoriel E de dimension finie n tels que

1. Le polynéme caractéristique de f est scindé et admet une seule valeur propre A
Pr(X) = (=1)" (X = A)"

2. Le polynome minimal de f est de la forme

dim F, = v

Dans ce cas il existe une base B de E tel que la matrice associée a f est de la forme

Ji(N) 0
J () = 5

0 RAeN

ou
— Ji(N) sont les blocs de Jordan.
— L’ordre du plus grand bloc est 5 (la taille du bloc).
— Le nombre de bloc est ~.

Théoréme 8 (Le cas de plusieurs valeurs propres) Soit f un endomorphisme d’un K espace
vectoriel E de dimension finie n tel que son polyndéme caractéristique est scindé et f admet p
valeurs propres distinctes Ay.

p
PN = (=1)" [ (= = M)™
k=1
Alors il existe une base B de E tel que la matrice associée a f est de la forme

Ji(M) 0
jQ()\Q)

0 Tv(A)

ot les blocs J sont donnés par le théoréme 6.
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Exemple 18 1. Le cas de plusieurs valeurs propres :

si on prend l’exemple 13, on a

2 -1 -1
A= 2 1 =2
3 -1 =2

pad) = =1 (A+1)

ma(A) = (A=1)*(A+1)

et
d1mE1 = 1,dimE_1 =1
Alors
11 0
T = 0 1 0
00 -1
2. Le cas d’une seule valeur propre :
Soient
pa(h) = (A -2y’
ma(\) = (A —2)°
et
Alors
2 1 0
T = 0 2 0
00 2

2.4 Algorithme de Fadeev

Cet algorithme permet de calculer entre autre le polynéme minimal d’une matrice. Ecrivons le
polyndéme caractéristique sous la forme suivante :

P) =X = p N = oA e —pu A= py = A=Y At

j=1
et B(A) la transposée de la comatrice de AI,, — A sous la forme

n—1
B(A) = A"+ ) AB;

j=1
L’algorithme de Fadeev permet de calculer les coefficients p; et les matrices B; par le schéma

suivant : ot tr(X) désigne la trace d’une matrice carrée X, c’est-a-dire la somme de ses éléments
diagonaux.
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A=A P1= tT(Al) By =A —p1,
1

Ay = ABy P2 = 5”(/12) By = Ay — poI,
1

As = AB;3 P3 = g”’(A?,) Bs = A3z — psl,

An—l = ABn—Q Pn—1 = tr(An—l) B, = An—l - pn—lln
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Notons D(A) le PGCD des coefficients de la matrice B(A), alors le polynéme minimal de A est

donné par :
P(A)
A= —=
ma(A) ey
Exemple 19 Soit la matrice
1 1 1
A= 0 0 -1
0 -1 0
Calculer A?018 et A,
Solution :

Appliquons I'algorithme de Fadeev. Pour cela cherchons les coefficients p; et B;. Alors
Py A) =X =X - +1

M—1 A-1 A-1
Ba(\) = NI+ ABy + By = 0 A=) —=A+1
0 —=A+1 N-)

Alors NI
A NI —1)(A+1)
A—1 ——— N —

mA(A) =

Soit f une fonction quelconque.
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0 1 1
A1:A p1:1 B1:A1—p1]: 0 -1 -1
0 -1 -1
0 -1 -1 -1 -1 -1
AQZABlz 0 1 1 p2:1 BQIAQ—pQI: 0 0 1
0 1 1 0O 1 O
-1 0 0 000
A3:AB2: 0 —1 0 p3:—1 BgZAg—p;gI: 0 00
0 0 -1 000

Prenons

f@) =2 — 1, alors f(A) = A— I = —25(A) —> p(A) = —%(A _1)
f@) = 2+ 1, alors f(A) = A+ I = 2p1(A) —> o1(A) = %(A +1)
Donc
F(A) = SF)(A+ 1)~ L f(-1)(A~ 1)
sy (FOFENY (041
Par suite

A2018 =7
et

2.5 Exercices corrigés

36

Exercice 1 Soit la matrice A définie dans M3(R) par

A est-elle diagonalisable ?
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Solution
Commencons d’abord par calculer les valeurs propres de A
Valeurs propres :

1—X 0 1
Py(X) = det(A — \) 0 1-X 2 = —(1=N*(1+N
0 0 —1-=A
Alors on a
Pa()) scindé
)\1 = /\2 = 1, mult ()\1’2) =2
)\3 = —]_, mult ()\3) =1

Vecteurs propres :

Pour A=1:
3z + 6y =0
(A-DNv=0<= 1 —3z—-4y=0
—3r—6y—4z=0
T =—2y
=< yeR
z=0
donc
—2y —2
v = Y =y 1

On prend, y = 1 et on obtient

—2
E1 = <U1 = 1 >
0

dim £y =1 # mult (1)

Alors la matrice A n’est pas diagonalisable, elle est donc trigonalisable.
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Exercice 2 Soit la matrice A définie dans M3(R) par

3 -1 1
A= 2 0 1
1 -1 2

1. A est-elle diagonalisable ?Donner la matrice réduite de A en précisant la matrice de
passage.

dX
2. Résoudre le systeme différentiel e AX.
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Solution

1. Commencons d’abord par calculer les valeurs propres de A
Valeurs propres :

3-) -1 1
Pi(\) = det(A — \) 2 —x 1 = (A=2°(A—1)
1 -1 2-X

Alors on a
P4(X) scindé
)\1 = /\2 = 2, mult ()\172) =2
Az =1, mult (A\3) =1

Vecteurs propres :

Pour A =2:
r—y—z=20
(A-2lv=0<= 1< 20 —-2y+2=0
r—y=20
rT=y
=< yeR
z=20
donc
Y 1
V= Y =y | 1
0 0

On prend, y = 1 et on obtient

On remarque que
dim F; =1 # mult (\)

Alors la matrice A n’est pas diagonalisable, elle est donc trigonalisable. et
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2 a 0
A=1020
00 1
En prenant a # 0, on cherche vy tel que f(ve) = avy + 209, on prend par exemple a = 1, on
0
trouve vy = | 0O
1
Pour A=1:
2 —y+2=0
(A-TIh=0<=< 2z—-—y+2=0
r—y+z=0
z=0
— < yelR

z =
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donc
0 0
v = Y =y | 1
Y 1

On prend, y = 1 et on obtient

&

I
—
4

Y

|
_ o O
~—

Alors la matrice réduite de A est

210
A=1020
00 1
et la matrice de passage est
100 1 0
P=|1101]eP'=( 1 -1
011 -1 1
2. On va maintenant résoudre le systéme = AX.On a
dX
% =AX = X = eAtC

Donc il suffit de calculer e4t. On a
A=PAP " = M= pettpt

En utilisant la décomposition de dunford de A’ on obtient

A =D+ N
avec
2 00 010
D = 0 2 0 et N' = 0 00
0 01 000
Alors
At _ Dt Nt
ou
et 0 0
eD’t: 0 6225 0
0 0 ¢
et )
, N/ktk /2t2

39
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avec
0 0 0
N?=100 0
0 00
Alors
1 ¢ 0 e?t te? 0
MN=1010]eter=[ 0 e&* 0
001 0 0 ¢
Par la suite
1+t —t 1
At =PetP =Mt 1t t
0 0 1
Donc
X = Ce
Exercice 3 Soit le systeme différentiel d’ordre 1 a coefficients constants
(dx
— =4x+6
i T + 0y
dy
—~ =_-3r—-5 2.5.1
7 x — by (2.5.1)
dz
\ a——Bw—6y—5z
1. Ecrire ce systéme sous la forme
dX
— = AX
dt
2. Résoudre le systeme
dX
— = AX
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Solution
1.
dx
dt
d 4 6 0 T
B = | ¥ [=| -3 =5 0 y
dt —3 -6 -5 2
N ~~ 7 N——
dz A X
dt
~—
dX
dt
2. Pour écrire la réduction de Jordan de A, il faut trouver la matrice réduite de A, pour cela

calculons les valeurs propres et les vecteurs propres de A.
Valeurs propres :

4 — )\ 6 0
Pa(X\) = det(A — \) -3 =5-A 0
-3 —6 —5—-A
=—A+5)A+2)(A—1)
Alorson a: A\ = =5, Ay = —2 et A3 = 1 de multiplicité 1 alors la matrice A est diagonali-
sable et
-5 0 0
A = 0 -2 0
0O 0 1

Calculons maintenant la matrice de passage, pour cela on doit calculer les vecteurs propres.
Vecteurs propres :

Pour A = -5:
9r 4+ 6y =0
(A+5Nv=0<= ¢ —3x=0
—x—6y=20
z=0
— < y=0
z=€R
donc
0 0
v=|[ 0] =20
z 1
On prend, z = 1 et on obtient
0
E1:<U1: 0 >
1
Pour A= -2 :
6x + 6y =0

(A+2[)/v=0<= ¢ —3x—-3y=0
—3r—6y—32=0
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r=—y
— < y=€R
z= -3y
donc
v = Y =y 1
—3y -3
On prend, y = 1 et on obtient
-1
EQZ<U2: 1 >
-3
Pour A=1:
3z + 6y =0
(A-Ihv=0<= (¢ —3v—4y=0
—3x—6y—42=0
T = —2y
= ¢ y=€R
z =
donc
—2y —2
v = Y =y 1
0 0

On prend, y = 1 et on obtient

-2
E3 = <U3 = 1 >
0

dX
3. On va résoudre le systéme y AX :On a

C;—)t(zAX¢X=e“t(J

Donc il suffit de calculer e4t. On a

A=PA' P = A = petp!

avec
-1 21
0 -1 -2 1 2
P=(0 1 1 |,P'=]| "3 3 U ]etet=
1 -3 0
L
3 3
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Alors .
ot ¢ —2t ¢ 0
36 + 36 36 + 36
At _ 2 1 2 1
e - 36—2t + get ge—Qt + et O
_67515 + 672t 2675t . 267215 _67515
et donc

X =eMC,C e R?

Exercice 4 Soit (Uy,)nen, (Va)nen €t (Zp)nen, trois suites numériques réelles vérifiant :

Upsir = 3U, + 2V, — 2W,
Vi1 = U, + W, (2.5.2)
Wn+1 == Un + Vn

Détermaner les termes U,,V,, et W,, en fonction de n, avec Uy = 1,Vo =0 et Wy =0..

Solution
Le systéme 4 peut s’écrire comme suit

Uni1 3 2 =2 U,
Vi = -1 0 1 V.,
Zn+1 1 1 Wn
On sait que
X, =A"X,
avec
1
Xo=10
0

donc il faut calculer A™, pour cela cherchons les valeurs et les vecteurs propres de A.
Les valeurs propres :

3—N 2 =2
PyN) =det(A-X)=[ -1 X 1 |=01-))°
11 =

P4(X) scindé
)\1:>\2:/\3:1, mult ()\):3

Les vecteurs propres :
20 + 42y — 22 =0

(A-Ih=0<=< 3z—y—2=0
r+y—2z=0
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y€eR
=< yeR
2=ty
donc
x 1 0
v = Y =z| 0 |+y| 1
Ttz 1 1

On prend, z = y = 1 et on obtient

E1:<U1: 0 , Uy = 1 >
1

dimE; =2 # mult (1) =3

—_
e}

—_

Alors A est trigonalisable.

0
On compléte la base en prenant par exemple v3 = | 0 | et on a
1
1 0 «a
A=1011
001

On calcul le a et le b, en imposant que f(v3) = avy + bvg + v3. On obtient a = —2,b = 1. Alors

1 0 =2 100
A=101 1 et P=| 0 10
00 1 1 11
Utilisant la décomposition de Dunford pour calculer A™.
Puisqu’on a une seule valeur propre alors
A=1+N
avec
-2 2 =2 0 —4 4
N=A-I=|-11 1 | ,N2=| 2 0 4 | et N*=0
1 1 1 -2 0 4
Donc
> n(n—1)
A'=(I+N)"=> ChH"*NF =T+nN+ ———N°
2
k=0
1—-2n —2n%+4+4n 2n? —4n
= n?-2n n?24+1 2n? —n
n?+2n n 1+2n%—n
Par suite

1—2n
X,=A"X,=| n®>—2n
n? + 2n
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Exercice 5 Soit l’endomorphisme de R* définit par :

x dor — 2y +t

y | dr — 2y — 2z
/ z doe — 4y + 2z + 2t

t do — 4y + 41

1. Ecrire la matrice A de f par rapport & la base canonique.
2. f est-elle diagonalisable ou trigonalisable ?
3. Calculer A", n € N, puis et

4. En utilisant [’exponentielle d’une matrice, résoudre le systeme

dX

— = AX
dt
Solution
1.
4 =2 0 1
4 =2 =2 0
A= 4 —4 2 2
4 —4 0 4

2. Calculons les valeurs propres et les vecteurs propres de A
Valeurs propres :

P4(N) = det(A—AI) = det i —2_2 A 2__2A g
4 —4 0 4-—2)

(Cy+ Cy), (Ly — L1),(Ly — L3)

On a

P4()) scindé

A =2, mult (\) =

A= =2 mult (\) =

A =6, mult (\) = 1
Vecteurs propres :
20 —2y+t=0
dr — 4y —22 =0
dr —4y+2t =0
dor —4y+2t =0

z=—1
— 1t
r=y—=
Y73

=2=-N*6-N(=2-2))
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donc
1

S O = =
|
—

On prend y = 1 et t = 2, on obtient

1

1 0
E2=<01= 0 , U2 = _9 >

0

dim Fy = 2 mult (2)

On a

Alors f est diagonalisable.

(22— 2y +t=0
dr — 8y — 22 =0
dr — 4y —4z+2t =0
dr —4y — 2t =0

(A—61)v=0<+<=

Fo| = O

(Y
X

w
I

donc

DO | —

—_

On prend, t = 2 et on obtient

e

I
—

S

W

I
NN DO
~_—

dim Fg = 1 mult (6)

6r —2y+t=20

dr — 22 =0

dr — Ay +4z+2t =0
dr —4y +6t =0

(A+2v =0«

Yy =2z

— 1
T ==z

2

=z
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donc

On prend, z = 2 et on obtient

E_Q = <U4 =

dim E_yy = 1 mult (—2)

On a

3. Par suite, on a

2 00
; 0 20
A= 0 0 6
0 0O

donc
A= PA"PT! =

avec
A" =

et

Pt =

o O O

REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

DN DN =~ =

DN | —

— = N

SO = =

IO,

| — ool —

NN O =

47

NN =~ =
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et
e 0 0 0
0 0 O 0
eAt = peAtpTl — o6t
0 0 — 0
2
o2t
0O 0 0 —
4
avec
e 0 0 0
eA/t . O €2t O 0
N 0 0 €% 0
0 0 0 2
4.
dX

E:Az:xzoe“,()ew
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Exercice 6 Soit o« € R et A, € M3(R) la matrice suivante :

-1 0 «a+1
A, = 1 -2 0
-1 1 a

-I-

1. Factoriser le polynome caractéristique Pa, en produit de facteurs du premier degreé.

2. Déterminer selon la valeur de « les valeurs propres distinctes de A, et leur multiplicité.

3. Déterminer les valeurs de o pour lesquelles la matrice A, est diagonalisable.
4. Déterminer selon les valeurs de « le polynome minimal de A,.
-II-
On suppose que o = 0, on note A = Ay et f U'endomorphisme de R? associé & la matrice A.

1. Montrer qu’il existe une base de R® dans laquelle la matrice de f est

et trouver une matrice P inversible telle que A = PBP™!.
2. Ecrire la décomposition de Dunford de B.

3. Pourt € R, calculer ePt et exprimer et & laide de P et ePt.
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Solution
-I-

—1- 1 0
Py, = det(A, — \I) = det 1 —-2-X 0
-1 1 a—A
=1+’ N\—a+1)

2. Les valeurs propres de A, :
Sia#0,ona:
A =X =—1,mult =2
{ A3 =a—1,mult =1.

Siaa=0,0na:
/\1:)\2:)\3:—1,mult:3

3. Pour que la matrice A, soit diagonalisable il faut que
dim(Ey) = mult(\)

Les vecteurs propres :
Sia#0:
Pour \{ = Ay = -1

(a+1)z=0
(Ap+DHv=0<=< z—y=0
—r4+y+(a+1)z2=0

(a+1)z=0<= (a+1)=0V (2=0)

Sia# —1,alors z=0et x =y, donc

1
E_1 = <U1 = 1 >
0

dimFE_, =1+#2

On a

Alors A, n’est pas diagonalisable.
Sia=—1,alorsz€ Ret x =y

€T 1 0
V= =z 1 +z1 O
z 1

Donc

1 0
E_lz <U1: 1 , Vg = 0 >
0 1

Alors A, est diagonalisable.
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Sia=0:
Pour \{ = Xy = —1:
z=10
(An+DHv=0<=< 2—y=0
—r+y+z2=0

(i)

dimE_; =1+#2

On a

Alors A, n’est pas diagonalisable.

Conclusion : A, est diagonalisable si et seulement si a« = —1.
4. On a )
Py ,=—(A+1)7"(A+2)
— —1 e 1
’ { ma, () = (A+1) (A +2)

{PAa_—()\+1)2()\—Oé+1)
ma. (N =A+1>N—a+1)

Py =—(A+1)°
a=0—= 0
{ ma,(\) = (A +1)°
-II-
On suppose que a = 0, et on a
-1 0 1
A=Ay = 1 -2 0
-1 1 0

1. Cherchons une base B’ = {e1, €9, e3} qui vérifie :

A€1 = —€1 (A—I—I)Gl =0
A62:61—€2 <~ (A—I—I)@zel
A€3:€2—€3 (A+I)€3:€2
1
Pour A= —1, on prend ey =v; = | 1 | comme vecteur propre, donc
0
x 1 z=1
A+D |y =1 |~ z—y=1
z 0 —x+y+z2=0
1
— €9 = 0
1
x 1 z=1
A+l y | =10 | <<= 2z—y=0
z 1 —r+y+z=1
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0
— €3 = 0
1
Alors
1 10 0 1 0
P=[100|ep'=[ 1 —-10
011 -1 1 1
2. On a
-1 1 -1 0 0 010
B = 0 -1 1 = 0O -1 0 +1 0 0 1
0 0 -1 0 0 -1 0 0O
4 N
avec N3 = 0.
3.
Bt — 6(D’+N’)t _ eD’t + eN’t
ou
et 0 0
PT= 0 et 0
0 0 et
et )
, N/ktk 242
Nt = T =1+ N't+
k=0 ’
avec
0 01
N?2=(0 0 0
0 00
Alors
t2
1 t —
2
Nt _
=101 ¢
00 1
Par suite
t2
1 ¢t —
2
Bt _ _—t
e =¢ 01 ¢
00 1
et
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t2 t2 2
1-= =tz
2 2 +2
—t 2 2 2
= e t
o= l—t4+— =
2 +2 2
—t t t+1

Exercice 7 Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et f ’endomorphisme défini dans
R? par
f(z,y,2) = (13x — by — 2z, —2x + Ty — 8z, —Hx + 4y + 72)
1. Ecrire la matrice A associée & f par rapport d la base canonique.
2. Donner la matrice réduite de A et sa matrice de passage P.
3. Calculer A™.

4. Trouver le polynome minimale ma(\) de A.

Solution
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et f 'endomorphisme défini dans R? par

f(z,y,2) = (13x — by — 2z, —2x + Ty — 8z, —Hx + 4y + 7z)

1. La matrice A associée a f par rapport a la base canonique.

13 =5 -2
A=\ -2 7 -8
-5 4 7

Le polynome caractéristique de A est donné par :
Pa()\) = =X\ +27)\% — 243\ + 729
=(9-))°

2. Les valeurs propres et les vecteurs propres de A.
Les valeurs propres :

Les vecteurs propres :

dr —dy —22=0 T =1y
O—-AM)v=0&¢ —20—-2y—82=0 :>{ 1
—Br+4y—22=0 S

On a alors

Y
v = yl
2y
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2
E) = vect <v1 = 2 >
—1

dim E) # mult (\) =3
Donc la matrice A est trigonalisable.

3. Calculer A™.
On utilise la décomposition de Dunford. Puisqu’on a une seule valeur propre, alors

On pose y = 2, on obient

A=9]+N
avec
4 -5 =2
N=9] - A= -2 -2 =8
-5 4 =2
Donc

3
A" = (9T + N)" = CH(OI)"*N*
k=0
avec N Nilpotente, c.a.d. N® = 0. Alors

A" = CY9I)*N° + C3(91)*N + C5(9I)N?

= 7291 + 294N + 27N?

2877  —1956 384
= 384 =345 —1380
—1956 1419 —345

avec
36 —18 36
N? = 36 —18 36
-18 9 18
4. Le polyndéme minimale m4(\) de A.
(9—=A)°
ou
ma(A) ={ (9-X)?
ou
O =X

Soit on remplace A par A dans les sugestions précédentes et on trouve que ma(A) =
(A —9I)*> =0, alors on conclut que

ma(A) = (9—A)°
Soit on utilise la réduction de Jordan :
pa(A) =(9—-N)°

mult(A =9) =3
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on a
9 1 0
J=10 9 1
0 0 9

Donc

ma(A) = (9= A)*

Exercice 8 Soit E = Ry[X] et f un endomorphisme de E.
VP e E,f(P)=2XP— (X*—-1)F

1. Ecrire la matrice A de f par rapport & la base (1, X, X?).
2. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de f.
3. Calculer A™ pour tout entier n € N*,

4. Calculer e*t.

Solution Soit

1. On a

Alors

2. Valeurs propres :

-2 1 0
Pa(X) =det(A—AI) = 2 =\ 2 =
0 1 =X
Vecteurs propres :
Pour A=0:
y=20
Av=0= < 20+ 2z =
y =
—z —1
= v = 0 =z 0
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—1
E1 = <U1 = 0 >
1

On pose z = 1, on obtient

Pour A =2:
—2r4+y=0
(A-2Nv=0= ¢ 22 —2y+22=0
y—22=0
1 1
2 2
> V) = ’y :y 1
1 1
2 2
On pose y = 1, on obtient
1
2

1
2
Pour A= -2
20 +y =20
(A+2)v=0= ¢ 22+2y+22=0
y+22=0
1 1
2 2
1 1
2 2
On pose y = 1, on obtient
1
2
E3:<U3: 1 >
1
2

{ PA()\) scindé

dim E1 = dim E2 = dim E3 =1= mult()\m,g) =1

Donc A est diagonalisable et

00 O
A=102 0
00 -2

55
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3. Pour calculer A" il suffit d’utiliser la formule A" = PA™P~1 ou

A 1, 1
. 0 0 0 9 5 | 12 ] %
A"=10 2 0 P=1 0 1 1 et P71 = - - =
0 0 (-2 Lt 01 2
2 2 ERE
4. On a e = PeA* P~ Avec
0O 0 O
et=10 € 0
0 0 e*
Alors
=)
Exercice 9 Soit la matrice
1 00 0
-1 4 1 =2
A= 2 1 2 -1
1 21 0
1. Donner la réduction de Jordan de la matrice A et P.
2. Donner la réduction de Dunford de la matrice A et calculer A™.
Solution
1. Calculons le polynéme caractéristique de A.
1—X 0 0 0
B I D s I i 5
Ps(A) =det(A—\) = 9 S =2-A)"(A=-1)
1 2 1 —A

Les valeurs propres sont : A\ = Ay =2 et A3 = 1.
Les vecteurs propres :

—x =0
—r+2y+z2—-2t=0
2e+y—t=0
r+2y+2—-2t=0
x=0

y=t

z=0

| tER

(A—-20)v=0<+<=

\

alors

S
I
~ O + O
I
~
—_— O = O
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EQZ <U1 =

dim By = 1# mult (2) =3

On pose t = 1, on obtient

—_ O = O
\/

On a

Alors A est trigonalisable.
—x+3y+2—2t=0
(A-Dr=0<=< 2z+y+2—-t=0
r+2y+2—1t=0

T=1y
z = —4y
alors
Y 1
_|l v | 1
v —dy | Y| -4
—y 1
On pose y = 1, on obtient
1
1
El = <U1 = 4 >
-1
On a s
Pay) = 2= )P (A~ 1)
ma(A) = (2=A"(A=1)
dim £y =1
Par suite
Av1 A’UQ A’Ug AU4
210 0 (%]
fod 0 2 1 0 (%)
— [
J=A= 00 2 0 U3
000 U4
Cherchons maintenant les deux vecteurs propres vs etvy. On a
AUl = 21)1 (A - 2])’01 =0
AUQ = + 2U2 (A — 2[)’02 = U1
AU:},:’UQ—'—Q’Ug = (A—Q[)UgZ’UQ
AU4:U4 (A—I)U4:0
On remarque que v est le vecteur propre de 2 et vy le vecteur propre de lest vy.
=0 r=0
B —r+2y+z-—-2t=1 B
(A =20y = v < %ty —t =0 gz;:tl

r4+2y+z—-2t=1
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donc
0
. t
L
t
On prend t = 0, on obtient
0
o — 0
2711
0
Maintenant
—x =0 .
B —x4+2y+z2—-2t=0 B
(A =21y = vy <= oty —t—1 = Z:t_Jrl
r+2y+2—2t=0 B
donc
0
] t+1
o -2
t
On prend t = 0, on obtient
0
1
V3 = _2
0
Alors
00 O 1
1 0 1 1
P= 01 -2 —4
10 0 -1
2. On a
20 00 01 00
, 1 0200 0010
A=loo020]|T|loo0o0o0
00 0 2 0001
o N
donc
A=PAP'=pPDP'+PNP!
D N
avec
1 00 1
g 0 21 =2
P = -2 1 0 -1
1 00 O
De plus
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avec .
210
0
o 021
AT = 00 2 0
000
On pose
210
Al=|0 21
00 2
Pour calculer A", on fait la décomposition de Dunford, on obtient
200 010
A= 020 |+ 001
00 2 000
par suite
2
A" = (D, +N)" =Y CkD,/"kN,k
k=0
avec
4 0 0 8 00
N?=0,D%=1040|,D:%=[08 0] et N\y2=
0 0 4 0 0 8
Alors )
g pon-1 (u) on2
A = 2
! 0o 2» n2"=?
0 0 2"
Alors
on n2n—1 (n2 n 2n—2
2 0
Am = 0o 2» n2"=? 0
0 0 2m
000 [
Donc 9
on n2n—l <TL n 2n—2
n __ 'np—1 __ 2
At =PATPT = 0 2" n2n—2

S O O
o OO
o O =



Chapitre 3

Formes bilinéaires-Formes quadratiques

Dans ce chapitre on va traité les problémes a caractére bilinéaire, autrement dit les problémes
)
qui dépendent d’'une maniére linéaire de deux vecteurs, par exemple, la distance entre deux points
(pour calculer I'erreur) et le produit scalaire, il permet de définir la norme (dans certains cas de
figure la norme sert a calculer I’énergie d’un systéme).

3.1 Formes bilinéaires, cas de dimension finie

Définition 26 (Forme bilinéaire) Soit E un K espace vectoriel. On appelle forme bilinéaire
sur B une application

b: Ex EF—K
(z,y) — b(z,y)
qui vérifie les conditions suitvantes :
1. Vx,2',y € EVa, 5 € R blax + B2/, y) = ab(x,y) + bz, y)
2. Vx,y,y € EVNa,B € R b(x,ay + y') = ab(z,y) + Bb(x,y)

Exemple 20 K =R et b(z,y) = zy
Ve, o', y,y € E etVa,5 €R, on a

b(ax + ', y) = (ax + B')y = azy + By = ab(z,y) + B2, y)
donc b est linéaire par rapport a la premiére variable.

b(x,ay + BY') = x(ay + By') = axy + Bry’ = ab(x,y) + B(z,y)
donc b est linéaire par rapport a la deuziéme variable.

Définition 27 (Symétrie) Soit b une forme bilinéaire sur un K espace vectoriel E. On dit que
1. b est symétrique si
Yo,y € E, b(z,y) = b(y, )

2. b est anti-symétrique st
\V/%y € E7 b(l’,y) = —b(y,l')

Exemple 21 Considérons la forme bilinéaire suivante sur l’espace des polyndomes de degré infé-
rieur ot égale a 2 noté Ry[X]

{ b:RX] x RX] =R (3.1.1)

(P, Q) — P(0)Q(0) + P()Q(1) +2P(2)Q(2)

60
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Cette forme bilinéaire est symétrique car on a bien
b(P,Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + 2P(2)Q(2) = Q(0)P(0) + Q(1)P(1) 4+ 2Q(2) P(2) = b(Q, P)

Définition 28 (Définie positive) Soit b une forme bilinéaire sur un K espace vectoriel E. Alors

1. La forme b est positive si
Ve e E, b(x,z) >0

Exemple 22 Prenant ’ezemple 21, on a la forme bilinéaire b est positive car
b(P,P) = P(0)* + P(1)> +2P(2)* > 0
2. la forme b est définie positive si

Ve e E, bx,z) >0, b(z,x) =0<=2=0

Exemple 23 On prend toujours le méme exemple, alors on a la forme bilinéaire b est
définie positive car ’équation

b(P,P) = P(0)* + P(1)> +2P(2)* =0

implique que 0, 1, 2 sont racines de P. Cela fait trois racines pour un polynéme de degré
inférieur ou égal a 2. La seule possibilité est que le polyndome P soit le polynome nul P = 0.

Définition 29 (Transposée d’une forme bilinéaire) Soit b une forme bilinéaire sur un K
espace vectoriel E, on appelle la transposée de b et on la note b la forme bilinéaire définie par

VX, Y €E:  B(X,Y)=b(Y,X)

Définition 30 (Matrice associée a une forme bilinéaire) Soit E un K espace vectoriel de
dimension finie n, b une forme bilinéaire définie sur E et B = {ey,--- ,e,} une base de E. On
appelle une matrice associée a b dans la base B de E et on la note Mp(b) la matrice suivante

bler,e1) -+ bleg,ey)
Mp(b) = : :
blen,e1) -+ blen,en)

Exemple 24 Considérons la forme bilinéaire suivante sur l’espace des polynémes de degré infé-
rieur ot égale a 2

{ b:R[X] x R[X] > R (3.1.2)

(P, Q) — P(0)Q(0) + P()Q(1) +2P(2)Q(2)

Soit B = {1, X, X?} la base canonique de Ry[X], U'évaluation de cette forme bilinéaire sur toutes
les paires de vecteurs de la base B donne

b(1,1)  b(1,X)  b(1,X2) 4 5 9
Mpd) = | b(X,1) bX,X) bX,X?) | =[5 9 17
b(X2,1) b(X%X) b(X2 X?) 9 17 33
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Lemme 1 Soit £ un K espace vectoriel de dimension finie n, b une forme bilinéaire définie sur
E et B={ey, - ,e,} une base de E. Si x ety sont deux vecteurs de E et si on note

X = Mg(x),Y = Mp(y)

alors
b(z,y) =" XMp(b)Y

Proposition 8 (Formules de changement de bases) Soit E un K espace vectoriel de di-
mension finie n, b une forme bilinéaire définie sur E et B, B deux bases de E. Alors

Mp(b) =t PMp(b)P
avec P la matrice de passage de la base B a la base B'.

Exemple 25 Prenons la forme bilinéaire précédente (3.1.2). Considérons la nouvelle base B’ =
{X, X —2,X(X —2)}. Si on écrit la matrice associée a cette nouvelle base en utilisant la défini-
tion, on trouve
9 -1 -1
Mp()=| -1 5 1
-1 1 1

La matrice de passage de la base B a la base B’ est donnée par

0 -2 0
P=|1 1 -2
0 0 1
Alors
0 1 0 4 5 9 0 -2 0 9 -1 -1
'PMp)P=1 =2 1 0 5 9 17 1 1 =2 |=(-1 5 1
0 -2 -2 9 17 33 0 0 1 -1 1 1

On remarque bien que la formule de changement de base redonne bien la matrice précédente

M (b).

Définition 31 (Rang d’une matrice) Soit A € M,(K). On appelle le rang de la matrice A la
dimension de l'image de A.

rg A=dim{y € K"/3x € K" : y = Ax}

ou encore
rg A =n — dimker A

Définition 32 ( Noyau) Soit b une forme bilinéaire sur un K espace vectoriel E de dimension
finie. Alors le rang de la forme b est le rang de la matrice associée a cette forme dans une base

quelconque de E.
rg b= rg Mg(b)

Définition 33 Soit b une forme bilinéaire sur un K espace vectoriel E de dimension finie.
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1. Le noyau de b est donné par
NOB)={Y e E/NX e E: bX,Y) =0}

2. La forme b est non dégénérée si
N(b)=0
ou en d’autres termes, i

H(X,Y)=0VX€E=Y =0

Proposition 9 Le noyau de b est le noyau de la matrice qui représente b dans une base quelconque
de E et on le note N(b).

Exemple 26 Soit b : R3 x R® — R, la forme bilinéaire qui est définie dans la base canonique par
b(w,y) = 1191 — 3w3Y3 + X1y + Tay1 — T1Y3 — T3y1 — 3T3Y2 — 3TaYs

= (11 +v2 +y3)T1 + (11 — 3y3)22 + (—y1 — 3y2 — 3y3)73
donc y € N(b) si et seulement si
Y1 +y2+ys =0

y1 —3yz =0
—y1 —3y2 —3y3 =0

En résolvant ce systéeme, on trouve 3 = 3ys, yo = —2y3, y3 € R, alors N'(b) est engendré par le
3
vecteur y = | —2
1
On aurait pu déterminer directement C a aide la matrice de b

1 1 -1

M.b)=11 0 =3

1 -3 =3

On remarque que N'(b) # 0, alors b est dégénérée.

Définition 34 Soit b une forme bilinéaire sur un K espace vectoriel E de dimension finie n. Alors
b est non dégénérée si et seulement si

rgb=n=dmkFE

Théoréme 9 (Théoréme du rang pour les formes bilinéaires) Soit E un K-espace vectoriel
de dimension finie et soit b une forme bilinéaire sur E, alors

dimFE = rg b+ dim N (b)
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3.2 Formes quadratiques, cas de dimension finie

Définition 35 Soit E un K-espace vectoriel. On appelle forme quadratique sur E toute application
q de la forme

q: F—K
x+— s(x,x)

ol s est une forme bilinéaire symétrique sur E.

Définition 36 (Polynéme homogéne) Soit ¢ € K[X1,...,X,], on dit qu’il est homogéne de
degré deux si

VAEK, VX e K"  q(AX) = \q(X)

Remarque 8 Un polynome q est homogéne de degré deux si et seulement si, il s’écrit

q(:v) = Z ARl T

k=1

avec ay; € K des coefficients fixés.

Proposition 10 Soit E un K- espace vectoriel de dimension finie n, et q une application définie
sur B a valeurs dans K. Alors q est une forme quadratique sur E si et seulement si elle est un
polynéme homogéne de degré deu.

Exemple 27 Soit l'application q : R® — R définie par
q(z) = 29‘3% - 3553 + 3553 + 22119 — 31173 + OT2T3

ot les x; sont les composantes de x dans la base canonique. On a q est un polynome de degré 2,
alors q est une forme quadratique.

Proposition 11 Soit ¢ une forme quadratique sur E. Il existe une unique forme bilinéaire symé-
trique s telle que pour tout x € E, q(x) = s(x, ). La forme bilinéaire s s’appelle la forme polaire
de q et on a

V(z,y) € E? s(z,y)==lg(z+y) —q(@) — q(y)] = = [a(z + y) — q(z — y)]

1
4

N | —

Exemple 28 Soit la forme quadratique q : R?> — R définie par
q(z) = 223 + 515 — 4wy 209
La forme polaire associée a q est la forme bilinéaire symétrique suivante :
s(7,y) = 20191 + STaya — 271y — 2723

Définition 37 (Matrice d’une forme quadratique) Soit E un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie n et soit ¢ une forme quadratique sur E. On définit la matrice associée a la forme q
comme étant la matrice associée a sa forme polaire s et le rang de q est le rang de cette matrice.



CHAPITRE 3. FORMES BILINEAIRES-FORMES QUADRATIQUES 65

Exemple 29 Prenons la forme quadratique précédente q : R? — R définie par
q(z) = 222 + 513 — 4w129

La matrice associée a q dans la base canonique est donnée par

M., (@) = M., (s) = < _22 _52 )

Définition 38 (Rang, noyau d’une forme quadratique)

1. Le rang, noyau de la forme quadratique est le rang, noyau de sa forme polaire.
g q:= 1958
Nq) = N(s)
2. q est dite non dégénérée si sa forme polaire s est non dégénérée, c’est-a-dire N'(s) =0, ce
qui signifie :
s(x,y)=0,Vye E=x=0

3. Si q est une forme quadratique a valeurs réelles, q est dites définie positive si sa forme
polaire s est définie positive, c¢’est-a-dire si :

g(z) >0,V e Eetqlx)=0=2=0

Définition 39 (Vecteur isotrope, cone isotrope) Soit E un K-espace vectoriel et g une forme
quadratique sur E, on dit que v est un vecteur isotrope si

q(v) =0
L’ensemble des vecteurs isotropes de q est appelé le cone isotrope et est noté
I(q) = {x € E,q(z) = 0}
Remarque 9 Notons que Z(q) n’est pas un espace vectoriel.
Exemple 30 Soit E € R? et ¢ =22 — 23. On a
Z(q) = {(21,22) € R* 1y = £a»}

voir figure suivante.
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Xi=-X2 X2 X1=xz

b
7 Xi

3.3 DBases orthogonales

Définition 40 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, b une forme bilinéaire symé-
trique et B ={ey,--- ,e,} une base de E. Alors

1. On dit que B est une base orthogonale de E si
Vi, l=1,--- nk#1: bleg,e)=0
2. On dit que B est normalisé si
VkE=1,--- ,n: ble,ex) =1
3. On dit que B est orthonormée si elle est a la fois orthogonale et normalisée

Vk,l:L ’n’k#li b(@k,el):{ é:Z;;

Proposition 12 Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

Remarque 10 Soit b une forme bilinéaire symétrique et B une base de E. Alors
1. My(B) est diagonale si et seulement si B est orthogonale.
2. My(B) admet que des 1 sur sa diagonale si et seulement si B est normalisée.

3. My(B) =1 si et seulement si B est orthonormée.

3.4 Reéduction des formes quadratiques

Chercher une base orthogonale revient donc a déterminer une base dans laquelle la matrice de ¢
est diagonale, ou aussi, a écrire ¢ sous la forme d’une somme de termes carrées. Pour cela on va
présenter deux méthode, la méthode de Gauss et la méthode des dérivée partielle.
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Il ne faut pas confondre ce probléme avec la diagonalisation des endomorphismes. Si Aest la
matrice d’'un endomorphisme, la diagonaliser signifie chercher une matrice inversible P telle que
P"' AP soit diagonale. Ici il s’agit de chercher une matrice P telle que ¢t AP soit diagonale.

3.4.1 Meéthode de Gauss

Cette méthode s’applique que lorsque la forme quadratique admet dans son expression au
moins un terme carré.
Soit R?® vu comme étant un R-espace vectoriel et ¢ une forme quadratique définie sur R? par

Vz e R®: q(x) =27 4 223 + 5:1:§ + 22119 — 42973
On considére un terme carré quelconque par exemple z2, On va utiliser la formule suivante
a® +2ab = (a + b)*> — b?
1. On ordonne suivant le parameétre z;

q(z) = 27 + 2zy20 +225 + 5x§ — 4xoms
\W—/

termes en 7

2. On écrit les termes en x; comme le début d’'un carré

q(z) = (z1+ x2)2 — 25 +215 + 5r3 — dwams
term;sren T

3. On refait le méme travail sur zs

q(x) = (x1 + 22)° + 22 — dzgws +522 = (11 4 22)° + (23 — 223)° — 422 + 5a?
—_———

termes en x2o

4. On continu 'opération jusqu’a la disparition de tout les termes rectangles

q(z) = (x1 + x2)2 + (29 — 2953)2 + x§

3.4.2 Meéthode des dérivées partielles

Cette méthode s’applique lorsque la forme quadratique n’admet aucun terme carré dans son ex-
pression.
Soit £ = R? vu comme un R-espace vectoriel et soit ¢ la forme quadratique définit sur R? par

Vo € R®: q(z) = 5120 + 62103 + 31073
1. On choisit un terme rectangle Kxzpz; avec K # 0. Dans notre cas on prend
DXL
2. On calcul les dérivée partielles d,,¢ et d,,q. Dans notre cas on a

O, q() = Bxo + 623, Opyq(z) = Hx1 + 323
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3. On écrit g sous la forme

1
Vee E: q(z)= Eaku(x)ale(if) + terme correctif
Dans notre cas on a
1 18,
Vee E: q(z)= R (5x9 + 6x3) (bx1 + 373) — 5%
e o2
4. On écrit alors
1 2 1 2
P2 = 7 (01 92)” = 2 (91— ¢2)
pour avoir la forme finale
1 1 .
Ve e E: p(x) = e (o1 4 02)° — e (1 — @2)* + terme correctif
Dans notre cas on aura
Vo e E: o(z) 1(5 + 59 + 923)° 1(5 5y — 3x3) 18 2
x :p(r) = = (5z x x3)” — — (bry — bwe — 3x3)" — —=x
2 20 1 2 3 20 1 2 3 5 3

Remarque 11 Si dans le terme correctif on a un terme rectangle on refait les mémes étapes au
nweay de ce terme. St on a un mélange de termes carrés et de termes rectangles on utilise la
méthode de gauss au niveau de ce terme.

3.5 Classification des formes quadratiques

Théoréme 10 (Sylvester) Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n et q une forme
quadratique sur E. Alors il existe une base e; de E telle que

n
r = E LK€
k=1

et

q(x) = in - Z z? (3.5.1)

k=p+1

c’est-a-dire

M., (q) =
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tel que
r= 19(q)

et p un entier qui ne dépend que de la forme de q et non de la base.
Remarque 12 Pour déterminer la réduction de Sylvester on applique la réduction de Gauss.

Définition 41 (Signature d’une forme quadratique) Soit E un R-espace vectoriel de dimen-
sion finte n et q une forme quadratique sur E telle que la réduction de Sylvester est donnée par
Uéquation 3.5.1. On appelle la signature de la forme q et on la note sign(q) le couple (p,r — p).

Lemme 2 Soit q une forme quadratique sur un R espace vectoriel E de dimension finie n. Alors
on a les assertions suivantes :

1. q est définie positive si et seulement si
sign ¢ = (n,0)
2. q est non dégénérée si et seulement si
sign q = (p,n —p)

Théoréme 11 Soit q une forme quadratique sur un R espace vectoriel E de dimension finie n et
B une base de E, ce qui donne que

n
g(x) =) aywi;
ij=1

tel que

est le vecteur composante du vecteur x dans la base B.
Lorsqu’on fait la réduction sous la forme de Sylvester n obtient

p r
glo) =Y ol = > ]
k=1

k=p+1

tel que ), sont une expression linéaire des x; ce qui donne que pour une certaine matrice A, on a

Alors X' c’est les composantes du vecteur x dans une nouvelle base de E qu’on la note B'. P = A™1
est la matrice de passage de B a B’ avec B’ est une base orthogonale.
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3.6 Exercices corrigés

Exercice 1 Soit R® vu comme un R-espace vectoriel et soit 'application b de R? x R® dans
R définie par

VU, Ve Rg . b(U, V) = 2U11}1 + 4U11)2 + 4U2’Ul — Uy + 3’&31)3

1. Montrer que b est une forme bilinéaire symétrique et écrire sa matrice associée dans la
base canonique.

2. Déterminer la matrice associée a b dans la nouvelle base

1 0 1
B = 1, (1], o
0 0 1

3. déterminer le noyau de b en utilisant deux méthodes.
4. Ecrire la forme quadratique ¢ associée a b.

5. Déterminer la forme réduite de Sylvester, une base correspondante, la signature, le
caractére d’étre définie positive et le caractére d’étre dégénérée..

Solution
Soit R? vu comme un R-espace vectoriel et soit ’application b de R? x R3 dans R définie par

YU,V € R? : (U, V) = 2uyv; + 4uivy + 4ugvy — ugvs + 3usvs

1. Montrer que b est une forme bilinéaire symétrique et écrire sa matrice associée dans la base
canonique.
Montrons que b est linéaire par rapport a u ensuite par rapport a v :

VU.U'.V € R3 Vo, BER :
b(aU + pU', V) = 2(auy + Buy)vy + 4(auy + Buy)vs + 4(aus + Buy)vy
—(aug + Buy)va + 3(auz + Buz)vs
=ab(U,V) + pb(U",V)
VU, V,V' ¢ R®,Va,B€R :
b(U,aV + BV') = 2uy(avy + Boy) + 4ug(awvs + Bus) + dus(awy + Suy)
—ug (g + Bvy) + us(avs + [uf)

— ab(U, V) + 8b(U, V")

Alors b est une forme bilinéaire.
De plus, on a
b(U,V) =0b(V,U)
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Donc elle est symétrique.
La matrice associée a b est

2 4 0
Mgb)=| 4 -1 0
0 0 3
2. Déterminer la matrice associée & b dans la nouvelle base
1 0 1
B = 11,11}, 0
0 0 1
On a
1 0 1
P=|110
0 01
Alors
My (b) = P*Mp(b)P
9 3 6
= 3 —1 4
6 4 5

3. déterminer le noyau de b en utilisant deux méthodes.
lére méthode :

b(U,V) =0 <= (2uy + dug)v;y + (dug — ug)ve + 3uzvy =0

2U1 -+ 4U2 =0
— du; —ugs =0
3U3 =0
u; € R
- Uy = 4duy
Uz = 0
Alors
1
N@) = | 4
0
2éme méthode :
2 4 0 U1 0
MB(b)V:O<:> 4 -1 0 V2 = 0
0 0 3 U3 0

4. Ecrire la forme quadratique ¢ associée a b.

5. Déterminer la forme réduite de Sylvester, une base correspondante, la signature, le caractere
d’étre définie positive et le caractére d’étre dégénérée.
Utilisons la méthode de Gauss pour trouver la forme réduite de Sylvester :

Zuf + 8u1u2 = (\/§U1 + 2\/§U2)2 - 8U§
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Alors
q(U) = (V2uy + 2v/2u3)? — u? + 3u?
= (\/§U1 + 2\/§U2)2 - (3U2)2 + (\/§U3>2
(. ~ 7 | S—— N, e’
ul uy A
Donc
V2 2v2 0
A = 0 3 0
0 0 3

Base correspondante :

1
Ul = 3ug
uly = V3us =0
( ]' / 2 /
2 3
v
- Uy = —Uy
31
Uz = %ug =0
Alors
L 0 O
V2
2 1
1
0 0 —

La signature de ¢ :
sign(q) = (2,1)

Alors g n’est pas définie positive et elle est non dégénérée.

Exercice 2 Soit lapplication suivante définie sur R® vu comme étant un R-espace vectoriel
q(X) = 227 + 23 + 225 + 22125 + 22973 + 2237,

1. Montrer qu’elle représente une forme quadratique sur R3.
2. déterminer la matrice et la forme polaire correspondante dans la base canonique.

3. Déterminer la forme réduite de Sylvester, une base correspondante, la signature, le
caractére d’étre définie positive et le caractére d’étre dégénérée.
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Solution

1. Montrer que q représente une forme quadratique.

q(X) = 233% + 93% + 233?, + 22129 + 2x923 + 22321

Soit
SOY) = Sla(X+Y) —a(X) —q(¥)]
= % [4x1y1 + 2x0ys + 423Ys + 2x1Yy2 + 2y122 + 2T2ys + 2yox3 + 2x3y1 + 2y324]
S(X,X) = % [41’% + 222 + 4x§ +4z179 + 42973 + 4x3x1}

= 2xf + x% + 2x§ + 22179 + 22973 + 22371
= q(X)
Alors ¢ est une forme quadratique.

2. La forme polaire de ¢ est la matrice associée a ¢ dans la base canonique de R3.
La forme polaire est

1
S(X,Y) = 5 [421y1 + 2292 + 413ys + 2212 + 2172 + 270y3 + 2y2w3 + 213Y1 + 2y371]
La matrice associée a q est :
11
11
11 2

3. Déterminer la forme réduite de Sylvester, une base correspondante, la signature, le caractere
d’étre définie positive et le caractére d’étre dégénérée.
Utilisons la méthode de Gauss pour trouver la forme réduite de Sylvester :

A:

222 + 2x 2 =2 E E 2—12—12—
1 1To + 2T3%1 = T1+ -T2+ T3 5 T3 — Tal3

2 2 2 2
Alors )
1 1 1 3
Q(X) =2 («Tl + §ZL’2 + 5%3) + 51‘% + §ZL’§ + Tox3
Maintenant ,
1 3 1 V2 1
§$§ + §$§ + Tax3 = (E@ + 7$3> - ixg
Alors ,
1 1 ]2 1 V2 1 12
X) = [vV2 - bl - ye I
q(X) {\/_(551 + 2352 + 2353)} + [ﬁxz + 5 {E3] [\/5353]
~ N~ - Na ~ , W—/
Donc

A = 0
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Base correspondante :

Alors

La signature de ¢ est :

Alors
g n’est pas définie positive .
q est non dégénérée.

(

o = /3, V2 V2

T 5T+ T3

o
1 2
$/2 E$2 + TIg
1
Ty = —=x3

74

q(z,y,2) = (x —y)* + (y—2)> — (z — x)

Exercice 3 Dans R3, on consideére la forme quadratique

2

1. Cette forme est-elle obtenue par la méthode de Gauss ?

2. Dans le cas contraire, réduire la forme quadratique q avec la méthode de Gauss.

Solution

1. Les trois formes linéaires [;, Iy, l3 : R — R, tels que :

hz,y,2) =z —vy, br,y,2)=y—2z etl(r,y,2)=2—=x

ne sont pas linéairement indépendantes. En effet elles satisfont la combinaison linéaire non

triviale suivante

ll+lg+l3:0

Cette forme ne saurait étre donnée par la méthode de Gauss qui réduit les formes quadra-
tiques car celle ci implique des formes linéaires libre.
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2. On commence par développer la forme quadratique ¢, on obtient
q(z,y, 2) = 2y° — 2zy + 202 — 2y

Appliquons la méthode de Gauss qui consiste toujours & commencer par les termes carrées.
On prend

1 1\ 1
yQ—xy—yZZ(y—f—EZ) -5 (@+2)

On remplace dans ¢, on obtient

( ) =2 ——1 ——1 2——1( +)2—|—2
T, Y, 2 T z T+ 2z Tz
qa\z,y, Y 5 5 5

[\

I\

Il
[\
N\
N
|
N —
8
|
N —= N~ D=
I
N~ N
no
|
N = N —= DN =

(:U2 + 2xz + 22) + 22z

|
(\]
VRS
Ny
|
N | —
&
|

1
2 2
T+ xz 22

)
—~
8
|
I
~—
[\

I
[\
RN
<
|
N | —
&
|
N

Exercice 4
VP, Q € Ro[X], ¢(P, Q) = P(1)Q(-1) + P(-1)Q(1)

1. Montrer que ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur Ry[X] et déterminer sa matrice
associée dans la base canonique.

2. Déterminer la forme quadratique q associée.
3. Déterminer la forme réduite de Sylvester et une base correspondante.

4. Donner la signature de q, le caractere d’étre définie positive et le caractere d’étre dégé-

nerée.
Solution
VP,Q € Ry[X], ¢(P,Q) = P(1)Q(—1) + P(-1)Q(1)
1. On pose
P(z) = ap + a1z + ap?
et
Q(x) = by + byx + by
On a alors

o(P,Q) =P(1)Q(—1)+P(—1)Q(1) = (ap+a1+az)(bo— b1 +b2) + (ap — a1 +az2)(bo+ b1 +b2)

= 2&0[)0 + 2@0()2 — 2&1[)1 —+ 2(12[)0 -+ 2&2[)2
De plus

$(Q. P) = Q(1)P(=1)+Q(=1)P(1) = (bo+b1 +b2)(ao — a1+ az) + (bo — b1 +b2) (a0 + a1+ az)
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= 2&0[)0 -+ Q(I,Qbo — 2(1,1b1 + 2&062 + 2&21)2

Alors b est une forme bilinéaire symétrique sur Ry[X].
La matrice associée a b dans la base canonique est donnée par

2 0 2
2 0 2

2. Déterminer la forme quadratique g associée.
Puisque ¢ est une forme bilinéaire symétrique alors

q(P) = ¢(P, P) = 2aj + 4agas — 2a; + 2a;

3. La forme réduite de Sylvester et une base correspondante.
Puisque la forme quadratique ¢ contient des carrés alors on utilise la méthode de Gauss.

q(P) = 2aj + 4agas — 2a5 + 2a3
2a2 + 4agay = (V2ag + V2a,)? — 2a?
on remplace dans ¢, on obtient
4(P) = (V2a0 + V2a1)* — 4af + 243

alors

q(P) = (V2ag + V2a1)* — (2a1)” + (V2a2)”

Donc

V2 V2 0
0 0

Al = 2
0 0 V2

La base correspondante

q(P) = \(\@GO + \/§a1)2/— (2a1)* + (V2a,)”

xl $2 Z’d
on
( 1 / 1 /
r) = V21 4+ V229 i/i 2
Ty = 229 = 1y = 51’/2
zhy = /2y 1,
T3 = —=2
LR
Alors
L 0 0
i
P=| —= = 0
2 2 ]
0 0 —

La signature de ¢ :
sign(q) = (2,1)
Alors g n’est pas définie positive. . Elle est non dégénérée.
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Exercice 5 On définit la fonction suivante sur Ro[X] a valeur dans R

VP € Ry[X] 3], q(P) = /1 P(X)P?(X)dX

1

1. Montrer que q est une forme quadratique q associée.
2. Déterminer la forme réduite de Sylvester.

3. Donner la signature de q, le caractére d’étre définie positive et le caractére d’étre dégé-
nérée.

Solution
1. Soient P;, P, € Ry[X],avec

Py(7) = ag + a17 + ax2®, et Py = by + byx + b2

S(Pr, P) == [q(Pr+ ) — q(P1) — q(P)]

N | —

1

1 1
— 5 {/ (ao + a1x + a2;p2) (252) dx +/ (bo + b+ b21’2) (2a2) de
-1

-1

1 4 4

= § [4a0b2 + gagbz + 4&2()0 + §a252:|
4

= 2&0[)2 + §a2b2 -+ 2G2b0

Alors 4
q(P) = S(P, P) = 4agas + gag

Donc ¢ est une forme quadratique.

2. Utilisant la réduction de Gauss pour déterminer la forme réduite de Sylvester. On a

4, 4 3\’
q(P) = 4agas + ga% =3 (ag + §a0) — 3a?

_ [% (aQ + gao)r — [\/ﬁaor

3. D’apres la forme réduite de ¢, on a

sign(q) = (1,1)

Alors ¢ n’est pas définie positive et elle est dégénérée.
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Exercice 6 Soit l'application suivante définie sur R® vu comme étant un R-espace vectoriel
q(X) = 41’1]32 + 5131[E3 + Tox3

1. Montrer qu’elles représentent des formes quadratiques sur R3.

2. déterminer la matrice et la forme polaire correspondante a chaque forme quadratique
dans la base canonique.

3. Déterminer la forme réduite de Sylvester, une base correspondante, la signature, le
caractére d’étre définie positive et le caractére d’étre dégénérée.

Solution

1. Montrons que ¢ représente une forme quadratique.

q(X) = 41‘11’2 + 5$1$3 + Tox3

Soit
SOLY) = Sa(X V)~ g(X) —q(¥)
= % [421ys + 4Toys + 5T1Y3 + Tays + Y3T3]
S(X,X) = % [Ax1x9 + 42129 + D123 + HT123 + ToX3)

= 4dxi1x9 + dx123 + 20073
= q(X)

Alors ¢ est une forme quadratique.

2. La forme polaire de ¢ est la matrice associée & ¢ dans la base canonique de R3.
La forme polaire est

1
S(X,)Y) = 2 [4x1ye + 4x2y1 + 5T1Y3 + TaYo + Y3x3)

La matrice associée a q est :

02 2
A=120 1
0 0 &

2
Déterminer la forme réduite de Sylvester, une base correspondante, la signature, le caractére
d’étre définie positive et le caractére d’étre dégénérée.

Utilisons la méthode des dérivées partielles pour trouver la forme réduite de Sylvester :
On choisit le terme 4z;25. On a

O, q(z) = 429 + b3, Opq(x) = 4xy + 23

3. On écrit ¢ sous la forme

1
Vee E: q(z)= Eaqu(x)ﬁxlq(:c) + terme correctif
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Dans notre cas on a

4 2

1 5
Ve e E: q(x) =~ (4vy + 5x3) (421 + 13) —ng

P1 ®2

4. On écrit alors ]

(o1 + ©2)° — 1 (o1 - ©2)°

B |

P12 =

pour avoir la forme finale

1 1 b}
Ve el : %0(56) = E (4371 + 4xo + 6&33)2 - E (—4371 + 4x9 + 4%3)2 — Z.ﬁlj‘g

(X)) = 1 (41 + 4z + 6x3)] T [1 (— 4y + 4y + 4963)2} > [ﬁxgl 2

4 4 2
7 Ty o
Donc 3
1 1 =
2
A = -1 1 1
V5
0 0 —
2
Base correspondante :
33/1 :331+£E2+§333
13/2 = —I1+$2+I3
Th = éx
L 73 9 3
( 1 / 1 ! + 2 /
T = —x" — =x —x
1, 1, 5
> To = §.T1 + 51’2 7.’133
2 /
T3 = —&
UV A
Alors
1 1 2
2 2 5
p_ B 5
- 2 2 V5
2
0 0

79



CHAPITRE 3. FORMES BILINEAIRES-FORMES QUADRATIQUES 80

La signature de q est :
sign(q) = (1,2)
Alors
g n’est ni définie positive ni définie négative .
q est non dégénérée.

Exercice 7 1. Déterminer les vecteurs isotropes des formes quadratiques ¢ : R — R
sutvantes :
qi(x) = 23 + 323 — 83 — 4z 179 + 27173 — 102273

@(7) = 27 — 205 — 223 + 27179 + 27173

2. Vérifier que N (q) C Z(q).

Solution

1. Ecrivons ¢; en somme des carrées en utilisant la réduction de Gauss, on obtient
() = (x1 — 229 + 23)° — (22 — 323)°
Alors Z(q) est la réunion des deux plans :
T2 X1 — 2%9 + T3 = X9 + 373
et
Ty 1 1 — 209 + x3 = — (29 + 3x3)

c’est-a-dire :
1 Z$1—3.CC2—2$3:O

et
Mo 1 X1 — Xg + 423 =0

Ecrivons ensuite ¢» en somme des carrées en utilisant la réduction de Gauss, on obtient
2 2 2
@) = (1 + 29 + x3)" + (22 — x3)" — 45

On a

x% = [(xl + 29 + x3)2 + (29 — ZL‘3)2]

A~ =

1
= T3 = :EZ\/(.%l + X9 + 1'3)2 -+ (.TQ — 1'3)2

Donc Z(g2) est le cone défini par

1
T3 = :EZ\/(LLj + X9 + LL’3)2 + (LUQ — 1’3)2
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2. Calculons maintenant le noyaux de ¢; :

ZE1—2I2+ZL’3:0 N ZL’1:—7ZE3
To + 3!173 =0 To = —3I3

-7
N(Ql):< -3 >
-1

Si on remplace N (¢) dans 7 et 72, on trouve que N (q1) C Z(q1).
Calculons maintenant le noyaux de ¢ :

Alors

131+ZL’2+133:0 r1 =0
To—x3 =0 = To =0
2$3:0 1'3:0

Alors N(g2) = {0} C Z(qo)

81

Pour tout P et Q € R,[X], on pose :

b(P,Q) = /0 tP(t)Q'(t)dt

un vecteur isotrope non nul.

3. Calculer la matrice de q dans la base

B,={1,X,X* -, X"}

4. Pour n =2, déterminer la signature de q. la forme q est-elle positive ?

Exercice 8 Soit R,[X] 'espace des polynomes réels de degré inférieur ou égal a n (n > 1).

1. Montrer que b est une forme bilinéaire. Est-elle symétrique ¢ Est-elle anti-symétrique ¢

2. Montrer que q est une forme quadratique. Est-elle définie ¢ Si ce n’est pas le cas, trouver

Solution

1. Montrons que b est une forme bilinéaire.
Pour tout Py, P, @ € R, [X] et tout & € R, on a

b(P + aPy, Q) = /1 t(Py(t) + aPs(t)) Q'(t)dt

1
:/tpl dt+/OZP2
0 0

:b(Pl, )+()éb<P2, )
Pour tout Q1,Qq, P € R, [X] et tout a € R, on a

b(P, Q1+ aQs) = /0 CLP() (Or 4+ aQu(t)) di
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:/Qmm%@ﬁ+/ﬁmm@wmt
— )(P,Q1) + ab(P,Qy)

et donc b est une forme bilinéaire.
Remarquons que

! 1
b(1, X) :/ tdt = =
0 2
et
1
b(X,l):/ 2 x 0dt = 0
0
Alors b n’est ni symétrique ni antisymétrique.

2. Montrons que ¢ est une forme quadratique.

S(P, Py) = % (P + Bs) — q(Py) — q(P)]

/1 t(Pi(t) + Po(t)) (P + By)'(t)dt

N | —
Dol

—Aﬂa@ﬂmﬁ—lzg@g@@

| —

:D{Alawﬂwﬁ+éﬁg@g@ﬁ}

sgwn:/ﬂpwpwﬁ

=b(P, P)

Alors ¢ est une forme quadratique.
D’autre part :

q(l):b(l,l):/oltdetzo

donc 1 est un vecteur isotrope et ¢ n’est pas définie.

3. Calculons la matrice associée & q dans la bas canonique.
Soit la forme polaire de ¢, pour tout P, @ € R, [X]

S(P.Q) = 3 B(P.Q) + H(Q. P)

Donc la matrice associée a ¢ dans la base B,, est la matrice M,, = (m;;)1<; j<n+1. Donc

1 LI Lo
mij =5 [(j — 1)/0 2 dqt + (i — 1)/0 t’“th]

1[ j—1 i—1
=< | + —
2(v+7—-1 145-1
42
20+ —1)

Finalement
B 145 —2

2(i+7—1) 1<i,j<n+1
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4. Pour n = 2, déterminons la signature de q.
La matrice de ¢ dans la base B, est

A

| =

| —
olw Wl
(G20 \) | w W =

On pose P(z) = a + bx + cx?
et donc

1 2 1 2 3
q(P) = gb + 502 + §ab + zac + Zbc

Utilisant la réduction de Gauss.

16 64 16 3 5)

1
3
1 3.9\ 3 27, 9 2 2
:§(b+—a+—c> ——a®— = - Zac+ Zac+ =
2
1 9 5 7 2 3,
3

b+3a+ —cC a
4 8 48 320 16

(3,9 >3 5 2+ 2 5 T,
- a c|l ——|a——c ——C" — —¢C
E 48 16 18 1728~ 320

(et - R (o )] - e

_a__ —_ —

/N
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De cette expression, ¢ est de signature (1,2) et non dégénérée. De plus, g n’est ni positive

ni négative.

Exercice 9 Soit l’application

¢ Ro[X] x Ry[X] — R
(P, Q) — P(0)Q(0) + P()Q(1) + P(2)Q(2)

1. Montrer que lapplication ¢ est une forme bilinéaire symétrique, définie positive.

2. Déterminer la matrice associée a ¢ dans la base canonique
B={1X X%}

3. Trouver une base orthonormée pour ¢.
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Solution

1. Montrons que ¢ est une forme bilinéaire.
vpl; P27 Q € RQ[XLVO[?ﬁ S R?

p(aPr + BP,, Q) = (aP1(0) + BP(0)) Q(0) + (a1 (1) + BP(1)) Q(1)

+ (aP1(2) + B(2) Q(2)
= aP(0)Q(0) + a1 (1)Q(1) + aP1(2)Q(2)
+aP3(0)Q(0) + a2 (1)Q(1) + al2(2)Q(2)
= ag(P1, Q) + Bo(F2, Q)
VQ1,Qa, P € Ry[X], Vv, B € R,

(P, aQ: + fQ2) = P(0) (aQ1(0) + BQ2(0)) + P(1) (aQ:(1) + BQ2(1))

+P(2) (aQ1(2) + 5Q2(2))
= aP(0)Q1(0) + aP(1)Q1(1) + aP(2)Q1(2)
+aP(0)Q2(0) + aP(1)Q2(1) + aP(2)Q2(2)
= ag(P, Q1) + Bo(P, Q)

Alors ¢ est une forme bilinéaire.
Symeétrie :
P(Q, P) = Q(0)P(0) + Q(1)P(1) + Q(2)P(2)
= P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(2)Q(2)

Alors ¢ est symétrique.
Positive : VP € Ry[X], on a

¢(P, P) = P(0)>+ P(1)* + P(2)*> 0

Alors ¢ est positive.
Définie : Soit P € Ry[X] un polynome vérifiant

¢(P,P)=P(0)>+ P(1)*+ P(2)*=0

Ce qui implique que P(0) = P(1) = p(2) = 0. Donc P est un polynéme de degré inférieur
ou égal a 2 avec 3 racines. la seule possiblité est que le polynoéme est le polynéme nul P = 0.

|

2. La matrice associée dans la base canonique est

MB(¢) = (

Tt W W
© ot W
—_

o © Ot
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3. Trouvons une base orthonormée pour ¢.
Comme les valeurs 0,1 et 2 jouent un réle dans la forme bilinéaire, nous allons considérer
les polynomes suivants, formés de produits de X, X — 1 etX — 2 :

{X(X -1),X(X=-2),(X-1)(X-2)}
On vérifie facilement que ces trois polynémes sont orthogonaux deux-a-deux :
P(X(X—-1),X(X-2)=0
XX —1),(X -1)(X =2)) =0

PX(X =2),(X -1)(X =-2))=0

D’aprés la proposition 12, on sait que cette famille est libre, ¢’est donc une base orthogo-
nale. Il suffit de normaliser ses vecteurs pour obtenir une base orthonormée. Les normes
respectives sont :

XX~ 1) = VOX(X — 1, X(X — 1)) = V=2

IX(X =2) = Vo (X(X -2),X(X -2)) =V1=1
I(X = DX =2) = Vo (X — 1)(X =2),(X ~ 1)(X —2)) = V=2

Au final, la famille

1 1
{éx(x -1),X(X —2), §(X — (X — 2)}

est une base orthonormée de Ro[X].



Chapitre 4

Les espaces pré-hilbertiens

Dans ce chapitre, oit on va définir une notion générale d’un produit scalaire sur un espace
vectoriel, une définition de la norme avec quelques propriétés, la notion d’orthogonalité et au final
la projection orthogonale qui permet de résoudre le probleme de de la plus courte distance d'un
point & une droite, d’'un point & un plan, ou plus généralement d’un point & un sous espace affine
d’un espace euclidien.

4.1 Produit scalaire

Définition 42 Soit E un espace vectoriel réel. On appelle produit scalaire sur E une application
(,): ExXFE—R quiest:

— Bilinéaire.

— Symétrique.

— Définie positive.
On appelle un espace pré-hilbertien réel, un couple (E,(.,.)) d’un R espace vectoriel E et d’un
produit scalaire ., .).
Un espace vectoriel réel de dimension finie, muni d’un produit scalaire est dit espace euclidien.

Exemple 31 — Sur R", (x,y) = > p_1 Tkl

— Sur£([a,b]),(f.g) = [, F(£)g(t)dt.
— SU’/’ Mn,l(R>; Si X = (xi)lgign et Y = (yi)lgign
(X)Y)=XTY =>"" | zy; (produit scalaire canonique).

Théoréme 12 (Inégalité de Cauchy-Schwartz)
Soit (E,(.,.)) un espace pré-hilbertien réel. Alors

Va,y € E, (z,y)" < (z,2) (y,9)
On a l’égalité si et seulement si x ety sont liés.

Théoréme 13 (Inégalité de Minkowski)
Soit (E,(.,.)) un espace pré-hilbertien réel. Alors

Yo,y € E.\/(x+y.2+y) < V{z2) + (Y1)

rz=20

Vict+yz+y) =v(r,z)+{yy) &V

JaoeR:y=ax

86
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Exemple 32 Avec les produits scalaires précédemment décrits, l'inégalité de Cauchy Schwartz
donne :

(b)) g < () )" (1) g eyat)”
Vo, € RS el < (D23 (D )

Définition 43 (Norme)

On appelle une norme sur un R espace vectoriel, toute application de E dans Rt notée ||.|| définie
par

NI

|z =0=2=0
Vo,y € E,VAeR: ¢ |[Az|| = [A][|z]]
|z +yll < Iz + [y

Proposition 13 (Norme euclidienne-écart angulaire entre deur vecteurs)
— Soit (E,(.,.)) un espace pré-hilbertien réel. Alors l'application définie par
Yo,y € B ] = v (z, )

représente une norme sur E appelée norme associée au produit scalaire (.,.) ou encore une
norme euclidienne.

— On appelle écart angulaire entre deuzr vecteurs non nuls x et y de E, l'unique scalaire
0 € [0, 7| défini par :
arccos (x, y)
[ [y
D’apres 'inégalité de Cauchy Schwartz, —1 < cos < 1 et donc l'angle 6 existe toujours.
Observons que x et y sont orthogonaux si et seulement si ils sont perpendiculaires c’est-a-
dire 0 = g De plus on a :

9:

1. Identité de polarisation :

1 2 2 2
o,y € B, (@,9) = 5 (le +yl” = [l = llyll")
1 2 2 2
=5 (l=l” = lyll” = ll= = wII")
1 2 2
= 7 (lz+yl” = ll= = yI")

2. Egalité du parallélogramme

2 2 2 2
Vr,y € E:lz+yll” — = =yl =2 (||« = llyll)

Cette égalité se traduit géométriquement par le fait que dans le parallélogramme de
sommets 0, x, y et x +vy, la somme des carrées des diagonales est égale a la somme des
carrées des 4 cotés. (voir figure 4.1)
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FIGURE 4.1 - Egalité du parallélogramme
3. Egalité de la médiane :

Ve,ye E:

2
:E+y . 1 2 2 ]_ 2
2= 5 el )+ o=

. . T+ . . )
qui fournit la longueur H Y de la médiane issue de 0, en fonction des longueurs des

3 cotés du triangle de sommets 0, x et y. (voir figure 4.2).

FIGURE 4.2 — Egalité de la médiane

Définition 44 (Distance)
Soit E un R-espace vectoriel on appelle une distance sur E toute application d de E X E dans R
qui vérifie

1. Vx,y,z € E,d(z,y) =0 &z =y.

2. Vr,y,z € E,d(z,y) < d(z,2) +d(y, 2).

3. d(z,y) = d(y, z).

Théoréeme 14 Soit (E,(.,.)) un espace pré-hilbertien réel et ||.|| la norme associée a ce produit
scalaire. Alors application d définie par

Va,y € E d(z,y) = ||z — v,

est une distance sur B appelé distance associée au produit scalaire (.,.).
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4.2 Orthogonalité

4.2.1 Procédé d’orthogonalité de Gram-Schmidt

Soit (E,(.,.)) un espace pré-hilbertien réel et soit B = {ey,...,e,} une famille libre de E. On
veut construire une famille orthogonale {vy,...,v,} de E a partir de la famille B.
1. Orthogonalisation :

( U1 = €1
Vg = €9 + )\17)1, <Ul,1}2> =0
Vg = €3 + [1U1 + a2, <U3,U1> =0, <U3,02> =0

\ Up=€n+ 30l agur, YE={1,..n—1,}, (v,0) =0

( V1 =€

v = e + Zf;ll eV, Yk ={2,...n,}

=
avec A\ j = —<Uj’€k>, VE={2,...n,}, Vj={1,...k—1,}
( {vj,05)
Alors {vq,...,v,} est une famille orthogonale de E.

2. Normalisation :
U1 (%

[l 17 flonll

En normalisant les vecteurs v;, on obtient { } une famille orthonormée de

E.
Exemple 33 Considérons la base suivante de l’espace euclidien R?
{Ul = (1a 17 1)7U2 = (07 17 1)a U3 = (O; 07 1)}

utilisons le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt pour transformer {v;}en une base ortho-
normée {u;} Normalisons d’abord v;. Posons :

b _(1’1’1>_<LLL)
el VB VBRIV

Normalisons wsy et calculons us

—_
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Normalisons wq et calculons us

g = 2 = (0, ——=, —=
[ 2’ V2

et donc la base orthonormée de R® est

1 1 1 1 1
U=\ —7= —F7= =] U b R
- () - () = -7 7))
Proposition 14 Soit (E,(.,.)) un espace pré-hilbertien réel. Alors toute famille de cardinal fini
orthogonale de E qui ne contient pas le vecteur nul est libre.

Théoréme 15 (Théoréme de Pythagore)
Soit (E,(.,.)) un espace pré-hilbertien réel et (z1,...,x,) une famille orthogonale de E. Alors

2 n
2
=l
k=1

Définition 45 (Orthogonalité)
Soit b une forme bilinéaire symétrique sur un K-espace vectoriel E, x,y deux vecteurs de E et F
un sous ensemble non vide de E. Alors

1. On dit que les deux vecteurs x ety sont orthogonaux si
b(z,y) =0
2. On appelle l'orthogonal de F et on le note F- le sous ensemble de E définit par
Fr={yecE/NVz € F:b(z,y) =0}

Proposition 15 (Somme directe orthogonale)
Soit (E,(.,.)) un espace pré-hilbertien réel et {Fy},_, , une famille de sous espaces de E deuz a
deuz orthogonauz. Alors cette somme est directe.

Exemple 34 Soit w 'axe de z dans R3, c¢’est-a-dire
w={(0,0,¢),c € R}
alors w est le plan xy, c’est-a-dire
w* = {(a,b,0),a,b € R}
Donc R? = w @ wt

Définition 46 (Famille orthonormée)
Une famille F = (uy,...,ux) est orthonormée si tous ses vecteurs sont orthogonaux deuz & deuz
de norme 1, c’est-a-dire :

(wi,uj), pouri#j et ||lwl =1, pourl <i<k

Définition 47 (Base orthonormée)
Une famille est une base orthonormée s’il s’agit d’une famille orthonormée formant une base.
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W

"Il'L /

/

X

FIGURE 4.3 — Somme directe
4.3 Projection orthogonale

4.3.1 Projection orthogonale sur un sous espace vectoriel de dimension
quelconque

Définition 48 (Projection)

Soit E un K espace vectoriel et Fy, Ey deux sous espaces vectoriels supplémentaires dans E. Pour
tout x € E, il existe un unique (x1,x9) € Fy X Fy tel que x = x1 + xo. On appelle x1 la projection
de x sur Ey dirigée par E5 et on la note par P et donc

T = P(.CU)

Proposition 16 Soient E un K espace vectoriel, ', Ey deux sous espaces vectoriels supplémen-
taires dans E et P la projection sur Ey dirigée par Esy. Alors

P € End(E), ImP = E,, kerP=F;, PoP="7P
Proposition 17 Soit P € End(E) vérifie PoP =P, on a alors
kerP & ImP =FE
ou P est la projection sur ImP dirigée par kerP.

Définition 49 Un endomorphisme P de E est appelé projecteur si P o P = P. Cette projection
se fait sur l'image de P dirigée par son noyau.

Définition 50 (Projection orthogonale)

Soient (E,(.,)) un espace pré-hilbertien réel et P une projection de E. Vu la définition 44, P est
la projection sur ImP dirigée par kerP. Alors on dit que cette projection est orthogonale si ImP
est orthogonale a kerP.

Proposition 18 Soit (E,(.,.)) un espace pré-hilbertien réel. Alors P est une projection orthogo-
nale si et seulement si

PoP=PVNe,yc E: (Px),y) = (x,Py))
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Proposition 19 Soient (E,(.,.)) un espace pré-hilbertien réel et F' un sous espace vectoriel de
dimension quelconque. Alors l’endomorphisme P de E représente une projection orthogonale sur

F st et seulement st
Vo€ E:P(x)e F, v —P(x) € F*

Proposition 20 Soient (E, (.,.)) un espace pré-hilbertien réel et F' un sous espace vectoriel de E
supplémentaire avec son orthogonale et soit d la distance associée au produit scalaire (.,.). Alors
pour tout x dans E, 3y dans F' tel que

d(z,y) = inf d(z, 2)
De plus y correspond a la projection orthogonale de x sur F'.

Théoréme 16 (Supplémentaire orthogonaux)
Soient (E,(.,.)) un espace pré-hilbertien réel et F' un sous espace vectoriel de E de dimension
finie. Alors

E=F@F*

On dit que F* est le supplémentaire orthogonale de F.

4.3.2 Projection orthogonale sur un sous espace vectoriel de dimension
finie

Soient (£, (.,)) un espace pré-hilbertien réel et F' un sous espace vectoriel de E' de dimension n.

Proposition 21 — Soit v € B, qui s’écrit uniquement x + vy dans la somme directe F @ F*.

Alors y s’appelle le projeté orthogonale de x sur F et est noté pat Pr(z).
— si (eq,...,e,) est une base orthonormée de F, alors

n

Pr(z) = Z (x,€;) e

i=1
Théoréme 17 Pour toutxz € E et f € F, on a
|z = fll = |l = Pr(2)]|

avec égalité si et seulement si f = Pp(x).
La quantité

d(z, F) = [l — Pe(z)| = inf [l — f]]

s’appelle la distance de x a F, et par le théoréme de Pythagore, on a

(e, F) =/ lall* = | Pe(o)
Exemple 35 Dans l'espace euclidien (R3,(.,.)), on considére le plan horizontal
P ={(z,y,0) e R*,z,y € R}
engendré par les deux axes Ox et Oy. Son sous espace orthogonal est la droite verticale

Pt ={(0,0,z) eR*’,z e R} = Oz
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La projection orthogonale sur le plan P est donc la projection sur P parallélement a la droite
verticale

{ Ppr: R = P

(2,9, 2) = (z,y,0)
Cette projection admet pour base orthonormée les deux premiers vecteurs de la base canonique
{u; = (1,0,0),us = (0,1,0)}, avec ces deux vecteurs. la formule donnée par la proposition 21 est
bien la formule de la projection orthogonale sur le plan P.

Pp. ((Ivyv Z)) = <(.T,y,Z), (17070)> (17070) + <(Jf,y, Z)? (07 L, 0>> (07 170) = (ZL’,y,O)

4.4 Exercices corrigés

Exercice 1 Soit V' [’espace des polynomes muni du produit scalaire donné par

1
() = [ rorgteras
0
Soit
f@)=t+2etg(t)=1t>—2t—3
1. Caleuler (f,g). Lest fonctions f et g sont elles orthogonales ¢
2. Calculer || f||.

Solution

1.
(f,g) = / (t +2)(t* — 2t — 3)dt

1, 7 I 1(
= |-t —-t?—6t| =——#0
O
Alors f et g ne sont pas orthogonaux.
2.
Il = V{5 f)
1
(f) = [ 22
0
1 !
= {—t?’ + 2t +4t} _ B
3 0o 9
Alors

I = VT = 2
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Exercice 2 Soit E = C"([0,1],R). Pour f,g € E, on pose

o(frg) = / F(6)g (Bt + F(1)g(0) + F(0)g(1)

Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur E.

Solution

L’application ¢ est bien définie sur F x E — R et clairement bilinéaire symétrique (voir les
exercices du chapitre 3).

Soit f e E

o(fof) = / F(#2dt + 2£(1)£(0)

Par I'inégalité de Cauchy Schwartz
1 2 1
(/ f’(t)dt) g/ f(t)%dt
0 0

/0 P2 > (F(1) - £(0))?

et donc

puis

p(f, f) = F(1)* + £(0)* > 0
Au plus, si p(f, f) =0, alors f(0) = f(1) = 0, mais aussi fol f'(t)%dt = 0. La fonction est donc
constante égale & 0. Alors ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie positive et donc elle définit
un produit scalaire su F.

Exercice 3 Soit a un vecteur unitaire d’un espace pré-hilbertien réel E. k un réel et ¢ :
E x E — R Uapplication déterminée par

o(r,y) = (r,y) + k(z,a) (y,a)

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que @ soit un produit scalaire.

Solution

— Montrons que ¢ est une forme bilinéaire symétrique
vwlax%y € E,V@,ﬁ € ]Ra

¢ (a(z1 + 12),y) = (axy + B, y) + k (ax + Bxs, a) (y, a)

= a(x1,y) +ak (v1,a) (y,a) + B (v2,y) + Bk (22,a) (y,a)
= ap(r1,y) + Be(r2,Yy)
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vylay%x S E,VOZ,,B € Rv
o (z,alyr +y2)) = (x,ays + Bys2) + k (z,a) (ays + Bys, a)

= a(z,y1) + ak(z,a) (y1,a) + B(x,y2) + Bk (x,a) (y2, a)
= ap(r,y1) + Bo(r, ya)

De plus, on a
ey, x) = (y,z) + k(y,a) (z,a)

= (z,y) + k(z,0a) (y,a)
= p(z,y)

Alors ¢ est une forme bilinéaire symétrique.
— On a

p(a,2) = |lzl* + & (&, a)*

En particulier
4
p(a,a) = |lall* + k [lal|* = (1 + k)

Pour que la forme bilinéaire symétrique ¢ soit définie positive il est nécessaire que 1+k > 0.
Inversement, supposons que 1+ k > 0, si k£ > 0, alors

@, @) > |||

et donc
Ve € E{O0g},p(z,z) >0

Sike€]—1,0[, k=—aavec a €]0,1] et

pla,x) = |z|* = a (z,a)”
Par I'inégalité de Cauchy Schwartz

(w,a)* < |l||* lal* = ||

donc
2 2 2
p(z,z) > ||z||” = allz||” = (1 — a) [|=|

de sorte que Vx € E\{0g},p(z,x) > 0. Ainsi ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie
positive et donc un produit scalaire.

Exercice 4 1. Pour quelles valeurs de A € R, la forme bilinéaire sur R® définit-elle un
produit scalaire ?.

b(z,y) = z1y1 + 622y2 + 3x3y3 + 2x1Y2 + 2x2y1 + 3Az1y3 + 3Az3Y1

2. On munit Ry[X] du produit scalaire précédent. déterminée une base orthonormée.
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Solution

1. Montrons que b est symétrique définie positive
b(y, ) = y1w1 + 6yawa + ysws + 25122 + 2y2@1 + 3A\y123 + 3Aysa

= T1Y1 + 62323/2 + 3x3y3 + 2:(:1y2 + 21’23/1 + 3)\%13/3 + 3)\1333/1
= b(z,y)
Alors b est symétrique. De plus on

b(x,z) = 2% + 623 + 3x§ + 22129 + 22921 + 3Ax123 + 3AT37,

= m% + 6x§ + 3x§ + dxix9 + 3AT1T3

Pour vérifier si b est définie positive il faut écrire b(z, ) en somme de carrées. Pour cela
utilisons la méthode de Gauss vue dans le chapitre précédent. On obtient

b(w,2) = (x1 + 279 + 3A13)° + 2 (22 — 3Ax3)? + (3 — 27A?) 22

1 1
b(:c,:c)>():>3—27)\2>0:>—§<)\<§

2. Appliquons le procédé de Gram Schmidt a la base canonique 1, z, 22

U1 =1
{ vo =x + A1 avec X tel que (x + \, 1) =0
ILi+Xlp=0o0rly=1et [1 =0,donc A =0 = vy = x.
vy = 2% + A\r + p.1. En imposant (v, v3) = 0, on trouve :
I3+ Mo+ pl; = 0. Comme I3 =0, alors A = 0 = v3 = 22 — 1 et donc

vlzl,vgzxetvgzx2—1

En normalisant, on obtient :

elzl,egzxetegzé(ﬁ—l)

Exercice 5 Soit E = C'([0,1],R) et

1 1
Vi€ Bdfg) = [ fogoir [ 1oy
0 0
Montrer que (.,.) définit un produit scalaire sur E.

2. On pose

V={feE/f(0)=f(1)=0} et W={fcE/festC?etf'=f}

Montrer que V et W sont supplémentaires orthogonauz.
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Solution

1. Montrons que (.,.) est une forme bilinéaire symétrique définie positive.
vf17f279 € E,VOC,B € R

<aﬁ+¢ﬂ¢m:3£<aﬁu>+ﬁﬁu»mwmw34<aﬁa>+ﬁﬁ@»xﬂwm

=a(f1,9)+B(f2,9)
Yagi,92, f € ENa, B € R

Uﬂ%+ﬁ@%=£]ﬁﬂ%ﬂﬂ+ﬁ@@ﬂﬂﬂéfﬁﬂmﬂﬂ+ﬁw®yﬁ

=a(f,q1) +B(f,g2)

Alors (.,.) est une forme bilinéaire. De plus, on a
.0) = [ aswac [ goroa
— [ sgwa+ [ riog
0 0
=(f,9)

Alors (.,.) est symétrique.
Utilisons I'inégalité de Cauchy Schwartz pour montrer que (.,.) est définie positive.

= [ Poas [ o

. (A3f@)2s1ff@fw
) (AvwfsAVw%
Alors

2 2

<ﬁﬂafﬂwﬁ+KTWWz(AU@)+([f@)zo

Donc (.,.) représente un produit scalaire sur E.
2. Soit (f,g) € VxW.On a

M@zlﬂ%%%+éﬂ@ﬂ%ﬁﬂ@ﬂ%=0

et les espaces V' et W sont donc en somme directe.
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Exercice 6 On considére l'espace euclidien R* muni du produit scalaire défini par la forme
bilinéaire suivante :

b(z,y) = x1y1 + 232ys + 4x3ys + 18x4ys + 1y3 + T3y1 + 222ys + 224y + 623y4 + 624Y3
Soit F le sous espace de R* défini par

Ty — Tog+ X3 — 2y
$2-2ZE4:0

Déterminer F*.

Solution
On a
Ft={zeR'/b(z,y) =0,Vy € F'}

C’est-a-dire sous forme matricielle
Fr={XeM,(R)/"XAY =0,VY € F}

n

Soit Y = | 2
Y3
Ya

VeF o Y1 — Yo t+ys—ys =0
Yo —ys =10

TR -1 2
B 2 B 0 2
&Y = \ = 1 el | (A, peR)
" 0 1
Alors
1010 20 — A
020 1 2
TXAY =0WeFe (m 2 25 2)| | o 4 ¢ \ , VA peR
026 18 [

c’est-a-dire :
)\(3%3 + 6$4> + /JJ(?)LEl + 6LU2 + 9%3 + 22564) = O, V)\, n e R
D’ou
FJ_ _ 31’3 + 21‘4 = 0
3551 + 61’2 + 9.CE3 + 22%4 =0
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Exercice 7 Soit 'espace vectoriel £ formé des applications continues f : [—m, 7] — R de
Uintervalle [—m, 7] vers R. On le munit du produit scalaire

{ (,):ilxl—R
(fr9) = (fr9) = " f(t)g(t)dt

Calculer la projection orthogonale de la fonction f(t) = t2

sur le sous espace vectoriel engendré
par {1, cost,sint}.

Solution

Appliquons la formule de la projection orthogonale donnée & la proposition 21. Pour cela il nous
faut d’abord trouver une base orthonormée su sous espace vectoriel F' := vect ({1, cost,sint}).
Montrons que les vecteurs de F' sont orthogonaux deux a deux.

(1,cos(t)) = /7r cos(t)dt = [sin(t)]" =0

—Tr

K

(1, sin(t)) = / sin(t)dt = [~ cos(t)]". = 0

s
—T

(cos(t),sin(t)) = /ﬂ cos(t) sin(t)dt = 0

—Tr

Alors la famille des trois vecteurs est orthogonale. En normalisant, on trouve

B = {@ VT cos(t), VT sin(t)}

o’ o7 T

La projection orthogonale de la fonction ¢? sur F' est donnée par

Pro(t?) = <t2, @> vr + <t2, ﬁcost> ﬁcost + <t2, ﬁsint> ﬁ sint
T T

27 27 T T

1 [" 1 T 1 T
=— | tdt+ = (/ t? cos(t)dt) cost + — </ t? sin(t)dt) sin ¢
2m ), ™ \J_x ™ \J_x
" 1" 2
tdt = || ==7°
/—7r |: 3 :| - 37T

Utilisons l'intégration par partie pour calculer le reste des intégrales

/ t* cos(t)dt = [t*sint]” — / 2t sin(t)dt

—T —T

__ / ot sin(t)dt = — [2(—cost)]". + /W 24(— cos(t))dt — —dr

De la méme maniére, on calcul

—Tr

/7r ¢*sin(t)dt = [t*(— cos t)}:r - /ﬂ 2t(— cos(t))dt

—Tr
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™

_ / " ot cos(t)dt = [24(sint)]", — / 2(sin(t))dt = 0

— —m

Au final, la projection orthogonale de la fonction 2 sur le sous espace vectoriel F' est

1
PFL (t2) = 57'('2 —4

Exercice 8 Calculer

1
inf{/ t2(Int — at — b)*dt, (a,b) ERQ}
0

Solution
En introduisant 'espace E des fonctions réelles f continues sur ]0, 1], telles que ¢ — (¢f(t))” soit
intégrable et en munissant cet espace du produit scalaire, on a

(f.g) = /0 21 (1) g(t)dt

La quantité cherchée est : m = d(f, F)?, avec f : t — Int et F = vect(fo, f1) ou fo(t) = 1 et
fi(t) =t.

On am = ||f — Pr(f)||* avec P la projection orthogonale sur F.
PF(f(t>) = a+ bt avec <7DF<f)> f0> = <f7 fO) et <PF(f)7 fl) = <f7 f1>
La résolution du systéme ainsi obtenu donne a = g et b= —%. Alors

1

m=f = Pe(H)I* = (f = Pe(f). ) = 5

Exercice 9 Soient n € N*, E =R, [X] et

(,):(P.Q) € E*— (P.Q) = /;oo P(HQ(t)e " dt

1. Justifier la définition de (.,) et montrer qu’il s’agit d’un produit scalaire.
On pose ' = {Pe€ E, P(0)=0}. On cherche a déterminer d(1,F). On note
(R, ..., P,) Uorthonormalisée de Schmidt de {1,X,..., X"}.

2. Calculer Py(0)2.

3. Déterminer une base F* que l'on exprimera dans la base (P, ..., P,). En déduire

d(1, FLY et d(1, F).
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Solution

1. Pour P,Q € E, la fonction t — P(t)Q(t)e™" est définie et continue par morceaux sur
[0, +00] et veérifie :

P#)Q(t)e™ =0

t—+00

On peut donc affirmer que cette fonction est intégrable sur [0, 400] ce qui assure la bonne
définition de (., .).

On vérifie aisément que (., .) est une forme bilinéaire symétrique positive.

Si (P, P) = 0, alors par nullité de I'intégrale d’une fonction continue positive,

Vt € [0, +oo[, P(t)’e™" =0

On en déduit que le polynéme P admet une infinité de racines et donc P = 0.

2. Pour k > 1 ou k = 0, on peut affirmer que les polynémes P et P, sont orthogonaux car
P, € vect(Py,...Pi_1)

Par une intégration par parties, on a

+o00 1 . 1 400
/ P(t)P(t)e tdt = 3 [Pet)?e™] > + 3 / Py(t)’e~'dt = 0
0 0
On en déduit que
P0)? = PP =1

3. F est un hyperplan, son orthogonal est donc une droite vectorielle. Soit () un vecteur
directeur de celle-ci, on peut écrire

Q=Y (P,Q) Py
k=0

Or

Puisque le polynéme Py — P;(0) est un élément de F', il est orthogonal a @ et I'on obtient

(P, Q) = Pr(0) (1,Q)

Ce qui permet d’écrire

Q= )\Zn:Pk(O)Pk, avec A = (1, Q)

k=0

On en déduit
(1, Q)| 1

1
el VXr P02 Vn+1

I11]* = d(1, F)* + d(L, F*)?

d(1,F) =

En fin, par pythagore

et 'on obtient
n

1, Fh) =
d(1, F7) n—+1
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