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Préface

Ce polycopié d’analyse numérique est destiné aux étudiants de la deuxieme
année des classes préparatoires aux grandes écoles. Il propose un rappel de
cours et un recueil d’exercices corrigés sur le programme de premier semestre
de I'analyse numérique. Il est structuré en trois chapitres :

Résolution d’équations non linéaires.
Résolution des systemes linéaires : Méthodes directes.

Résolution des systemes linéaires : Méthodes itératives.
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Chapitre 1

Résolution d’équations non
linéaires

1.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de savoir résoudre des équations réelles du type
f(z) = 0 ou f est une fonction réelle a valeurs réelle, continue sur un inter-
valle [a,b] de R. Les équations non linéaires se retrouvent dans beaucoups des
problémes issus de la physique, de la chimie et de la biologie. Ces équations
aménent une difficulté qui est de trouver la solution quand elle existe, puisque
seulement pour certaines équations particuliéres que les procédés classiques per-
mettent d’exprimer les solutions exactes (par exemple, équation du second ordre
), il faudra donc recourir aux méthodes numériques.

Parmi les méthodes disponibles pour résoudre ces équations, nous étudierons
trois méthodes classiques:

1) La méthode de dichotomie.

2) La méthode du point fixe.

3) La méthode de Newton.

On se placera dans le cas ou, localement, il y a une unique solution pour
en donner un algorithme d’approximation puis on analyse la convergence des
algorithmes proposés.

1.2 Séparation des solutions de I’équation f(z) =

0

Définition 1.2.1 On dit qu’une solution o de l’équation f(x) =0 est séparable
st on peut trowver un intervalle [a,b] tel que a soit la seule solution de cette
équation dans [a, b].

La méthode la plus classique pour séparer les solutions de I'équation f(x) = 0

3
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est de faire I’étude des variations de f puis utiliser le théoréme des valeurs
intermidiaires , ou bien de réécrire I'équation f(x) = 0 sous la forme fi(z) =
fo(z) puis chercher les points d’intersection des courbes représentatives de f; et
fa.

On cherche d’abord a séparer les solutions de f(z) = 0 puis on essaie de les
approximer.

1.3 Meéthodes itératives et ordre de convergence
Soit g : [a,b] — [a, b] une fonction continue.

Définition 1.3.1 On appelle méthode itérative un procédé de calcul de la forme

{ xo € [a, b]

Tt = g(wa),n € N

Cette formule est dite formule de récurrence.
Le procédé est dit convergent si la suite (x,,) et convergente.

On suppose dans la suite que f est continue sur |a,b] et que le zéro « est
localisé dans I’ intervalle [a, b].

Définition 1.3.2 On dit que la suite (x,) converge globalement vers « si pour
tout xg € [a,b] , la suite (x,) converge vers c.

On dit que la suite (r,) converge localement vers « s’il exite un voisinage
Vo =la—e,a+ €| de a tel que pour tout xg € V,, la suite (x,) converge vers c.

On suppose que le procédé z,,11 = g(z,) converge vers .
Définition 1.3.3 On dit que la convergence de (x,,) vers « est d’ordre p si

lim —|xn+1 —¢f
n—o0 ’{Ln — Q{|p

=C

ot C' et p sont des réels strictements positifs.
Sip=1etC <1, la convergence est dite linéaire.
Sip =2, la convergence est dite quadratique.

Remarque 1.3.1 Afin de diminuer le temps de calcul, la vitesse de convergence
est essentielle. Plus l'ordre d’une méthode itérative est élevé, plus le temps de
calcul diminue.

Proposition 1.3.1 Soit g : [a,b] — [a,b] de classe C?, avec p € N.
Si g (a) = 0 pour 1 < i < p—1 et g®(a) # 0, la méthode itérative

eni1—o] _ lg?()|
[ —al” b

Tpt1 = g(x,) est d’ordre p. De plus, lim,,_
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Preuve: Le développement de Taylor de g au voisinage de « est donné par
p—1 . (x — ) (x — )P
- () ) P ()
g(@) =gla)+ ) g (0)——=+4g"(0) 5
ou (est entre x et «.
Comme g(a) =a et ¢?(a)=0,i=1,...,p—1ona
(z —a)?

g(x) = a+gP(Q)

Sachant que x,,.1 = g(x,), nous obtenons

z, — a)P
Tpp1 = @+ g(p)(C)( )

Comme (est entre x et «, alors elle tend vers «.
On trouve que
19P)]  9¥(a)

lim 5 = lim =
n—o0 |,7,’n+1 — Oé| n—oo p p

|xn+1 - O‘|

1.4 Meéthode de dichotomie

Soit f une fonction continue sur [a, b].On suppose que f(a)f(b) < 0 et que « est
I'unique solution de f(x) = 0 dans [a, b].

La méthode de dichotomie consiste & construire une suite (¢,) qui converge
vers o de la maniére suivante:

On note ¢ = %£2, [ag, bo] = [a, b)].

Deux cas de figures sont possibles:

- Ou bien f(c) = 0, auquel cas la solution est a = c.

- Ou bien f(c) # 0, dans ce cas:

Si f(a)f(c) <0, alors « €la, c| et [ay,b1] = |a, c].

Si f(b)f(c) <0, alors « €]c, b| et [ay,by] = [b, ¢].

On itére ce procédé pour obtenir une suite d’intervalles [a,, by] .

On note
an + b,

2

Cp =

Théoréme 1.4.1 La suite (¢,) converge vers «, de plus ,a litération n, on a

b—a
2n+1

len — af <
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Preuve: Remarquons que |a, —b,| = %2 et comme |c, —a| <

2”
déduit que

|an—bal

5, On

cn—al < % , ce qui implique que lim,, ¢, = . =

La méthode de dichotomie est donc globalement convergente, pourtant ne
ne peut pas s’assurer que lim,,_, m%gi < 1. La méthode de dichotomie n’est
pas une méthode d’ordre 1 au sens de la définition (1.3.3) et sa convergence est
lente.

Définition 1.4.1 On dira que le terme x,, d’une suite (x,,) approche la limite
« avec une précision € si |x,, —a| < e.

Critére d’arrét
Pour calculer £, le nombre minimal d’itérations assurant la précision e, il
suffit de poser 2% < € ou

Cir1 — G| < e

1.5 Meéthode de point fixe

1.5.1 Principe de la méthode

La méthode de point fixe est fondée sur le principe de transformer la probléme
f(z) = 0 en un probléme équivalent g(z) = z. On est ainsi ramené a la recherche
des points fixes de ¢g en utilisant 'algorithme suivant:

zo € |a,b]
Tpi1 = g(x,),n=0,1,2,...

La convergence de cette suite n’est guarantie que sous certaines conditions.
Si la suite (x,,) converge, cela ne peut étre que vers un point fixe de g. En effet,
si g est continue, en posant lim,,_,. x, = «, nous avons

a = lim =z,
n—oo

= lim g(z,)

n—oo

= ¢g(lim z,)

n—oo

= g(a)
Définition 1.5.1 On dit que « est un point fize de g si g(a) = .

Définition 1.5.2 Soit g une fonction de classe C* sur [a,b]. g est dite stricte-
ment contractante dans [a,b] si max |¢'(z)| =k < 1.

)
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1.5.2 Convergence de la méthode du point fixe

Le théoréme suivant fournit une condition de convergence globale.

Théoréme 1.5.1 Soit [ un intervalle fermé et g une fonction vérifiant les con-
ditions sutvantes:

cx €l =gx)el

-g est une application strictement contractante dans I de rapport de contrac-
tion k.

alors pour tout xg € I, la suite

xg €1
Tpi1 = g(x,),n=0,1,2, ...

converge vers o, lunique solution de l’équation g(x) = x. De plus, a l’étération
n, l'erreur commaise est majorée par

k’n

—al <
o =0l < 77

|71 — 0|

Remarque 1.5.1 Ce théoréme guarantit a la fois l'existence et ['unicité de «v et
fournit une suite qui converge vers la solution.

Preuve: Comme g: [ — I, on a x, € I pour tout n € N,
On commence par montrer que (z,) est une suite de Cauchy.
En effet, on a:

Vn € N*a |$n+1 - xn| = |g<wn) - g(xn71)| S k |xn - wn71|
Par conséquent, on obtient que
Vn € N*, (211 — @] < K™ |21 — 20

On en déduit que pour tout n € N, p € N avec p)2, on a:

[Znap — Tnl < [Tnip = Tngp1| + [Tnip1 — Tnapa| + |Tnap-2 — Tnip-al + o+ [Tn1 — 24
< gntrl |z — x| + Ertr—2 |z — 20| + gntr—3 |z1 — xo| + ... + k™ |21 — 20|
= L= kpk” E
- 1 0
< b k" |21 — o
- 1-k

On choisit n tel que A" |21 — x| < e.

On obtient donc pour tout € > 0, il existe un ng tel que pour tout n > ng,

1
|[Tnsp — Tn| < —— K" |11 — 20| <€
1—k
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La suite (x,,) est donc de Cauchy et elle converge vers une limite «.

Comme x,,.1 = g(z,) et la fonction g est continue sur I, on obtient donc par
passage a la limite que g(a) = a.

Pour montrer I'unicité de «, supposons que g admet deux point fixe aq, ag,
on a alors

ln — ] = |g(on) — g(aa)| < k|ag — s

donc

Comme k < 1, on en déduit que a; = . ®

En particulier, il est difficile de déterminer un intervalle [a, b] sur lequel la
fonction g est stable. Le théoréme suivant nous permet d’affranchir cet hy-
pothese.

Théoréme 1.5.2 (convergence locale) Soit g une fonction de classe C* au voisi-
nage de a ot g(a) = « et |¢'(a)] < 1. Alors , il existe V,,, un voisinage de «
dans [a,b] tel que la suite

xo €V,
Tpi1 = g(x,),n=0,1,2, ...

converge vers a. De plus,

. ‘-’I;nJrl - Oé’
m —_—

=g'(@) (1.1)

Preuve: Comme |¢'(a)| <1, il existe & > 0 tel que |¢'(a)] < k < 1et ¢ est
continue au voisinage de «, on peut trouver un voisinage V, = [ — &, + €]
tel que |¢'(z)] < k < 1, Vo € V, ,donc g est contractante sur V,. De plus ,
9(Va) C V,. En effet, le théoréme des accroissement finis implique que

Vo € Vo, |g(x) — af = |g(z) — g(a)[ < [¢'(Q)| |z — o <[z —a
Donc
g(z) —al < |z —al <e
On en déduit que g(x) € V,.
Le théoréme du point fixe implique que la suite
ro €V,
Tpr1 = g(x,),n=0,1,2, ...

converge vers o.
Le théoreme des accroissement finis implique qu’il existe (,, entre x,, et «
telle que



1. Résolution d’équations non linéaires 9

[ns1 = af = lg(ea) — g(@)] = 19/(C,)] [ — o
Diow, szl — (¢, ).

\m"—a|

Comme lim,, ., (,, = @ et g est continue, on a , lim, [ens1-al _ J(a). m

[ —al

On déduit de (1.1) que la suite (z,,) converge vers a avec un ordre 1.

1.5.3 Divergence de la méthode du point fixe

Théoréme 1.5.3 Si|¢' ()| > 1, alors la méthode de point fize diverge pour tout
ZTo -

Preuve: On suppose que la suite (z,,) est suffisament proche de «.

|z —al = |g(xn) — g(a)] = |¢'(¢,)] |zn — a] avec (,, entre x, et o. Donc
T =) > 1 .
Remarque 1.5.2 Dans le cas ot |¢' ()] = 1, il peut y avoir convergence ou
divergence.

Définition 1.5.3 Si |¢'(a)| < 1, «v est appelé point fize attractif.
Si|g' ()| > 1, v est appelé point fize répulsif.
Si|g'(a)] =1, « est appelé point fize douteux.

1.5.4 Vitesse de convergence

Soit « tel que g(«) = av et k le rapport de contraction. On pose ¢, = |z, — ],
alors
ensr = [ns1 — o] = lg(zn) — o] < klza — al
d’ou
€nt1 S ken
Par récurrence, on obtient
en < ke

On conclut que plus k est petit, plus la convergence est rapide.

1.6 Meéthode de Newton

Supposons que f admet une racine simple a et qu’elle est de classe C? au voisi-
nage de a.

En faisant le developpement de Taylor d’ordre 2 de f au voisinage d’un point
arbitraire x,,, on touve
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F&) = Fw) + (@ = ) ) + L =,

avec ( entre = et x,.

Comme f(a) = 0, on suppose que x,.; est une approximation de « et on

néglige le reste #(‘L —z,)?% on a

f(@ni1) = f(@n) + (@nr1 — @0) f/(20) = 0
Supposant que f'(z,) # 0, alors

[ ()

n

(1.2)

en partant d’un point initial xg.

Le schéma (1.2) s’appelle le procédé itératif de Newton.

De point de vue géométrique, x,, 1 est 'abscisse du point d’intersection entre
la tangeante a f au point (z,, f(z,)) et Paxe des abscisses.

Remarque 1.6.1 La méthode de Newton est une méthode de point fize associée

a la fonction g(z) = x — ]{/((a;)).

Théoréme 1.6.1 (convergence locale) Supposons que f est de classe C* au
voisinage de o avec f'(a) # 0. La méthode de Newton converge au moins quadra-
tiquement vers o pour un xg choisi assez proche de «.

Preuve: On pose g(z) =z — J{,((?).
N2 — () f' (z
done, ¢'(z) =1 — X )zf,(f;)()z)f =

Comme f(a) = 0, alors ¢’(a) = 0 et dela, |¢’(«)] < 1 au voisinage de a.
D’ou la convergence locale est une conséquence du théoreme 1.5.2.
Comme ¢'(a) = 0, la méthode est au moins d’ordre 2. m

Remarque 1.6.2 Linconvenient de ce résultat est de choisir xy assez proche de
«, donc nous avons besoin d’informations précises sur f. Pour lever ce probléme,
on utilise un théoréme globale assurant la convergence.

Théoréme 1.6.2 (convergence globale) Soit [a, b] un intervalle non vide tel que:
f € C*([a, b]).
Fa)f(b) < 0.
Vo € [a,b], f'(z) # 0.
Vo € [a,b], f"(x) # 0.
Alors pour tout xo dans [a,b] vérifiant f(xo)f"(xo) > 0, le procédé de Newton
converge vers o, l'unique solution de f(x) =0 dans |a,b|.
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Preuve: Comme f est continue et elle change de signe sur [a, b], donc il existe
un unique « dans [a, b] vérifiant f(«) = 0.

On suppose que f(xg)f"(xq9) > 0.

Puisque f” garde un signe constant sur [a, b], on distingue deux cas :

1" cas: f"(x) > 0,Vz € [a, ]

Si f'(z) > 0,Vx € [a,b], on a:

{ f(z) < 0,Vzx € [a,q]
f(z) > 0,Vx €]a, b

On en déduit que xy €], b].
On pose g(z) =z — J{,((a;)). Comme ¢'(z) = W > 0, Va €]a, b], 1a fonction

g est donc strictement croissante sur |a, b).
On en trouve que

w1 = g(x0) = 10 — J{/((Z%)) < o

{ a=g(a) < g(wo) =2

Par récurrence, on montre que
Tp1 ST STy < S22 <1 < T

La suite (x,,) est décroissante et minorée, elle est donc convergente.

Comme g est continue, la relation x, 1 = g(x,) implique (z,) converge vers
.

Si f'(x) <0,Vx € [a,b] :

On montre par la méme méthode précédente que la suite (z,,) et croissante
est majorée.

2¢me cas: f"(x) < 0,Vz € [a,b]

On remplace f par -f dans la preuve précédente. m

Remarque 1.6.3 5i la racine a est de multiplicité m > 1, la méthode de New-
ton n’est plus d’ordre 2.
En posant g(x) = x — %, on montre que g'(a) =1 — % £ 0.
On peut récupérer la convergence quadratique en considérant la méthode de
Newton modifiée
f(an)

1.7 Exercices

Exercice 1
Soit f([l,) = (IL — 2)2 +ax— eXIjT(x) .
1) Montrer que f(z) = 0 admet une unique solution réelle.



1. Résolution d’équations non linéaires 12

2) Localiser cette solution entre deux entiers consécutifs.

3) Calculer le nombre minimal d’itérations nécessaires pour estimer la solu-
tion a4 1073 pres.

4) Estimer la solution & 1073 pres.

Exercice 2

Etant donné une fonction f définie par

f(z) = 2® —In(x + 1)

1) Montrer que f(z) = 0 admet deux olutions réelles.

2) On note par « la solution strictement positive, localiser & dans un intervalle
de longueur un.

3) On veut approcher « en utilisant les deux procédés suivants:

Tpi1 = V/In(x,) + 1, 2pp1 = exp( (2,)? ) = 1

Etudier la convergence des deux procédés.

4) Calculer le nombre minimal d’itérations nécessaires pour estimer la solu-
tion & 1073 preés.

4) Montrer que la méthode de Newton appliquée a f(z) = 0 converge vers «
pour un g choisi.

5) Estimer la solution & 107 en utilisant la méthode de Newton.

Exercice 3

Partiel:

Soit la fonction A définie par

h(z) = zexp(x) — 1

1) Montrer que h admet une racine réelle que ’on note par r.
2) Localiser r entre deux entiers consécutifs.
3) Montrer que la procédure de Newton converge vers r pour un xy choisi.
4) Estimer r & 107% pres en utilisant la méthode de Newton.

Partie2

Soit f(z) = exp(x)(z — 1) — .

1) Séparer graphiquement les racines de f puis localier chaque racine dans
un intervalle de longueur un.

2) On consideére la méthode itérative:

Montrer que I'une des racine est un point fixe attractif de g est 'autre est
répulsif.

3) En déduire la convergence de la suite (z,,).

4) Dans le cas ou le procédé est convergent vers «, montrer que

|zpi1 — o] < klx, — a| pour k> 0.
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5) Supposons que zg est tel que |zg — al < 1073 :

Trouver le nombre minimal d’itérations nécessaires pour calculer o avec une
précision de 107% pres.

Exercice 4

1)Vérifier que r = 3 est un point fixe des deux fonctions

(22 —3)

gi1(z) = mw&h(%) = 9

2) Montrer que 7 = 3 est un point fixe attractif pour g; et répulsif pour gs.
3) On considere la fonction

¢(x) = agi(z) + Bga()

ou « et 3 sont des parameétres réels.

Pour quelles valeurs de « et (3 la fonction ¢ admet r=3 comme un point fixe
convergent aumoins a 'ordre 27

3) Si r est un point fixe attractif pour g; et répulsif pour g , 7 est il toujours
un point fixe convergent aumoins a ’ordre 2 pour ¢?

Exercice 5

Etant donné une fonction f définie par

f(z) =In(z) +2*+22 =5

1) Montrer que 'équation f(z) = 0 admet une seule racine o qu’on localisera
dans un intervalle I du type [n,n + 1].

2) Etudier la convergence de la procédure x, 1 = x, — f(x,), 29 € 1.

3) Trouver toutes les valeurs de A qui vérifient |1 — A f/(x)| < 1.

4) Déterminer parmi ces valeurs , la valeur Ay qui asssure la convergence la
plus rapide de la procédure x,1 = x, — Af(x,), 29 € I.

Exercice 6

Soit g : [a,b] — R une fonction de classe C? telle que rFab}x g ()] =k < 1.

Montrer par ’absurde que g admet un unique point fixe dans [a, b].
Exercice 7
T _ /3

Le graphe de la fonction f(z) = § —sin(x) +§ — 5 est illustré dans la figure
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sulvante:

1) La méthode de Dichotomie est elle applicable pour trouver les racines de
fr
2) Pour chaque racine, déterminer lordre de convergence de la méthode de
Newton.
3) Pour approcher la racine strictement positive, on considére la méthode de
point fixe
Tpy1 = sin(x,) + n T + Lg

2 6 2
2

Montrer que c’est un point fixe attractif dans Uintervalle [3 7).

Exercice 8
On considére la fonction f définie par

f(z) =2 +42® — 10
1) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une seule racine o dans l'intervalle

[1,3].
2) Soient les méthodes d’approximations successives suivantes:
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Tpp1 = G1(2n) = 2 — 23 — 422 4+ 10
1 1
Tpt1 — gZ(Tn) - 5(10 - fi)Q
10 1
Lnt1 = gS(xn) = (4 T )2

Pour chaque méthode, montrer, soit la possibilité de convergence, soit la
divergence de la suite (z,,).

3) Dans quel cas la convergence est-elle plus rapide que les autres?

4) Quel est Vordre de convergence des méthodes associées & gq et gs.

5) On suppose que e, = |g3(z,_1) — a] = 107 | donner une majoration de
Cpt1-

Exercice 9

La fonction f(x) = exp(z — 2) + 2? — 32 + 1 posséde une racine « = 2. On
propose d’approcher « par la méthode de point fixe.

1) En choisissant 2y dans un voisinage de «, vérifier si les méthodes de point
fixe suivantes convergent .

r = qi(r) = exp(x —2) + (v — 1)?

— ) =11 Ve D)
= g3(z) = 0.5In(3x — 2% — 1)

S

2) Soit e, = |z, — a| = |g2(2n_1) — | Verreur qu’on obtient & a litération n.
a) Calculer lime,, lim —=

€n

et lim —

n—00 n—oo ©n-—1 n—o0n—1

b) Déduire que la méthode 11 = go(z,) est d’ordre 2.
Exercice 10
On considére la fonction f définie par

f(x) = exp(a?) — 4a?

1) Séparer graphiquement les racines de f.
2) Soit la méthode de point fixe

{ Ty € [0, 1]
_ /exp(ad)
Tpy1 = V5

Etudier la convergence de cette méthode et préciser I'ordre de convergence.

3) Ecrire la méthode de Newton pour la recherche des zéros de f et préciser
I’ordre de convergence.

4) Comparer la méthode de Newton et la méthode de point fixe.

Exercices supplémentaires :



1. Résolution d’équations non linéaires 16

Exercice 01
Soient g1, g2, g3 et g4 les fonctions définies par :

x —x? T x
gi(w) = 20 — VA, gao() = T4 go(a) = L(a+ A) ot gy(w) = 44 4 B2 2

1) Vérifier que les quatre fonctions admettent VA comme point fixe.

2) Ecrire les formules de Taylor a l'ordre 3 au point VA pour les quatre
fonctions.

3) On considere les suites (z,,), (Yn), (un) et (v,) définies par:

Tpi1 = G1(%0n), Ynt1 = 92(Yn), Uns1 = g3(un) €t v 1 = h(v,) puis on pose :

en:\/Z—xn, gn:\/Z—yn, d, =VA—u,etd, =+vVA—uv,.

Trouver 'ordre de convergence et la constante d’erreur asymptotique dans
chaque cas, c.a.d :

limy, o % = O, limy, e EZFJ = Ch, limy, e
Cy ou p; et C; sont des constantes positifs.

4) Conclure.

Exercice 02

On considére I'équation f(z) = 0 ou f est une fonction de classe C? au
voisinage d’une racine double r.

1) Montrer que la méthode de Newton pour la recherche de r est localement
convergente et est d’ordre 1.

2) On propose de modifier la méthode de Newton en considérant la suite (x,,)
définie par

[Ont+1]

ldnt1] _ _
|0n [P

|dn "3

Cg et hmnﬂoo

f(@n)
2oy = @, — 2
Tnt1 =T i)
a) On pose F(x) = 2f(x) — (v — r) f'(x). Montrer que
F(r) = —#(c — 1) f3(c) ot ¢ est un réel compris entre 7 et z.

b) En déduire que la méthode de Newton ainsi modifiée est localement con-
vergente et est d’ordre 1

1.8 Corrigé des exercices

Exercice 1:
Soit f((E) = (T _ 2)2 - ex};(m)'

1) Montrer que f(z) = 0 admet une unique solution réelle.
On fait I’étude de f sur R.

f’(L) _ 2(513 o 2) 11 exp(-%’), f”(:E) —9_ 6Xp<x)

™ ™
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Le tableau de variation de f est donné par :

T —0o0 In(27) 00
f'(z) + 0 -
f“{.r} g ———— —132 .
fla) | 7T 013 —x

Par conséquent, 'équation f(x) = 0 admet une unique solution o dans R.
2) Localiser cette racine entre deux entiers consécutifs.
Pour localiser cette solution , on trace la courbe représentative de f .

304

fx)

Donc ,a € [1,2].
3) Calculer le nombre minimal d’itérations nécessaires pour estimer la solu-
tion & 1073 prés.
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11 suffit de choisir n tel que
b—a _3
on+1 <10
Pour a = 1,0 = 2,0on trouve
31n(10)
~ 8.96
— In(2) ’
ce qui implique que le nombre minimal d’itérations nécessaires est n = 9.
4) Estimer la solution a 1073 pres.
Dans le tableau suivant, on fait un encadrement de la solution.
n Qp br, Cn = % f(an) f(bn> f(cn) |Ci+1 - Ci|
0 1 2 1.5 + — +
1 1.5 2 1.75 + — — 0.25 > 1073
2 1.5 1.75 1.625 + — + 0.125 > 1073
3 1.625 1.75 1.6875 + — + 0.0625 > 1073
4 | 1.6875 1.75 1.71875 + — + 0.03125 > 1073
5 | 1.71875 1.75 1.734375 + - + 1.5625 x 1072 > 1073
6 | 1.734375 1.75 1.7421875 + — — 7.8125 x 1073 > 1073
7| 1.734375 | 1.7421875 1.73828125 + - — —3.9063 x 1073 > 1073
8 | 1.734375 | 1.73828125 | 1.736328125 + — — —1.9531 x 1073 > 1073
9 | 1.734375 | 1.736328125 | 1.735351563 + — + —9.7656 x 107* > 1073

La solution approchée est cg = 1.735351563.
Exercice 2:
On considére la fonction f définie par

flz) = - In(x + 1)

1) Montrer que f(z) = 0 admet deux racines réelles
La fonction f est définie et continue sur | — 1, col.

1 72:}52—1—2:1:—1 1

f(x) =2x — T () =2+

Le tableau de variations de f est donné par
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x 1 (—1++/3)/2 o%
f(z) - 0 -
o0 — - OC
f(z) — 017 —

On conclut que f admet deux racines réelles.
2) Localiser la racine strictement positive dans un intervalle de longueur
La courbe représentative de f est donnée par

1
1

D’ou, f admet deux racines, 'une est nulle et I’autre est strictement positive.
On montre analytiquement que o € [%, %]
On a:
f(0,5)=—0.15 , f(0,75) = 2,28 x 10~*
1
27

et f'(z) >0 sur [1,3].
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On déduit que f admet une unique racine o dans I'intervalle [%, %]
3) Etudier la convergence des deux procédés

Tnt1 = ln(ln + 1)7 Tpt1 = exp(xi) -1
3-1) Convergence de procédé x,,1 = y/In(x, + 1)
fz) = 0 2*=In(z+1)

& z=+/In(x+1)

On pose gi(x) = y/In(xz + 1) et on vérifie que g; satisfait les propriétés du
théoréme du convergence.
Nous avons

(@) = 2z + 1) 1111(1 ¥ x)’g;,(x) T 4(n(e+ 1;)2(;17 112 2¢/In(z —l—ll)(x +1)?
Le tableau de variations de g, est donné par
T 0.5 0.75
g, (z) =
D L
nlr) |ggz — 0

En utilisant le tableau précédent, on s’assure que:

*lgi(z)] <0.52 < 1,Vz € [3,2], donc g1 est contractante sur 3, 3].
*o € [1,3], g1(x) € [3, 3], dou, Dintervalle [1, 3] est stable par g;.
Conclusion

La procédure x,,1 = g1(x,) converge vers .

3-2) Convergence de procédé z,,1 = exp(z,?) — 1

fz) = 0e2?=In(z+1)
& exp(r?) =a+1
-~

r = exp(2?) — 1
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On pose go(x) = exp( 2?) — 1
95(x) = 2w exp(a?), gy () = 2exp(a?) (1 + 227)

Par la méme méthode précédente, on s’assure si g, est est contractante sur

1.3
T 0.5 0.75
g, () +
gf_,-.[;-) 198 — L7
On a
13, ,
Ve € [571],92(w)>1
= gy(a) > 1

Le théoréme (1.5.3) implique que le procédé z,1 = go(z,) diverge.
4) Montrer que la méthode de Newton converge pour zy choisi.

1 3]'

La fonction f est de classe C? sur lintervalle [£, 2
Le tableau de variation de f implique que

Vo e |

13
24

274

|, f'(x) >0, f"(x) >0

On choisit z € [3, 2] tel que f(xo)f"(z0) > 0, par exemple zo = 0.75.
.2) implique que la procédure de Newton
implique que la procédure de Newt

Le théoréme

converge vers .

[
(1.6

.%'0:0.
r — x
Tn41 = Tp —

75

2 _In(1+2,,)
: i

Qwﬁ/— Tran

5) Estimer a & 1073 en utilisant la méthode de Newton.

On utilise la procédure {

suivantes:

Tpt1 = T —

x2 —In(14z,)

2 _ 1
2z Tran

, on trouve les itérations

ZTo 0.75 |37i+1 — 'Ell

xq | 0.744789810 | 5.2102 x 1073
xy | 0.745861115 | 1.0713 x 1073
x3 | 0.747600735 | 1.7396 x 1073
x4 | 0.746385523 | 1.2152 x 1073
Ts 0.747229 8.4348 x 1074
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On a |z5 — 4] < 1073 = a =~ 0.747229.
Exercice 3

Partiel:

Soit h(z) = xexp(z) — 1

1) Montrer que h admet une seule racine réelle 7.
On a I/(z) = exp(x)(z + 1).

o - -1 20
h(z) - 0 +
h(z) -1 — L2 — 00

2) Localiser r entre deux entiers consécutifs
On a la courbe représentative de h

5_

4_

3_

2_

1_
I T I T T I 1
-2 -1 o 1

x

%_____/_//‘flf’

En déduit que r € [0, 1].
3) Montrer que la procédure de Newton converge vers r pour un xy choisi.
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On a:

h(1)h(0) < 0.

La fonction h est de classe C?% sur [0,1].

h'(z) = exp(x) + xexp(z) > 0 sur [0,1].

n"(z) = exp(x)(z +2) > 0 sur [0,1].

On choisit zg = 1, on a h(xg)h"(xg) > 0.

Le théoréme (1.6.2) implique que la procédure

converge vers .
4) Estimer r a 1073 prés

. ) o =1 . .
On utilise la procédure B enexplzn)—1 , ON trouve les itérations
Tt = Tn = Splan) @at1)

sulvantes

) 1

x1 | 0.683939721

xo | 0.577454477

T3 0.56723

x4 | 0.5671143297

On a |zg — 23] < 1072 = 7 ~ 0.5671143297.
Partie 2:
Etant donné la fonction f définie par f(z) = exp(z)(z — 1) — x.
1) Séparer graphiquement les racines de f.
On a
f(z) = zexp(z) — 1, f"(x) = exp(x)(x + 1).

On utilise les résultats de la partie 1, on trouve que f'(x) = 0six = r = 0.56.
D’ou, le tableau de variation de f est donné par

x —00 0.56 00
f(z) - 0 +
o0 — e
fz) — 017 —

On déduit que f admet deux racines aq, ag avec ap < 0 et ap > 0.
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En utilisant le tableau de variations ,on trace la courbe représentative de f.

30 4

20

10+

On conclut que a; € [—1,0] et as € [1,2].
2) Montrer que 1'une des racines est un point fixe attractif de g est Uautre
est répulsif

On a:

9(x) = exp(z)(z — 1), ¢'(z) = vexp(x), ¢"(2) = exp(z)(z + 1).

Sur 'intervalle [-1,0], on a:

l9'(2)] < 1 <1,Va e [-1,0], donc |¢'(aq)| < 1.

On déduit que o est un point fixe attractif de g.

Sur U'intervalle [1,2], on a:

| (x)] > 1,Vz € [1,2], donc |¢'(az)| > 1.

On déduit que as est un point fixe répulsif de g.

3) En déduire la convergence de la procédure z,,41 = g(z,,)

On a |¢'(x)| < 1, Vo € [—1,0], par suite, g est contractante sur [—1,0].

Pour montrer la convergence globale, il suffit de montrer que g est stable sur
[—1,0].

Donc, Vo € [—1,0], g(x) € [—1,0].De cela, g est stable sur [—1,0].

Conclusion
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ZTpnt1 = g(x,) converge vers a.
4) Montrer que |z, — | < k|x, — | pour k& > 0.
On applique le théoréme des accroissements finis:

1
i1 = al = lglon) — g(@)] < max|g'(va)| [on — af = Zlan — o

5) Si zg est tel que |zg — a| < 1073 trouver le nombre minimal d’itérations
nécessaires pour calculer a avec une précision de 107% preés.

On a

1
o = a] < = Jz —

donc

1
20— 0] < =[5t — 0
e
De proche en proche, on trouve:
1 n -3 1 n
10— ] < ()" fzo = o] < 10 )"

Donc, pour estimer a avec une précision de 1076 pres, il suffit de choisir n
tel que

1073 < 107

Q|+~

1
= (=)"< 1073
e
= n>3In(10) ~6.9

On prend n=7.
Exercice 4
1)Vérifier que r = 3 est un point fixe des deux fonctions

0 (x) = V2r + B, galw) = %
On a

2) Montrer que 7 = 3 est un point fixe attractif pour g; et répulsif pour gs.
On a
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ou « et 3 sont des paramétres réels.

3) Pour quelles valeurs de « et (3 la fonction ¢ admet r=3 comme un point
fixe convergent aumoins a ’ordre 27

r = 3 est un point fixe d’ordre aumoins 2 pour ¢ si et seulement si

{ ¢(3) =3
¢'(3) =0

ce qui implique que

{ a+p=1
$+36=0
On trouve
95 1
o = — = ——
8’ 8

4) Si r est un point fixe attractif pour g; et répulsif pour gs ,r est il toujours
un point fixe convergent aumoins a l'ordre 2 pour ¢?

Soit r un point fixe attractif pour g; et répulsif pour go,c’est a dire g1(r) =
ga(r) = r avec |g4(r)| = |a] < et |gh(r)] = [b] > 1.

On cherche a et § tel que

{ agi(r) + Bga(r) =

,
agy(r) + Bgy(r) =0

On trouve

ac+ 08 =0

Ce systéme linéaire admet une solution (o, 5) car a # b, donc on peut
toujours combiner g; et go pour que r soit un point fixe convergent aumoins a
I’ordre 2 pour ¢.

Exercice 5

Ona f(z) =In(z) + 2> +2x -5

1) Montrer que f(z) = 0 admet une seule racine «.

f est définie pour = > 0.

fllx)=242z+2>0.

x
Le tableau de variations de f est donné par

{ a+pf=1
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Dong, il existe un unique a € R tel que f(a) = 0.
Pour localiser o, on doit tracer la courbe représentative de f.

20 4

10

=10

On conclut que « € [1,2].

2) Etudier la convergence de la procédure x, 1 = x, — f(x,), 29 € 1.
On pose g(z) =z — f(z) =z — In(z) — 2* — 22 + 5.
J@)=1-1—-22-2

g"(x) = =22 < 0 sur [1,2].

x
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On remarque que |¢'(«)| > 1, donc la procédure ne converge pas.
3) Trouver toutes les valeurs de A qui vérifient |1 — A f'(x)| < 1.
On cherche A tel que

1
-1 < 1-XN=-4+22+2)<1,
T

1
= —2< A= +22+2) <0, (donc A > 0)

= A< 2:6
1+ 222+ 22’
= AL 2
m —
1,2] 1+ 222 + 22
Puisque m est une fonction décroissante sur [1,2], alors I[m?uziw est

atteint au point r = 2.

On conclut que A\ < 14—3, par suite, A €]0, é[

4) Trouver la valeur de Ay qui asssure la convergence la plus rapide de la
procédure , 1 = &, — Af(2,), xg € 1.

On pose ¢(x) =z — A f(x).

Ap qui asssure la convergence la plus rapide est tel que

b= max|¢/(x)]

1,2]

soit minimal, car plus k£ est plus petit, plus la convergence est plus rapide.

On a

Hla) = 1-AE+20+9),

x

" - l

M) = —A(=2+2)
—2A

" (x) = - <0.

T
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fr_l}n{r\ll —,:k- —_— _ii'}t
4 13
pla] pme—r A
' |
On en conclut que
k = max|¢'(z)| = max(|1 — 5| 1—EA)
oy ’ 2

k soit minimal si 13
BA—1=1-— E)\'

Donc,

4
=53

On montre la convergence de la procédure x,,,1 = ¢(x,) pour A = N\g = %.

De cela, on constate que pour A = g = %, ¢ est stable et contractante sur
[1,2]. Par suite, le théoréme du point fixe implique que la procédure z, 1 = ¢(z,,)
converge.

Exercice 06

Supposant qu’ils existent deux points fixes distincts a; et ap dans [a,bl.

Donc le théoréme des accroissements finis donne

A

glan) = glaz) = (a1 — a2)g'(¢)

ou ( est compris entre a; et as.
Comme
(@) < k<1, ¥relab],

alors

on — az| = [g(en) — glaz)| = |oa — o |9 (O] < k|ar — @] < far —az
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ce qui est absurde.
Exercice 07

Le graphe de la fonction f(r) = § —sin(z) + § — Y3 et illustré dans la figure

2
suivante:

On note par «; la racine négative et «y la racine positive.

1) La méthode de Dichotomie est elle applicable pour trouver les racines de
[

On ne peut pas utiliser la méthode de Dichotomie pour approcher «; car f
ne change pas de signe prés de cette racine.

2) Pour chaque racine, déterminer 'ordre de convergence de la méthode de
Newton.

Pour la racine aq, on a f/'(o;) = 0, donc la convergence est linéaire.

Pour la racine aw, on a f'(ay) # 0, donc la convergence est aumoins d’ordre

3) Pour approcher la racine strictement positive, on considére la méthode de
point fixe

l‘nﬂ'\/g

Tna1 = sin(mn) + 7 — g + 7
2T

Montrer que c’est un point fixe attractif dans intervalle [% 7).
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Exercice 08
On consideére la fonction f définie par

f(z) =2 +42® — 10

1) Montrer que I’équation f(z) = 0 admet une seule racine « dans l'intervalle
1.3

Ona f(1).f(3) <0.

f(z) =32 + 8z > 0 sur [1, 2], donc f est continue et strictement monotone
sur [1,3].

Par conséquent, le théoreme des valeurs intermidiaires implique qu’il existe
un unique « € [1, 3] tel que f(a) = 0.

2) Soient les méthodes d’approximations successives suivantes:
. _ _ 3 22
Tpy1 = (11(xn) =Tp — Ty, — 4‘Ln + 10
1 1
Tpt1 = gZ(Tn) - 5(10 - Ti>2
10
)
Tn

NI

Tpy1 = 93(-%)

Pour chaque méthode, montrer, soit la possibilité de convergence, soit la
divergence de la suite (z,,).

2-1) Convergence de procédé x, 1 = g1(x,)
On pose g1(x) = x — 2% — 42% + 10

fla) =0

@ +4a* —10=0
a—(a® +4a® —10) = «
gi(a) =«

t o0

Nous avons

" 3
di(x) =1—=32%*-8z,g,(x) = —6x — 8 < 0 sur [1, 5]
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Le tableau de variations de ¢; est donné par

De cela, on obtient |¢}(x)| > 1,Vz € [1, 2], donc |g}(a)| > 1.

T 1 %
g, () -
() [0 ——

On déduit que la procédure x,11 = g1(x,) diverge.
2-3) Convergence de procédé x, 1 = ga(x,,)
On pose ga(x) = 1(10 — 2%)3.

Nous avons

() = —202(10-2") 7 () = —>(2(10~4)

fla)

—1 "

=0
s oA 4402-10=0
& 40?2 =10-0a3

1
& a= (10~ o)z
& gpla) =«

Le tableau de variations de ¢s est donné par

(] 5}

9, (x)

ga(z)

—0.65

galx)

3 . 3
7+§$4(10—x3)73) <0 sur [1,5].
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De cela, on constate que gy est stable et contractante sur [1, 2],

2
On déduit que la procédure x,1 = g2(x,) converge.
2-3) Convergence de procédé x, 1 = g3(x,)

1

On pose ga() = (£2)?

44z
fla) = 0
s o2 +402-10=0
& a*(1+a)=10
10 .
< a_(1+a)
& g3(a) =«

Nous avons

VIO, 1 s 3v10, 1

(. — _ 5 ) —

Le tableau de variations de g3 est donné par

[Me

3
)‘ > 0 sur [1,5] .

I | %
g4 () 4
Gld) | gy e ~OE
ga(z) |1 —00nu |,

De cela, on constate que g3 est stable et contractante sur [1, %]

On déduit que la procédure x,1 = g3(x,) converge.

3) Dans quel cas la convergence est-elle plus rapide que les autres?

La suite (gs3(z,)) converge plus rapide que la suite (go(2,)).

4) Quel est Vordre de convergence des méthodes associées & gq et gs.

On a montré que |gh(z)] < 1 et |gy(z)] < 1 sur [1,2], donc |gh()| # O et

12
/
|g5(c)| # 0.
On conclut que les deux méthodes convergent a 1’ordre 1.
5) On suppose que e, = |g3(2,_1) —a] = 1073 | donner une majoration de
€nt1-

D’aprés la proposition 1.3.1, ¢,1 = |g5()] €,,, donc e, 11 < 0.141073.
Exercice 09
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La fonction f(z) = exp(x —2) + 2% — 3z + 1 posseéde une solution o = 2. On
propose d’approcher « par la méthode de point fixe.

1) En choisissant 2o dans un voisinage de «, vérifier si les méthodes de point
fixe suivantes convergent .

r = qi(r) = exp(e —2) + (v — 1)°

v = gp@) =1+ Voo —2)
v = g3(v) =05In(3r —2® - 1)
On a:

g1(x) = exp(r —2) +2(x — 1),01(2) = 2 et| ¢1(2)| =3>1,

donc la méthode associée a g; diverge.

1 —exp(z —2)
galx) =
2¢/x — exp(z — 2)
donc la méthode associée a g, converge.

,02(2) =2 et |gh(2)] =0 < 1,

93(2) =0 # 2,
donc 2 n’est pas un point fixe de gs.
2) Soit e, = |z, — o] = |g2(2p—1) — @ Verreur qu’on obtient & a l'itération n.

a) Calculer lime,, lim - et lim —=
n—oo n—oo ®n-—1 n—00%n—1

lim e, = 0 car x,+1 = g2(x,) converge.

n—oo

lim —" = g}(2) = 0.

n—0€n_1

n 1
lim — = —g5(2)

n—ooeh ;2

11 1
=55 = Z.(VOiI‘ la proposition 1.3.1)

b) Déduire que la méthode 11 = go(z,) est d’ordre 2.

lim " £ 0,

2
n—oo enfl

donc la méthode est d’ordre 2.
Exercice 10
On considére la fonction f définie par

f (@) = expla?) - 4a?
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1) Séparer graphiquement les racines de f.
Puisque f est une fonction paire, on fait I'étude sur [0,00].

f'(z) = 2x(exp(2?) — 4)

T 0 VW in(d) oC
f'(x) - 0 +
1 — . -
flz) ™ 41 —In(4)) —

Le graphe de f est donc

La fonction f admet quatres racines aq, s, az et oy avec:
o1 € [0, 1],&2 S [1,2],0(3 € [—1,0],0&4 S [—2, —1]
2) Soit la méthode de point fixe

To € [0, 1]
Vexp(z3)

xn+l - P}
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Etudier la convergence de cette méthode et préciser I'ordre de convergence.
On a

fla) = 0

& exp(r?) — da?
,  exp(z?)
& =02

g 4
2
o oo Vexp@?)

2

()

On pose g(r) = Y—;
Le tableau des variations de ¢ est le suivant

T 0 1
¢"(z) +
uau | 0 [ MT"'E
qla) % . \.rzt

Puisque ¢ est stable et contractante sur [0, 1], la suite x,,1 = g(z,) converge
vers ay € [0,1].
Pour l'ordre , on a

aiy/exp(a?)

5 = 0419(041) = 0‘% # 0

g (o) =

donc la méthode de point fixe converge a ’ordre 1.
3) Ecrire la méthode de Newton pour la recherche des zéros de f et préciser
I’ordre de convergence.

f(zn) exp(ry) — 47
Tpt1 = Tp — = Tp —
f'(an) 2ay(exp(az) — 4)

Puisque «; est une racine simple de f, la méthode de Newton converge a
I’ordre 2.

4) Comparer la méthode de Newton et la méthode de point fixe.

Comme la méthode de point fixe converge & I'ordre 1 et la méthode de Newton
converge & l'ordre 2, la méthode de Newton est plus rapide que la méthode de
point fixe.



Chapitre 2

Résolution des systemes
linéaires : Méthodes directes

2.1 Introduction
Dans ce chapitre, on s’intéresse a la résolution du systéme linéaire

Az =b (2.1)

ot A = (a;j)1<ij<n st une matrice carrée inversible, b € R™ est le second
membre et x € R" est le vecteur des inconnus.

La résolution de ce systéme par la méthode de Cramer nécessite n!n? opéra-
tions élémentaires. C’est une méthode trés couteuse a cause du calcul des déter-
minants et elle demande un temps de calcul évoluant de maniére exponentielle
avec n. Pour cette raison, on utilise d” autres méthodes directes qui déterminent
la solution aprés un nombre fini d’opérations.

Parmi les méthodes directes de résolution du systéme (2.1), on a:

La méthode de Gauss.

La méthode LU.

La méthode de Cholesky

2.2 Méthode de Gauss

La méthode de Gauss consiste a transformer le systéme Axr = b en un systéme
A’z =V avec A’ une matrice triangulaire supérieure puis a résoudre le nouveau
systéme A’z = b’ par la méthode de remontée.

supposons n = 4.

37
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b,
by
b

L3
L
L

Ly
Ly
Ly
Ly

On pose
1 1 1 1
ajp Qi Qi3 Ay
- P S R B |
_ _ 21 OG22 33 Gy
(A7 b) - (A ab ) - (Ll (Ll (Ll CLl
:1‘31 32 Ogz A3y
1 1 1
Ay Quo Qu3 Qyy
Etapel
Si a}; # 0, alors
2 1 azll 1
L —L; — —1Ly,i=2,3,4
a1
On obtient alors
1 1 1 1 1
ap aj a3 ayy by
2 2 2 2
(AP p)) = 0 ajy ay ay b
’ N 0 a2 a2 a2, U2
0 ajp ajz ay by
Etape2
2 _ . 2 2 2
Supposons a3, = 0, on permute les lignes Lj et Ly, p € {3,4} avec gy # 0,
d’ou
1 1 1 1 1
ap aj ajy ay by
RS B A
(A7 5Oy = 0 aypy ay ay by
’ o 0 a.2 a2 a2 b2
5}% 33 §‘21 3’2
0 ayy as3 a4 by
avec ay3 # 0.
Puis on fait les affectations suivantes:
a2
L} L7 ——213i=34.
Qg3
On obtient
1 1 1 1 1
aj ajp a3 ayy by
RS S TR
(A® p3)) = 0 agy ag ay by
) 3 3 3
0 0 a§3 ag4 bg
0 0 ayy ay by
Etape3
On suppose que a3y # 0, donc
a3
4 3 43 13

Q33
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S T B | 1
aqq a% a13 a% b~12
(AW ) = 0 ayy agy asy by
’ 0 0 a3 a3 b3
33 34 3
0 0 0 ay by
~ —~—
A v

On résout le systéme triangulaire supérieur A’z = b'.
Dans le cas général, 'algorithme de Gauss est donnée par

( (k)
(k+1) _ 9 E=1
ki T g =
kk
(k+1) (k) (k) (k+1)
Qj; = Q7 = Qe Qg 50
(k+1) _
by, =
L i T Qi O

Stratégie de pivot partiel

Pour cette méthode, a I'étape k, parmi les coefficients a

777’_]-’ ]:kan

= 1,n, j=k+1,n

)

(k)

2.3 Méthode de Gauss-Jordan

(k)

(k)

kg g1,k Qpk > O
choisit celui dont le module est le plus grand, c¢’est a dire ,max(|afk|).
k<i<n

La méthode de Gauss-Jordan est une variante de la méthode de Gauss, son

principe est de transformer la matrice A en matrice identité, d’ou

Ax = b
s Jr=10
s =0
On suppose que n =3 : .
On pose
ag azy azz by Ly

Etapel
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Si a}, # 0, on fait les affectations suivantes

L

L
%

On obtient alors
(A(Q), b(2)) —

Etape2

|

)

1
1 Ll
aty

1 1 72
Ly —ay Ly

1 1 72
Ly — a3 L

2 2 2 2
0 032 033 b% L%
0 a3y azz 03 L3

Suppsons que a3, # 0, on fait les affectations suivantes

(A® ) =

Etape3

On suppose que a3, # 0, donc on fait les affectations suivantes

T

|

T

|

2
2 L2
a2

2 2 13
Ly —ajyLy

2 2 73
L3 — a3,L;

10 b 0¥\ L2
1oad, 0| L3
0 al, b ) L3

1
3
3 L3
ass
3 3 14
L —ajsly

3 3 14
Ly — ay3L;

Meéthodes directes
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2.4 Décomposition LU: méthode de Gauss

La méthode LU consiste & décomposer la matrice A en produit de deux matrices

A = LU ou L est une matrice triangulaire inférieure unitaire et U est une
matrice triangulaire supérieure.
D’ou,

Ar=b< L L]g/ =b
y
La résolution du systéme Axr = b se rameéne donc a la résolution de deux
systémes triangulaires
Ly=15b
{ Ur=y

2.4.1 Existence d’une décomposition LU

Définition 2.4.1 Soit A = (a;j)1<i j<n. Les mineurs principauz 2y, (k = 1,n)
de A sont les déterminants des sous matrices carrées de A formées par les k
premiéres lignes et les k premiéres colonnes de A.

a;y .. aig
Ak: asy .. Qo |, k:zl,n
A1 .. Ak

Le théoréme suivant donne une condition suffisante sur la matrice A pour
qu’il n’y aura pas de permutations des lignes au cours de ’élimination de Gauss.

Théoréme 2.4.1 Soit A une matrice carrée d’ordre n telle que tous ses mineurs
principaus d’ordre k (1 < k < n) sont non nuls, alors il existe une matrice
triangulaire inférieure L avec l; = 1 et une matrice triangulaire supérieure U
telles que A = LU.

Remarque 2.4.1 La décomposition LU est intéressante dans le cas ot le sys-
téeme Ax = b doit étre résolu pour plusieurs second membres b car la décompo-
sition LU s’effectue une fois pour toute, alors que par la méthode de Gauss, les
étapes d’élimination seront faites pour chaque vecteur b.

2.4.2 Meéthode de construction

La méthode LU peut se calculer a partir de la méthode de Gauss .
On suppose que n = 4.
Le théoréme précédent implique que pour I’élimination de Gauss, dans chaque
étape, (al;) # 0,7 = 1,4, donc on peut effectuer ’algorithme de Gauss sans pivot.
Par la méthode de Gauss, on obtient

Ar=bes Ax =V
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avec

On pose

a/h “%2 ai?,
0 “52 a§3
0 0 agg a§4
0 0 0 a}

_ o O O

Par identification on trouve:

1
a1y

1
l21a11

1

Z31a11

Liial

41011

1 2
l31a19 + l32a59
1 2
lyajy + lygas,

1 2 3

1
Q14

Qay
U3y
Qyq

ayy
57
U3yq
Ay

an
a1
a3y
Ay
a3
D)

Qy3
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Ainsi, en utilisant I’algorithme de Gauss, on obtient

1
a
Iy = =
an
1
a
W = o
ar
1
a
ly = —&
ary
1 1 2
/ _ Q3g — l10715 _ Q3
32 — 0,2 — CL2
22 22
1 1 1
I o Qyy — ly1agy _ Gys
42  — CL2 — &2
22 22
1 1 2
I _ o Oy3 — lypays — lipag,
43 — Cl3
33
1 1
1 a4 1 Qa2 2
Qe — a1, — 22q
(a3 T g1 M3 T gz, d23
- 3
Q33
0% — Bady g
a3 T gz %23 ay,
- 3 — 3
Q33 Q33
Pour A quelconque, nous avons
3
at )
lg=—"2k=1n—-1i=k+1n.
A

2.4.3 Décomposition LU et permutation de lignes

On suppose que la condition du Théoréme 2.4.1 n’est pas vérifiée, alors lors de
la décomposition de Gauss, on trouve (a}; )=0 pour un certain i (la factorisation
LU n’existe pas), dans ce cas, on utilise le théoréme suivant.

Théoréme 2.4.2 Soit A = (a;j)1<ij<n une matrice carrée inversible.Il existe
une matrice P telle que PA = LU ou L est une matrice triangulaire inférieure
unitaire et U est une matrice triangulaire supérieure.

On en déduit que

Ar = b& PAxz = Pb
< LUx = Pb
—~
Yy

Ly = Pb
Ur=y
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Déterminant
La factorisation LU permet de calculer le déterminant de A car

det(A) = det(L) det(U) = det(U)

2.5 La méthode de Cholesky

La méthode de Cholesky consiste & décomposer A sous la forme A = LL' ou
L est une matrice triangulaire inférieure de coefficients diagonaux strictement
positifs.
D’ou,
Ar=b& LL'v, = b
<~

Y

La résolution du systéme Axr = b se raméne donc a la résolution de deux
systémes triangulaires
Ly=15b
{ L'z =y

Théoréme 2.5.1 Une matrice A est définie positive si et seulement si tous ses
mineurs principaux sont strictement positifs.

Théoréme 2.5.2 Si A est symétrique et définie positive, alors il exixte une
matrice L triangulaire inférieure telle que A = LL'. Si de plus l;; > 0,i = 1,n,
alors L est unique.

Algorithme

Soit A une matrice symétrique et définie positive, donc A = LL!.
Par identification, on obtient

ai; =14 +15+ .+ 13
aij = linljy + lialjo + . + lilyj, 1 > j
lz’j =0,2<7
L’algorithme de Cholesky est donnée par

( lin = Vv ai11

— @1 5
lil_ ﬁ?l_Qan
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2.6 Exercices

Exercice 1
On considére le systéme linéaire Ax = b ,ou o € R et

3 0 1 3 1
6 4 2 —4 0
A=1 3 9 o o |:"=]
-3 -1 a 3 0

1) Résoudre le systéme Az = b en utilisant la méthode de Gauss. En déduire
le déterminant de A.

2) Pour quelles valeurs de « la matrice A admet une décomposition LU 7
Déterminer cette décomposition.

3) Reésoudre le systéme Az = b en utilisant la factorisation trouvée.

Suggestion: utiliser le théoréme 2.3.1.

Exercice 2

On considére le systéme linéaire Az = b , ou

2 1 0 4 1
-4 -2 3 =7 0
A= 4 1 =2 8 b= -2
0 -3 -12 -1 10

1) Résoudre le systéme Ax = b en utilisant la méthode de Gauss.

2) Montrer que la matrice A n’admet pas de factorisation LU.

3) Trouver une permutation des lignes de A pour avoir une matrice M qui
admet une décomposition LU.

4) Calculer la décomposition LU de M.

5) Utiliser cette décomposition pour résoudre le systéme Az = b.

Suggestion: utiliser le théoréme 2.3.2.

Exercice 3

On considére le systéme linéaire Az = b , ou

2 1 —4 8
A=133 -5 |, b= 14
45 —2 16

1) Montrer que la matrice A est inversible.

2) En utilisant la méthode de Gauss-Jordan, calculer la solution du systéme
Az = b ainsi que A1,

Exercice 4

On considére le systéme linéaire Ax = b ,ou
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1 1
0|, 0=1|2
3

1
A= 1
1 3

SN =

1)Montrer que la matrice A est symétrique définie positive.
2) Reésoudre le systéme Az = b par la méthode de Cholesky.
Suggestion: utiliser le théoréme (2.4.1) et (2.4.2).
Exercice 5

On considére le systéme linéaire Ax = b ,ou

O W N =
S W R N
O O = W
W Ww w o
N DN Ot =

pour o € R.

1) la résolution de ce systéme peut étre ramenée a celle d’un systéme linéaire
de dimension 3.

Donner ce systéme que ’on notera

Alz =1, (2)

2) Pour quelles valeurs de « le systéme (2) admet une solution unique?

3) Pour quelles valeurs de « la matrice A" admet une décomposition LU ?
4) calculer la décomposition LU de A’.

Exercice 6

On considére le systéme linéaire Az = b , ou

1 2 3 by
A=12 6 -5 |, b=| b | eR? (2.2)
1 -2 7 bs

1) Montrer que le systéme (2.2) admet une solution unique.

2) Résoudre le systéme (2.2) par I'algorithme de Gauss. En déduire A~

3) Montrer que A admet une unique factorisation LU puis calculer cette
factorisation

On choisit bl = 1,b2 = —1,b3 =2.

a) Résoudre le systéme (2.2) par Ialgorithme de Gauss avec pivot partiel.

On note par P la matrice de permutations effectuées dans 'algotithme de
Gauss avec pivot partiel.

b) Calculer la factorisation LU de PA puis résoudre le systéme (2.2) en
utilisant cette factorisation.
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2.7 Corrigé des Exercices

Exercices 1
1) Résoudre le systéme Ax=b par la méthode de Gauss
On regroupe A et b :

30 1 3 1\ L

| =6 4 2 —4 0 | L
(4,0) 3 2 0 -2 0 | L
3 -1 a 3 0/ L,

On effectue I’élimination de Gauss, on obtient successivement:

3.0 1 31
044 22| Ly Lyt2L
0 2 1 11| Ly—Ls+1L
0 =1 a+1 6 1) Li—Li+1L,
30 1 31
04 4 2 2
- 1
00 -1 0 0| Ly«—Lz—1iL,y
00 (Jé—|—2 173 % L4<—L4+;11L2
301 31
04 4 2 2
e
00 -1 00
00 0 2 2 /) Li—Li+(a+2)L;

On est ramené a résoudre le systéme triangulaire supérieur

31’1+$3+$411
4T2+4T3+2T4:2

—.Ig:()
13" 3
2 L4 = 3

On résout ce systéme par remontée, on trouve successivement

3 5) 4

= — :0 e — —_ —
Ly 137373 , L2 137371 39

On déduit que det(A) = —78.
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2) Pour quelles valeurs de « la matrice A admet une décomposition LU ?
Déterminer cette décomposition.

D’aprés le théoreme 2.3.1, une condition suffisante est que tous les mineurs
principaux de A sont non nuls.

Les mineurs principaux de la matrice A sont :

3 0 3 01
Al = 37A2 = ' 6 4 ‘ = 12,&3 =|—-6 4 2|= —12, A4 = det(A) =78
-3 2 0

Donc, Va € R, on peut factoriser A sous la forme LU.
Déterminer la décomposition LU de A:
D’aprés la premiére question, U est obtenue par I’élimination de Gauss

30 1 3

04 4 2

U= 00 -1 0

3

00 O 17
1 0 0 O

. lry 1 0 0 . .
Pour construire L = , on utilise I'algorithme de la fac-

31 I3 1 0

lgg lag Uz 1
torisation LU en reprenant les étapes de I’élimination de Gauss:

3 0 1 31

o4 a2 2| Ly Ly 2Ll = 2
O 2 1 11 L3<—L3—|—L1,l31:—1
0 -1 a+1 6 1 Ly+— Lys+ Li,ljn =1
3 0 1 3 1
_ 0 4 4 2 2
0 O —1 0 O L3 — L3 — %Lg,lgg = %
0 0 Oé+2 % % L4HL4+71L2,Z42:_71
30 1 3 1
. 04 4 2 2
00 -1 00
00 0 % % L4<—L4+(OK+2)L3,Z43:—(04+2)
( 121:—?6:_2
l31:%3:_1
n=13=1
=41
lp =7
kl43:—<04<|~2)
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1 0 0 0
-2 1 0 0
=14 3 1 0

-1 -1 —(a+2) 1
3) Reésoudre le systéme Az = b en utilisant la factorisation trouvée.

o o Ly=1»
Ar=b<s LUz b(:){ Uz =y

Résoudre le systeme Ly = b

=1
—2y1 +y2 =10
—y1+3y2+y3 =0
—y1— 32— (@ +2)ys +ya =0

Ly=b&

<

1
Y2
3
4

<
l
viw O N =

<

Donc

<
I
wiw O N =

Résoudre le syseme Ux =y

3x1+x3+ 34 =1
4$2+4$3+2$4:2

Ur=y&
13 3
2 L4 = 3
4
xr = 39
5
o = 73
= 13
T3 — 0
3
Ty — E
La solution est .
39
2
_ 13
l‘ _—
0
3

Exercice 2
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1) Résoudre le systéme Az = b en utilisant la méthode de Gauss.

2 1 0 4 1
-4 -2 3 =7 0

(4,0) = 4 1 -2 8 -2
0 —3 —12 —1 10
2 1 0 4 1
o0 3 12
0 -1 -2 0 —4
0 -3 —12 —1 10
2 1 0 4 1
|0 -3 -12 -1 10
0 -1 -2 0 —4
0 0 3 1 2
2 1 0 4 1
|0 -3 12 -1 10
oo 2 3 =2
00 3 1 2
2 1 0 4 1
0 -3 12 -1 10
1 —22
0 0 2 55
o0 o 1 13

On résout :

Ar=b&e x = 3

26

2) Montrer que la matrice A n’admet pas de factorisation LU.
On calcule les mineurs principaux de A, on trouve

2 1

DM=20,=| 5

-

3) Trouver une permutation des lignes de A pour avoir une matrice M qui
admet une décomposition LU.
En permutant les lignes 2 et 4 on obtient:

2 1 0 4
0o -3 —-12 -1
4 1 -2 8
-4 -2 3 -7

M =
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Les mineurs principaux de M sont

9 1 2 1 0
Ay =2 Ny = = 6, Ay=|0 —3 —12 | =—12,As = —det(A) =6
0 -3
4 1 =2
4) Calculer la décomposition LU de M.
On pose
1 0 0 0
o1 o000
P2kt 00
lyg lag lag 1
2 1 0 4
0 -3 —-12 -1
M= 4 1 -2 8
-4 -2 3 -7
2 1 0 4
0 -3 —-12 -1
- 0 _1 _2 0 7l21 - 07 l31 - 27 l41 - _2
0 0 3 1

Ici, on utilise directement la premiére question , on trouve

2 1 0 4
0 -3 —-12 -1 1
V= 0 0 2 % ’l32:§:07142:0,l43:§
0 0 0 %
Donc
1 0 00
0 1 00
=12 110
-2 0 21

5) Utiliser la décomposition M = LU pour résoudre le systéme Az = b.

Ar = be= Mz =10 avec b =

— L=V
Uxr=y
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1 0 0 0 Y1 1
o 0O 1 00 y2 | 10
Ly=b < 2 110 ys | 7| =2
-2 0 % 1 Y4 0
1
10
Y= -2
3
13
Finalement, on résout:
—123
220
Ur=y<+=x= 3
26

Exercice 3
On considére le systéme linéaire Ax = b , ou

2 1 —4 8
A=[33 =5 |, b= 14
45 -2 16

1) Montrer que la matrice A est inversible.
det(A) = 12 # 0, donc A est inversible.
2) En utilisant la méthode de Gauss-Jordan, calculer la solution du systéme

Az = b ainsi que A1,

21 -4 81]100 Ly — 1L
(Ab, )= 3 3 =5 14 [0 1 0 Ly« Ly — 3L,
1 3 =2 4| 3 1 =2\ Li—L —1iL,

—[(035 1 2|3 5 1 Ly« 2L,
10 12—0 1 ?1 ?7 Li— L+ 1L

00 4 1 -2 4 Ly« 1Ly

l
/ﬁ*&“'wl‘q
S O =
o = O
— o O
{ M
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Exercice 4
On considére le systéme linéaire Az = b ,ou

111 1
A= 120 |, b= 2
10 3 3

1) Montrer que la matrice A est symétrique définie positive.
1 11
AA=[120]=4
1 03

donc A est symétrique.
Montrer que A est définie positive

11 !
A1:3,A2:‘1 2‘:1,A3: 1 —1
1

O N =
w o =

Puisque les mineurs principaux sont strictement positifs, A est définie posi-
tive.
2) Résoudre le systéme Az = b par la méthode de Cholesky.
Comme A est une matrice symétrique définie positive, il existe une matrice
L triangulaire inférieure telle que A = LL'.
On pose
Ity 0 0
L=11ln 1o 0
l31 l32 33

On utilise I'algorithme de Cholesky, on trouve

lg = @222 = 1

_aza—l31lo;
l32 — Too — 1

L l33:\/a33—l§1—l§2:1

donc

Maintenant, on résout le systéme Az = b:
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Ar=b<s LL'z =b
Yy

o Ly=1»
L'z =y
1 0 0 Y1 1
Ly = b&s |1 1 0 v | = 2
1 -1 1 Y3 3
1
S y=| 1
3
Finalement on résout :
11 1 Ty 1
Ltﬂ'} = y = 01 -1 i) = 1
0 0 1 T3 3
—6
= = 4
3
Exercice 5
On considére le systéme linéaire Ax = b ,ou
1 2 30 T 1
A 2 a1l 3 To _ 5
3 3 6 3 T3 2
0 0 0 3 T4 2

pour o € R.
1) la résolution de ce systéme peut étre ramenée a celle d’un systéme linéaire
de dimension 3, or, 'inconnu x4 étant facile & déterminer car on a :

2
3.%’4:2:1‘4:5
De cela,
£1+21’2+35€3:1
Ar=b & 2!E1+(1$2+$3+2:5
3T1+3T2+67}3+2:2

L1+2L2+313:1
= 201 + axg +x3 =3
31’1+3(L‘2+61’3:0
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I’1+2{II2+3.’L’3:1
= 2v1 + axg + 23 =3
$1+$2+2$3:0

Donc
1 2 3 1 1
Arz=bV&| 2 ol o | =1 3
11 2 23 0
2) Pour quelles valeurs de « le systéme A’z = 0’ admet une solution unique?
Le systéme A’z = b admet une solution unique si det(A’) = —a — 1 # 0,
donc si a # —1.

3) Pour quelles valeurs de « la matrice A’ admet une décomposition LU 7
La matricce A" admet une décomposition LU si tous les mineurs principaux
sont non nuls, on a

Alzl,AQZOé—él,Ag:—Oé—l

donc A’ = LU si o € R\{—1,4}.
4) calculer la décomposition LU de A'.

1 0 0
On pose L= l21 1 0
I31 I3 1
1 2 3 1 2 3
A = 2 al |l —=|0a—4 =5 |,ls51=2131=1
1 1 2 0o -1 -1
1 2 3 q
— 0 a—4 -5 ,l32 = —
0 o0 —oft —4
On obtient alors:
1 2 3 1 0 0
U=| 0 a«a—4 -5 L=12 1 0
a+1 —1
0 0 -2 L= 1
Exercice 6
On a
1 2 3 b
A=12 6 -5 |, b=| b | €eR? (2.2)
1 -2 7 b3

1) Montrer que le systéme (2.2) admet une solution unique.
det(A) = 24 # 0, donc A est inversible.



2. Résolution des systémes linéaires : Méthodes directes 56

2) Résoudre le systeme (2.2) par lalgorithme de Gauss. En déduire A1

1 2 3 b
(A, b) = 2 6 -5 bg LQ — L2 — 2L1
1 =2 7 bg L3 — LS - Ll

1 2 3 by

— 0 2 1 bg — 2[)1
0 —4 10 bg—bl L3<—L3+2L2

1 2 3 by
— 0 2 1 bg — 2b1
0 0 12 —5b; + 2by + b3

On résout le systéme triangulaire supérieur

1+ 2(13‘2 + 3$3 == bl
2[L’2 +x3 = bg - le
121’3 = —5b1 + 262 + Z)g

La solution est donc
T %bl - %bg + %bg
_ —19 5 1
T = Ebl + %—Zbg — 12—4b3
501+ b2 + 3503

T3
En déduire A1
Ar = bex=A"1
4 1 1
— =19 5p 1
- 245b1 + %sz 124b3
ﬁbl + gbz + ﬁb3
4 11
3 3 3 by
_ 19 5 1 b
- 24 12 24 2
-5 1 1 b
12 6 12 3
Conclusion
4 1 1
1 o 304
AT = 24 12 24
=5 1 1
2 6 12

3) Montrer que A admet une unique factorisation LU puis calculer cette

factorisation
Une condition suffisante est que les mineurs principaux de A sont non nuls,

(voir théoréme 2.3.1), on a
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AN =1#0,0=2#0,A3=24#0
On choisit by = 1,by = —1, by — 2.
a) Résoudre le systéme (2.2) par Ialgorithme de Gauss avec pivot partiel.

1 2 3 1
Ab)=(2 6 -5 -1
1 -2 7 2

Etape 1:
max(1,2,1)=2, donc on permute la ligne 1 et 2:

2 6 -5 —1
-1 2 =3 1 Ly «— Ly — 3Ly
1 -2 2 L3 — L3 - %Ll

(@}
|
ot
|
[S—

7
2
—>O—1—%
0o -5 L

N JOWO [

Etape2:
max(1,5)=>5, donc on permute la ligne 2 et 3

2 6 -5 -1

19 5

— 0 -5 5 3
0 -1 —% % L3 — L3 — %LQ

On est ramené a résoudre le systéme trangulaire supérieur

2 6 -5 T -1
0 —5 % T = g
0 0 -2 T3 1

On trouve = = ( , 324, 72)°
On note par P la matrice de permutations effectuées dans ’algotithme de

Gauss avec pivot partiel.

b) Calculer la factorisation LU de PA puis résoudre le systéme (2.2) en
utilisant cette factorisation.
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En utilisant les étapes de I'algotithme de Gauss avec pivot partiel ci dessus,
en déduire que

2 6 -5 100

U=|0 -5 2 |, L=|110
12 1 1

00 -5 3 5 1

Ona P = PP ou P et P, sont les matrices de permutations effectuées a
chaque étape de I'algotithme de Gauss avec pivot partiel.

Pour obtenir P, et P, il suffit de faire & partir de I chaque parmutation
élémentaire.

Etapel
100 010
I=l 010 P =110
001) ol 00 1
Etape2
100 100
I=l 010 ~P=1001
00 1) l2ols 0 1
010
P=pPP =001
100

Résoudre maintenant le systéme Ax = b en utilisant la factorisation PA =
LU.

Ar = b& PAxz = Pb
< LUx = Pb

=

On trouve y = (—1,%, 1) et z =(

[SSIEN
I
2l
H||
~—
~



Chapitre 3

Résolution des systemes
linéaires : Méthodes itératives

3.1 Principe des méthodes itératives

On considére le systéme linéaire
Axr =1b (3.1)

ot A = (a;j)1<ij<n €st une matrice carrée inversible, b € R™.

Le principe des méthodes itératives pour résoudre Ax = b est de construire
une suite de vecteurs (xy) qui converge vers z, la solution exacte du systéme
(3.1).

Pour construire cette suite, on décompose la matrice A sous la forme

A = M — N telle que M soit inversible.

Donc
Arx = b
= (M—N)]}:b
< Mx=Nz+b

& z=M"'Ne+ M
Posons M~'N = C et M~'b = b*, nous avons

Az =be o =Cx +b*

Cette forme permet de voir la solution du systéme Az = b comme un point

fixe de la fonction C'x + b*.
D’on, la suite (xy) est obtenue & partir du schéma itérative

2 donné
x(k+1) — Cx(k) _|_ b*

99
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Définition 3.1.1 La méthode (5.2) est dite convergente si pour tout (), lim 2% =

k—oo
x. Si cette limite x existe, elle vérifie v = Cx + b*

3.2 Définitions et propriétés
Dans cette partie, on rappelle quelques notions et propriétés générales qui seront
utilisées dans la suite.
Théoréme 3.2.1 Pour 1 < p < oo, l'application définit sur R™ par
n 1
lell, = (3 [zd?)s v € R”
est une norme appelée norme de Holder.
En particulier, on définit les normes suivantes:

Définition 3.2.1
lall, = S0l

n 2 1
lall, = (37 Jl®

ol = o (J)
Définition 3.2.2 Soit |||| une norme vectorielle sur R™. Pour toute matrice

A € M,(R), on définit la norme matricielle
1Ay, = sup{[|Az][, & € R, [lo]| = 1}
|A|l,, est dite norme matricielle subordonnée & la norme vectorielle |||| .

Définition 3.2.3 Soit A € M, (R).
On appelle rayon spectral de A la quantité

p(A) = max{|A|, X € C, X valeur propre de A}

Proposition 3.2.1 Soit A = (a;j)1<i.j<n € M,(R).
1) On munit R"™ de la norme vectorielle ||||,. La norme matricielle subordon-
née a la norme ||||, est définit par

1A, = max (Y ay))

1<j<n

2) On munit R"™ de la norme vectorielle ||||.,. La norme matricielle subor-
donnée a la norme ||| est définie par

n
e S ()
Proposition 3.2.2 Le rayon spectral d’une matrice carrée A vérifie

p(A) < |IA]]
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Preuve: Soit A une valeur propre de A et x un vecteur propre associé.
On a
Ar = Mz

Passant a la norme dans chaque coté, on obtient
[Az|| = [A[|Az| < | Al {]]
Ceci implique que pour toute valeur propre A, on a
Al < Al
Par définition de p(A), on conclut de la relation précédente que
p(4) < [|A]
[

Théoréme 3.2.2 Soit A une matrice carrée. Les propositions suivantes sont
équivalentes

i) lim A% = 0.

k—o0

ii) lim A*v = 0 pour tout vecteur v.
k—o0

iii) p(A) < 1.

iv) Il existe une norme matricielle subordonnée telle que ||A|| < 1.

Preuve: Montrons que (i) implique (ii).
Soit |||| une norme vectorielle et |||| la norme matricielle subordonnée corre-
spondante, donc

1% < [l A%} ol

Puisque li}gn AF =0, donc li}]gm Aky = 0.

Montrons que (ii) implique (iii).

Par contraposée, supposons p(A) > 1, alors il existe une valeur propre A telle
que

Av =X vavecv#0et [N\ >1
Puisque A*v = Mv et |\| > 1, la suite A*v ne converge pas vers 0.
Montrons que (iii) implique (iv).
On utilise directement le résultat du théoréme précédent.
Montrons que (i) implique (i).
La norme matricielle vérifie

A% < ||A]*, Yk € N.

Si ||A]| < 1, alors Lim |A||* = 0 et par suite lim [A*| =0. m
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3.3 Convergence des méthodes itératives

On considére la méthode itérative

2 donné
k) — Opk) 4 p*

Théoréme 3.3.1 (condition nécessaire et suffisante de convergence) la
suite (1)) est convergente si et seulement si p(C) < 1.

Preuve: Soit x la solution dy systéme Az = b, donc elle vérifie x = Cx + b*.
Comme 1) = Cox® +p* alors 2*+) — 2 = C(2®) — z) et par récurrence
sur k , on trouve
e ®) — g = O*(2O) — 2) (3.3)
Montrons que si la suite (z(*)) est convergente, alors p(C) < 1.
Par contraposée, On suppose que p(C) > 1. D’aprés le théoreme 3.2.2, il
existe y € R" tel que khl& C*y £ 0.

F) — = C*y qui ne

On choisit 2(© = 2 + y, égalité (3.3) implique que 2
converge pas vers 0.

Supposons que p(C') < 1 et montrons que la méthode converge.

On a 2®) — 2 = C*(2(® — 2), puisque p(C) < 1, le théoréme 3.2.2 implique
que lim C* = 0.

k—oo

On conclut que ¥ — 2 = C*(2(® — ) — 0 quand k — co. m

Théoréme 3.3.2 Les propositions suivantes sont équivalentes
La suite (x*)) est convergente.

p(C) < 1.

Il existe une norme matricielle subordonnée telle que ||C]| < 1.

Preuve: On applique les résultats des théorémes 3.2.2 et 3.2.3. m
Théoréme 3.3.3 (condition suffisante de convergence) S’il existe une norme

matricielle |||| telle que ||C| < 1, alors la suite (x*)) est convergente.

Théoréme 3.3.4 Soit A une matrice symétrique définie positive telle que A =
M — N et M inversible. Si la matrice M' + N est symétrique définie positive,
alors p(M—'N) < 1.

Définition 3.3.1 On appelle erreur de la méthode itérative x*+H = C®g 4 b*
a la ke qtération la quantité e® = %) — 2 qvec e = 2O — g.

Proposition 3.3.1 Supposons ||C|| < 1, alors

[C1F 1«2 — <0

(*) _
I =l < 5 e
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Preuve: Soit k € N et p € N*.
On a

202 ) (D) _ ()

{L'(k+3) . :L'(k+2) _ (C:L(k—o—?) + b*) . ((C‘L(’H—l) + b*)
= Oz — gkD)
— Oz _ )

Dans le cas général, on a

p(k+p) _ . (ktp=1) CP=Y(gk+D — (k)

Par la méme méthode , on trouve

g ® D) g8 — Ok (D) — 20 (3.4)
On a
Hx(ker) _ $(k)“ —
) — go4p=1) o letpmd) ko) g (ep=d) g o42) k) (D) (1) _ )|
B L I N I [ L R [ R RN

e = 2

— ||Cp—1($(k+1) s ®)|| + [|CP2(@®) — )| 4 || — 2|

+[[C® ) —a®)] 4 |20 — 2|

< o H D — g ®) || 4+ O || @D = 2|+ IO ] D — 2@ +
IO [ (@Y — )| 4 [« — 2@

= IIWI H @+ ICl+IC* + . ICIP2 + I

_ HCH H (k+1) k)H
1—||0||

Puisque ||C]| < 1, lorsque p— o0, on trouve

||$(k) _ xH < (k+1) _ w(k)H
STz

En utilisant (3.4), on trouve

Ic)®

(k) _
ot - o] < 190

e =20
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Remarque 3.3.1 Si 29 = bv*, alors 2V — 20 = Cb* 4+ b* — b* = Cb* et par
suite -
K] i

k) _ .
el

Proposition 3.3.2 ||e®)|| < p(C)* |[e9||. La méthode itérative (3.2) est plus
rapide lorsque p(C) est plus petit.

Preuve: On a

[e®]] =[]+ — ]
|+ — o
< JleH) @ - o
< [ @O - )]
< O || = 2]
= ()]

Remarque 3.3.2 Pour comparer deux méthodes itératives convergentes, la méth-
ode la plus rapide est celle ayant le plus petit rayon spectral.

Remarque 3.3.3 Si Hw(’”l) — :E(k)H < g, alors la solution exacte du systéme
Ax = b est approchée par z*+1) .

3.4 Meéthode de Jacobi, Gauss Seidel et de re-
laxation

3.4.1 Meéthode de Jacobi

On consideére le systéme linéaire Az = b telle que (a;;) # 0,4 = 1, n.
Pour la méthode de Jacobi , on décompose la matrice A sous la forme

A=M-N=D—(E+F)

ou
D: La matrice des éléments diagonaux de A.
—FE: La matrice des éléments sous diagonaux de A.
—F: La matrice des éléments sur diagonaux de A.
D’ou

Az =bear=DYE+F)r+D'b
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Définition 3.4.1 La matrice J = DY (E + F) s’appelle la matrice de Jacobi
associée a A.
Le schéma itératif de Jacobi est donné par

2O donné
2D = Jk) 4 D=1y

D’aprés ce qui précéde, on a:
P qul p ,

Théoréme 3.4.1 Si ||J| < 1, alors la méthode de Jacobi converge.
p(J) <1 si et seulement si la méthode de Jacobi converge.

Définition 3.4.2 Soit A = (ai,j)lgi,jgn-
A est dite a diagonale strictement dominante si

VZ € {1, ..,n} : \a”\ > Zj:l ‘aij’
JF
oubien

3 n
Vie{1,..,n}: |a;| > Zﬁl |aij|
1]

Théoréme 3.4.2 Si A est une matrice a diagonale strictement dominante, alors
la méthode de Jacobi converge.

Preuve: Supposons que A est strictement dominante par les lignes, donc pour
n
1=1,..,n, elle vérifie |a“| > E j=1 |Clij| .
n J#
Par suite , r = max Y ., 124l < 1.
1<i<n £=IL laiil

)

ail
Puisque la matrice de Jacobi J = ,alors ||J]| =7 < L

—ani 0

Ann
On conclut que la méthode de Jacobi converge.
On fait la méme méthode si A est stritement dominante par les colonnes. m
Algorithme de Jacobi

2 donné
Letl) 1 k) PN ) A
x; = (b; Zj@_ ;i x; Zj>i aijry’),i=1,n

3.4.2 Meéthode de Gauss Seidel
Pour cette méthode, on décompose la matrice A sous la forme
A=M-N=(D—-E)-F

D’ou
Ar=beo 2= (D—-E)'Fr+ (D —-E)'ab
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Définition 3.4.3 La matrice G = (D — E)™'F s’appelle la matrice de Gauss
Seidel associée a A.

Le schéma itératif de Gauss Seidel est:

©) donné (3.5)
o) = (D — E)"'Fa® + (D — E)~' '
Le schéma (3.5) peut étre écrit sous la forme
(D — E)tzt+D — e g

Donc

On trouve que

26D — plp, ) o p-1pa(k) L p=1p (3.6)

Le schéma (3.6) implique qu’on peut utiliser les composantes de litéré x(*+1)

dés qu’il est effectué. En faite, I’algorithme de Gauss Seidel modifie ’algorithme
de Jacobi pour utiliser a chaque itération les valeurs Tk+1 déja calculées.
Algorithme de Gauss Seidel

©) donné
(k+1) 1 .¢7 kD) L) N my
xz; _a_“.(bz E j<ia'zg']:j E j>iawxj ),z_ N

Convergence de la méthode de Gauss Seidel

Théoréme 3.4.3 Si ||G|| < 1, alors la méthode de Gauus Seidel converyge.
p(G) < 1 si et seulement si la méthode de Gauus Seidel converge.

Il y a des conditions de convergence liées & A:

Théoréme 3.4.4 Si A est une matrice o diagonale strictement dominante, alors
la méthode de Gauss Seidel converge.

Preuve: Supposons que A est strictement dominante par les lignes, donc pour
n

1=1,..,n, elle vérifie |CL”‘ > E j=1 ‘(LU’ .
JFE

n
.
Par suite , r = max ! o] 1.
1<i<n LI =) lai

D’aprés I'algorithme de Gauss Seidel, 'erreur a l'itération k vérifie

6§k+1) B x£k+1)_wgk)

_ _Zl b dij (k1) Z” i &) . T
= 25,0 =1,n.
] j=1+1 (0773 J

J=1 a;; Jj=
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Pour montrer que la méthode de Gauss Seidel converge, il suffit de montrer

que
vk € N[t <[],

. , k+1 .
On va raisonner par récurrence sur ez(» * ), 1< <n.
Pour 2 =1, on a

MR S

I=2 Qg

Donc
A < r]le®]

Supposons que pour j =1,..,2 — 1, on a

" <@
Par suite ,

aij CLZ']'

IN

(k+1)

i1 (k+1) "
Zj:l eij ‘ + Zj:iﬂ
[ e E S

o [

€<k>‘

Qi Q;

aij

VAN

Qi

Maintenant, par récurrence sur k, on trouve

e o < el < < 9]

oo

Comme r < 1, on conclut que klim ||e(k+1) HOO = 0 et par suite la méthode de

Gauss Seidel converge.
On fait la méme méthode si A est strictement dominante par les colonnes. m

3.4.3 Meéthode de Relaxation

Soit w un parameétre réel non nul.
OnposeA:M—N:D—E—F:(%—E)—(I_TwD—l—F).
D’ou

1l—w

D D
Arv=beor=(——-E) ' (——D+F)+(—-E)"
w w w

Le schéma itératif de relaxation s’écrit:

2(© donné
20 = (2 _ )12 p ¢ F)a® 4 (2 - gl

w
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Définition 3.4.4 La matrice L,=(2 — E)"' (12D + F) s appelle la matrice de
relaxation associée a A.

Pour w = 1, on trouve la méthode de Gauss Seidel.
Convergence de la méthode de relaxation

Théoréme 3.4.5 La méthode de relaxation converge si et seulement si

p(L,) < 1.

Théoréme 3.4.6 Sip(L,) < 1, alors w €]0,2].
Si A est une matrice symétrique définie positive, alors la méthode de relaz-
ation converge si et seulement si € w)0,2].

Preuve: Ona L,=(2 — E)™ (2D + F).
(£ — E) est une matrice triangulaire inférieure, donc

det((2 — B)) = indet(p).

w w

(£=2D + F) est une matrice triangulaire supérieure, donc

det(—l(l_—wD + F)) = (1 — %) det(D)

w w

On déduit que

Cdet((22D+F))  (E=2)"det(D) n
det(L,) = et(Z = B)) R (1-w)

De plus , det(L,,) n’est autre que le produit des valeurs propres de £, comp-
tées avec leurs multiplicités algébriques, d’on

[det(Le)] = (1 = w)"| < (p(Lo))"

Par suite,
(1 —w)| < p(Ly)

et si p(L,) < 1, alors w €]0, 2[.

Supposons maintenant que la matrice A est symétrique définie positive et
que 0 < w < 2.

Comme A est symétrique , alors E* = F.

Pour appliquer le théoréme 3.2.7, il suffit de montrer que M* + N est une
matrice symétrique définie positive.
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On a
D 1
M AN = (Z—B)f+(—ZD+ F)

w w
D —

= Z_F+-—""D4F
w
2_

. )

On conclut que M* + N = Q*T“’D est bien une matrice symétrique définie
positive. m

Remarque 3.4.1 On déduit que si A est une matrice symétrique définie posi-
tive, alors la méthode de Gauss Seidel converge.

Théoréme 3.4.7 Le rayon spectral de L, est tel que p(L,) > |1 — w].

On déduit de ces théoremes que si p(L,,) < 1, alors w €0, 2].

Ainsi, si w €]0,2[, la méthode de relaxation ne converge pas.

L’objectif de la méthode de relaxation est de trouver la valeur optimal wq
telle que la vitesse de convergence soit la meilleure possible . Ainsi,

p(Ly,) = min p(Ly,)

wel0,2]

Cas des matrices tridiagonales:
Théoréme 3.4.8 Soit A une matrice tridiagonale, alors
p(G) = p(J)?
Les méthode de Jacobi et de Gauss Seidel convergent ou divergent simultané-

ment.

Preuve: Soit p un parameétre réel non nul et A(x) une matrice tridiagonale
définit par

ap plep 0 0
by e S
Aw) =1 0o . . 0 (3.7)
. ) ) e,
0 0 wpb, a,

et soit la matrice Q(p) définit par
i
Qp) =
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On peut remarquer facilement que

A(p) = Q(W)AML)Q(m)
et donc
det(A(p)) = det(A(1)). (3.8)
La matrice de Jacobi est J = D7(E + F) et les valeurs propres de J sont les
racines de polynome caractéristique P;(\) avec
P;(\) = det(J — Nid) = det(D™(E + F) — \id)
= det(—D'(AD — (E + F)))
= det(=D ') det(AD — E — F)
La matrice de Gauss Seidel est G = (D — E)™!'F et les valeurs propres de G
sont les racines de polynome caractéristique Pg () avec
Pg(\) = det(G — \id) = det((D — E)~'F — \id)
= det((D — E) ') det(AD — A\E — F)
De cette derniére formule on trouve,
Pe(M\?) = det((D — E) ") det(A\*D — \’E — F)
Puisque A est ne matrice tridiagonale, alors la matrice A(y) = A\2D — p\’E —
L F est de la forme (3.7).
Appliquant la relation (3.8) avec = A™*, on trouve:
det(A(p)) = det(\’D — u)\’E — pu'F)
= det(\’D — N2E —F)
— Mdet(\D — E — F)
det(—D)

~ det(E — D) AES )

= A"Py())

On conclut que Pg(A\*) = A"P;()\) et par suite, pour A non nul, \* est une
valeur propore de G si et seulement si +\ ou -\ est une valeur propre de J.

Ainsi, p(G) =p(J)? . =

Théoréme 3.4.9 Soit A une matrice tridiagonale telle que toutes les valeurs

propres de la matrice de Jacobi associée soient réelle, alors les méthodes de Jacobi

et de relaxation convergent ou divergent simultanément pour w €0, 2.
Lorsqu’elles convergent, on peut détermaner une valeur optimale wy telle que

= min p(L,) = |we — 1|

2
wy = ,p(L,,
0 1 N /—1 — ,O(J)2 P( 0) we]0.2[
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3.5 Exercices

Exercice 1
On considére le systéme linéaire

1.022;, — 0.0525 — 0.1z = 0.795
—0.112; + 1.0335 — 0.0525 = 0.849
—0.112; — 0.1225 + 1.0423 = 1.398

1) Ecrire la procédure de Jacobi associée a ce systéme.

2) En utilisant une norme matricielle, montrer que la méthode de Jacobi
converge.

3) Calculer le nombre minimal d’itérations nécessaire pour estimer la solution
avec une précision 1073,

4) Estimer la solution a 1073 pres.

Suggestion: Utiliser le théoréme 3.3.1 et la formule du théoréme 3.2.2.

Exercice 2

On considére le systéme linéaire Ax = b ou

2 -1 1 1
A= 2 2 2 |p=1[1
—1 -1 2 1

1) Donner la matrice de Jacobi associée a A.

2) Donner la matrice de Gauss-Seidel associée a A.

3) Montrer que la méthode de Jacobi diverge alors que celle de Gauss Seidel
converge

4) Estimer le nombre minimal d’itérations nécessaires pour que lerreur a
I’étape k soit telle que Hw(’“) —z*|| <1073 |x(0) -

5) Calculer trois itérations de Gauss Seidel.

Suggestion: Utiliser le théoréme 3.2.3 et la proposition 3.2.4.

Exercice 3

On considére le systéme linéaire Ax = b ou

*

1 a —p 1
A= 0 1 0 =11 ],a,8€R.
-8 a 1 1

1) Ecrire la matrice de la méthode de Jacobi associée a A.

2) Pour quelles valeurs de « et 3 cette méthode converge -t-elle?
3) On choisit a = 3 = 2 et 20 = (2,2,2)".

3-1) La méthode de Jacobi est elle convergente?

3-2) Montrer que * = (1,1,1)t, V& > 1.

3-3) Que peut on conclure?
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4) On suppose o =0 et f = 1 et 20 = (2,2,2)"

Quel est le nombre minimal d’itérations nécessaires a effectuer pour avoir
ek) < 10737

5) Ecrire la matrice de la méthode de Gauss Seidel associce a A.

6) Pour quelles valeurs de « et 3 cette méthode converge -t-elle?

Exercice 4

On considére la matrice

A:

O O N
S oo
N OO
°
m
=

1) Calculer les valeurs propres de A.
2) Pour quelles valeurs de « la matrice A est -elle-définie positive?
3) Ecrire la matrice de Jacobi associée a A. En déduire p(.J).
4) Pour quelles valeurs de « la méthode de Jacobi converge -t-elle?
5) Pour quelles valeurs de « la méthode de Gauss Seidel converge -t-elle?
6) Montrer que p(G) = p(J)%
7) Soit w €]0, 2[, pour quelles valeurs de « la méthode de relaxation converge
-t-elle? Déterminer w,.
Suggestion: Utiliser la remarque 3.3.1, le théoréme 3.3.1 et le théoréme
3.3.9.
Exercice 5
On considére le systéme linéaire Az = b ou

3 1
A= 0

o N O

0

-1 3

1) Montrer que les méthodes itératives de Jacobi et de Gauss Seidel sont
convergentes.

2) Montrer que A est définie positive.

3) Que peut on dire sur la convergence de la méthode de relaxation pour
w €]0,2[?

Suggestion: utiliser les théorémes 3.2.2, 3.3.4 et 3.3.6.

Exercice 6
On considére le systéme linéaire Az = b ou

-1
A= 0 2
-1 0

N OO

1) Calculer la matrice de la méthode de relaxation.
2) Pour Quelles valeurs de w cette méthode est elle convergente?



3. Résolution des systémes linéaires : Méthodes itératives 73

3) Trouver le w, qui assure la convergence la plus rapide de cette méthode.
Suggestion: utiliser le théoreme 3.3.5.

Exercice 7

Soit A une matrice carrée d’ordre 3 telle que A = I3 — E — F avec

0 =20 0 0 0
E=| -1 0 0 |,F= 0 0 0
0 0 0 -1 -1 0

1) Montrer que A est inversible.
2) Soit 0 < w < 2. Montrer que la matrice %Ig — E est inversible si et

seulemnet si w # */75

3) Pour 0 < w < 2,w # Y2 on considre pour la résolution de Ax=b, la

2
méthode itérative définie par

2 ¢ R3
(Lt B — (7 1 250 40
et on pose £, = (113 — E)"Y(F + £=213). Calculer en fonction de w, les
valeurs propres de L, et son rayon spectral.
4) Pour quelles valeurs de w cette méthode converge-t-elle?
5) Déterminer w, €]0,2[ vérifiant p(L,,) = min{p(L,),w €]0,2[,w # \/75}
Exercice 8
Soient A et B deux matrices de M, (R) et a,b deux vecteurs de R".
On considére la méthode itérative suivante:

(2°,9°) donné
2+ = By 4 q (3.9)
YD) — Az 4 g

1) Montrer que la suite (x(*)) est convergente si et seulement si p(BA) < 1.
2) Montrer que la suite (y*)) est convergente si et seulement si p(AB) < 1.
3) Soit z®) = (z(® y*))t € R?", Montrer que la méthode (3.9) peut s’écrire
sous la forme
2D — 00 ¢

ou C' est une matrice d’ordre 2n. Expliciter C' et c.

4) Montrer que si A est une valeur propre non nul de C, alors A2 est une
valeur propre de AB.

5) Montrer que si « est une valeur propre de AB, alors 3 telle que § = o?
est une valeur propre de C

5) Déduire que p(C)* = p(AB).

6) On considére maintenant la méthode itérative suivante

(2°,4°) donné

2D = Byk) 4 ¢ (3.10)
y*+D) = A1) g
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Donner une condition nécessaire et suffisante de convergence.
7) Montrer que la méthode (3.10) est équivalente &

2D = D) g

ou D est une matrice d’ordre 2n.

8) Montrer que p(D) = p(AB).

9) Comparer la vitesse de convergence des méthodes (3.9) et (3.10).
Exercice 9

Soit A € M,(R) une matrice inversible telle que (a;;) # 0,4 = 1,n et b € R™.
Pour résoudre le systéme linéaire Ax = b, on propose la méthode itérative

sulvante:
29 donné

{ o) = (I —aD1A)2® + oD b

ou « est un réel non nul.

1) Montrer que si la suite (z¥)) converge vers x, alors x est la solution du
systéme Az = b.

2) On pose M = I — aD ' A. Exprimer les coefficients de la matrice M en
fonction des coefficients de la matrice A.

3) On suppose que A est une matrice a diagonale strictement dominante en
lignes . Montrer que ||[M]|_ < 1 et déduire que la suite (z¥)) converge.

4) On suppose que a = 1. Quelle méthode itérative retrouve-t-on?

Exercice 10

Soit A € M, (R) une matrice symétrique définie positive et b € R™.

Pour résoudre le systéme linéaire Ax = b, on propose la méthode itérative
suivante:

{ 2% donné
) = (b — Ax®) 4 )

oua € R.

On suppose que les valeurs propres de A sont rangées par ordre croissant
D<A <. < Ay

1) Montrer que cette méthode converge si et seulemnt si 0 < o < LA.

2) On suppose que ag est tel que p(id — apgA) = min{p(id — aA), « € R}.

Montrer que ag = /\1%
n

3.6 Corrigé des exercices

Exercice 1
On consideére le systéme linéaire

1.0221 — 0.0529 — 0.123 = 0.795
—0.11z; 4+ 1.0329 — 0.0523 = 0.849
—0.1127 — 0.1229 + 1.0425 = 1.398
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1) Ecrire la procédure de Jacobi associée a ce systéme.

1.0221 — 0.05x9 — 0.123 = 0.795
—0.11z; 4+ 1.0329 — 0.0523 = 0.849
—0.11z; — 0.1229 + 1.0425 = 1.398

21 = 0.04925 — 0.098z5 + 0.7794
& { 9 = 0.10687; + 0.048575 + 0.8243
25 = 0.1058z; + 0.1154z5 + 1.3442

D’ou la procédure de Jacobi s’écrit sous la forme discréte:
25 = 0.04928” — 0.0082{” + 0.7794

2 = 0.106821F 4 0.04852" + 0.8243
28 = 0.10582% 4 0.11542(" + 1.3442

On en déduit que la matrice de Jacobi est

0 0.049  0.098
J =1 0.1068 0 0.0485
0.1058 0.1154 0

2) En utilisant une norme matricielle, montrer que la méthode de Jacobi converge
Al = max(0.147,0.1553,0.2212) = 0.2212 < 1

donc ,la méthode de Jacobi converge.3) Calculer le nombre minimal d’itérations
nécessaire pour estimer la solution avec une précision 10~2.0n applique la formule
du théoreme 3.2.2, on a:

k+1
[ Tllse 116"l

(k) _ %
I =1

Pour estimer la solution a € pres, il suffit de choisir k tel que

k+1
1o 116"l

11—l
Dron 1)
_ In(G=e)
> — e 7
In(||J]|)
avec
102 0 0 \ '/0795 0.7794
V=D%=1| 0 103 0 0849 | = | 0.8243

0 0 1.04 1.398 1.3442
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6%, = 1.3442

Donc pour (9 = b*, on a k > 3.94. On prend k=4.

4) Estimer la solution & 1073 pres.

Si ||[L'(k) — :L'(k_l)Hoo < ¢, alors la solution exacte du systéme Axr = b est
approchée par ().

On regroupe les résultats dans le tableau qui suit:

; X" LRI

0 [ (0.7794,0.8243,1.3442)7

1] (0.9516,0.9728,0.5218) | [V — @] =0.1775> 1073
2 [ (0.9763,0.9998,1.5571)" | [[2® — 20| =0.053 > 103
3| (0.9811,1.0041,1.5629)" [2®) — 2@ =0.0057

4 | (0.9819,1.0049, 1.5639)" |2 — 2B =0.001

Ainsi, 2 est la solution approchée du sustéme Az = b.
Exercice 2
On considére le systéme linéaire Ax = b ou

2 -1 1 1
A= 2 2 2 |p=1[1
~1 -1 2 1

1) Donner la matrice de Jacobi associée a A.

2."1)1—.%‘2+.1’3i1

Ar=>b & 2$1+2T2+27}3:1

—x1 — X9+ 203 =1
.leéiﬂg—%l'g—'—%
<~ I2:—$1—$3+%
$3:%$1+%$2+%

D’ou le procédé de Jacobi:

Jigk—H _ ll’(k) _ %Tgk) 4 %
.%ék_H) _ _x(lk) . Jiék) + %
a::(,)kﬂ) = %wgk) + %xgk) + %

On en déduit que la matrice de Jacobi est donnée par

<

I

|

—_
N[= ON=

|

[S—y

2) Donner la matrice de Gauss-Seidel associée a A.
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Puisque I'algorithme de Gauss Seidel modifie I’algorithme de Jacobi, on en
déduit que le schéma itératif de Gauss Seidel satisfait

x§k+1_2 g)_l (k)+
xgk+1) §k+1) (k)+
k+1 k+1 k+1
R Sl
Ce qui implique que
§k+1 _ %wgk) _ wgk) +%
ZCngrl) _ _1$g~:) . %wék)
xgk+1 _ _%xgk) +i
Donc la matrice de Gauss Seidel est donnée par
0 1 -
G={0 -3 -1
0 O —%

3) Montrer que la méthode de Jacobi diverge alors que celle de Gauss Seidel
converge.

- i _1

2 2

det(J—X) = | =1 —x -1
3 3 A

5

= AN+ 2

(A7)

L’ensemble des valeurs propres est {0, z— —z*f} et p(J) = */75

Puisque p(J) > 1, la méthode de J dCObl diverge.
Pour la méthode de Gauss Seidel, on a

—\ 1 1
2 2
det(G—XI) = | 0 —41—-X —3
0 0 —3-A
1 2
= =AA+2)

L’ensemble des valeurs propres est {0,355, 5t} et p(G) = 1.
Puisque p(G) < 1, la méthode de Gauss Seide converge.
4) Estimer le nombre minimal d’itérations nécessaires pour que l'erreur a

Détape k soit telle que ||z 3|2 © — 2
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e® = ||z® — z*||, d’aprés la proposition 3.2.3, on a ||e® || < (p(G))* |||
donc il suffit de choisir & tel que

p(G)F <1077

Ce qui implique que
k> 9.96

On prend k£ = 10.
5) Calculer trois itérations de Gauss Seidel.

O Ry ) E)

0.5 | 0.125 | 0.1250 | 0.2188
03750 | 0 | —0.2813

0.75 | 0.3750 | 0.5625 | 0.4688

Exercice 3
On considére le systéme linéaire Az = b ou

1 a —f 1
A= 0O 1 0 =11 ],a,8€R.
-8 a 1 1

1) Ecrire la matrice de la méthode de Jacobi associée a A.

r1+ axy — Prz =1
A"E’Zb@ Igzl
—Bx +arg+ 23 =1

T = —axry + frz + 1
= 1'2:1
x3 = fr1 —axy + 1

D’ou le procédé de Jacobi:

xgkﬂ) = —ow:gk) + Bxék) +1

LD

2
m:(gkﬂ) = ngk) — ozxgk) +1
On en déduit que la matrice de Jacobi est donnée par

0 —a
J=1 0 0 0
g —a 0
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2) Pour quelles valeurs de « et  cette méthode converge -t-elle?

A —a
det(J — M) = 0 =X 0
B —a =\

= =2\ =57

L’ensemble des valeurs propres est {0, 5, —5} et p(J) = |B|.

La méthode de Jacobi converge si et seulement si [B| < 1 et o € R, donc
—l<p<letaeR

3) On choisit a = B =2 et (0 = (2,2,2)".

3-1) La méthode de Jacobi est elle convergente?

Sia=p=2,p(J)=|B|=2>1, donc la méthode de Jacobi diverge.

3-2) Montrer que z® = (1,1,1)!, V& > 1.

Sia=p3=2 et2® =(2,2,2) on trouve

0 —2 2 2 1 1
D =10 0 0 2 |+ 1]=1[1
2 —2 0 2 1 1
0 —2 2 1 1 1
PRGN 0 0 0 1)+l 1]=1(1
2 -2 0 1 1 1
0 —2 2 1 1 1
23 = 0 0 0 1 l+(1 =11
2 -2 0 1 1 1

3-3) Que peut on conclure?

x = (1,1,1)" est la solution exacte du systéme Ax=b, donc si on choisit
20 = (1,1,1)!, alors la méthode de jacobi converge.

4) On suppose o =0 et 3 = 3 et (0 = (2,2, 2)".

Quel est le nombre minimal d’itérations nécessaires a effectuer pour avoir

||x(k) — x|, < 10737
On pose
o
(k) _ g 1711 2 < (3.11)
T ||, < <e :
I =l < =,
00 3
CommeJ=[ 0 0 0 |estsymétrique, alors || J||, = v/p(JtJ) = \/p(J)?2 =
00
1
p(J) =5

J) =
On trouve z(V = (2,1,0)t, 20 — 2% = (0 - 1,0) et H"Lﬂ) - x0||2 =1
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De l'inégalité (3.11), on a
=[],
-,
2

> — 10.96
In(|[J]],)

On prend k=11.
5) Ecrire la matrice de la méthode de Gauss Seidel associé¢e a A.
L’algorithme de Gauss Seidel:

x&kH) = —ozxgk) 4 ﬁx:())k) +1
A
N L B

Ce qui implique que

;L'ng) = —ozxgk) + ﬁwék) +1
:Lék—i-l) 1
xng) = —aﬁxgk) + 52x§k) +14+0—«
On déduit que
0 —a f
G=10 0 0
0 —aB B
6) Pour quelles valeurs de « et 3 cette méthode converge -t-elle?
A —« Jé;
det(G = \I) = 0 = 0
0 —af B*=\
= N5 =)

L’ensemble des valeurs propres est {0,0, 3%} et p(G) = 5°.

La méthode de Gauss Seidel converge si et seulemnet si 5% < 1 et o € R,
donc |5 < 1 et a € R.

Exercice 4

On considére la matrice

A= ,aeR

o QW
L R
N 2O

1) Calculer les valeurs propres de A.
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det(A—XNI) = a 2= «
a  2—=A

= (2=M)((2=))?=2a%

)

L’ensemble des valeurs propres est {2,2 4 av/2,2 — a/2}.
2) Pour quelles valeurs de « la matrice A est -elle-définie positive?
A est une matrice symétrique, elle est définie positive si et seulement si toutes

ses valeurs propres sont strictement positives.
Par conséquent

2—av/2>0

= o] < V2

{2—|—a\/§>0

3) Ecrire la matrice de Jacobi associée a A.

100 0 —a 0
= 030 —a 0 -—a
00 3 0 —a 0
0 = 0
==z 0 7
0 = 0
En déduire p(.J).
2
det(J — AI) = —A(\2 — %)

L’ensemble des valeurs propres est {0, %, —%} et p(J) = %
4) Pour quelles valeurs de « la méthode de Jacobi converge -t-elle?
La méthode de Jacobi converge si et seulement si % <1

Par conséquent
la| < V2

5) Pour quelles valeurs de « la méthode de Gauss Seidel converge -t-elle?
A est une matrice symétrique définie positive si et seulement si |a| < /2.
Donc ,si |a| < v/2, la méthode de Gauss Seidel converge.
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6) Montrer que p(G) = p(J)%.

Puisque A est une matrice tridiagonale, alors p(G) = p(J)? = 0‘72, donc la
méthode de Gauss Seidel converge si et seulement si o] < v/2.

7) Soit w €]0, 2[, pour quelles valeurs de « la méthode de relaxation converge
-t-elle? Déterminer w,.

Puisque les valeurs propres de J sont réelles, alors les méthodes de Jacobi et
de relaxation converge simultanément.

On conclut que la méthode de relaxation converge si |af < v/2.

2

2
CL)O: —
L+ y1=p(J)* 14,/1-2

2

Exercice 5
On considére le systéme linéaire Az = b ou

3 0 —1
A= 0 2 0
-1 0 3
1) Montrer que les méthodes itératives de Jacobi et de Gauss Seidel sont
convergentes.
Puisque A est une matrice a diagonale strictement dominante, alors les méth-
odes itératives de Jacobi et de Gauss Seidel sont convergentes.
2) Montrer que A est définie positive.
On calcule les mineurs principaux de A ,on trouve

AL =30y =605 =16

Puisque tous les mineurs principaux de A sont strictement positifs, alors A
est définie positive.

3) Que peut on dire sur la convergence de la méthode de relaxation pour
w €]0,2[7

la méthode de relaxation converge pour tout w €]0, 2] car A est une matrice
symétrique définie positive.

Exercice 6

On considére le systéme linéaire Az = b ou
2 =10

A= 0 2 0

-1 0 2

1) Calculer la matrice de la méthode de relaxation.

2 00 000 010
A=D-E-F=(020]|—-1000]-1000
0 0 2 100 0 00
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L,=(——-E)yY(—=D+F
E_pt = pip
2.0 0
D w
(Z-B)=| 0 20
v -1 0 2
Pour calculer (2 — E)™!, on résout le systeme (2 — E)z = y.

D
——F)x =
(5 =B y
LT = Y1
<~ 229 =yo
—$1+%$3:Z/3
Ty =5y
= 9622:%?/2
r3 =Ty + 5Y3
£ 0 0
D D 2
(——Er=yer=(—-E)ly= 0 5 0
w w w? 0 «
s 2
D 1—w
L, = (=—E) Y {—=D+F
(= -B)(—=D+F)
5 00 QI_TW 1 0
= 0 %0 0 22 0
w? w 1—w
“ 0 ¢ 0 0 2==
1—w g 0
= 0 1—w 0
w(l—w) w?
B} e 1—w

2) Pour Quelles valeurs de w cette méthode est elle convergente?

det(Ly, — M) = (1 —w) = \)?

L’ensemble des valeurs propres est {1 —w,1 —w,1 —w} et p(L,) = |1 —w]|.
La méthode de relaxation converge si et seulement si |1 —w| < 1,donc 0 <
w < 2.
3) Trouver le w, qui assure la convergence la plus rapide de cette méthode.
P(La) = 1 -], min p(L.) = pl(Ls) = 0.
w€]0,2[

)
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Donc w, = 1.
Exercice 7
Soit A une matrice carrée d’ordre 3 telle que A = I3 — F — F avec

0 =20 0 0 0
E=| -1 0 0 |,F= 0 0 0
0 0 0 -1 -1 0

1) Montrer que A est inversible.

120
A = 1 10

1 11
det(A) = —140

2) Soit 0 < w < 2. Montrer que la matrice %Ig — E est inversible si et

seulemnet si w # */75

1920

1 w o

“L-E = [ 110

“ 00 !

1 1.1
det(—I3—F) = —(— —2
ain-m) = L4 -

1 ) 2
det(—=I3 — E) # 0siw# —.

w 2

3) Pour 0 < w < 2,w # \/75, on considre pour la résolution de Ax=Db, la

méthode itérative définie par
20 ¢ R3
(Rl — )+ = (F 4 2152 4

et on pose L, = (LI; — E)™'(F + 1=%1I3). Calculer en fonction de w, les
valeurs propres de L, et son rayon spectral.

—w 2w 0
1 1 2w22—1 2w2—1
— P - — w —w
(w]?’ E) 271 221 U
0 0 w
—w 2w? 1—w
2w22—1 2w?—1 0 w 10 0
— w —w i—w
Lo = 571 22q U 0 w 19w
0 w -1 -1 ==
w—1 2w(l—w) 0
2w?2—1 2w?—1
_ w(l—w) w—1 0
2w?—1 2w?—1
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w—1 ) 2w?(1 — w)Q}
2w? — 1 (2w? —1)2
L’ensemble des valeurs propres est {A\; =1 —w, Ay = ﬁ, A3 = %}
On a |A1] > |Ag] car |1+ 2w| > 1,Vw €]0, 2].
Pour comparer |\;] et |A3], on trace la courbe représentative de |A;| et [As].

det(Lo, — M) = (1 —w — N)[(

[— P —]

On conclut que
1 ’ si w €]0, V2]

{ p(L.) = | = | Lo
p(Lo) = M| =1 —w| siwe[vV2,2].

4) Pour quelles valeurs de w cette méthode converge-t-elle?
La méthode converge si p(L,) < 1.
Siwe V2,2 pL,)=1-w=w-1<1.

siw €]0,v2], p(L.) = ’;;ﬂ <1lsiw>2V2-2.

5) Déterminer w, €0, 2] vérifiant p(L,,,) = min{p(L,),w €]0,2[,w # \/75}

Remarquons le graphe de [A\{| et [A3], on déduit que le minimum de p(L,,)
est atteint pour w = 1.

Exercice 8

Soient A et B deux matrices de M, (R) et a,b deux vecteurs de R™.
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On considére la méthode itérative suivante:

(20, yo) donné
:v(k_"l) f— By(k) + a
yED) = Az 1 p

1) Montrer que la suite (2(*)) est convergente si et seulement si p(BA) < 1.
On a
Dy g
= B(Az% Y 1p) +a
BAz* D 4 Bb +a

Donc (z®) ssi p(BA) < 1.

2) Montrer que la suite (y*)) est convergente si et seulement si p(AB) < 1.
On a

S A ® g
= ABy* Y +a)+b
ABy* Y 4+ Aa + b
Donc (y™®)) converge ssi p(AB) < 1.
3) Soit 2*) = (2@ y(E)t € R?". Montrer que la méthode (3.9) peut s’écrire

sous la forme
LD — 00 ¢

ou C est une matrice d’ordre 2n. Expliciter C et c.

(k+1)
(k+1) __ T
z
(5 )
- By® 4+ a
Az® 4+

= (an) (e )+ ()
e=(50)=(3)

4) Montrer que si A est une valeur propre non nul de C, alors A2 est une
valeur propre de AB.

Soit A une valeur propre non nul de C' et z un vecteur propre associé¢, nous
avons :

Donc
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By = \x
Axr = Ny
By = M= ABy = Mz =)y

Cz = )\z<:>{

On déduit que A? est une valeur propre de AB.

5) Montrer que si o est une valeur propre de AB, alors 3 telle que 3 = o?
est une valeur propre de C.

Soit & une valeur propre de AB associée & un vecteur propre non nul u, cela
implique que

ABu = au
On pose
x = Bu,y = pu
alors
o(3 ) (%
Y Bu
0
A
6}
ABu

®
S
S

2 I~ —— Q

A/—\QQ

)
o) (5
o)
)
)
")

Bu
Bu
- a( )
Comme C ( y )= =7 ) [ est une valeur propre de C.
5) Déduire que p(C)? = p(AB)
D’aprés les questions (3) et (4), on conclut que (spectre(C))? =spectre(AB)
, donc p(C)? = p(AB).

6) On considére maintenant la méthode itérative suivante

(20, Yo) donné
m(k+1) — By(k) + a
YD — Az 4
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Donner une condition nécessaire et suffisante de convergence.
On a

z D) = BAz®) + BA 4+«

y* ) = ABy® + Ab+ b

donc (x®)) converge ssi p(BA) < 1 et (y™*)) converge ssi p(AB) < 1.
7) Montrer que la méthode (3.10) est équivalente &

20D — D) 4 g

ou D est une matrice d’ordre 2n.

(k+1)
(k+1) T
: B ( y )
BAxz® + BA+a
ABy® + Ab+ b

B 0 B x() . BA+a
~ \ 0 AB y(*) Ab+b

0 B [ BA+a
p= (0 ap )= (i)
8) Montrer que p(D) = p(AB).
Soit A une valeur propre de D associée & un vecteur propre non nul (x,y)",

o(5) ()
= (1) (7))
= (a )2 (7)

= ABy=\y

Par suite

On conclut que \ est une valeur propre de AB.
Soit, a une valeur propre de AB associée & un vecteur propre non nul u, cela
implique que
ABu = au

On pose
= Bu,y = au
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T B By
D<y> a (M%>
B aBu
o aABu
_ Bu
- ¢ ABu

Donc « est une valeur propre de D.

On conclut que spectre(D)=spectre(AB) et par suite p(D) = p(AB).

9) Comparer la vitesse de convergence des méthodes (3.9) et (3.10).

On montré que p(D) = p(AB) et p(C) = \/p(AB).

Comme p(D) < p(C), la méthode (3.10) converge plus vite que la méthode
(3.9).

Exercice 10

Soit A € M, (R) une matrice inversible telle que (a;) # 0,4 =1,n et b € R™.

Pour résoudre le systéme linéaire Az = b, on propose la méthode itérative

sulvante:
29 donné

{ ® ) = (I —aD7'A)z™ + aD"'b

ou « est un réel non nul.

1) Montrer que si la suite (2¥)) converge vers x, alors x est la solution du
systéeme Ax = b.

A la limite, on trouve

v=(I—-aD Az +aD™'b
D’ou
aD'Azx =aD™ '
Comme « est non nul, on trouve

Ax =0

2) On pose M = I — aD ' A. Exprimer les coefficients de la matrice M en
fonction des coefficients de la matrice A.

l—asit=y
W —atd s
X3

3) On suppose que A est une matrice a diagonale strictement dominante en
lignes. Montrer que ||M||_ < 1 et déduire que la suite (z*)) converge.
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On a
n

(0%
IMlle = max(t—a+ =3 i)

Comme A est une matrice & diagonale strictement dominante, alors

n _
E ) ) ,ai7j<aii,z:1,n
J=1j#i

par suite
M|, <1l—a+a=1

On a ||M||_, , on conclut que cette méthode itérative converge.
4) On suppose que a = 1. Quelle méthode itérative retrouve-t-on?
Si =1, alors

2* D — (1= DA ® 4+ Dy
= I-DYYD—-FE—F)z® 4+ D"
= DY E+F)+D™"

donc on retrouve la méthode de Jacobi.
Exercice 11

Pour résoudre le systéme linéaire Ax = b, on propose la méthode itérative

suivante:

2% donné
) = o (b — Ax®)) 4 2(*)

On suppose que les valeurs propres de A sont rangées par ordre croissant

O0< A <o <\,

1) Montrer que cette méthode converge si et seulemnt si 0 < o < oA

2

2* ) = (id — aA)z™ + ab

La méthode converge si et seulement p(id — «A) < 1. Comme les valeurs

propres de id — A sont de la forme 1 — a)\;,Vi = 1,...,n, alors

p(id — aA) 1

<
S —l<l—aN<1,Vi=1,...,n
=4

2
I<a< )\—,W: 1,...,n

1

2
&S I<a< —
(0% )\n

2
S OI<a< ——
p(A)

2) On suppose que «q est tel que p(id — apA) = min{p(id — cA),a € R}.

Montrer que ag = ﬁ
n
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plid — aA) = max (|1 — a)])

1<i<n

Comme 0 < A\; < ... < A, alors p(id — aA) = max(|1 — a)], |1 — a\,]).

1_

1]

Le minimum de p(id — «A) est obtenu donc pour ag tel que
1-— Cko)\l = Oé()/\n -1

On conclut que oy = ﬁ
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