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ABSTRACT

This final year project focuses on the Sparse Identification of Nonlinear Dynamics (SINDy) algo-
rithm, which allows deducing the underlying equations of a nonlinear dynamical system from experi-
mental data. We explore the theoretical foundations of SINDy, emphasizing the concepts of sparsity
and regularization, as well as the mathematical tools used to solve the identification problem.

We apply this approach to examples of linear and nonlinear dynamical systems using simulations
conducted with MATLAB, aiming to model and identify these systems. We also examine the ability
of SINDy to identify nonlinear systems in the presence of noise. The obtained results are promising,
and important conclusions are discussed.

Keywords : SINDy (Sparse Identification of Nonlinear Dynamics), nonlinear dynamical system,
experimental data, sparsity, regularization, mathematical tools, identification problem, linear and
nonlinear dynamical systems, simulations, modeling, noise.
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RÉSUMÉ

Ce projet de fin d’études se concentre sur l’algorithme de SINDy (Sparse Identification of Nonlinear
Dynamics), qui permet de déduire les équations sous-jacentes d’un système dynamique non linéaire
à partir de données expérimentales. Nous explorons les fondements théoriques de SINDy, en mettant
l’accent sur les concepts de sparsité et de régularisation, ainsi que les outils mathématiques utilisés
pour résoudre le problème d’identification.

Nous appliquons cette approche à des exemples de systèmes dynamiques linéaires et non linéaires en
utilisant des simulations réalisées avec MATLAB, dans le but de modéliser et d’identifier ces systèmes.
Nous examinons également la capacité de SINDy à identifier les systèmes non linéaires en présence de
bruit. Les résultats obtenus sont encourageants, et des conclusions importantes sont discutées.

Mots-clés : SINDy (Sparse Identification of Nonlinear Dynamics), système dynamique non li-
néaire, données expérimentales, sparsité, régularisation, outils mathématiques, problème d’identifica-
tion, systèmes dynamiques linéaires et non linéaires, simulations, modélisation, bruit.
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Les systèmes dynamiques non linéaires constituent un domaine d’étude complexe mais crucial dans
de nombreux domaines scientifiques et techniques. Comprendre et modéliser ces systèmes est essentiel
pour prédire leur comportement, concevoir des contrôles efficaces et prendre des décisions éclairées.
Cependant, l’analyse et la modélisation des systèmes dynamiques non linéaires peuvent souvent être
difficiles en raison de leur complexité intrinsèque et du manque de connaissances sur les équations
sous-jacentes régissant leur comportement.

Dans ce contexte, notre travail de mémoire se concentre sur l’algorithme de SINDy (Sparse Iden-
tification of Nonlinear Dynamics), une méthode efficace permettant de déterminer les équations sous-
jacentes d’un système dynamique non linéaire complexe à partir de données expérimentales. SINDy
offre une approche novatrice et prometteuse pour analyser les systèmes dynamiques basée sur des
données, en exploitant la régression symbolique et la représentation parcimonieuse.

Notre mémoire vise à présenter en détail l’algorithme de SINDy, en mettant l’accent sur les prin-
cipes mathématiques qui sous-tendent cette méthode. Nous explorons également les concepts clés de
la sparsité et de la régularisation, ainsi que leur application pour résoudre le problème d’identification
dans SINDy. Grâce à la combinaison de la régression symbolique et de la représentation parcimonieuse,
SINDy permet de découvrir de manière efficace les équations non linéaires décrivant les relations entre
les variables mesurées et les dynamiques observées d’un système.

Pour situer SINDy dans le contexte de l’analyse des systèmes dynamiques, nous aborderons égale-
ment d’autres méthodes utilisées pour étudier ces systèmes à partir de données, telles que l’opérateur de
Koopman et l’algorithme DMD (Dynamic Mode Decomposition). Ces méthodes sont complémentaires
à SINDy et offrent des approches différentes pour analyser les données, en combinant l’identification
des équations, l’analyse des modes et la prédiction du comportement futur.

Nous explorerons plus en détail l’opérateur de Koopman et l’algorithme DMD, ainsi que leurs
relations avec l’approximation de l’opérateur de Koopman à partir des données de l’espace d’état.
Comprendre ces concepts et leurs implications dans l’analyse des systèmes dynamiques nous permettra
d’appréhender plus précisément le rôle de SINDy et de sa méthode d’identification parcimonieuse dans
cette discipline.

En résumé, notre mémoire se consacre à une analyse approfondie de l’algorithme de SINDy et à sa
mise en application dans l’analyse des systèmes dynamiques non linéaires. Nous examinons également
le contexte dans lequel cet algorithme s’inscrit, c’est-à-dire l’analyse des systèmes dynamiques à partir
de données. À travers l’exploration des concepts essentiels tels que la sparsité, la régularisation et les
outils mathématiques utilisés dans SINDy, nous mettons en avant son efficacité.
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CHAPITRE 1

GÉNÉRALITÉS SUR SINDY

1.1 Introduction :

La méthode SINDy (Sparse Identification of Nonlinear Dynamics) est une approche révolution-
naire pour identifier les équations sous-jacentes aux systèmes dynamiques non linéaires à partir de
données observées, sans connaître a priori leur forme exacte. Elle utilise une régression parcimonieuse
pour identifier les termes les plus importants dans une équation candidate, permettant ainsi d’obtenir
une représentation concise et interprétable de la dynamique du système. Depuis son introduction en
2016 par Brunton, Proctor et Kutz [12], SINDy a eu un impact significatif sur le domaine de la mo-
délisation des systèmes dynamiques. Cette méthode a été appliquée avec succès dans divers domaines
scientifiques et présente des extensions prometteuses, telles que l’identification de modèles d’équations
aux dérivées partielles. Ce chapitre offre une vue d’ensemble de SINDy, une revue historique, ainsi
que ses applications et extensions. Il aborde également les limites auxquelles cette méthode peut faire
face.
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1.2 Identification parcimonieuse des Dynamiques Non Linéaires

"SINDy" :

SINDy (Sparse Identification of Nonlinear Dynamics) est une méthode utilisée pour découvrir les
systèmes dynamiques non linéaires à partir de données. Elle se base sur le principe de parcimonie, qui
suggère que les équations régissant de nombreux systèmes dynamiques peuvent être représentées de
manière précise en utilisant seulement quelques termes importants.

L’algorithme SINDy utilise des techniques de régression parcimonieuse pour identifier les termes
significatifs dans une équation candidate qui expliquent au mieux la dynamique observée. Plus préci-
sément, il utilise des méthodes de régression L1 (également connue sous le nom de régulation LASSO,
"Least Absolute Shrinkage and Selection Operator") pour estimer les coefficients associés à chaque
terme de l’équation. En formulant le problème comme une tâche de régression parcimonieuse, SINDy
peut automatiquement sélectionner les termes les plus pertinents, permettant ainsi d’obtenir une re-
présentation concise du comportement du système.

Une caractéristique clé de SINDy est sa capacité à découvrir des équations non linéaires à partir
de données, sans avoir besoin de connaître a priori la forme fonctionnelle exacte des équations. Cela la
distingue des méthodes traditionnelles d’identification de systèmes qui se concentrent principalement
sur des modèles linéaires ou qui supposent une connaissance préalable de la structure du système.

SINDy a été largement utilisé dans divers domaines de recherche, tels que la physique, la biologie,
la chimie et l’ingénierie. elle a permis de découvrir les lois régissant des systèmes complexes, d’extraire
des modèles à partir de données expérimentales et de prédire le comportement futur des systèmes.
En outre, SINDy peut être étendu pour traiter des défis tels que les données bruitées, les mesures
manquantes ou les observations partielles.

Cette approche a ouvert de nouvelles perspectives pour l’étude des systèmes dynamiques complexes,
en fournissant une méthode efficace pour extraire des connaissances à partir de données expérimen-
tales. Les recherches dans le domaine de SINDy se poursuivent, avec des efforts visant à améliorer
sa précision, à développer de nouvelles variantes de l’algorithme et à explorer de nouveaux domaines
d’application.

1.3 Contexte historique de SINDy :

L’histoire de l’Identification parcimonieuse des Dynamiques Non Linéaires (SINDy) remonte au
développement des techniques d’identification de systèmes et à l’émergence de la modélisation basée
sur les données.

Le domaine de l’identification de systèmes a émergé au milieu du XXe siècle en tant que branche
de la théorie du contrôle et de l’ingénierie. Son objectif principal était de développer des méthodes
permettant d’estimer des modèles mathématiques, souvent sous la forme d’équations différentielles,
qui représentaient de manière précise le comportement de systèmes dynamiques à partir de données
d’entrée-sortie observées. Les techniques traditionnelles d’identification de systèmes se concentraient
sur des modèles linéaires et supposaient une connaissance préalable de la structure du système.

Cependant, avec la complexité croissante des systèmes dynamiques et l’abondance de données, il est
devenu nécessaire de disposer de méthodes capables de gérer des dynamiques non linéaires et complexes
sans faire de fortes hypothèses. Cela a conduit au développement d’approches de modélisation basées
sur les données, qui permettaient d’extraire des modèles directement à partir des données observées.

En 2016, l’article fondamental intitulé "Discovering Governing Equations from Data by Sparse
Identification of Nonlinear Dynamical Systems" de Steven L. Brunton, Joshua L. Proctor et J. Nathan
Kutz [12] a été publié dans les Proceedings of the National Academy of Sciences.
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Cet article a introduit la méthodologie SINDy en tant que technique puissante pour découvrir des
équations régissant un système à partir de données.

Depuis son introduction, SINDy a attiré une attention considérable et a été appliquée dans dif-
férents domaines et applications. SINDy a également été étendue et améliorée pour relever des défis
tels que les données bruitées, les mesures manquantes et les observations partielles.

Le développement et le succès de SINDy ont contribué à l’avancement des techniques de modé-
lisation basées sur les données et ont ouvert de nouvelles possibilités pour découvrir les équations
régissant les systèmes et comprendre les systèmes dynamiques complexes. Ce domaine de recherche
est actif, avec des efforts continus pour affiner la méthodologie, développer de nouveaux algorithmes
et l’appliquer à des systèmes de plus en plus complexes et diversifiés.

1.4 Applications et Extensions de SINDy : [11]

L’algorithme SINDy a récemment trouvé des applications dans l’identification de systèmes dyna-
miques de grande dimension, tels que les écoulements de fluides, en se basant sur les coefficients POD
(Proper Orthogonal Decomposition) [12, 32, 33]. Par exemple, SINDy a été utilisé pour identifier le
modèle de champ moyen généralisé de Noack et al. [38] à partir de données sur l’écoulement autour
d’un cylindre, comme illustré dans la figure (Fig. 1.1). De plus, SINDy a été appliquée avec succès à
l’identification de modèles en optique non linéaire [50] et en physique des plasmas [20].

Figure 1.1 – Présentation schématique de l’identification de modèles non linéaires à partir de données
de grande dimension à l’aide de l’identification parcimonieuse de la dynamique non linéaire (SINDy)
[12]. Cette procédure est modulaire, de sorte que différentes techniques peuvent être utilisées pour
les étapes d’extraction de caractéristiques et de régression. Dans cet exemple d’écoulement devant un
cylindre, SINDy découvre le modèle de Noack et al. [37]. Modifié de Brunton et al. [12].

Une des forces de SINDy est sa formulation en termes de régression linéaire dans une bibliothèque
non linéaire, ce qui lui confère une grande extensibilité. Récemment, le cadre SINDy a été étendu
par Loiseau et Brunton [32] pour incorporer des contraintes physiques connues et des symétries dans
les équations, en utilisant une optimisation contrainte basée sur le seuillage séquentiel des moindres
carrés. Par exemple, des contraintes de préservation de l’énergie ont été imposées sur les non-linéarités
quadratiques dans les équations de Navier-Stokes pour identifier des systèmes de fluides [32]. Ces
contraintes sont connues pour favoriser la stabilité [34, 18, 3].
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Cette approche a également montré que les bibliothèques polynomiales sont particulièrement utiles
pour construire des modèles d’écoulements de fluides en utilisant les coefficients POD, ce qui permet
d’obtenir des modèles interprétables liés à la projection de Galerkin classique [12, 32].

Loiseau et al. [33] ont également démontré la capacité de SINDy à identifier des modèles de systèmes
dynamiques de grande dimension, tels que les écoulements de fluides, à partir de quelques mesures
physiques provenant de capteurs, comme des mesures de portance et de traînée sur le cylindre présenté
dans la figure (Fig. 1.1). Pour les systèmes avec des entrées et un contrôle, SINDy a été généralisé pour
inclure ces éléments [13], et ces modèles s’avèrent très efficaces pour la commande prédictive du système
[25]. De plus, il est possible d’étendre l’algorithme SINDy pour identifier des dynamiques avec des non-
linéarités de fonctions rationnelles, des termes intégraux, ainsi que pour traiter des données fortement
corrompues et incomplètes [52]. Des extensions récentes de SINDy incluent également l’incorporation
de critères d’information pour la sélection objective de modèles [35], ainsi que l’identification de
modèles avec des variables cachées en utilisant des coordonnées de retard [7]. Enfin, le cadre SINDy a
été généralisé pour inclure des dérivées partielles, ce qui permet d’identifier des modèles d’équations
aux dérivées partielles [43, 44].

De manière plus générale, l’utilisation de méthodes favorisant la parcimonie en dynamique est
relativement récente et a donné lieu à diverses approches, telles que la découverte d’équations à
partir de séries temporelles, la modélisation sans équation, la modélisation dynamique empirique, la
modélisation du comportement émergent, le modèle autorégressif non linéaire avec entrées exogènes
(NARMAX), et l’inférence automatisée de dynamiques. Toutes ces techniques relèvent de la catégorie
des méthodes d’identification de systèmes, où des méthodes statistiques et d’apprentissage automa-
tique sont utilisées pour identifier des systèmes dynamiques à partir de données. La plupart de ces
méthodes impliquent une forme de régression des données sur la dynamique, et la principale distinction
entre elles réside dans le degré de contrainte de cette régression.

Il convient également de mentionner des techniques plus récentes, telles que la programmation
génétique utilisée par Bongard et Lipson [6] et Schmidt et Lipson [47], qui ont permis d’identifier la
structure des dynamiques non linéaires de manière flexible et avec peu de contraintes sur leur forme.
En outre, SINDy est étroitement lié à NARMAX [5], une méthode qui identifie la structure des modèles
à partir de données de séries temporelles en utilisant une procédure des moindres carrés orthogonaux.

1.5 Les limites de SINDy :

Bien que l’algorithme de SINDy présente de nombreux avantages, il présente également certains
défauts potentiels. Voici quelques-uns des défauts couramment associés à l’algorithme de SINDy :

— Sensibilité aux données bruitées : Comme de nombreux algorithmes d’apprentissage auto-
matique, l’algorithme de SINDy peut être sensible aux données bruitées. Si les données d’entrée
sont affectées par du bruit ou des erreurs de mesure, cela peut entraîner des erreurs dans les
modèles identifiés par SINDy.

— Sensibilité aux échantillonnages temporels inappropriés : L’efficacité de l’algorithme
de SINDy peut être réduite si les données d’entrée sont échantillonnées de manière inappropriée
dans le temps. Des échantillons trop espacés ou des lacunes dans les données peuvent entraîner
des erreurs dans la modélisation et l’identification des équations différentielles.

— Problèmes d’identifiabilité : Dans certains cas, il peut exister plusieurs ensembles d’équa-
tions différentielles qui peuvent générer les mêmes observations expérimentales. Cela peut
rendre difficile l’identification unique des équations sous-jacentes à partir des données. L’al-
gorithme de SINDy peut produire des modèles qui ne sont pas uniques ou qui ne reflètent pas
complètement la dynamique réelle du système.
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— Complexité de modélisation limitée : Bien que l’algorithme de SINDy soit efficace pour
identifier des systèmes dynamiques simples à partir de données, il peut être limité dans sa
capacité à modéliser des systèmes complexes ou hautement non linéaires. Il peut avoir du mal
à capturer des comportements dynamiques complexes ou des interactions non linéaires fortes
entre les variables.

— Dépendance aux variables d’entrée choisies : L’algorithme de SINDy repose sur la sé-
lection appropriée des variables d’entrée pour l’identification des équations différentielles. La
performance de l’algorithme peut dépendre de la connaissance préalable du système et du choix
judicieux des variables d’entrée. Une mauvaise sélection des variables peut conduire à une mau-
vaise modélisation et à des résultats incorrects.
Il convient de noter que certains de ces défauts peuvent être atténués ou résolus en utilisant
des variations de l’algorithme de base de SINDy, en combinant SINDy avec d’autres techniques
d’apprentissage automatique ou en prenant des précautions appropriées lors de l’application de
l’algorithme.

1.6 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons présenté les principaux concepts de la méthode SINDy, son historique
ainsi que ses applications dans l’identification de systèmes dynamiques de grande dimension et ses
extensions. Nous avons également discuté des limites inhérentes à cette méthode.
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CHAPITRE 2

L’OPÉRATEUR DE KOOPMAN ET LA
DÉCOMPOSITION EN MODE

DYNAMIQUE (DMD)

2.1 Introduction :

SINDy, l’opérateur de Koopman et DMD sont des méthodes utilisées pour analyser les systèmes
dynamiques à partir de données. SINDy vise à découvrir les équations sous-jacentes régissant le sys-
tème, tandis que l’opérateur de Koopman représente le système sous forme d’un opérateur linéaire
agissant sur des fonctions observables, et DMD extrait les modes dynamiques dominants du système.
Ces méthodes sont complémentaires dans l’analyse des données et la compréhension des systèmes, en
combinant l’identification des équations, l’analyse des modes et la prédiction du comportement futur.

Dans ce chapitre, nous discuterons du concept et des mathématiques sous-jacentes à l’opérateur
de Koopman et à l’algorithme DMD (Dynamic Mode Decomposition). Nous aborderons également la
DMD avec contrôle (DMDc), l’EDMD et leur relation avec l’approximation de l’opérateur de Koopman
à partir des données de l’espace d’état.

Notre objectif est d’utiliser des méthodes pilotées par les données (data-driven methods) pour
approximer l’opérateur de Koopman, qui est un opérateur de dimension infinie qui fait évoluer linéai-
rement l’état d’un système dynamique dan un espace de dimension infinie. Pour cela, nous utiliserons
la méthode DMD, qui est une méthode de décomposition en modes dynamiques à partir de données
expérimentales.

Plus précisément, la DMD utilise des mesures des états d’un système dynamique pour trouver les
modes dominants de ce système à partir des données et reconstruire une représentation linéaire de
l’évolution du système.

En effet, l’opérateur de Koopman permet de représenter la dynamique d’un système comme une
transformation linéaire dans l’espace des fonctions. La DMD utilise cette représentation pour extraire
des modes dynamiques et reconstruire l’évolution temporelle du système à partir de ces modes. Ainsi,
la DMD est une méthode pratique pour l’analyse des systèmes dynamiques basée sur l’opérateur de
Koopman, et qui permet de traiter efficacement les données expérimentales.
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2.2 L’opérateur de Koopman : [11, 49]

2.2.1 Introduction à l’operateur de Koopman :

La théorie de l’opérateur de Koopman est récemment apparue comme une perspective alternative
pour les systèmes dynamiques en termes de l’évolution des mesures. En 1931, Bernard O. Koopman
a démontré qu’il était possible de représenter un système dynamique non linéaire en termes d’un
opérateur linéaire de dimension infinie agissant sur un espace de Hilbert de fonctions de mesure de
l’état du système. Cet opérateur de Koopman est linéaire, et sa décomposition spectrale caractérise
complètement le comportement d’un système non linéaire, de manière analogue à dx

dt = Ax. Cepen-
dant, il est également de dimension infinie, car il y a une infinité de degrés de liberté requis pour
décrire l’espace de toutes les fonctions de mesure possibles de l’état. Cela pose de nouveaux défis.
Obtenir des approximations matricielles de dimension finie de l’opérateur de Koopman est l’objet
d’efforts de recherche intenses et promet de permettre des représentations globalement linéaires de
systèmes dynamiques non linéaires. L’expression de la dynamique non linéaire dans un cadre linéaire
est attrayante en raison de la richesse des techniques d’estimation et de contrôle optimal disponibles
pour les systèmes linéaires et de la capacité à prédire analytiquement l’état futur du système. Obtenir
une approximation de dimension finie de l’opérateur de Koopman a été difficile en pratique, car cela
implique d’identifier un sous-espace engendré par un sous-ensemble des fonctions propres de l’opéra-
teur de Koopman. L’opérateur de Koopman est souvent calculé à partir de données de l’espace d’état
en utilisant des algorithmes de décomposition en modes dynamiques (DMD) ou des variantes telles
que la DMDc et l’EDMD.

2.2.2 Les mathématiques derrière l’opérateur Koopman :

Considérons l’évolution d’un système dynamique autonome :

d

dt
x = f(x) (2.1)

Où x est un vecteur, x ∈ Rn, et f est une fonction Lipschtizienne continue, garantissant l’existence et
l’unicité des solutions de (2.1). Pour une formulation plus générale, voir [1].

Nous considérerons également le système dynamique en temps discret :

xk+1 = F (xk) (2.2)

Où la règle F applique l’espace d’état sur lui-même, c’est-à-dire F : Rn −→ Rn. Également connue sous
le nom d’application, la dynamique en temps discret est plus générale que la formulation en temps
continu présentée dans l’équation (2.1), englobant également les systèmes discontinus et hybrides.

Les dynamiques en temps discret peuvent être induites à partir des dynamiques en temps continu,
où xk est obtenu en échantillonnant discrètement la trajectoire de l’équation (2.1) dans le temps, de
sorte que xk = x(k∆t). Le propagateur en temps discret F∆t est maintenant paramétré par l’étape de
temps ∆t. Pour un temps arbitraire t, le flot (flow map) Ft est définie comme suit :

Ft(x(t0)) = x(t0) +

∫ t0+t

t0

f(x(τ))dτ. (2.3)

La perspective en temps discret est souvent plus naturelle lorsqu’on considère des données expérimen-
tales et un contrôle numérique.
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L’opérateur de Koopman fait avancer les fonctions de mesure de l’état avec le flot des dynamiques.
Nous considérons des fonctions scalaire de mesures réelles g : M −→ R, qui sont des éléments d’un
espace de Hilbert de dimension infinie. Les fonctions g sont également communément appelées obser-
vables, cela n’a aucun rapport avec la notion l’observabilité de la théorie du contrôle. Typiquement,
l’espace de Hilbert est donné par les fonctions carrées sommables sur M ; d’autres choix d’un espace de
mesure sont également valables. L’opérateur de Koopman Kt est un opérateur linéaire de dimension
infinie qui agit sur les fonctions de mesure g comme suit :

Ktg = g ◦ Ft, (2.4)

Où ◦ est l’opérateur de composition. Pour un système à temps discret avec un pas de temps ∆t,
cela devient :

K∆tg(xk) = g(F∆t(xk)) = g(xk+1), (2.5)

Dans l’équation (2.4), l’opérateur de Koopman fait évoluer l’observable par rapport au temps de
manière continue, tandis que dans l’équation (2.5), l’opérateur de Koopman fait évoluer la dynamique
en temps discret par rapport à ∆t, qui est l’intervalle entre k et k + 1 dans la série temporelle. Plus
de détails sur les liens entre ces deux représentations peuvent être trouvés dans [26, 11, 39, 28, 36].

En d’autres termes, l’opérateur de Koopman définit un système dynamique linéaire en dimension
infinie qui fait avancer l’observable gk = g(xk) vers l’étape de temps suivante :

g(xk+1) = K∆tg(xk), (2.6)

Notez que ceci est vrai pour n’importe quelle fonction observable g et pour n’importe quel état xk.
L’opérateur de Koopman est linéaire, une propriété héritée de la linéarité de l’opération d’addition
dans les espaces de fonctions :

Kt(α1g1(x) + α2g2(x)) = α1g1(Ft(x)) + α2g2(Ft(x)) (2.7)

= α1Ktg1(x) + α2Ktg2(x) (2.8)

Pour des systèmes dynamiques suffisamment réguliers, il est également possible de définir l’analogue
continu dans le temps du système dynamique de Koopman dans l’équation (2.6) :

d

dt
g = Kg, (2.9)

L’opérateur K est le générateur infinitésimal de la famille à un paramètre de transformations Kt [1].
Il est défini par son action sur une fonction observable g :

Kg = lim
t→0

Ktg − g

t
= lim

t→0

g ◦ Ft − g

t
(2.10)

Les systèmes dynamiques linéaires dans les équations (2.9) et (2.6) sont analogues aux systèmes
dynamiques dans les équations (2.1) et (2.2), respectivement. Il est important de noter que l’état
d’origine x peut être l’observable, et l’opérateur de dimension infinie Kt fera avancer cette fonction.
Cependant, la représentation simple de l’observable g = x dans une base choisie pour l’espace de
Hilbert peut devenir arbitrairement complexe une fois itérée à travers la dynamique. En d’autres
termes, trouver une représentation pour Kx peut ne pas être simple ou direct.
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Figure 2.1 – Schéma illustrant l’opérateur de Koopman pour les systèmes dynamiques non linéaires,
d’après [8]. Les lignes en pointillés de yk −→ xk indiquent que nous aimerions pouvoir récupérer l’état
d’origine

Cependant, comme le montre la figure (Fig. 2.1), cet opérateur fait progresser la mesure du chan-
gement de dynamique au fil du temps [11, 39, 28].

2.3 La décomposition en mode dynamique (DMD) : [11, 49,

40]

2.3.1 Introduction à la DMD :

La Dynamic Mode Decomposition (DMD) est une technique de factorisation et de réduction de
dimension pour les séquences de données. Dans sa forme la plus courante, elle traite des mesures
séquentielles de grande dimension, extrait des structures cohérentes, isole le comportement dynamique
et réduit les processus d’évolution complexes à leurs caractéristiques et composants essentiels. La
décomposition est intimement liée à l’analyse de Koopman et, depuis son introduction, a engendré
diverses extensions, généralisations et améliorations. Elle a été appliquée aux séquences de données
numériques et expérimentales prises à partir de systèmes fluides simples à complexes et a également eu
un impact au-delà de la dynamique des fluides dans, par exemple, la surveillance vidéo, l’épidémiologie,
la neurobiologie et l’ingénierie financière.

La décomposition en modes dynamiques (DMD) a été développée par Schmid [45, 46], dans la
communauté de la dynamique des fluides pour identifier des structures cohérentes spatio-temporelles
à partir de données de haute dimension. DMD est basée sur la décomposition en modes orthogonaux
propres (Proper orthogonal Decomposition, POD), qui utilise la décomposition en valeurs singulières
(SVD) computationnellement efficace, de sorte qu’elle s’adapte bien pour fournir une réduction de
dimensionnalité efficace dans les systèmes de grande dimension.

La DMD fournit une décomposition modale dans laquelle chaque mode est composé de structures
spatialement corrélées qui ont le même comportement linéaire dans le temps (par exemple, des oscil-
lations à une fréquence donnée avec une croissance ou une décroissance). Ainsi, la DMD ne fournit
pas seulement une réduction de la dimensionnalité en termes du nombre de modes nécessaires pour
représenter avec précision la dynamique du système, mais elle fournit également une décomposition
physiquement significative des données en structures cohérentes spatialement avec des comportements
temporels distincts.
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Peu après le développement de l’algorithme DMD original [45, 46], Rowley, Mezic et leurs col-
laborateurs [42] ont établi une connexion importante entre la DMD et la théorie de Koopman. La
DMD peut être formulée comme un algorithme permettant d’identifier le système dynamique linéaire
le mieux adapté qui fait progresser les mesures de grande dimension vers l’avant dans le temps [54]. De
cette manière, la DMD approxime l’opérateur de Koopman restreint à l’ensemble des mesures directes
de l’état d’un système de grande dimension.

Enfin, la DMD est une plateforme extrêmement flexible, à la fois mathématiquement et numé-
riquement, facilitant les innovations liées à la compression de données, la théorie de contrôle et les
techniques multi-résolutions.

2.3.2 L’algorithme DMD :

Plusieurs algorithmes ont été proposés pour DMD, bien que nous présentions ici le cadre exact de la
DMD développé par Tu et al. [54]. La exacte DMD repose sur une décomposition en valeurs singulières
efficace et numériquement bien conditionnée, tout comme la formulation originale de Schmid [45].

DMD est intrinsèquement basé sur les données, donc la première étape consiste à collecter un
certain nombre de paires de snapshots de l’état d’un système au fur et à mesure de son évolution dans
le temps.

DMD repose sur l’hypothèse que l’état d’un système est relié au suivant par :

xk+1 = Axk, (2.11)

Ici, x(t) ∈ Rn et A ∈ Rn×n, c’est la matrice décrivant l’évolution de l’état du système de manière
continue dans le temps, l’indice k indique l’itération temporelle d’un système dynamique discret.
Les mesures simulées ou expérimentales pour xk sont ensuite collectées à des intervalles de temps
réguliers ∆t pour devenir des snapshots à utiliser dans un système à temps discret. Le pas de temps
∆t est suffisamment petit pour résoudre les fréquences les plus élevées dans la dynamique.

Ces snapshots sont collectés et ensuite organisés en deux matrices de données, X et X ′ :

X =

 | | |
x1 x2 · · · xm−1

| | |



X ′ =

 | | |
x2 x3 · · · xm

| | |


(2.12)

- Les lignes de la matrice de données X représentent les mesures par snapshot de temps, et les colonnes
représentent les snapshots de temps (qui évoluent dans le temps).
- X ′ est une grande matrice de données décalée, elle avance d’un pas de temps vers le futur.

L’algorithme DMD cherche la décomposition spectrale principale (c’est-à-dire les valeurs propres
et les vecteurs propres) de l’opérateur linéaire A qui correspond le mieux à l’avancement de X vers
X ′ (les deux matrices de snapshots) dans le temps −→ Construire un modèle dynamique linéaire :

X ′ ≈ AX (2.13)

Si nous supposons un échantillonnage uniforme dans le temps, cela devient :

xk+1 ≈ Axk, (2.14)
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La matrice A la mieux adaptée établit un système dynamique linéaire qui fait avancer approxima-
tivement les mesures de snapshots dans le temps, ce qui peut être formulé mathématiquement comme
un problème d’optimisation :

A = argmin
A

∥ X ′ −AX ∥F= X ′X† (2.15)

Où : ∥ . ∥F est la norme de Frobenius.
Ainsi, par régression :

=⇒ A = X ′X† (2.16)

X† : la pseudo-inverse de X.
La pseudo-inverse peut être calculée à l’aide de la SVD de X = UΣV ∗ en tant que X† = V Σ−1U∗.

Où ∗ désigne la transposée conjuguée complexe. Les colonnes de U sont connues sous le nom de modes
POD.

Il convient de noter à ce stade que la matrice A dans (2.14) ressemble étroitement à l’opérateur de
Koopman dans (2.6), si nous choisissons des mesures linéaires directes de l’état, de sorte que g(x) = x.
Cette connexion a été établie à l’origine par Rowley, Mezic et leurs collaborateurs [42] et a suscité un
intérêt considérable à la fois pour la DMD et la théorie de Koopman.

- L’algorithme exacte de la DMD de Tu et al. [54] est donné par les étapes suivantes :

1. Premièrement, on prend la décomposition en valeurs singulières (SVD) de X :

X ≈ Ũ Σ̃Ṽ ∗ (2.17)

Où : V ∗ : Transposée conjuguée de V .

Ũ ∈ Cn×r; Σ̃ ∈ Rr×r et Ṽ ∈ Cm×r (Ṽ ∗ ∈ Cr×m).
r est le rang de l’approximation réduite (SVD) de la matrice de données X, qui peut être soit
exact, soit approximatif, r ≤ m.

En pratique, choisir le rang approximatif r est l’une des étapes les plus importantes et subjec-
tives de la DMD, et de la réduction de la dimensionnalité en général.
Les colonnes de la matrice Ũ sont également connues sous le nom de modes POD, et elles
satisfont Ũ∗Ũ = I. De même, les colonnes de Ṽ sont orthonormales et satisfont Ṽ ∗Ṽ = I.

La réduction SVD est utilisée à cette étape de l’algorithme pour extraire de la matrice de
données les informations les plus importantes (minimiser le rang). Plus précisément, si une
structure de basse dimension est présente dans les données, les valeurs singulières diminueront
rapidement pour atteindre zéro avec peut-être seulement quelques modes dominants.

2. D’après (2.15), une matrice d’approximation Ā de la matrice complète A peut être calculée en
utilisant la pseudo-inverse de X trouvée par la méthode SVD (2.17) :

A ≈ Ā = X ′Ṽ Σ̃−1Ũ∗. (2.18)

Un modèle dynamique du processus peut être construit selon ce qui suit :

xk+1 = Āxk; (2.19)

Où x et Ā ont la même dimension que les matrices décrites précédemment dans (2.14).

Cependant, le calcul peut être excessivement coûteux en termes de temps de calcul et de
mémoire si n >> 1.
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Donc il n’est pas recommandé de calculer directement la matrice d’approximation Ā dans ce
cas, car Ā est une matrice de taille (n× n) et n peut être très grand.

À la place, lorsque r << n, nous pouvons calculer une approximation de faible rang Ã, qui est
un modèle plus compact et efficace sur le plan computationnel de taille (r × r) et peut être
trouvé en projetant xk sur un sous-espace linéaire de dimension r.

Cependant, nous sommes seulement intéressés par les r premières valeurs propres et vecteurs
propres de A, et nous pouvons donc projeter A sur les modes POD de U en utilisant une
transformation de base de cette façon :

Ã = Ũ∗ĀŨ = Ũ∗X ′Ṽ Σ̃−1. (2.20)

De plus, le calcul est efficace car Ã ∈ Rr×r et r << n.
La clé de l’observation ici est que malgré sa taille réduite, la matrice réduite Ã conserve les
mêmes valeurs propres non nulles que la matrice complète A, qui codent le comportement à
long terme du système. Cet opérateur dynamique réduit peut toujours capturer les dynamiques
dominantes du système, car il est obtenu en projetant A (Ā ≈ A) sur les modes POD dominants
(les colonnes de la matrice Ũ), ce qui nous permet de représenter le comportement du système
dans un espace de dimension inférieure.

L’opérateur dynamique réduit Ã est une approximation linéaire de faible rang de l’opérateur
dynamique réel A, qui décrit l’évolution des modes POD dans le temps.
La matrice d’ordre réduit Ã définit un modèle linéaire de basse-dimension pour la dynamique
du vecteur de coefficients POD x̃ :

x̃k+1 = Ãx̃k (2.21)

Il est possible de reconstruire l’état de haute-dimension x (l’état complet) à partir de l’état
réduit x̃ en utilisant la matrice Ũ , comme suit :

x = Ũ x̃ (2.22)

3. Calculer la décomposition propre (spectrale) de Ã :

ÃW = WΛ (2.23)

Les entrées de la matrice diagonale Λ sont les valeurs propres de DMD, qui correspondent éga-
lement aux valeurs propres de la matrice complète A : croissance/décroissance, oscillations. Les
colonnes de W sont des vecteurs propres de Ã et fournissent une transformation de coordon-
nées qui diagonalise la matrice. Ces colonnes peuvent être considérées comme des combinaisons
linéaires d’amplitudes de modes POD qui se comportent linéairement avec un seul motif tem-
porel donné par λ.

4. Finalement, nous pouvons calculer les modes DMD Φ en utilisant les vecteurs propres de Ã

(c’est-à-dire les colonnes de W ) et les corrélations spatiales correspondantes entre les mesures
(c’est-à-dire les colonnes de X ′Ṽ Σ̃−1), comme suit :

Φ = X ′Ṽ Σ̃−1W, (2.24)
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Ici, X ′ est la matrice instantanée décalée dans le temps, Ṽ et Σ̃ sont obtenus à partir de
la SVD de X ′, et W est la matrice des vecteurs propres du système réduit Ã. Les colonnes
de Φ correspondent aux modes DMD, qui décrivent la structure spatiale du comportement
dynamique du système en tant que corrélations spatiales entre les mesures.

Remarquablement, ces modes DMD sont des vecteurs propres de la matrice A de grande di-
mension correspondant aux valeurs propres dans Λ, comme le montre Tu et al. [54] :

AΦ = (X ′Ṽ Σ̃−1 Ũ∗)(X ′Ṽ Σ̃−1︸ ︷︷ ︸
Ã

W ) (2.25)

= X ′Ṽ Σ̃−1ÃW (2.26)

= X ′Ṽ Σ̃−1WΛ (2.27)

= ΦΛ. (2.28)

Parce que A est une représentation approximative de l’opérateur de Koopman restreint à un sous-
espace de mesures linéaires de dimension finie, nous nous intéressons souvent aux vecteurs propres Φ

et aux valeurs propres Λ de A tels que : AΦ = ΦΛ (2.28).
Donc, cela nous montre que nous pouvons obtenir les valeurs et vecteurs propres de la grande matrice
A sans même la calculer réellement, nous travaillons seulement sur Ã.

Figure 2.2 – Vue d’ensemble de la DMD illustrée sur l’écoulement de fluide autour d’un cylindre
circulaire à un nombre de Reynolds de 100. Reproduite à partir de [30].

2.3.3 La décomposition spectrale et le développement DMD :

La Décomposition Spectrale et le développement DMD (DMD Expansion) sont deux techniques
utilisées dans l’analyse des systèmes dynamiques.

La Décomposition Spectrale est une méthode utilisée pour décomposer une matrice en ses com-
posantes, afin de mieux comprendre son comportement. La méthode consiste à trouver les valeurs
propres et les vecteurs propres de la matrice, qui peuvent être utilisés pour diagonaliser la matrice.
La matrice diagonalisée est plus facile à analyser car elle est composée de composantes plus simples,
et les valeurs propres et les vecteurs propres peuvent fournir des informations sur le comportement du
système.

DMD Expansion, en revanche, est une méthode utilisée pour analyser des données de séries tem-
porelles de systèmes dynamiques. Elle consiste à trouver un ensemble de modes, appelés modes DMD,
qui peuvent être utilisés pour approximer le comportement du système dans le temps.
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Les modes DMD sont obtenus en appliquant l’algorithme DMD aux données de séries temporelles,
ce qui implique de trouver les vecteurs propres et les valeurs propres d’un opérateur linéaire qui dé-
crit l’évolution du système dans le temps. Les modes DMD sont ensuite utilisés pour reconstruire le
comportement du système, permettant ainsi la prédiction et le contrôle de son comportement.

La Décomposition Spectrale et le développement DMD sont des outils puissants pour l’analyse des
systèmes dynamiques, et peuvent être utilisés ensemble pour obtenir une compréhension plus complète
du comportement du système.

L’un des aspects les plus importants de la DMD est la capacité à développer l’état du système en
termes d’une décomposition spectrale basée sur les données :

xk =

r∑
j=1

ϕjλ
k−1
j bj = ΦΛk−1b, (2.29)

Où ϕj sont les modes de DMD (vecteurs propres de la matrice A), λj sont les valeurs propres de la
DMD (valeurs propres de la matrice A), et bj est l’amplitude du mode. Le vecteur b des amplitudes
de mode est généralement calculé comme suit :

b = Φ†x1. (2.30)

L’expansion spectrale ci-dessus (2.29) peut également être écrite en temps continu en introduisant les
valeurs propres continues ω = log(λ)/∆t :

x(t) =

r∑
j=1

ϕje
wjtbj = ΦeΩtb. (2.31)

À t=0 : x(0) = Φb =⇒ b = Φ\x(0)
Où Ω est une matrice diagonale contenant les valeurs propres en temps continu ωj .

En résumé, à partir de Φ, nous pouvons reconstruire notre approximation de la dynamique tempo-
relle de x(t) en projetant nos approximations sur une solution future, également connue sous le nom
de prédiction d’état futur.
Pour les systèmes avec des comportements périodiques ou quasi-périodiques dominants et de grande
dimension, DMD donne une très bonne approximation même s’ils sont fortement non linéaires.
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2.3.4 La décomposition en mode dynamique avec contrôle (DMDc) : [11,
40]

Un avantage majeur de DMD est sa capacité à décrire des systèmes dynamiques complexes et de
grande dimension en termes d’un petit nombre de modes dominants qui représentent des structures
cohérentes spatio-temporelles. La réduction de la dimensionnalité du système de n (souvent des mil-
lions ou des milliards) à r (dizaines ou centaines) permet une prédiction plus rapide et une estimation
à plus faible latence, ce qui se traduit généralement par des contrôleurs avec une performance et une
robustesse accrues.

Proctor et al. [40] ont étendu l’algorithme DMD pour inclure l’effet de l’actionnement et du
contrôle, dans l’algorithme appelé DMD avec contrôle (DMDc). Il a été observé que l’application
naïve de DMD aux données d’un système avec actionnement (actuation) résultait souvent en une
dynamique incorrecte, car les effets de la dynamique interne étaient confondus avec les effets de l’ac-
tionnement. DMDc a été initialement motivé par le problème de la caractérisation et du contrôle de
la propagation de maladies, où il est déraisonnable d’arrêter les efforts d’intervention (par exemple,
les vaccinations) simplement pour obtenir une caractérisation de la dynamique non forcée [41]. Au
lieu de cela, si le signal d’actionnement est mesuré, une nouvelle régression DMD peut être formulée
afin de dissocier l’effet de la dynamique interne de celui de l’actionnement et du contrôle. Par la suite,
cette approche a été étendue pour effectuer DMDc sur des mesures fortement sous-échantillonnées ou
compressées par Bai et al. [2].

La méthode DMDc cherche à identifier les meilleurs opérateurs linéaires A et B qui satisfont
approximativement les dynamiques suivantes sur les données de mesure :

xk+1 ≈ Axk +Buk (2.32)

La variable d’état x et la commande d’actionnement u sont collectées et organisées dans les matrices
de données suivantes :
- La matrice des snapshots X et la matrice de snapshots décalés dans le temps X ′ de (2.12) :

X =

 | |
x1 · · · xm

| |

 , X ′ =

 | |
x2 · · · xm+1

| |

 (2.33)

- Une matrice de l’historique d’entrée d’actionnement (matrix of the actuation input history) Υ est
assemblée :

Υ =

 | | |
u1 u2 · · · um

| | |

 (2.34)

Les dynamiques dans (2.32) peuvent être écrites en termes de matrices de données :

X ′ ≈ AX +BΥ (2.35)

Comme dans l’algorithme DMD (voir Section 2.3.2), les valeurs propres et vecteurs propres principaux
de l’opérateur linéaire A sont obtenus par réduction de dimension et régression. Donc, on distingue 2
cas pour la DMDc :

1. Premier cas : Si la matrice d’actionnement (Actuation Matrix ) B est connue, il est alors
facile de corriger l’effet de l’actionnement et d’identifier la décomposition spectrale de A en
remplaçant X ′ par X ′ −BΥ dans l’algorithme DMD.
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De (2.35), on tire :
(X ′ −BΥ) ≈ AX, (2.36)

La résolution de la correspondance A peut être effectuée de manière similaire à (2.16)(Par
régression).
Avec (X ′ −BΥ) est le nouveau X ′ dans A = X ′X†.

Encore une fois, la décomposition en valeurs singulières tronquée de X (??) donne la factorisa-
tion matricielle Ũ Σ̃Ṽ ∗. Ainsi, Ā l’approximation de A est donnée par la description suivante :

A ≈ Ā = (X ′ −BΥ)Ṽ Σ̃−1Ũ∗. (2.37)

Notez que si les snapshots de contrôle sont uj = 0, alors la dérivation est équivalente à la
méthode DMD.
Un modèle dynamique à la fois du processus calculé et de la matrice d’entrée donnée peut être
construit et décrit par ce qui suit :

xk+1 = Āxk +Buk, (2.38)

Cependant, si r << n, un modèle plus compact et plus efficace en termes de calcul peut être
trouvé en projetant Ā sur les modes POD dominants de U en utilisant la même transformation
de base telle que décrite précédemment pour la méthode DMD.
Le modèle d’ordre réduit peut être dérivé de la manière suivante :

x̃k+1 = Ũ∗ĀŨ x̃k + Ũ∗Buk (2.39)

= Ũ∗(X ′ −BΥ)Ṽ Σ̃−1x̃k + Ũ∗Buk (2.40)

= Ãx̃k + B̃ũk (2.41)

L’approximation à faible dimension de la matrice A est donnée par ce qui suit :

Ã = Ũ∗(X ′ −BΥ)Ṽ Σ̃−1. (2.42)

La décomposition en valeurs propres de Ã définie par ÃW = WΛ donne des vecteurs propres
qui peuvent être utilisés pour trouver les modes dynamiques. Tout comme pour la méthode
DMD exacte, les modes dynamiques Φ peuvent être trouvés avec la description suivante :

Φ = (X ′ −BΥ)Ṽ Σ̃−1W. (2.43)

2. Deuxième cas : Lorsque B est inconnu, à la fois A et B doivent être identifiés simultanément
en résolvant le problème d’optimisation des moindres carrés suivant :

min
[AB]

=

∥∥∥∥∥X ′ − [A B]

[
X

Υ

]∥∥∥∥∥
2

(2.44)

Dans ce cas, la dynamique (2.35) peut être reformulée comme suit :

X ′ ≈
[
A B

] [X
Υ

]
= GΩ. (2.45)
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Où la solution est donnée par :

[AB] = X ′

[
X

Υ

]†

. (2.46)

On a G =
[
A B

]
est obtenue par régression des moindres carrés et Ω =

[
X

Υ

]
, donc (2.46)

devient :
G ≈ X ′Ω†. (2.47)

La matrice Ω =
[
X∗ Υ∗

]∗
est généralement une matrice de données de grande dimension, qui

peut être approximée à l’aide de la SVD :

Ω = Ũ Σ̃Ṽ ∗ (2.48)

Notez que la valeur de troncature de Ω doit être plus grande que celle de X.
De l’équation (2.48) on tire :

Ω† = Ṽ Σ̃−1Ũ∗, (2.49)

Cela fournit une approximation de G :

G ≈ Ḡ = X ′Ṽ Σ̃−1Ũ∗. (2.50)

La matrice Ũ doit être divisée en deux matrices, Ũ =
[
Ũ∗
1 Ũ∗

2

]∗
, pour fournir des bases pour

X et Ω.
Nous pouvons maintenant trouver des approximations des matrices A et B :

[A,B] ≈ [Ā, B̄] (2.51)

≈
[
X ′Ṽ Σ̃−1Ũ∗

1 , X ′Ṽ Σ̃−1Ũ∗
2

]
(2.52)

Un modèle dynamique utilisant les matrices Ā et B̄ peut être construit et décrit par ce qui
suit :

xk+1 = Āxk + B̄uk (2.53)

Mais pour un système de grande dimension où n >> 1, cela devient prohibitif en termes de
calcul.

Ici, nous cherchons à nouveau un modèle d’ordre réduit de rang r << n, où une transformation
est nécessaire.
Contrairement à la méthode DMD, les vecteurs singuliers gauche tronqués Ũ ne peuvent pas être
utilisés pour définir l’espace sur lequel l’état évolue. Pour (2.52), les vecteurs singuliers gauche
tronqués de Ω définissent l’espace d’entrée (Input space). Pour trouver une transformation
linéaire, nous utilisons un sous-espace d’ordre réduit du sous-espace de sortie (Output subspace).
Cette observation fondamentale permet à la méthode DMDc de découvrir une représentation
d’ordre réduit des dynamiques A et de la matrice d’entrée B.
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Pour trouver le sous-espace d’ordre réduit du sous-espace de sortie, une deuxième décomposition
en valeurs singulières (SVD) est nécessaire pour la matrice de données de l’espace de sortie X ′.

Ça veut dire que Ũ de (2.48) fournit une base réduite pour l’espace d’entrée (input space),
tandis que Û de :

X ′ = Û Σ̂V̂ ∗ (2.54)

définit une base réduite pour l’espace de sortie (output space). Il est alors possible d’approximer
G =

[
A B

]
en projetant sur cette base :

G̃ = Û∗G

[
Û

I

]
. (2.55)

Les matrices projetées résultantes Ã et B̃ dans G̃ sont :

Ã = Û∗ĀÛ = Û∗X ′Ṽ Σ̃−1Ũ∗
1 Û . (2.56)

B̃ = Û∗B̄ = Û∗X ′Ṽ Σ̃−1Ũ∗
2 . (2.57)

Nous pouvons alors former l’équation d’ordre réduit telle que donnée par (2.41) suivante :

x̃k+1 = Ãx̃k + B̃ũk (2.58)

Plus important encore, il est possible de récupérer les vecteurs propres Φ de DMD, de la
décomposition propre ÃW = WΛ :

Φ = X ′Ṽ Σ̃−1Ũ∗
1 ÛW. (2.59)

2.3.5 Décomposition en Mode Dynamique étendu (Extended DMD, EDMD) :

Maintenant, nous allons introduire une variante de la méthode DMD appelée "Extended Dynamic
Mode Decomposition" (EDMD). La DMD étendue (EDMD) est une extension de la DMD qui permet
de modéliser des systèmes fortement non linéaires en identifiant les changements non linéaires de
coordonnées nécessaires pour approximer l’opérateur de Koopman.

Dans la méthode DMD traditionnelle, les données sont considérées comme évoluant linéairement
entre les mesures (2.11). Cela signifie que les relations entre les différentes variables dans le système
sont supposées être linéaires. Cependant, de nombreux systèmes réels présentent des comportements
non linéaires, où les relations entre les variables ne peuvent pas être approximées par des fonctions
linéaires simples.

L’EDMD remédie à cette limitation en introduisant des transformations non linéaires des caracté-
ristiques dans le processus de décomposition dynamique. Au lieu d’utiliser les données brutes, l’EDMD
utilise une fonction de transformation non linéaire pour injecter les données dans un espace de ca-
ractéristiques de dimension réduite. Cette fonction de transformation est choisie en fonction de la
connaissance du système et des caractéristiques que l’on souhaite capturer.

En effectuant cette transformation non linéaire, l’EDMD permet de capturer les relations non
linéaires entre les variables du système. Ainsi, les structures cohérentes et les dynamiques non linéaires
peuvent être mieux représentées et identifiées par la décomposition dynamique. Les modes extraits
par l’EDMD reflètent alors les comportements non linéaires du système, ce qui permet une meilleure
compréhension et prédiction de son évolution.
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En résumé, l’approche de la décomposition en mode dynamique étendue (EDMD) a été introduite
par Williams et al. [57] pour résoudre la limitation de DMD en introduisant des transformations non li-
néaires des caractéristiques, ce qui permet de capturer les comportements non linéaires des systèmes et
de fournir une meilleure représentation des dynamiques sous-jacentes. Cela rend l’EDMD plus adapté
à l’analyse de systèmes complexes et non linéaires par rapport à la méthode DMD traditionnelle.

L’algorithme de DMD étendu [57] est essentiellement le même que celui de DMD standard [54], sauf
qu’au lieu de réaliser une régression sur des mesures directes de l’état, une régression DMD linéaire de
meilleure qualité (best-fit) est réalisée sur un vecteur augmenté contenant des mesures non linéaires
de l’état.
Dans l’EDMD, un état augmenté z ∈ Rp est construit à partir de mesures non linéaires de l’état x
données par les fonctions θk.

z = ΘT (x) =


θ1(x)

θ2(x)
...

θp(x)

 . (2.60)

Ici, le vecteur Θ est la collection de mesures du système qui peut contenir l’état d’origine du système x
ainsi que des mesures non linéaires, il arrive souvent que p >> n, où p est le rang de l’état augmenté.
Une fois z trouvé, deux matrices de données sont construites, comme dans le cas de la DMD (2.12) :

Z =

 | | |
z1 z2 · · · zm

| | |

 Z ′ =

 | | |
z2 z3 · · · zm+1

| | |

 (2.61)

Ici, zk = ΘT (xk) = ΘT (x(k∆t)), où nous supposons que les données sont échantillonnées à des
intervalles réguliers dans le temps, pour simplifier. Comme dans DMD, un opérateur de matrice
linéaire de meilleur ajustement (best fit) AZ est construit qui mappe (maps) Z dans Z’ :

AZ = argmin
AZ

∥ Z ′ −AZZ ∥F= Z ′Z†. (2.62)

Cette régression peut être écrite en termes des matrices de données Θ(X) et Θ(X ′) :

AZ = argmin
AZ

∥ ΘT (X ′)−AZΘ
T (X) ∥= ΘT (X ′)(ΘT (X))†. (2.63)

Étant donné que le vecteur augmenté z peut être considérablement plus grand que l’état x, il est géné-
ralement nécessaire d’utiliser des méthodes de noyau pour calculer cette régression [58]. L’utilisation
de méthodes de noyau (kernel) pour approximer l’opérateur de Koopman avec DMD est devenue un
sujet de recherche important ces dernières années. En principe, la bibliothèque enrichie Θ fournit une
base plus grande dans laquelle approximer l’opérateur de Koopman. Il a été démontré récemment que
dans la limite des données (snapshots) infinies, l’opérateur DMD étendu converge vers l’opérateur de
Koopman projeté sur le sous-espace engendré par Θ [27]. Cependant, si Θ ne couvre pas un sous-espace
invariant de Koopman, alors l’opérateur projeté peut ne pas avoir de ressemblance avec l’opérateur
de Koopman d’origine, car toutes les valeurs et vecteurs propres peuvent être différents. En fait, il a
été démontré que l’opérateur DMD étendu aura des valeurs et vecteurs propres erronés à moins qu’il
ne soit représenté en termes d’un sous-espace invariant de Koopman [9].
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Il est donc essentiel d’utiliser des techniques de validation et de validation croisée pour s’assurer
que les modèles EDMD ne sont pas surajustés et qu’ils sont bien adapté au système réel, comme
discuté ci-dessous. Par exemple, il a été démontré que EDMD ne peut pas contenir l’état d’origine x

en tant que mesure et représenter un système qui a plusieurs points fixes, des orbites périodiques ou
d’autres attracteurs, car ces systèmes ne peuvent pas être topologiquement conjugués à un système
linéaire de dimension finie [9].

2.4 Conclusion :

En conclusion, dans ce chapitre, nous avons exploré le concept de l’opérateur de Koopman et l’al-
gorithme de décomposition en modes dynamiques (DMD). Nous avons également discuté des variantes
de la DMD, telles que la DMD avec contrôle (DMDc) et l’EDMD, et de leur relation avec la découverte
de l’opérateur de Koopman à partir des données de l’espace d’état.

Au cours de notre étude, nous avons souligné que la recherche directe de l’opérateur de Koopman
peut être complexe, même pour des systèmes simples. Cependant, au fur et à mesure que nous appro-
fondissons la recherche de cet opérateur, nous nous confrontons à des systèmes de dimension infinie.
Dans de tels cas, l’utilisation d’expansions de Taylor ou de séries de Fourier naïves ne suffit géné-
ralement pas à obtenir un bon opérateur de Koopman. Pour surmonter ces difficultés, les méthodes
pilotées par les données, telles que la DMD et ses variantes, offrent une alternative précieuse. Elles
permettent d’approximer efficacement l’opérateur de Koopman en utilisant les données disponibles,
ouvrant ainsi de nouvelles perspectives pour l’analyse et la modélisation des systèmes dynamiques.

Nous avons également constaté que la méthode DMD offre une approche prometteuse pour ap-
proximer l’opérateur de Koopman, en particulier pour les systèmes dynamiques non linéaires. En
extrayant les modes caractéristiques des systèmes à partir des données, la DMD permet une analyse
précise de leur comportement et offre des capacités de modélisation et de prédiction de leur évolution
future. Cela constitue un avantage significatif pour de nombreuses applications dans divers domaines.

En résumé, la méthode DMD constitue un outil précieux pour l’analyse et la modélisation des
systèmes dynamiques, en particulier lorsque la recherche directe de l’opérateur de Koopman devient
complexe. Cependant, des recherches supplémentaires sont nécessaires pour perfectionner ces méthodes
et élargir leur applicabilité dans des scénarios plus complexes. En exploitant les données disponibles
et en développant de nouvelles techniques, nous pourrons continuer à améliorer notre compréhension
des systèmes dynamiques et à exploiter leur potentiel dans diverses applications.
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CHAPITRE 3

IDENTIFICATION PARCIMONIEUSE
DE LA DYNAMIQUE NON LINÉAIRE

’SINDY’

3.1 Introduction

Ce chapitre se focalise sur la méthode d’identification parcimonieuse de la dynamique non linéaire
appelée SINDy (Sparse Identification of Nonlinear Dynamics). Il présente une approche alternative à
la modélisation traditionnelle des systèmes dynamiques à partir de données, en utilisant la régression
symbolique et la représentation parcimonieuse. La régression symbolique est utilisée pour trouver des
fonctions non linéaires décrivant les relations entre les variables mesurées et les dynamiques obser-
vées. La méthode de représentation parcimonieuse permet d’identifier de manière efficace les termes
pertinents d’un modèle non linéaire en imposant une contrainte de parcimonie. L’algorithme SINDy
exploite la dispersion des coefficients du modèle afin de déterminer la structure sous-jacente de la
dynamique non linéaire.

Ce chapitre explique en détail l’algorithme SINDy, sa formulation mathématique et les étapes clés
de l’identification parcimonieuse. Il présente également un exemple d’application qui met en évidence
l’efficacité de SINDy dans la découverte de modèles non linéaires à partir de données. Enfin, l’impact
du bruit sur les données est abordé, et un algorithme correspondant est décrit pour traiter ce cas.
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3.2 Contexte : [12]

La modélisation des dynamiques à partir de données a une histoire longue et fructueuse, donnant
lieu à de puissantes techniques d’identification de systèmes [31]. De nombreuses méthodes ont émergé
pour répondre au besoin de comprendre des structures flexibles complexes, comme le télescope spatial
Hubble ou la station spatiale internationale. Ces modèles ont été largement utilisés dans pratiquement
toutes les branches de l’ingénierie et des mathématiques appliquées, notamment pour le contrôle en
boucle fermée basé sur des modèles. Cependant, les méthodes d’identification des systèmes supposent
en générale la structure du modèle connue[23].
Ce travail se démarque des travaux fondamentaux sur l’identification de systèmes et s’appuie plutôt sur
la régression symbolique et la représentation parcimonieuse. Plus précisément, la régression symbolique
est utilisée pour trouver des fonctions non linéaires qui décrivent les relations entre les variables et
les dynamiques mesurées (c’est-à-dire les dérivées temporelles). Traditionnellement, la complexité du
modèle est équilibrée avec sa capacité de description en utilisant des arguments de parcimonie tels que
le front de Pareto. Dans cette étude, nous utilisons la représentation parcimonieuse pour déterminer
les termes pertinents du modèle, dans un cadre efficace et évolutif.

3.2.1 Régression symbolique et apprentissage automatique : [12]

La régression symbolique consiste à déterminer une fonction qui relie les données d’entrée et de
sortie, et peut être considérée comme une forme d’apprentissage automatique. Habituellement, la
fonction est obtenue à l’aide de la programmation génétique, un algorithme évolutionnaire qui construit
et teste des fonctions candidates à partir de blocs de base simples [29]. Ces fonctions sont ensuite
modifiées selon un ensemble de règles évolutionnaires, et des générations de fonctions sont testées
jusqu’à ce qu’un niveau de précision prédéterminé soit atteint.

Récemment, la régression symbolique a été appliquée à des données provenant de systèmes dyna-
miques, permettant de découvrir des équations différentielles ordinaires à partir de données de mesure
[48]. Pour éviter le sur-apprentissage avec la régression symbolique et la programmation génétique,
une contrainte de parcimonie doit être imposée. Dans l’étude [48], les auteurs choisissent des équations
candidates qui se situent sur le front de Pareto de la complexité, afin de trouver un équilibre entre la
complexité du modèle et sa capacité de description.

3.2.2 Représentation parcimonieuse et acquisition comprimée : [12]

Dans de nombreux problèmes de régression, seuls quelques termes dans la régression sont impor-
tants, et un mécanisme de sélection de caractéristiques parcimonieuses est nécessaire. Par exemple,
considérons des mesures de données y dans Rm qui peuvent être une combinaison linéaire de colonnes
d’une bibliothèque de caractéristiques Θ ∈ Rm×p ; la combinaison linéaire des colonnes est donnée par
les entrées du vecteur ξ ∈ Rp de sorte que :

y = Θξ (3.1)

En effectuant une régression standard pour résoudre le vecteur ξ, on obtient une solution avec des
contributions non nulles dans chaque élément.
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Cependant, si la parcimonie de ξ est souhaitée, de sorte que la plupart des entrées soient nulles, il
est possible d’ajouter un terme de régularisation L1 à la régression, ce qui donne le LASSO [22, 24, 51] :

ξ = argmin
ξ′

||Θξ′ − y||2 + λ||ξ′||1 (3.2)

Le paramètre λ pondère la contrainte de parcimonie. Cette formulation est étroitement liée au cadre
de l’acquisition comprimée (compressed sensing), qui permet de déterminer le vecteur parcimonieux
ξ à partir de mesures aléatoires relativement peu nombreuses et incohérentes [21, 15, 16, 14, 4, 53].
La solution parcimonieuse ξ de l’équation (3.1) peut également être utilisée pour des schémas de
classification parcimonieuse, tels que la représentation parcimonieuse pour la classification (SRC)
[59]. Il est important de noter que, les architectures de l’acquisition comprimée et de la représentation
parcimonieuse sont convexes et s’adaptent bien aux problèmes de grande taille.

3.3 Identification parcimonieuse de la dynamique non linéaire

’SINDy’ : [11]

L’algorithme d’identification parcimonieuse de la dynamique non linéaire (SINDy) [12] contourne
la recherche combinatoire inextricable de toutes les structures de modèles possibles, en exploitant le
fait que de nombreux systèmes dynamiques :

d

dx
x = f(x) (3.3)

ont une dynamique f qui ne présente que quelques termes actifs dans l’espace des fonctions possibles
du côté droit. Par exemple, les équations de Lorenz dans (3.10) ne contiennent que quelques termes
d’interaction linéaire et quadratique par équation. Nous cherchons ensuite à approximer f par un
modèle linéaire généralisé :

f(x) ≈
p∑

k=1

θk(x)ξk = Θ(x)ξ (3.4)

en minimisant le nombre de termes non nuls dans ξ. Il est ensuite possible de résoudre les termes
pertinents actifs dans la dynamique en utilisant une régression parcimonieuse [51, 60, 22, 24] qui
pénalise le nombre de termes dans la dynamique et qui est adaptée aux problèmes de grande taille.
Tout d’abord, des données de séries temporelles sont collectées à partir de (3.3) et sont organisées
sous forme d’une matrice de données :

X =
[
x(t1) x(t2) ... x(tm)

]T
(3.5)

Une matrice similaire de dérivées est formée :

Ẋ =
[
ẋ(t1) ẋ(t2) ... ẋ(tm)

]T
(3.6)

Dans la pratique, cela peut être calculé directement à partir des données dans X ; pour des données
bruitées, la dérivée régularisée par variation totale a tendance à fournir des dérivées numériquement
robustes [19]. Une autre approche consiste à formuler l’algorithme SINDy pour des systèmes en temps
discret xk+1 = F (xk), similaire à l’algorithme DMD, ce qui permet d’éviter complètement le calcul
des dérivées.
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Une bibliothèque de fonctions non linéaires candidates θ(X) peut être construite à partir des
données dans X :

Θ(X) =
[
1 X X2 ... Xd ... sin(X) ...

]
(3.7)

Ici, la matrice Xd représente une matrice dont les vecteurs colonnes sont formés par toutes les séries
temporelles possibles de polynômes de degré d de l’état X. En général, cette bibliothèque de fonctions
candidates est limitée uniquement par l’imagination de chacun. Le système dynamique dans (3.3) peut
maintenant être représenté en termes des matrices de données dans (3.6) et (3.7) comme suit :

Ẋ = Θ(X)Ξ (3.8)

Chaque colonne ξk dans la matrice Ξ est un vecteur de coefficients qui détermine les termes actifs
dans la keme ligne de l’équation (3.3). Un modèle parcimonieux offrira un ajustement précis du modèle
dans l’équation (3.8) avec le moins de termes possible dans la matrice Ξ . Un tel modèle peut être
identifié en utilisant une régression parcimonieuse régularisée convexe avec une régularisation l1.

ξk = argminξ′k
||Ẋk −Θ(X)ξ′k||2 + λ||ξ′k||1 (3.9)

Dans le contexte donné, Ẋk représente la k-ième colonne de Ẋ, tandis que λ est un paramètre qui
favorise la parcimonie. Les techniques de régression parcimonieuse, telles que le LASSO [51] ou l’algo-
rithme de moindres carrés seuillé séquentiel (STLS) utilisé dans SINDy [12], améliorent la robustesse
numérique du processus d’identification, notamment pour les problèmes bruités et surdéterminés. Ces
méthodes représentent une avancée par rapport aux approches antérieures [56] qui utilisaient des tech-
niques de détection comprimée [21, 14, 16, 15, 17, 4, 53]. Il est conseillé d’utiliser l’algorithme STLS
(Sequentially Trimmed Least Squares) (Code 3.1) pour sélectionner efficacement les termes actifs dans
le modèle.

Figure 3.1 – Moindres carrés seuillés séquentiellement, de [12].
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3.3.1 Exemple de compréhension : Équations de Lorenz

Le système de Lorenz est un ensemble d’équations différentielles ordinaires qui décrivent un modèle
simplifié de la convection atmosphérique. Les équations de Lorenz sont généralement exprimées comme
suit : 

ẋ = σ(y − x)

ẏ = x(ρ− z)− y

ż = xy − βz

(3.10)

Ici, x, y et z représentent les variables d’état du système, tandis que σ, ρ et β sont des paramètres
constants qui déterminent les caractéristiques du système.
La figure suivante (Fig. 3.2) va expliquer les différentes étapes d’application de l’algorithme de SINDy
sur le système de Lorenz :

Figure 3.2 – Schéma de l’algorithme d’identification parcimonieuse de la dynamique non linéaire,
démontré sur les équations de Lorenz. Reproduite de [12].

Les données sont collectées à partir des mesures du système, y compris l’historique temporel des états X
et dérivés Ẋ. Ensuite, une bibliothèque de fonctions non linéaires des états, Θ(X), est construite. Cette
bibliothèque de fonctionnalités non linéaires est utilisé pour trouver le moins de termes nécessaires
pour satisfaire Ẋ = Θ(X)Ξ. Les quelques entrées dans les vecteurs de Ξ, résolus par une régression
parcimonieuse, indiquent les termes pertinents dans le côté droit de la dynamique. Les valeurs des
paramètres sont σ = 10, β = 8/3, ρ = 28, (x0, y0, z0)

T = (−8, 7, 27)T . La trajectoire sur l’attracteur
de Lorenz est coloré par l’étape de temps adaptative requise, avec le rouge exigeant un tilmestep plus
petit [12].
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Le système de Lorenz (3.10) en injectant les valeurs des paramètres devient :
ẋ = 10y − 10x

ẏ = 28x− xz − y

ż = xy − (8/3)z

(3.11)

Le système identifié par SINDy est :
ẋ = 9.9998y − 9.9996x

ẏ = 27.9980x− 0.9999xz − 0.9997y

ż = 1.0000xy − 2.6665z

(3.12)

3.3.2 Algorithme pour la représentation parcimonieuse de la dynamique
avec du bruit :

Dans la plupart des cas réalistes, les données X et Ẋ seront affectées par du bruit, ce qui fait que
l’équation (3.8) ne sera pas vérifiée exactement. Dans le cas où X est relativement propre mais les
dérivées Ẋ sont bruitées, l’équation devient :

Ẋ = Θ(X)Ξ + ηZ (3.13)

Dans cette formulation, nous considérons une matrice Z avec des entrées gaussiennes indépendantes
et identiquement distribuées de moyenne nulle, tandis que η représente l’amplitude du bruit. Ainsi,
notre objectif est de trouver une solution parcimonieuse pour un système surdéterminé avec du bruit.

Le LASSO [22, 51] en statistiques est efficace pour ce type de données, car il permet d’obtenir une
régression parcimonieuse. Cependant, il peut être coûteux en termes de calcul lorsqu’il est appliqué à
de grands ensembles de données.

Une alternative consiste à utiliser l’algorithme des moindres carrés seuillés séquentiels présenté dans
le code (3.1). Dans cet algorithme, nous commençons par trouver une solution des moindres carrés
pour Ξ, puis nous appliquons un seuil à tous les coefficients inférieurs à une valeur de seuil λ. Une fois
les indices des coefficients non nuls identifiés, nous obtenons une nouvelle solution des moindres carrés
pour Ξ en ne considérant que ces indices. Les nouveaux coefficients sont ensuite soumis à un nouveau
seuillage avec λ, et cette procédure est répétée jusqu’à ce que les coefficients non nuls convergent. Cet
algorithme est efficace en termes de calcul et converge rapidement vers une solution parcimonieuse en
un petit nombre d’itérations. De plus, il est simple à mettre en œuvre, avec un seul paramètre λ qui
détermine le degré de parcimonie dans Ξ.

Selon le niveau de bruit, il peut être nécessaire de filtrer les données X et la dérivée Ẋ avant de
résoudre pour Ξ. En particulier, si seules les données X sont disponibles et que Ẋ doit être obtenue
par différenciation, la matrice dérivée résultante peut présenter un bruit important. Pour atténuer
cela, nous utilisons la dérivée régularisée par la variation totale [19] pour débruiter la dérivée. Une
autre option serait de filtrer les données X et Ẋ.
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3.4 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons exploré en détail l’algorithme SINDy (Sparse Identification of Non-
linear Dynamics) et sa méthode d’identification parcimonieuse de la dynamique non linéaire. Nous
avons commencé par mettre en contexte l’importance de la modélisation des dynamiques à partir de
données, ainsi que les limites des méthodes d’identification de systèmes traditionnelles. Ces méthodes
sont généralement basées sur des hypothèses concernant la forme des équations régissant ces systèmes.

Nous avons ensuite discuté de deux approches clés utilisées dans SINDy : la régression symbolique
et la représentation parcimonieuse. La régression symbolique permet de trouver des fonctions non
linéaires qui décrivent les relations entre les variables et les dérivées temporelles mesurées. La repré-
sentation parcimonieuse, quant à elle, vise à sélectionner les termes pertinents du modèle en imposant
une contrainte de parcimonie, c’est-à-dire en favorisant un petit nombre de termes non nuls.

Ensuite, nous avons présenté l’algorithme SINDy et ses étapes clés. L’algorithme contourne la
recherche combinatoire de toutes les structures de modèles possibles en exploitant le fait que de
nombreux systèmes dynamiques ont une dynamique qui ne présente que quelques termes actifs dans
l’espace des fonctions possibles. Ainsi, SINDy cherche à approximer la dynamique par un modèle
linéaire généralisé en minimisant le nombre de termes non nuls.

Nous avons également discuté de l’application de SINDy aux équations de Lorenz, un système
dynamique bien connu décrivant la convection atmosphérique. À travers cet exemple, nous avons
illustré les différentes étapes de l’application de SINDy, de la collecte des données à l’identification
des termes pertinents du modèle.

En outre, nous avons introduit dans ce chapitre un algorithme permettant de modéliser la dyna-
mique non linéaire en présence de bruit. Cette extension de la méthode SINDy combine la recherche
de la représentation parcimonieuse avec des techniques de réduction du bruit, ce qui permet d’obtenir
des modèles plus robustes et précis. En prenant en compte le bruit dans les données, cette approche
permet de mieux modéliser la complexité inhérente aux systèmes dynamiques non linéaires.

En conclusion, SINDy offre une approche puissante et efficace pour découvrir des modèles non li-
néaires à partir de données. En exploitant la régression symbolique et la représentation parcimonieuse,
SINDy permet d’identifier les termes pertinents du modèle tout en maintenant la simplicité et l’in-
terprétabilité. Cette approche présente de nombreuses applications potentielles dans divers domaines,
tels que la physique, la biologie, l’économie et l’ingénierie, où la modélisation des dynamiques non
linéaires à partir de données est essentielle.
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CHAPITRE 4

APPLICATION DE LA MÉTHODE DE
IDENTIFICATION PARCIMONIEUSE
DE LA DYNAMIQUE NON LINÉAIRE

’SINDY’

4.1 Introduction :

Dans ce chapitre, nous allons appliquer la méthode pilotée par les données appelée "SINDy"
(Sparse Identification of Nonlinear Dynamics) pour l’identification parcimonieuse de la dynamique non
linéaire. Nous allons également évaluer l’efficacité de cette méthode dans l’identification des systèmes.
Nous discuterons et analyserons les résultats obtenus, ainsi que les limites auxquelles nous avons été
confrontés lors de l’évaluation de l’efficacité de cet algorithme pour trouver un modèle non linéaire,
et non seulement pour l’estimation des paramètres du modèle déjà choisi. Pour cette section, nous
utiliserons des ensembles de données provenant de différents systèmes étudiés à l’aide d’expériences
virtuelles.

39



Chapitre 4. Application de la méthode de ’SINDy’

Remarque :

Dans les cas réalistes, les données recueillies sont souvent affectées par du bruit. Lorsque nous
travaillons avec de telles données bruitées et effectuons des opérations de dérivation, les erreurs et les
fluctuations se propagent et s’amplifient dans les dérivées. En conséquence, les dérivées peuvent être
bruitées et ne pas refléter fidèlement le véritable comportement du système.

Pour simuler cette situation, nous ajoutons un bruit aux dérivées, reproduisant ainsi l’amplification
du bruit lors de l’opération de dérivation. Cette approche vise à mieux modéliser les équations dyna-
miques dans des conditions réelles où les données sont bruitées. Il est important de noter que l’ajout
de bruit supplémentaire aux dérivées est une simplification et peut ne pas correspondre précisément à
la réalité du système. Cependant, il est crucial de choisir attentivement l’amplitude et le type de bruit
ajouté pour qu’ils reflètent au mieux les caractéristiques réelles du bruit présent dans les données.

Dans les exemples qui suivent, nous ajoutons un bruit gaussien d’amplitude 0.05 aux dérivées lors
de l’application de SINDy. Cela permet d’illustrer comment l’algorithme peut mieux s’adapter à des
conditions bruitées et fournir une estimation plus robuste des équations dynamiques.
Le bruit est ajouté selon les équations suivantes :

dx = dx+ v; (4.1)

v = eps × randn(size(dx)); (4.2)

Où dx représente la matrice des dérivées de données.
La fonction randn(size(dx)) génère une matrice de nombres pseudo-aléatoires suivant une distri-
bution normale (bruit gaussien), et son amplitude est définie par le paramètre eps, qui est fixé à
0.05.

4.2 Exemple 1 : Systéme linéaire

Dans cet exemple, nous avons étudié un système linéaire tridimensionnel, représenté par les équa-
tions suivantes : ẋẏ

ż

 =

−0.3 4 0

−2 −0.2 0

0 0 −0.2


xy
z

 (4.3)
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4.2.1 Résultat de simulation de système original (Prenant une condition
initiale x0 = [2; 0; 1]) :

Figure 4.1 – Le portrait de phase du système étudié

Figure 4.2 – L’évolution temporelle du système étudié Xdata.
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4.2.2 Résultat de l’identification :

La bibliothèque des fonctions non linéaires candidates θ(X) utilisée est :

Θ(X) =
[
1 x y z xx xy xz yy yz zz

]
(4.4)

L’utilisation de la méthode SINDy avec la bibliothèque Θ (4.4), en ajoutant un bruit gaussien à
la dérivée des états Ẋ comme indiqué dans les équations (4.1) et (4.2), et en utilisant la méthode
d’optimisation des moindres carrés seuillés séquentiellement, nous permet d’approximer le système
original (4.3) par le système linéaire suivant :ẋẏ

ż

 =

−0.3008 4.0004 0

−2.0002 −0.1967 0

0 0 −0.1969


xy
z

 (4.5)

L’évolution du modèle dynamique résultant :

Nous pouvons observer le résultat de l’évolution du modèle dynamique résultant de l’application
de SINDy en comparant ce dernier, noté Xsindy, avec celui du système original, noté Xdata (voir Fig.
4.2), en les affichant sur la même figure :

Figure 4.3 – Comparaison des données reconstruites par la methode SINDy Xsindy (en vert) avec
les données du système étudié Xdata (en bleu, marron et orange).
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Chapitre 4. Application de la méthode de ’SINDy’

Erreur de reconstruction des états par SINDy :

Nous remarquons que SINDy reconstruit parfaitement les états du système étudié avec une faible
erreur définie comme err = Xdata −Xsindy. Cette observation est illustrée dans la figure suivante :

Figure 4.4 – Erreur de reconstruction des états par SINDy : Différence entre les données reconstruites
et les données originales.

4.2.3 Interprétation :

Dans cet exemple, la méthode SINDy parvient à obtenir une forme linéaire précise avec une préci-
sion de 10−3, grâce à la linéarité initiale du système. Malgré la présence de termes non linéaires dans la
bibliothèque augmentée Θ (4.4), la méthode SINDy sélectionne uniquement les termes linéaires pour
identifier le système linéaire.

4.3 Exemple 2 : Équation de Duffing

Le système d’oscillation de Duffing est un exemple simple souvent utilisé pour illustrer l’application
de la théorie d’identification parcimonieuse de la dynamique non linéaire ’SINDy’. L’équation de
Duffing est représenté dans l’espace d’état par ẍ = x− x3 [10].

Représentation d’état :

L’équation de Duffing peut être représentée dans l’espace d’état par :{
ẋ1 = x2

ẋ2 = x1 − x3
1

(4.6)

Où x1 représente la position de l’oscillateur et x2 sa vitesse. Cette représentation permet de décrire
l’évolution du système au cours du temps en fonction de ses états précédents et des entrées externes.
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Chapitre 4. Application de la méthode de ’SINDy’

4.3.1 Résultat de simulation de système original : (Prenant une condition
initiale x0 = [2;−2])

Figure 4.5 – Le portrait de phase du système étudié

Figure 4.6 – L’évolution temporelle du système étudié Xdata.
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Chapitre 4. Application de la méthode de ’SINDy’

4.3.2 Résultat de l’identification :

La bibliothèque des fonctions non linéaires candidates θ(X) utilisée est :

Θ(X) = [1 X1 X2 X2
1 X1X2 X2

2 X3
1 X2

1X2 X1X
2
2 X3

2 X4
1 X3

1X2 X2
1X

2
2 X1X

3
2 X4

2 ] (4.7)

L’utilisation de la méthode SINDy avec la bibliothèque Θ (4.7), en ajoutant un bruit gaussien à la
dérivée des états Ẋ comme indiqué dans les équations (4.1) et (4.2), et en appliquant la méthode
d’optimisation des moindres carrés seuillés séquentiellement, nous permet d’approximer le système
original (4.6) par le système non linéaire suivant :{

ẋ1 = 1.0001x2

ẋ2 = 1.0009x1 − 1.0002x3
1

(4.8)

L’évolution du modèle dynamique résultant :

Nous pouvons observer le résultat de l’évolution du modèle dynamique résultant de l’application
de SINDy en comparant ce dernier, noté Xsindy, avec celui du système original, noté Xdata (Voir Fig.
4.6), en les affichant sur la même figure :

Figure 4.7 – Comparaison des données reconstruites par la sindy Xsindy (en vert) avec les données
du système étudié Xdata (en bleu et marron).
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Erreur de reconstruction des états par SINDy :

Nous remarquons que SINDy reconstruit parfaitement les états du système étudié avec une faible
erreur définie comme err = Xdata −Xsindy. Cette observation est illustrée dans la figure suivante :

Figure 4.8 – Erreur de reconstruction des états par SINDy : Différence entre les données reconstruites
et les données originales.

4.3.3 Interprétation :

Dans l’exemple du système de Duffing, la bibliothèque non linéaire augmentée Θ (4.7) comprend
des polynômes en X jusqu’à l’ordre quatre. Malgré cela, on peut observer que la forme correcte de la
non-linéarité est obtenue, puisque la non-linéarité était initialement polynomiale. Cela est clairement
mis en évidence lors de la comparaison entre le modèle non linéaire résultant de SINDy (4.8) et le
modèle du système dynamique original (4.6).
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Chapitre 4. Application de la méthode de ’SINDy’

4.4 Exemple 3 : Pendule simple

4.4.1 Description du système :

Le pendule simple est un système physique constitué d’un objet de masse m suspendu à une corde
de longueur l, qui oscille librement sous l’effet de la gravité. C’est l’un des systèmes les plus simples
pour étudier les oscillations.

la dynamique d’un pendule simple avec une entrée de contrôle peut être décrite par l’équation
différentielle suivante :

θ̈ + (k/ml2)θ̇ + (g/l)sin(θ) = (1/ml2)u (4.9)

Où :
- θ est l’angle (la position angulaire) que la corde du pendule fait avec la verticale.
- θ̇ représente la dérivée de θ par rapport au temps, c’est-à-dire la vitesse angulaire du pendule.
- θ̈ représente l’accélération angulaire.
- g est l’accélération due à la gravité (accélération gravitationnelle).
- k Coefficient de frottement visqueux.
- l est la longueur de la corde (la tige).
- m est la masse du pendule (l’objet).
- u est l’entrée de contrôle, cette variable de commande peut être utilisée pour modifier le comporte-
ment du système.

L’équation du pendule simple est une équation non linéaire en raison de la présence du terme
sin(θ). Cependant, pour de petites oscillations où θ est proche de zéro, on peut approximer sin(θ)

par θ en utilisant la formule de l’angle petit.
Ainsi, pour de petites oscillations, l’équation du pendule simple linéaire devient :

θ̈ + (k/ml2)θ̇ + (g/l)θ = (1/ml2)u (4.10)

4.4.2 La représentation d’état :

La représentation d’état de ce système peut être obtenue en introduisant deux variables d’état,
x1 = θ et x2 = θ̇, et une variable de commande, u.
Donc les équations d’état (les dynamiques) de pendule simple avec entrée de contrôle sont comme
suit :

ẋ =

{
ẋ1 = x2

ẋ2 = −(g/l)sin(x1)− (k/ml2)x2 + (1/ml2)u
(4.11)

Sous la forme d’un système non linéaire affine en commande :

ẋ = f(x) + g(x)u (4.12)

La représentation donnée permet de modéliser, simuler et contrôler le comportement d’un pendule
en tenant compte de la gravité, de l’amortissement et d’une entrée de contrôle externe u. Ce système
présente des comportements non linéaires.
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Chapitre 4. Application de la méthode de ’SINDy’

4.4.3 Résultats de simulation de système original (Prenant une condition
initiale x0 = [2; 2]) :

Les valeurs des paramètres utilisés dans cet exemple sont données comme suit :
- Longueur du pendule : l = 0.5 m

- Masse du pendule : m = 0.1 Kg

- Accélération gravitationnelle : g = 9.8 m.s−2

- Coefficient de frottement visqueux : k = 25e-3 Kg.s−1.
Pour simuler notre système, nous allons utiliser une commande par retour d’état de la forme

u = −k1x1 − k2x2, où nous choisissons les valeurs de k1 = 0.3333 et k2 = 0.6666 pour stabiliser le
système. Cela nous permettra de ramener le système (4.11) à la forme suivante :

ẋ =

{
ẋ1 = x2

ẋ2 = −(g/l)sin(x1)− (k/ml2)x2 + (1/ml2)(−k1x1 − k2x2)
(4.13)

Nous allons identifier le système en boucle fermée.

Figure 4.9 – Le portrait de phase du système étudié.
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Chapitre 4. Application de la méthode de ’SINDy’

Figure 4.10 – L’évolution temporelle du système étudié Xdata.

4.4.4 Résultat de l’identification :

La bibliothèque utilise de fonctions non linéaires candidates θ(X) :

Θ(X) = [1 X1 X2 X2
1 X1X2 X2

2 X3
1 X2

1X2 X1X
2
2 X3

2

X4
1 X3

1X2 X2
1X

2
2 X1X

3
2 X4

2 X5
1 X4

1X2 X3
1X

2
2 X2

1X
3
2 X1X

4
2 X5

2 ] (4.14)

L’utilisation de la méthode SINDy avec la bibliothèque Θ (4.14), en ajoutant un bruit gaussien à la
dérivée des états Ẋ comme indiqué dans les équations (4.1) et (4.2), et en appliquant la méthode
d’optimisation des moindres carrés seuillés séquentiellement, nous permet d’approximer le système
original bouclé par le retour d’état appliqué (4.13) par le système non linéaire suivant :{

ẋ1 = 0.9999x2

ẋ2 = −1.729x2 − 20.4137x1 + 3.2183x3
1 − 0.1374x5

1

(4.15)

49



Chapitre 4. Application de la méthode de ’SINDy’

4.4.5 L’évolution du modèle dynamique résultant :

Nous pouvons observer le résultat de l’évolution du modèle dynamique résultant de l’application
de SINDy en comparant ce dernier, noté Xsindy, avec celui du système original, noté Xdata (voir Fig.
4.10), en les affichant sur la même figure :

Figure 4.11 – Comparaison des données reconstruites par la sindy Xsindy (en vert) avec les données
du système étudié Xdata (en bleu et marron).

4.4.6 Erreur de reconstruction des états par SINDy :

Nous remarquons que SINDy reconstruit parfaitement les états du système étudié avec une faible
erreur définie comme err = Xdata −Xsindy. Cette observation est illustrée dans la figure suivante :

Figure 4.12 – Erreur de reconstruction des états par SINDy : Différence entre les données recons-
truites et les données originales.
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4.4.7 Interprétation :

L’application de la méthode SINDy dans le système de pendule simple a conduit à la construction
d’un modèle non linéaire différent de celui du système original, mais qui présente une évolution similaire
avec une erreur d’environ 10−3. Cette disparité est attribuée à l’absence directe de la fonction sinus
dans la bibliothèque de fonctions candidates.

Cependant, les fonctions candidates disponibles dans la bibliothèque sont suffisamment riches pour
extraire le développement limité de la fonction sinus. Ainsi, SINDy peut utiliser les autres fonctions
candidates pour approximer le sinus en utilisant son développement limité (sin(x) = x − x3

3! +
x5

5! −
x7

7! + . . .).
L’efficacité de la méthode SINDy dépend de la précision de cette approximation ainsi que du nombre

de termes du développement limité pris en compte dans la bibliothèque. En ajustant correctement la
bibliothèque des fonctions candidates, il est possible d’améliorer la précision de l’approximation du
système non linéaire, réduisant ainsi l’erreur par rapport au système original.

4.5 Exemple 4 : Équation de Van der pol (oscillateur non

forcé)

Le système de Van der Pol est un exemple de système dynamique non linéaire qui décrit les
oscillations auto-entretenues. Il a été introduit par le physicien néerlandais Balthasar van der Pol en
1927 [55]. L’équation différentielle de Van der Pol est présentée comme suit :

d2x

dt2
− µ(1− x2)

dx

dt
+ x = 0, (4.16)

Où x est la position et µ est un paramètre qui détermine la force de non-linéarité.
Le système de Van der Pol peut être utilisé pour modéliser de nombreux phénomènes physiques,

tels que les oscillations électriques dans les circuits électroniques, les vibrations dans les systèmes
mécaniques et les oscillations cardiaques. Ce système possède des propriétés intéressantes, notamment
la capacité à générer des oscillations périodiques complexes et à entrer en résonance avec d’autres
systèmes.

Représentation d’état :

Pour le système de Van der Pol, la représentation d’état peut être obtenue en introduisant deux
variables d’état, x1 et x2. Donc les équations d’état pour le système de Van der Pol sont comme suit :{

ẋ1 = x2

ẋ2 = µ(1− x2
1)x2 − x1

(4.17)

Où x1 représente la position et x2 représente la vitesse, le vecteur d’état est : x := [x1, x2]
T .
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4.5.1 Résultats de simulation de système original (Prenant µ = 1 et une
condition initiale x0 = [2; 3]) :

Figure 4.13 – Le portrait de phase du système original de Van Der Pol.

Figure 4.14 – L’évolution du système original de Van Der Pol
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4.5.2 Résultat de l’identification :

La bibliothèque des fonctions non linéaires candidates θ(X) utilisée est :

Θ(X) = [1 X1 X2 X2
1 X1X2 X2

2 X3
1 X2

1X2 X1X
2
2 X3

2 X4
1 X3

1X2 X2
1X

2
2 X1X

3
2 X4

2 ] (4.18)

L’utilisation de la méthode SINDy avec la bibliothèque Θ (4.18), en ajoutant un bruit gaussien à
la dérivée des états Ẋ comme indiqué dans les équations (4.1) et (4.2), et en appliquant la méthode
d’optimisation des moindres carrés seuillés séquentiellement, nous permet d’approximer le système
original (4.17) par le système non linéaire suivant :{

ẋ1 = 1.0004x2

ẋ2 = −1.0003x1 + 0.9998x2 − 0.9999x2
1x2

(4.19)

4.5.3 L’évolution du modèle dynamique résultant :

Nous pouvons observer le résultat de l’évolution du modèle dynamique résultant de l’application
de SINDy en comparant ce dernier, noté Xsindy, avec celui du système original, noté Xdata (voir Fig.
4.14), en les affichant sur la même figure :

Figure 4.15 – Comparaison des données reconstruites par la sindy Xsindy (en vert) avec les données
du système étudié Xdata (en bleu et marron ).
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4.5.4 Erreur de reconstruction des états par SINDy :

Nous remarquons que SINDy reconstruit parfaitement les états du système étudié avec une faible
erreur définie comme err = Xdata −Xsindy. Cette observation est illustrée dans la figure suivante :

Figure 4.16 – Erreur de reconstruction des états par SINDy avec bruit : Différence entre les données
reconstruites et les données originales.

4.5.5 Interprétation des résultats :

Dans l’exemple du système de Van der Pol, la bibliothèque non linéaire augmentée Θ (4.18) com-
prend des polynômes en X jusqu’à l’ordre quatre. Malgré cela, on peut observer que la forme correcte
de la non-linéarité est obtenue, puisque la non-linéarité était initialement polynomiale. Cela est clai-
rement mis en évidence lors de la comparaison entre le modèle non linéaire résultant de SINDy (4.19)
et le modèle du système dynamique original (4.17).

4.5.6 Élimination du bruit :

Dans cette partie de l’exemple du Van der Pol, nous avons supprimé l’ajout de bruit à la dérivée
de l’état Ẋ afin d’étudier l’impact du bruit sur la méthode SINDy. Le système approximatif obtenu
est donné par : {

ẋ1 = 1x2

ẋ2 = −1x1 + 1x2 − 1x2
1x2

(4.20)

Dans ce cas, l’erreur de reconstruction diminue considérablement et atteint un niveau de l’ordre de
10−14, comme le montre la figure (Fig. 4.17). Cette valeur est nettement plus faible que dans le
cas précédent où du bruit était présent. En comparant le modèle obtenu (4.20) avec le système non
linéaire original (4.17), on peut constater une identification exacte. Cela confirme que l’absence de
bruit permet d’obtenir une reconstruction précise du système, ce qui est important car la méthode
SINDy est sensible au bruit.
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Figure 4.17 – Erreur de reconstruction des états par SINDy sans bruit : Différence entre les données
reconstruites et les données originales non bruitées.

4.6 Conclusion :

Dans ce chapitre consacré à l’application de la méthode SINDy, nous avons utilisé cette approche
sur un système linéaire ainsi que sur trois systèmes dynamiques non linéaires spécifiques : le système
de Duffing, le système de pendule simple et le système de Van der Pol.

Tout d’abord, dans l’exemple du système linéaire, la méthode SINDy parvient à obtenir une re-
construction précise sous une forme linéaire, avec une précision élevée. Malgré la présence de termes
non linéaires dans la bibliothèque augmentée, la méthode SINDy sélectionne uniquement les termes
linéaires pour identifier le système linéaire. Cela démontre l’efficacité de la méthode pour capturer la
linéarité intrinsèque des systèmes.

Ensuite, dans les exemples de systèmes non linéaires, la méthode SINDy réussit à reconstruire avec
succès la forme correcte des non-linéarités, même si la bibliothèque utilisée ne contient que des termes
polynomiaux jusqu’à un certain ordre. Cela est clairement illustré par la comparaison entre le modèle
non linéaire résultant de SINDy et le modèle du système dynamique original. La méthode parvient à
extraire les non-linéarités et à capturer les comportements non linéaires du système, confirmant ainsi
sa capacité à identifier les systèmes non linéaires.

De plus, l’impact du bruit sur la méthode SINDy a été étudié. Il a été observé que l’ajout de bruit
dans les données peut affecter la précision de la reconstruction du système. L’erreur de reconstruc-
tion augmente en présence de bruit, soulignant ainsi la sensibilité de la méthode SINDy au bruit.
Cependant, en éliminant le bruit des données, la méthode parvient à reconstruire le système avec une
précision considérablement améliorée, réduisant l’erreur de reconstruction à des niveaux très faibles.
Cela met en évidence l’importance de minimiser le bruit pour obtenir des résultats précis avec la
méthode SINDy.

En conclusion, la méthode SINDy se révèle être une approche puissante pour l’identification de
systèmes, qu’ils soient linéaires ou non linéaires. Elle permet de reconstruire avec précision la forme
du système, en capturant les comportements linéaires ou non linéaires, selon le cas. Toutefois, il est
essentiel de prendre en compte le bruit dans les données et de sélectionner une bibliothèque de fonctions
candidates appropriée afin d’obtenir des résultats fiables et précis.
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CONCLUSION GÉNÉRALE

Dans notre projet de fin d’étude, nous nous sommes concentrés sur la méthode SINDy (Sparse
Identification of Nonlinear Dynamics) et son application dans l’analyse des systèmes dynamiques
à partir de données. Nous avons exploré en profondeur les principes fondamentaux de SINDy, son
algorithme et ses applications dans l’identification de systèmes dynamiques de grande dimension. Nous
avons également brièvement abordé les méthodes complémentaires de SINDy, à savoir l’opérateur de
Koopman et la décomposition en mode dynamique (DMD).

Dans notre premier chapitre, nous avons présenté un aperçu général de SINDy, mettant en évidence
son utilisation pour découvrir les équations sous-jacentes régissant le système, ainsi que son historique.
Nous avons également souligné les limites inhérentes à cette méthode.

Notre deuxième chapitre est consacré à la compréhension de l’opérateur de Koopman et de la
décomposition en mode dynamique (DMD), en mettant en avant leur complémentarité avec SINDy
dans l’analyse des données et la compréhension des systèmes. Nous avons exploré l’algorithme de la
DMD ainsi que ses différentes variantes, telles que la DMD avec contrôle (DMDc) et l’EDMD, en les
reliant à la découverte de l’opérateur de Koopman à partir des données de l’espace d’état. Nous avons
souligné l’efficacité de la DMD pour approximer l’opérateur de Koopman, notamment dans le cas des
systèmes dynamiques non linéaires.

Le troisième chapitre a été consacré à l’identification parcimonieuse de la dynamique non linéaire
avec SINDy. Nous avons examiné en détail l’algorithme SINDy, en mettant l’accent sur l’utilisation de
la régression symbolique et de la représentation parcimonieuse. Nous avons expliqué comment SINDy
approxime la dynamique des systèmes par un modèle non linéaire généralisé tout en recherchant la
parcimonie, c’est-à-dire en minimisant le nombre de termes non nuls dans le modèle. Cette approche
permet d’obtenir des modèles simplifiés et interprétables, en identifiant les termes les plus significatifs
pour décrire la dynamique du système. Nous avons également présenté une extension de SINDy qui
intègre la prise en compte du bruit dans les données, permettant ainsi de mieux modéliser les systèmes
dynamiques non linéaires complexes.

Enfin, dans notre quatrième chapitre, nous avons appliqué la méthode SINDy à un système linéaire
et à trois systèmes dynamiques non linéaires spécifiques : le système de Duffing, le système de Van
der Pol et le système de pendule simple. Nous avons démontré l’efficacité de SINDy pour identifier et
modéliser les dynamiques non linéaires de ces systèmes, même en présence de bruit ou d’incertitudes
dans les données. Cependant, nous avons souligné que l’élimination du bruit permet d’obtenir des
résultats beaucoup plus précis et une erreur très faible. Ces résultats ont mis en évidence l’importance
du choix des fonctions candidates dans le processus d’identification.
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CONCLUSION GÉNÉRALE

En résumé, notre projet de fin d’étude a approfondi la méthode SINDy et son utilisation dans
l’analyse des systèmes dynamiques. Nous avons exploré ses liens avec l’opérateur de Koopman et
la DMD, ainsi que son application pratique à travers l’identification et la modélisation de systèmes
dynamiques spécifiques. Ces travaux ouvrent la voie à de nombreuses possibilités de recherche future
dans le domaine de l’analyse des systèmes dynamiques à partir de données.
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