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(Préche

Ce polycopié traite du module d’algebre linéaire. Il est le fruit de 1’enseignement du module
algebre 2 en premiere année dans le cadre de la formation préparatoire a I’école supérieure en
sciences appliquées de Tlemcen (ESSAT). Cet ouvrage est donc destiné aux premieres années
des classes préparatoires aux grandes écoles mais aussi aux étudiants de premicre année de tronc
commun (MI-ST-SM). Ce manuscrit comprend 5 chapitres qui couvrent I’ensemble du programme
du module algebre 2 :

Le premier chapitre présente la notion fondamentale d’espace vectoriel, on y aborde aussi les
notions de familles libres, génératrices bases et dimension. De nombreux exemples sont fournies
pour que I’étudiant puisse se familiariser avec ses nouvelles définitions.

Le second chapitre est consacrée aux applications linéaires dans lequel on définit aussi le noyau
et I’image et on caractérise les applications bijectives. Nous avons fait le choix de fournir des
exemples de géométrie car 1’étudiant est déja familier avec ce types d’applications.

Le troisieme chapitre traite des matrices et des déterminants, on y detaille les opérations
élementaires sur les matrices comme 1’addition la multiplication ainsi que 1’inverse d’une matrice.

Dans le quatrieme chapitre on expose deux méthodes de résolution des systemes linéaires que
sont la regle de Cramer et la méthode de gauss.

Enfin, dans le cinquiéme et dernier chapitre on aborde la notion de diagonalisation et de
trigonalisation des endomorphismes avec des exemples détaillés. On a choisit de présenter au début
de ce chapitre les notions de matrice de passage et de matrice associée pour d’une part tirer partie
de la notion de systemes linéaires vu au chapitre précedent mais aussi de motiver I’introduction de
la notion de réduction des endomorphismes a venir.

A la fin de chaque chapitre on retrouve une série d’exercices avec leur corrigés detaillés.

Comme tout travail le notre reste bien évidemment perfectible, nous invitons donc le lecteur a
nous faire parvenir toute remarque ou suggestion pour améliorer notre manuscrit.






1.1

O . Espaces vectoriels

Definitions
Définition 1.1.1 Soit K un corps (par ex :R ou C) et soit E un ensemble muni d’une loi de
composition interne notée (+) et d’une loi de composition externe (.) définie par

KxE — E
(AV) — AV

E est un K—espace vectoriel seulement si :
1. (E,+) est un groupe abelien.
2. VA, ueK, v,V eEona:
(@ A+u)Vi=AV+uW
b)) A.(Vi+ Vo) =AVi+A.V;,
©) (Ap).Vi=2A(uW)

(d) 1.V; =V avec : 1 I’element neutre de 1’operation “multiplication” du corps K.

= Exemple 1.1
1. I’ensemble des polyndmes K[X] est un K—espace vectoriel.
2. R", n>1estun R— espace vectoriel.
3. I’ensemble des fonctions .% (R,R) est un R— espace vectoriel.

Définition 1.1.2 F C E est un sous espace vectoriel de E ssi :
1. 0 € F (F non vide)
2. VWi,V € Fona:V|+V, € F (Stabilité)
3. VAeK,VV e Fona: AV € F (Multiplication par un scalaire)

s Exemple 1.2
1. K,[X] est un sous espace vectoriel de I’espace des polyndmes K[X].
2. I’ensemble des fonctions continues €°(R,R) est un sous espace vectoriel de 1’espace des
fonctions .7 (R, R)
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3. o ={(x,y) € R? x+y= 0} est un sous espace vectoriel de R2

1.2 Somme de sous espaces vectoriels, somme directe

Définition 1.2.1 Soit IE un K—espace vectoriel et soient «7], % deux sev de E
On définie la somme de 7] et 27 par :

G +ah={VeRE/V=Vi+V,avecV| € A etV, € &)}
Lemme 1.2.1 & + 9% estun sev de E

Définition 1.2.2 Soient .7, @ deux sev de E
oy, a5 sont en somme directe ssi <7} N.@h = {0}
o1, of5 sont supplémentaires dans [E et on note E = o7 @ 9 ssi :

ANty ={0}et o/ + o =E

Theoreme 1.2.2 Soient o7, /5 deux sev de E

E=oddoh<VVEeE, NVI,Vh) ey xath, V=V +V,

= Exemple 1.3 Soient <7}, 2% deux sev de R? avec :
o ={(x,y) eR*/x=0} o ={(x,y) eR*/y=0}

R? = o, @

s Exemple 1.4
Soient .27}, <% deux sev de R> avec :
5271:{(?67%2)61@3/)5:0;)’:0} %:{(x,y,z)€R3/Z=0}

R3 = o ® o

1.3 Famille libre, famille génératrice, base et dimension

Définition 1.3.1 Soit E un K-espace vectoriel et soient Vi,V5,--- ,V, € E
1. Un vecteur V € E est dit “combinaison linéaire” des vecteurs V,V;, -,V si

dA, A, A € K tels que : V=MUVi+LVo+ -+ A4V,

2. La famille de vecteurs {V},V,,---, Vi } est dite génératrice ssi tout vecteur de E s’ecrit
comme combinaison linéaire des vecteurs Vi, V,,---, Vi i.e:

YWeE V=4Vi+LVo+---+ A4V,

p) Ondit aussi que [E est engendrée par la famille {V1,V3,---,Vi}
et on note E = Vect{V,Va,--- ,Vi}
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3. Lafamille de vecteurs {Vi,Va,---, Vi } estdite liée ssi: 3(A1, 42, , 4) € K"\ {0,0,---,0}
MVIi+ Vo4 + 4V =0g
4. La famille de vecteurs {V},V,,---,V;} est dite libre ssi : VA1, A2,--- , A € K
MVi+2Vo+ - V=0 =l === =0

5. Une famille de vecteurs libre et génératrice est dite base.
6. On appelle dimension d’un espace vectoriel (notée dimE) le nombre de vecteurs d’une
base (i.e : dimE = Cardinal (base(E)).

Theoreme 1.3.1 dimE = n est invariante (i.e : elle ne change pas si la base change).

R Si dimlE < o alors E est dit de dimension finie.

Theoreme 1.3.2 Soit E un K espace vectoriel de dimension finie et soit = {V},V,,---,V,}
une base de [E alors tout vecteur de [E s’ecrit de maniere unique comme combinaison linéaire des
vecteurs de # i.e :

YW eE, AL, A, eKtelsque: V=4,Vi+LVo+--+A4,V,

Les A1, A2, -+, A, sont dites composantes de V dans la base %
A
)
OnnoteV=| .
M) o

= Exemple 1.5 Trouver la dimension de R?

VER?=V = (x,y) avec x,y € R = (x,y) = (x,0) + (0,y) = x(1,0) +y(0, 1) = xe; +ye,

Donc % = {ey,e>} est une famille génératrice de R?
Mel+Aer =0= 11(1,0) —i—lz(o, 1) = (0,0) = ()L],O) + (0,&2) = (0,0) = (11,12) = (0,0)
= A = A, = 0 = A est une famille libre de R?

On appelle 2 base canonique de R?

dimR? = Card % =2

VER?=V = ( i ) = x et y sont les composantes du vecteur V dans la base %

B

Theoreme 1.3.3 Soit Z = {e1,e2,e3,---,e,} = {(1,0,---,0),(0,1,---,0),---,(0,0,---,1)}.
2 est dite base canonique de R”.

X1

X2
V(xi,x2, - ,x%y) ER" =V =

Xn ) 4

» Exemple 1.6 Trouver la dimension de R;[X]
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V € Ry[X] = V(X) = ap +a1X +aX?* avec ap,ar,a; € R
= V(X) = a()(l) “+ay (X) +a2(X2) =ape; +ajex+azes
Donc % = {ey,ez,e3} = {1,X,X?} est une famille génératrice de R [X]
Mer+Arer+Aze3 =0= A1 (1) +A(X) +2A3(X?) =0= A = A, = A3 = 0 = H est une famille libre de R, [X]
On appelle # base canonique de R;[X]
dimR;y[X] = Card A =3

ao
VGRz[X]:>V: ap
ay @
3
PX)=3-2X+5X*=P=| -2 .
5

B

Theoréme 1.3.4 Soit B = {ey,ez,e3, - ,ens1} = {1,X,X%,--- , X"}
Alors, A est dite base canonique de R, [X].

|dimR,[X] =n+1]|

Soit V(X) = ap + a1 X + axX?+- -+ a, X"
ao

ai
VeR,X]=V =

n )

Theoréeme 1.3.5 — Théoréme de la base incompléte. Soit E un K espace vectoriel de
dimension finie.

1. Toute famille famille libre peut etre complétée de maniere a former une base de E.

2. De toute famille génératrice, on peut extraire une base de E.

Corollaire 1.3.6 Soit [E un K espace vectoriel de dimension finie dimlE = n
1. Toute famille de plus de n vecteurs est liée.
2. Toute famille de moins de n vecteurs ne peut €tre generatrice.
3. Toute famille libre de n vecteurs est une base
4. Toute famille generatrice de n vecteurs est une base

n Exemple 1.7 #' = {Vi,Va}avecV, = (1,1) V»=(1,0)
VER?=V =(x,y) avecx,y € R
= (6,y) =y)+ =20 =y(1,1)+ (x—y)(1,0) =yVi + (x—y)V>
Donc %' est une famille génératrice de R?
dimR? = Card ' =2 = %' est une base de R?

VER?=V =y +(x—y)\V, = Y
xX=Yy B

V:(—1,3)=(_31 >@=<_34 >U5,

m Exemple 1.8 &' = {V;,Vo}avecVi(X)=X—-1 W(X)=X+1
VeR|[X]|=V(X)=ao+aiX avec ag,a; € R
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_ar+ap ap —aop _artap ap —aop

= V(X) (X+1)+ (X-1)= "2+ 2,

Donc B’ = {V;,V,} est une famille génératrice de R;[X
g

dimR[X] = Card #' =2 = %' est une base de R, [X]
ai +ap a) —aop

VeRX]=V= 5 Vi+ > %)
ay+ap
2
=V=
a) —ao
2 B
1
-2 5
P(X)=—-2+43X=>P= =
3 5
B -
2 /@
Proposition 1.3.7 Soit E un K espace vectoriel de dimension finie, et soient F,G deux sev de E
alors :
1.
dimF <dimE et dimG <dimE
2.

dimF +dimG = dimE

E_FEBG@{FQG {0}

1.4 Espace engendré par une famille de vecteurs

Définition 1.4.1 Soit E un K-espace vectoriel et soient Vi,V5,---, V. € E.
L’ensemble défini par Vect{V,Va, -+ ,Vi} ={V EE/V =L Vi + LV +

sev de E. On I’appelle sous espace vectoriel engendré par les vecteurs Vi,V -

m Exemple 1.9 V; = (1,0,1) et Vo = (1,1,1)
W1(1,27 1) S Vect{Vl,VZ} car : Wy = =V 42V,
W2(2, 1,0) ¢ Vect{Vl,VZ}

Lemme 1.4.1 dim Vect{Vy,Va,--- , Vi } <k

o 4+ Vi } estun
7Vk'
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Exercice 1 Les sous ensembles suivants sont ils des sous espaces vectoriels ?

o ={(xy2) ER/x+y=2}  ah={(x,y) €R*/sin(x+y) =0}
Br={feF/f(—x)=—-f(x)} PB={fcF/f(1)=00uf(2) =0}

% = {P € RX]/P(0) = 0}

Exercice 2 Soient E = .7 (R,R), € I’ensemble des fonctions de E croissantes et

Montrer que A est un sous-espace vectoriel de E. =
Exercice 3 Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E.
1. Montrer que F'N G est un sous-espace vectoriel de E

2. Montrer que F' UG est un sous-espace vectoriel de E si, et seulement si, F C Gou G C F.

o ={(x,y2) eR/x—2y=z} Hh={(x52) €eR}/(y=0)et (x+z=0)}

B ={feF/f(-x)=—f)} ZB={fecF/f(-x)=F)}

Exercice 5 Soient E; = {P € R[X]/(X — k) divise P avec k € R}
1. Vérifier que Ej, est un sous espace vectoriel de R[X]
2. Montrer que Va,b € R a#b=R[X]=E,+E)
3. La somme est elle directe ?

Exercice 6 1. Soit # = {e},ez,e3} une base de E, les familles suivantes sont elles libres ?
{—e1,2e2,e3}  {ex—e1,e3—er,e1 —e3}  {e1,2er+e3,e2+e3}
2. Dans .# (R, R) montrer que les familles suivantes sont libres :

{x,€*} {x,sin(x)} {sin(x),cos(x)}

1
‘ Exercice 4 Les sous espaces vectoriels suivants sont ils supplémentaires :
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Exercice 7 Soit ' = {Vi,V5,V3} une famille de vecteurs de R? avec :
V](I,O,l), Vz(l,l,l) etV3(1,1,0)
1. Vérifier que &' = {V1,V5,V3} est une base de R?
2. Ecrire le vecteur V = (3,2,1) dans la base canonique 4 puis dans la base %’

Exercice 8 Soient a,b, c trois réels distincts et %’ une famille de R, [X| définie par :

(& -B)(X—c) X—a)(X—c) (X—a)(X—b)
7 ‘{ (@=b)a—0)’ (b-a)(b—0) (c—a)(c—b) }

1. Vérifier que #’ est une base de R, [X].
2. Trouver Q € Ry[X] tel que O(1) = —1, Q(2) =3 et Q(3) =5.
3. Ecrire le polyndme Q dans dans la base 8’ puis dans la base canonique 2.

Exercice 9 Soient a, 3,y trois réels fixés et f, g, h les fonctions définies par :
Vx € R, f(x) =cos(x+ ), g(x) = cos(x+ B)et h(x) = cos(x+7)
1. Vérifier que f,g,h appartiennent a 7 = Vect < cosx,sinx >
2. La famille {f,g,h} estelle libre ?

Exercice 10

1. Dans R3, déterminer une base et un supplémentaire des sous-espaces vectoriels suivants :

a) F = Vect(U,V,W)ou U = (—1,1,0),V = (2,0,1) et W = (1,1,1)
b) F = {(x,y,z) € R®/x—2y+3z=0}.
2. Déterminer un supplémentaire de F = vect{U} avec U = (1,0,1)

Exercice 11 Soit F = {P € Ry[X]/P(0) = P'(0)}
1. Vérifier que F est un sous espace vectoriel de R [X]
2. Déterminer une base et la dimension de F
3. Déterminer un supplémentaire de

Exercice 12 Calculer la dimension de C;[X| vu comme un C-espace vectoriel puis comme un

R-espace vectoriel
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Exercice 1 Les sous ensembles suivants sont ils des sous espaces vectoriels ?
o ={(x,y,z) €ER3/x+y=2z}

— (0,0,0) € o7 car0+0=2(0)

— Soient Vi = (x1,y1,21) et Va = (x2,¥2,22) deux vecteurs de <7
{ x1+y1 =2z

x2+y2 =22

— Soit A € RetV = (x,y,z) un vecteur de <7
X+y=2z=Ax+Ay=2Az= AV € #

Donc .27 est un sev de R?
aty = {(x,y) € R?/sin(x+y) = 0}

— g,g)e%car: sin(g—i-g):sinnzo
Mais %(g,g)Q_f%car: sin(%—k%)zsing:l;«éO
Donc .o n’est pas un sev de R?

B = 1f € Z/f(~x) = —f(x)}

— 0e Py car: 0(—x) =—-0(x)=0

— Soient f et g deux vecteurs de %,

{ g((_;c)) = —gf((jcc)) = (f+e)(=x)=-(f+8)x) = f+ee

— Soit A € Ret f un vecteur de %
f(=x)=—f(x) = Af(—x) = —-Af(x) = Af € B
Donc, %, est un sev de &
%, ={fe€Z/f(1)=00u f(2) =0}
fx)=x—letglx)=x—2= (f+g)(x) =2x—-3
fetg € P mais f+g ¢ B
Donc, %, n’est pas un sev de . %

¢ ={P e R[X]/P(0) =0}
— 0e@car0(0)=0
— Soient P; et P, deux vecteurs de &
Pi(0)=0

{ PQ(O) —0 = (P1 —i—Pz)(O) =0=>P+hc?

— Soit A € R et P un vecteur de ¢
P(0)=0=AP(0)=0=APc ¥
Donc, € est un sev de R[X]

=X +x)+0i+»m) =2z1+2n)=>Vi+VheH

Exercice 2 Soient E = .7 (R,R), € I’ensemble des fonctions de E croissantes et

Montrer que A est un sous-espace vectoriel de E.
— 0€c€Acar0=0—-0et0€?
— Soient V| et V, deux vecteurs de A

{WZﬁ—&
Va=f—g

fitfhe€etgi+gecC=>Vi+VoeA
— SoitA €cRetVeA

=>Vi+Va=(fi+f2) — (g1 +82)
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V=f—g=>AV=Af—Ag
A>0=AfceCetAge? = AV EA
A<O0=—-AfeCet —Age®

AV =(-Ag)—(—Af)=AVEA
A=0=AV=0=AVEA

DoncVA € R AV €A

Conclusion : A est un sous-espace vectoriel de E

Exercice 3 Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E.
1. Montrer que F'N G est un sous-espace vectoriel de E
— 0eFet0eG=0eFNG
— Soient V| et V, deux vecteurs de F NG
VieFNG VieFetV,eF Vi+WV, eF
{VQEFQG {V1€Ge'[V2€G {Vl-l-VzEG
— SoitA eRetVeFNG

VeF AV EF
VErNGe=: Vei {AVGG

Donc F NG est un sous-espace vectoriel de E
2. Montrer que F UG est un sous-espace vectoriel de E si, et seulement si, F C Gou G C F.

=>Vi+V,eFNG

= AVeFNG

=

VieF VieFUG Vi+V, eF

et =< et =>Vi+V,eFUG= | ou

V,eG Ve FUG Vi+V,eaGg
Vi+WV)+ (V1) €F VoeF

Donc, | ou = | ou =FCGouGCF.
Vi+WV)+(—V2) €G VieG

=

FCG FUG=G

ou = | ou = FUG sevde £

GCF FUG=F

Exercice 4 Les sous espaces vectoriels suivants sont ils supplémentaires :

={(xy2) eR/x—2y=z}  @h={(x32) eR}/(y=0)et(x+z=0)}

Commencons par voir si R? = . + %

Soit V = (x,y,z) € R3 et soient V| = (x1,y1,21) € & Vo = (x2,¥2,22) € %
V=Vi+W= (x,5,2) = (x1,y1,21) + (x2,¥2,22) = (%1 +x2,y1 +¥2,21 +22)
Il nous faut résoudre le systeme :
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xXp+x=x »2=0 »=0 y2=0
yity2=y yi=y yi=y yi=y
21+t22=2 N X1t+x=x - X1t+x=x N X|+x=x
—n=a atn=z (x1=2y) + (—x) =2 x1—x2=2z+2y

y»2=0 71 =x1—2y 21 =x1—2y 71 =x1—2y

L o +22=0 \ 22=—Xx2 L 2= —X2 L 2= —X2

(2 =0
yir=Yy

1

x1==(x+z+2y)

2
1 1
1 Vi= §(x+z+2y),y,§(x+z—2y)>
xzzi(x—z—2y) N n "
Va = E(x—z—2y),0,§(—X+z+2y))
1
7= E(x-l-z—Zy)

1
= 5(—x—|—z+2y)

\

Donc, V=V, +V,avec V| € o) etV € ath
Voyons si Aj NA, = {0}

Soit V = (x,y,z) €A1 NAy = {

Donc, AjNA; = {0}
On en conclut que : R* = A; ® A,

VeA, (y=0)et (x+z=0)

={feZ/f(-x)=—f(x)}  FB={feF/f(—x)=fx)}
Soit f € .% etsoient f1 € 1 fr € %>

- Al + A = () Al + AR = ()
f—f1+f2;‘{f1<—x>+fz<—x>=f<—x> { A+ Hx) = f(—x)
PO

= 2

o) = L)
DoncVfe.%, f=fi+ fravec f1 € B et L € B,
Voyons si %1 N %, = {0}

£0) = —f(—x) _

fec@m:%:{ F(x) = f(—x) = f(x)=0
Donc %, N %, = {0}
On en conclut que %, ® B, = .F

Exercice 5 Soient E; = {P € R[X]/(X — k) divise P avec k € R}

1. Vérifier que Ej est un sous espace vectoriel de R[X]
— Le polynéme nul O vérifie O(X) = 0(X — k) = (X — k) divise O, donc O € E;.
— Soient P et Q deux polyndmes de Ej,
PX)=P (X)X —k
{ ( ) 1( )( ) :>P(X)+Q(X):[

Q(X) = 01(X)(X — k) Pi(X)+01(X)] (X — k)
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Donc, P+ Q € E,
— Soient A e RetP € E;
PX) = X)X ~K) = AP(X) = RA X)) (X ) = 2P € By
2. Montrer que Va,b € R a#b=R[X]|=E,+E)
a#tzb=X—-a)N(X-b)=1
D’apres théoreme de Bézout, U,V € R[X] tels que U(X)(X —a)+V(X)(X —b) =1
Soit P € R[X]
U(X)(X —a)+V(X)(X —b) = 1 = P(X)U(X)(X —a) + P(X)V (X)(X — b) = P(X)
= P(X) = Pu(X) +Py(X) avec Py(X) = P(X)U (X)(X — a) et B,(X) = P(X)V (X) (X — b)
P, cE,etP, cEj :>R[X] =E,+E,
3. La somme est elle directe ?
CX)=(X—-a)(X—b) € E,NE,= E,NE;, # {0}
La somme n’est donc pas directe

Exercice 6 1. Soient # = {ej,ez,e3} une base de R, les familles suivantes sont elles
libres ?

{—e1,2¢e2,e3} {ex—e1,e3—e2,e1 —e3} {e1,2er+e3,e2+ €3}

(@) {—e1,2es,e3}
Soient 41,2, 43 € R tels que A1 (—e1) + A2(2¢2) + Aze3 =0
= (—11)61 + (212)62 +Aze3=0

M =0 A =0
{61,62,63} base de R3 = {61,62,63} libre = 2%2 = 0 = lz =0
A3 =0 A3=0

Donc la famille {—e;,2e;,e3} est libre.

(b) {e2—e1,e3—e2,e1 —e3}
Soient 41,2, A3 € R tels que Aj(e2 —e1) +Aa(ez —ea) + A3(e;1 —e3) =0
= (L—Mer+ A —A)exr+ (A —Az)e3 =

M—A = 0
{6’1,62,6’3} base de R3 = {61,62763} libre = 11—12 = 0 :>7L] 212213
Mh—A = 0

On peut choisir Aj = 1= A =A43=1
Donc la famille {e; — e1,e3 — e2,e1 — e3} est lice.
(c) {e1,2e2+e3,e2+e3}
Soient A1,4;, 43 € R tels que Aje; +Ax(2ex +e3) + A3(ex+e3) =0
= Aei+ (2L +3)er+ (A +A3)ez =

M =0 AM=0
{61,62,63} base de R3 :>{€1,ez,€3} libre = 2L+ = 0 = =0
Mh+A3 =0 =0

Donc la famille {e;,2e; + e3,e2 + €3} est libre.
2. Dans .# (R, R) montrer que les familles suivantes sont libres :

{x,€*} {x,sin(x)} {sin(x),cos(x)}

Montrons que : {x,e*} est libre
Soient 41,4, € R tels que A;x+ Are* = 0(x)
x=0=A=0=A4x=0(x)
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x=1= l] =
Montrons que {x,sin(x)} est libre
Soient 41,4, € R tels que A;x+ A, sin(x) = 0(x)
x:ﬂ:>11ﬂ?:0:>ll :0:>7Lzsin(x) :O(X)
T
X = E = 3,2 =0
Montrons que {sin(x),cos(x)} est libre
Soient 41,4 € R tels que A;sin(x) + Axcos(x) = 0(x)
x=0= A =0= Aysin(x) = 0(x)

T
x-§:>2,1—0

Exercice 7 Soit ' = {Vi,V5,V3} une famille de vecteurs de R? avec :
Vi(1,0,1), Va(1,1,1) et V3(1,1,0)
1. Vérifier que &' = {V},V5,V3} est une base de R>.
Soient V (x,y,z) € R, supposons que : V = aV| + bVs +cV3
= (x,5,2) =a(1,0,1)+b(1,1,1) 4+¢(1,1,0) = (a+b+c,b+c,a+b)
On résoud le systeme :

x = a+b+c a = x-—y
y = b+c =<0 b = y—x+z =2V=ux—yWi+O—x+2)Va+(x—2)V3
zZ = a+b c = x—z2

Donc %' = {Vi,V,,V3} est famille génératrice de R>.
dlm]R3 Card#' =3 = %’ est une base de R>.
. Ecrire le vecteur V = (3,2, 1) dans la base canonique % puis dans la base %'
3
V =(3,2,1)=3(1,0,0)+2(0,1,0) + 1(0,0,1) = |2
1
;

V=(3,2,1)=1(1,0,1)+0(1,1,1)+2(1,1,0) = 1V; + 0V, +-2V5 = |0

B

Exercice 8 1. Vérifier que %’ est une base de R;[X]
Card #' = dimR;[X] = 3 = 1l suffit de montrer que la famille &’ est libre.
Soient A1,4,,A3 € R tels que :

(X—-D)(X—c) (X—a)(X—c) (X—a)(X—b) B
W e—be—c) 2 o—o=c) | (emale=)
X:a:>7L1 =0
X=b=X=0

X=c=>1=0
On en conclut que &’ est une base de Ry [X].
. Trouver Q € Ry[X] telque Q(1) = —1, Q(2) =3etQ(3) =5
(X-b)(X—0) (X —a)(X—c) (X —a)(X —b)
VO ERlX], OX) =w o s T ey =0 T (c=a)c=b)
On remarque que :
Ola)=ur Qb)=u Qc)=us3
En posanta =1, b =2, ¢ = 3 on obtient :

0x)= o) E=2X=3) o0y 1y -3)+003)

X-1)(X-2)
2
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O(X) = ~3 (X ~2)(X ~3) = 3(X ~ (X ~3)+ 3 (X ~ 1)(X ~2)

3. Ecrire le polyndme Q dans dans la base %’ puis dans la base canonique %

O(a) -1
0= 0(b) =| 3
(e | 4 5 1,
Q(X):_%(X_z)(X_3)—3(X—1)(X—3)+*(X—1)(X—2)——X2+7X—7
ap —7
0= | a1 = 7
Q| g 1 | 4

Exercice 9 Soient a, 3, ¥ trois réels fixés et f, g, h les fonctions définies par :
Vx € R, f(x) =cos(x+ ), g(x) = cos(x+ B)et h(x) = cos(x+7)
1. Vérifier que f, g, h appartiennent a T = Vect < cosx,sinx >
f(x) =cos(x+ a) = cos(a) cos(x) — sin(ex) sin(x)
Donc, f€T.
De la méme maniere, on montre que g,h € 7.
2. Lafamille {f,g,h} estelle libre ?
Card{f,g,h} =3 etdimT =2 = Card{f,g,h} > dimT.
D’apres le théoreme de la base incompléte, {f,g,h} est liée.

Exercice 10
1. Dans R3, déterminer une base et un supplémentaire des sous-espaces vectoriels suivants :
a) F = Vect(U,V,W)ouU = (—1,1,0),V =(2,0,1) et W= (1,1,1)
{U,V,W} est une famille génératrice de F, voyons si elle est libre.
Soient A1,45,A3 € R tels que 41U + AL,V + A3W =0
= A (—1,1,0) +12(2,0,1) + A3(1,1,1) = (0,0,0)
= (_)vl +2A, —|—A3,7Ll +l3,)~2+},3) = (0,0,0)

—M+2L+43 = 0 —(=A3)+2(-3)+A3 = 0
= A+ A3 = 0 = M = A3
A+ 23 =0 Ao = -3
M=—A3
= 12:—2,3
)@,GR

On peut choisir A3 =1 = A; = A, = —1, on aura :
—U—-V4+W=0=U=-V+W = {V,W} est une famille génératrice de F
{V,W} estelle libre ?

Les deux vecteurs V et W ne sont pas colinéaires, donc la famille {V, W} est libre.
On en conclut que {V,W} est une base de F.

Notons par G un suppléméntaire de F.

dimF 4+dimG =3 =dimG=3-2=1

il nous faut chercher un vecteur Y tel que G = Vect{Y'}
FNG={0}=Y¢F

XeF=X=aV+bW aveca,bc R
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= X =a(2,0,1)+b(1,1,1) = (2a+b,b,a+b)
On choisita=0etb=1=2a+b=1 b=1 a+b=1
En choisissant Y = (0,1,1) onest surque Y ¢ F
Donc, G = vect(Y) est un supplémentaire de F.

b) F = {(x,y,2) € R?/x—2y+3z=0}.

V=xyz €€F=>x—2y+3z=0=>x=2y—3z

=V =(2y—3z,,2) =¥(2,1,0)+2z(-3,0,1)

Donc {V},V,} est une famille génératrice de F avec V| = (2,1,0) et V, = (—3,0,1)
Voyons si cette famille est libre.

Soient A1,4; € R tels que M+ =0= 4 (2, 1,0) +7Lz(—3,0, 1) = (0,0,0)
= (27(,1 —312,11,12) = (0,0,0) A4=4=0

On en conclut que {V;,V,} est une base de F = dimF = 2.

Notons par G un suppléméntaire de F.

dimF +dimG=3=dimG=3-2=1

il nous faut chercher un vecteur Y tel que G = Vect{Y'}
FNG={0}=Y¢F

X=(yz) EF=x—-2y+3z=0 (%)

Y ne doit pas vérifier I’équation (x), on peut choisir ¥ = (0,0,1) =Y ¢ F.
G = Vect{Y } est donc un supplémentaire de F.

2. Déterminer un supplémentaire de F = vect{U } avec U = (1,0, 1)
Notons par G un supplémentaire de F.
dimF +dimG=3=dimG=3-1=2
il nous faut chercher deux vecteurs S, T tel que G = Vect{S,T}
X e€F=X=a(1,0,1)=(a,0,a) = F = {(x,y,2) € R3/x =7,y =0}
FNG={0}=S¢FetT ¢F
On choisit S tel que x = z soit vérifiée et y = 0 ne soit pas vérifiée et
T tel que y = 0 soit vérifiée et x = z ne soit pas vérifiée.
Par exemple, on peut prendre :
S=(1,1,1)etT = (0,0,1)
G = Vect{S,T} est un supplémentaire de F.

Exercice 11 Soit F = {P € R,[X]/P(0) = P'(0)}
1. Vérifier que F est un sous espace vectoriel de R [X]
(a) Le polynome nul O vérifie O(0) = O'(0) =0
Donc, O € F
(b) Soient P,Q € F
_ p/
{ o) = PO+20)=P©O)+20)
C’est a dire que (P+ Q)(0) = (P+Q)'(0) etdonc P+Q € F
(c) SoientA € RetPcF.
P(0) = P'(0) = AP(0) = AP'(0)
Donc AP € F.
2. Déterminer une base et la dimension de F
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Soit P € F avec P(X) = aX*+bX +c
P(0)=P(0)=c=0b
Donc PEF = P(X)=aX?>+bX +b=aX>+b(X +1)
{X?,X + 1} est une base de F = dim F =2

3. Déterminer un supplémentaire de
Soit G un supplémentaire de F alors dim G =3 -2 =1
On pose G=Vect <T >,avecT ¢ F.
Onchoisit7T(X)=X=T(0)=0#4T'(0)=1=T¢F

Exercice 12 Calculer la dimension de C,[X] vu comme un C-espace vectoriel puis comme un
R-espace vectoriel

On voit C,[X] comme un C-espace vectoriel.

P e C[X] = P(X) =z0+21X +22X? avec z9,21,22 € C

= P(X) =z0(1) + 21 (X) + 22(X?) avec 29,21,22 € C

= {1,X,X?} est une famille génératrice de Cy[X].

Montrons que la famille {1,X,X?} est libre.
Soient A, A1, 42 € Ctels que : Ag(1) + A1 (X) + AL (X2)=0=2A =4 =4 =0

{1,X,X?} est libre = {1,X,X?} est une base de C,[X] = dim(C,[X]) = 3.

On voit C;,[X] comme un R-espace vectoriel.

P € Cy[X] = P(X) = 20+ 21X + 22X avec z9,21,22 € C

= (aop+ibo) + (611 + ibl)X + (az + ibz)Xz
= ap(1) +bo(i) + a1 (X) + b1 (iX) + a2 (X?) + b2 (iX?)

= {1,i,X,iX,X?,iX?} est une famille génératrice de C,[X].

Montrons que la famille {1,i,X,iX,X?,iX?} est libre.

Soient Ay, A1,A2,A3,A4, 45 € R tels que :

20(1) + A1 (8) + A2(X) + A3 (iX) + A4 (X?) + A5(iX?) = 0

(lo—{—lli)—l—(lz—i—)ai)X—l—(;u—i—lsi)Xz =0=A=A=L==A=2A5=0

{1,i,X,iX,X?,iX?} est libre = {1,i,X,iX,X?,iX?} est une base de C;[X]

Donc, dim(C,[X]) =6 n






CZ. Applications linéaires

2.1 Définitions
Définition 2.1.1 Soient E et F deux K-espaces vectoriels. L’application f : E — F est dite
linéaire et on note f € Z(E;F) si et seulement si :
. Wi, W, €E, f(Vi+V2) = f(Vi)+ f(V2)
2.VAEK, VW EeE, f(AV)=Af(V)

Si f est bijective alors f est dite isomorphisme.
Si E = F alors f est un endomorphisme.

un automorphisme est un endomorphisme bijectif.

= Exemple 2.1 f:R? — R?
(x,y) = (x+1,y+2)
£(0,1)=(1,3)  £(1,0) = (2,2) mais f(1,1) = (2,3)
F(0,1)+ £(1,0) # £(1,1)

Donc la translation f n’est pas une application linéaire.

= Exemple 2.2 /:R? — R?
(X,y) = (—2)6,—2)))
Soient Vi (x1,y1) et Va(x2,y2) deux vecteurs de R?.
h(Vi) +h(V2) = (=2x1,=2y1) + (—=2x2,=2y2) = (=2(x1 +x2), —2(y1 +2))
h(Vi+Va) = h(x1 +x2,y1 +y2) = (=2(x1 +x2), =2(y1 +2))
= h(Vi)+h(Va) =h(Vi +V,)
Soient A € Ret V(x,y) € R?
Ah(V) = A(—2x,—2y) = (—2Ax,—2Ay)
h(AV) = h(Ax,Ay) = (—2Ax,—2Ay)
= Ah(V) = h(AV)

Donc, I’homothétie / est une application linéaire.
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m Exemple 2.3 (Rotation dans le plan)

~

cos(x+6) = al
r
=
y/
sinfla+60) = =
r
X' = rcos(a+0)
Yy = rsin(a+6)
X = rcosocosO —rsinasin@
= (+
y = rsinacos6+rcosasinf
X
cosa = ~— X = rcosa
Or: =
sing = 2 y = rsina
,
X = xcosO—ysinb
D’ou (%) =
Yy = ycosO+xsinf
Ro : R? —» R?

(x,y) +— (xcos @ —ysinO,xsin 6 + ycos 0)
On peut vérifier que la rotation Ry est une application linéaire.
Soient Vi (x1,y1) et Va(x2,y2) deux vecteurs de R?
Ro(Vi4+V2) = Rg(x1+x2,y1+y2)

= ((x1+x2)cos0 — (y;+y2)sinB, (x; +x2)sin 0 + (y; +y2)cos 0)
= (x1cos0 —y;sinB,x;sinO + y;cos ) + (xcos 0 — y;sin O, x, sin 6 + y, cos )
= Ro(x1,y1) +Re(x2,y2)
= Rop(V1)+Ro(V2)

Soient A € Ret V(x,y) € R?
Ro(AV) = Rg(Ax,Ay)
(Axcos® — Aysin6,Axsin® + Aycos 0)
= A(xcosO —ysinO,xsinB +ycos )
= ARg(V)

Theoreme 2.1.1 Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire
1. f(0g) =0Or
2. Asevde E = f(A) sevde F
3. Bsevde F = f!(B) sevde E
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2.2 Noyau et image d’une application linéaire
Définition 2.2.1 Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire

On définit le noyau de f par :
Kerf={Ve€E/f(V)=0}
On définit I’image de f par :
Imf={WeF/W=f(V)avecV €E} = f(E)

Lemme 2.2.1 Ker f est un sous espece vectoriel de E et Im f est un sous espece vectoriel de F.

Theoreme 2.2.2 Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire
1. Ker f ={0} < f est injective.
2. Imf =F & f estsurjective.

2.3 Application linéaire dans un espace de dimension finie

Dans tout le reste du chapitre, on suppose que E et F sont deux K-espaces vectoriels de
dimension finie et f : E — F une application linéaire.

Définition 2.3.1 On appelle rang d’une application linéaire f la dimension de I’'image de f et

on note :
rg f =dimIm f

Theoreme 2.3.1 Soit {ej,e2, -+ ,e,} une base de E, alors :
{f(e1),f(e2), -, f(ep)} estune famille génératrice de Im f

Theoréeme 2.3.2 — Théoréme du rang.

dimE = dimKer f +rg f |

Corollaire 2.3.3 Si dimE = dimF, alors les propositions suivantes sont équivalentes :
1. f estinjective.
2. f est surjective.
3. f est bijective.
4. Kerf ={0}.
5. Imf=F.

= Exemple 2.4 Ry : R? — R?
(x,y) — (xcos @ —ysinO,xsin 6 + ycos 0)
Déterminons KerRg
(x,y) € KerRg = Rg(x,y) = (0,0) = (xcos 0 —ysin 8, xsin 6 +ycos 6) = (0,0) = { i;onsg;;};l;slg zg
{ (xcos@) xcos®—ysin@ =0 N { xcos?@ —ysinBcos@ =0 (1)
(xsin@) xsin®+ycos® =0 xsin®@ +ycosfsin@ =0 (2)

(1) +(2) = xcos? 0 +x5in’ O = 0 = x(cos’ O +sin*0) =0 = x =0
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{xcos@ysinOzO {ysin@ =0

xsin@ +ycos0 =0 ycos8 = 0 =y=0

On en conclut que KerRg = {0} = dimKerRg =0
D’apres le corollaire, Ry est bijective, sa réciproque est R_g

Déterminons ImRg :
{(1,0),(0,1)} est la base canonique de R?.

On sait d’apres le théoreme 2.3.1 que :
{Ro((1,0)),Rg((0,1))} est une famille génératrice de ImRy.
Ry ((1,0)) = (cosO,sinB) =V,

{ Ro((0,1)) = (—sinB,cos0) =V
{Vl,Vz} libre = {Vl,Vz} base de ImRg = rgRg =2

= {V1,V,} famille génératrice de ImRy.

Le théoreme du rang est vérifié car :

dimR? = dimKerRg + dimImR,

= Exemple 2.5
g:R3 - R3
(x,y,z) = (x—l—y—z,y—i—z,x—Zz)

On commence par déterminer le noyau de g

x+y—z=0 0z=0 x=2z
V(x,y,z) € kerg = g(x,y,z) = (0,0,0) = ¢ y+z=0 =< y=—7 = y=-2
x—2z=0 x=2z zeR

Donc V(x,y,z) € kerg =V = (2z,—z,z) = z(2,—1,1)

= kerg = Vect <V; >avec V| = (2,—1,1)
C’est a dire que {V) } est une base de kerg = dim kerg =1
Donc g n’est pas injective.

Il nous reste a trouver I’image de g.

D’apres le théoreme du rang, dim Im = dimE —dim kerg =3—1=2.

11 suffit de trouver deux vecteurs libres dans Im g

On peut prendre par exemple W; = g(1,0,0) = (1,0, 1) et W, = g(0,1,0) = (1,1,0)
{W;,W,} est une famille libre de Im g donc c’est une base de Img

On note Img = Vect < Wj,W> >= Img # R>.

Donc g n’est pas surjective.

Theoreme 2.3.4 Soient f: E — F et g : F — G deux applications linéaires.
go f est aussi une application linéaire.

= Exemple 2.6 /:R? — R? Ry :R* 5 R?
(x,y) = (—2x,—2y) (x,y) > (xcos @ —ysinB,xsin O + ycos 0)
On a déja vu que / et Ry étaient linéaires.
hoRg:R3> — R3
(x,y) —  (oxcosB — aysin 0, oxsin @ + aycos )

De la méme maniere, on peut montrer que s o Ry est linéaire. "
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2.4 série d’exercices

Exercice 1 Les applications suivantes sont elles linéaires ?

f:R? — R? g:R? — R? h:R?
(xy) = (x+2y,x-y) (xy) = () (x,y)
¥:¢(R,R) — €°R,R) I': RX] — R

o= ff P +— P

ExerC|ce 2 Soit f un endomorphlsme de R? tel que :

— (3,-2) et f(~2,3) = (~1,~11)

Determlner de deux fagons différentes I’expression de f(x,y)

Exercice 3 Déterminer le noyau et I'image des applications linéaires suivantes :

f:R3 - R3
(x,3,2) — (x+2y+z,x—2z,y+2)

o R k:RZ - R3

xy,) = (x—2y—2z,y+32,2) (xy) = (2x+3y,0,x—2y)

Ces applications sont elles bijectives ?

P — P(X)—P(X+1)

1. Vérifier que f est un endomorphisme de R3[X]
2. Déterminer le noyau et I’'image de f

Exercice 5 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et Z = {ey, e,
Soit f € &nd(E) telle que :

{f(ei) = ey pourie{l,---,n—1}
flen) = e

1. Déterminer le noyau et I’'image de f
2. festelle bl_]eCtIVC ?
3. Vérifier que f" =

-+, ey} une base de E

Exercice 6 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E tel

que : rg(f?) = rg(f).
1. Etablir que Imf? = Imf et ker f> = kerf.

2. Montrer que Imf et ker f sont supplémentaires dans E.

Exercice 4
f : R3[X] — Rg[X]
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Exercice 7 Soit E un K-espace vectoriel et soit p un endomorphisme de E
On dit que p est un projecteur si et seulement si pop = p
1. Montrer que : [p projecteur]= [E = Ker p @ Im p]

2. Soient & = {(x,y) € R?/x— y 0} etah = {(x,y) € R?/x+y =0} deux sev de R?

(a) Vérifier que <) ® 95 =
(b) On définit I’ endomorphlsme ppar:

p:R? - R?
x3) » (3l 0)

Vérifier que p est un projecteur
(c) Déterminer Ker p puis Im p

f Rz[ ] — RQ[X]
P — f(P)=0Q avecQ(X)=P(X)—xP1(0)

1. f est-il un projecteur ?
2. Déterminer Ker f puis Imf

Exercice 9 Soit E un K-espace vectoriel et soit p un projecteur de E.
1. En posant s = 2p — Id, vérifier que sos = Id (on dira que s est une symétrie)
2. Déterminer Kers puis Ims
3. On définit I’endomorphisme s par :

s:R? — R?
(xy) = (x)

Vérifier que s est une symétrie.

Exercice 10 On définit I’application f par :
FiRX] = RyX]
P — f(P)=0 avecQ(X)=P(X)—2xP"(0)

1. f est-il une symétrie ?
2. Déterminer Kerf puis Imf

‘ Exercice 8 On définit I’application f par :
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Exercice 1 Les applications suuivantes sont elles linéaires ?

fR* — R g:R?  — R’
(x,y) = (x+2y,x—y) (xy) = ()

Soient Vi (x1,y1) et Va(x2,y2) deux vecteurs de R?.
fV)+f(V2) = flxi,3)+ f(x2,2)

= (%1 +2y1,x1 —y1) + (%2 +2y2,%2 — y2)

= ((x14+x2)+2(y1 +y2), (31 +x2) — (1 +2))

= f((e1,01) + (x2,32))
= fM+W)

Soient A € Ret V(x,y) € R2.
fV)=(x+2y,x—y) = Af(V) =A(x+2y,x —y) = (Ax+ 24y, Ax — Ay)
Af(V)

fAV) =

fA(xy)) = f(Ax,Ay) = (Ax+24y,Ax— Ay) =

Donc, f est une application linéaire.

Posons Vi (1,1) et V»(1,0).
gV1)+g(V2) = (1,1)+(0,0) = (1,1)
gV +V2) —g(2,1) = (2,1)
gW1)+g(V2) #gVi+V2)

Donc, g n’est pas une application linéaire.

h(0,0) =

(27_1) 7& (070)

Donc, i n’est pas une application linéaire.

¥ ¢ (R,R) —» ¢°(RR) I': RX
f = ff

Soient f et g deux vecteurs de ¢’ (R, R).
() +¥(e) = 11" +8¢

¥(f+g) =

¥(f+g)

#W(f)+¥(e)

Donc W n’est pas une application linéaire.

Soient P;

et P, deux vecteurs de R[X].

L(P)+IT(P) =P —P)+(P,—P)

F(Pl -I-P2) = (P1 -|—P2) — (P1 -I-P2) (Pl P/) + (Pz —PZ,) =

Soient A € Ret P € R[X]

AT(P) =
[(AP) =

A(P—P)=AP— AP
AP — (AP) = AP — AP = AT(P)

Donc, I' est bien une application linéaire.

Exercice 2 Soit f € End(R?) tel que : f(1,1) = (3,—2) et f(—

Déterminer de deux fagons différentes 1’expression de f(x,y)

f(xy)

= f(x,0)+7(0,y) = x£(1,0) +y£(0,1)

h:R2

(x,y) = (x+y,x—2)

(f+e)(f+8) =(f+e)(f +&)=ff+gg+fe +gf

L(P)+T(P)

2,3)=

(—1,—11)
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premiere méthode :
f(l,()) = (a7b) etf(ov 1) = (Cvd) éf(xay) :x(a,b) —|—y(C,d) = (ax+cy,bx+dy)

a+tc = 3 a = 2
L) = (3,-2) b+d = -2 b = 1
{f(—273) = (-1,-11) = —2a+3¢ = -1 = c = 1
“2b+3d = —11 d _3
seconde méthode :
76 = 10 +10) =710 +yr0) = { OO IO = B

L {00 - @
f(oal) = (17_3)
= f(x,y) =xf(1,0) +yf(0,1) =x(2,1) +y(1,-3) = (2x+ y,x — 3y) n

Exercice 3 Déterminer le noyau et I’'image des applications linéaires suivantes :

f:R? - R?
(X,y,z) = (X—|—2y—|—z,x—z,y—|—z)

h:R3 —~ R3 k:R2 — R?
(x,3,2) = (x—2y—2zy+3z2) (x,y) = (2x+3y,0,x—2y)
V(x,y,2) €Kerf= f(V)=0= (x+2y+2z,x—2zy+z) =(0,0,0)
x+2y+z = 0 X = z
=4 x—z =0 =<y = —z
y+z =0 z € R

V(x,y,z) €Ker f =V = (z,—z,z) =z(1,—1,1) = Ker f = vect < (1,—1,1) >

f n’est pas injective car Ker f # {0}.

dimE = dimker f +dimIm f = dimImf=3—-1=2

11 suffit de trouver deux vecteurs libres de Im f.

f(1,0,0) = (1,1,0) et £(0,1,0) = (2,0, 1) sont par définition des vecteurs de Im f.
{(1,1,0),(2,0,1)} est libre, donc c’est une base de Im f.

On peut alors dire que Im f = Vect < Wy, W, > avec Wi (1,1,0) et W,(2,0,1).

f n’est pas surjective car Im f # R3.

V(x,y,2) € Kerh=h(V)=0= (x—2y—2z,y+3z,2) = (0,0,0)

x—2y—z = 0 x = 0
= y+3z = 0=4qy =20
b4 = 0 z = 0

h est injective car Kerh = {(0,0,0)}.
dimE = dimkerh+dimImh = dimImh = dimE — dimkerh =3 —-0=3
Donc  est surjective car Imh = R3
On en conclut que £ est bijective.
V(x,y,z) € Kerk = k(V) = 0= (2x+3y,0,x —2y) = (0,0,0)
2x+3y = 0
{ x—=2y =0
k est injective car Kerk = {(0,0,0)}.
dimE = dimkerk +dimImk = dimImk =2 —0 = 2.
11 suffit de trouver deux vecteurs libres de Imk.
k(1,0) = (2,0,1) et k(0,1) = (3,0, —2) sont par définition des vecteurs de Imk.

=x=y=0
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{(2,0,1),(3,0,—2)} est libre, donc c’est une base de Imk
on peut alors dire que Imk = Vect < Ty, T, > avec T;(2,0,1) et 75(3,0,—2).
k n’est pas surjective car Imk # R>.

Exercice 4
f . R3 [X] — Rg [X]
P — PX)—P(X+1)

1. Vérifier que f est un endomorphisme de R3[X]
Soient P et Q deux vecteurs de R3[X].
F(P+0) = (P+0)(X) — (P+Q)(X +1) = P(X) — P(X + 1) + Q(X) — Q(X + 1) =
F(P)+£(0)
Soient A € R et P € R3[X]
f(AP)=AP(X)—AP(X+1)=A(P(X)—P(X+1))=Af(P)
2. Déterminer le noyau et I’image de f
PeKerf= f(P)=0=PX)—-PX+1)=0=P(X ) P(X+1)
Posons P(0) =c€e R=c=P(0)=P(1)=P(2)=--
On pose O(X) = P(X) —c = 0(0) = 0(1) = 0(2) =
Le polyndme Q posséde une infinité de racines = Q 0 = P(X )=c€eR
Kerf ={P e R3[X]/P(X) =c e R}
% = {1,X,X? X3} est la base canonique de R3[X]
D’apres théoreme, {f(1), f(X ) f(X?), £(X3)} est une famille génératrice de Imf

f(1)=1—1—0 fX)=X-X+1)=-1 fX3)=x2-(X+1)2=-2x-1
fXH=x3—(X+1)> —3X2 3X -1
f(1)= O ={f(X),f(X (X 3)} est une famille génératrice de Imf

2
);
les trois vecteurs f (X), f(X?), f(X?3) sont des polynomes de degré différent.
Donc {f(X), f(X?),f(X?)} est une famille libre.
On en conclut que {f(X), f(X?),f(X?)} est une base de Imf.
Autrement dit, Imf = Vect < f(X), f(X?), f(X3) >

Exercice 5 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et Z = {ej,ez,--- ,e,} une base de E
Soit f une application de E dans E telle que :

{f(ei) = ¢y pourie{l,n—1}
flen) = &

1. Déterminer le noyau et I’image de f
VeE=V=ae +arery+---+aye,
VeKerf=f(V)=0= f(aje1 +amer+---+ane,) =0
=ayf(er) -|-a2f(€2) +---+anf(e,) =0
=ajey+arez3+---+aze; =0
Comme {ej, ey, - ,e,} estlibre,alorsa; =ay =+ =a,=0=V =0
Donc Kerf = {0}.
Comme f est un endomorphisme, alors Imf = E.

2. f estelle bijective ?
f est bijective car Kerf = {0}.

3. Montrer que f" = f
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= f"(are1 +arer + - -+ ane,) = arf"(e1) +arf"(e2) + - +anf"(en)
—ale1+azez+ +ape, =1d(V)

Exercice 6 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € End(E) tel que :
rg(f*) = rg(f)-
1. Etablir que Imf? = Imf et kerf* = kerf.
welmf?= W €E, f2(x) =w=w=f(f(x)) = f(y) avecy = f(x) €EE = w € Imf
Ce qui équivaut a dire que : Imf> C Imf.
Comme rg(f?) = rg(f), alors Imf? = Imf.
X cKerf = f(X)=0= f(f(X)) =0= X € Kerf?
Ce qui équivaut a dire que : Kerf C Kerf>.
Comme rg(f2) = rg(f), alors d’apres le théoréme du rang :
dimker f* = dimker f
Donc, ker f = kerf>.
. Montrer que Imf et kerf sont supplémentaires dans E.
D’apres le theoreme du rang dimE = rgf + dimKer f
VelmfNKerf=V=f(X)avecXe€Eetf(V)=0= f(f(X))=0
=X cKerf>?=XcKerf= f(X)=0=V =0.
Donc, Im f NKer f = {0}.
On en conclut que Imf et ker f sont supplémentaires dans E.

Exercice 7 Soit E un K-espace vectoriel et soit p un endomorphisme de E
On dit que p est un projecteur ssi pop = p
1. Montrer que : [p projecteur]=- [E = Ker p & Im p]
p(V)=0
V =p(W)avecW € E = p(p(W)) =0
Orpop=p=p(p(W))=pW)=pW)=0=V=0
Donc, KerpNImp = {0}
Montrons que E = Ker p + Im p
YW eE,V=[V—-pV)+pV)
onpose Vi =V —p(V)etVo,=p(V)=V=V+V,
V> € Im p (par définition)
p(V1) =p(V—=p(V))=p(V)—p(p(V))=p(V)-p(V)=0=V; € Kerp
Conclusion : E =Ker p & Im p
2. Soient # = {(x,y) € R?/x—y =0} eta’ = {(x,y) € R?/x+y = 0} deux sev de R?
(a) Vérifier que | @ oh = R?

x—y=0 x=0 _
Soit V(x,y) € @i N.ahh = {x+y:O :{y:O = o Nah ={(0,0)}

VeKerpNimp = {

Analyse(brouillon)
()C y) (xlvyl) + (x2>y2) avec (xlvyl) € ) et <x27y2) €
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y1=5(x+y)
o — o 1
1+X=x Yi—=n=x yzz—(y—_x)
yity2=y yity2=y 2
= =
x1—y1=0 X1 =y
x+y2=0 X =—) x1=5(x+y)
1
| 2= E(X—)’)
Synthese(propre)
1 1 1 1
Wisy) € R (13) = 3+ 36+ ) + (562, 30-0)
1 1 1 1
On pose i = (3 x-+3),543) ) et = (562, 30

Donc,V =V, +V, avec V| € o et V, € af5
On en conclut que 7| @ @h = R?
(b) On définit I’endomorphisme p par :

p:R2 — R?
(x,y) = (%(Hy),%(xﬂ))

Vérifier que p est un projecteur

%@+ﬁ)

(pop)(x,y)zp(%(ﬁry), (x+y),%(X+y)) =pop=p

1
2
(c) Déterminer Ker p puis Im p

Kerp = {(x,y) € R?/p(x,y) = (0,0)}

(x,y) € Kerp < p(x,y) = (0,0) & (%(x+y),%(x+y)) =(0,0)=x+y=0

Donc Kerp = o
D’apres théoreme, {p(1,0),p(0,1)} est une famille génératrice de Im p

11 11
Donc, { (5’ 5) } est une famille génératrice de Im p = { <§, 5) } base de Im p
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1
On peut aussi remarquer que { (5, E) } est aussi une base de 7| donc, Im p = &

Exercice 8 On définit I’application f par :
f 5 RZ[X] — Rz[X]
P — f(P)=Q avecQ(X)=P(X)—XP(0)
1. f est-il un projecteur ?

Montrons que f est linéaire
fP+PR) = (P+P)X)-X(P+P)(0)=P(X)—XP{(0)+P(X) - XP;(0)
= f(P)+f(P)

F(AP) = (AP)(X) — X (APY(0) = A(P(X) — XP(0)) = A f(P)

Il reste a montrer que fo f = f

(fo £)(P) = £(Q) = O(X) —XQ'(0)

Or Q/(X) = P/(X) — P'(0) = 0'(0) = P'(0) — P'(0) = 0

Dot (fo f)(P) = 0 = f(P)

. Déterminer Kerf puis Imf

Soit P € Ry[X] = P(X) =aX?>+bX +c= P (X)=2aX+b=P'(0)=b

PcKerf= f(P)=0= P(X)—XP'(0) =0= (aX>+bX +¢c)—Xb=0
a=0

=aX’+c=0=¢{ beR
c=0

Donc, P € Kerf = P(X) = bX = Kerf = Vect < X >= dimKerf =1

dim Imf = dimRy[X] — dimKerf =3 —1=2

{1,X,X?} est la base canonique de R,[X]

f(h=1  f(X*)=X?>=Imf = Vect< 1,X>>

Exercice 9 Soit E un K-espace vectoriel et soit p un projecteur de E.
1. En posant s = 2p — Id, vérifier que sos = Id (on dira que s est une symétrie)
2. Déterminer Kers puis Ims

VeKers=s(V)=0
Comme s est linéaire alors, s(s(V )) =s5(0)=0.
On sait que (sos)(V) = s(s(V)) = 1d(V) =
Ce qui implique que V = 0.
Donc, Kers = {0}
sos=Id=s"!=s.
Cela équivaut a dire que s est bijective.
Comme s est aussi surjective, alors Ims = E.
3. On définit I’endomorphisme s par :

s:R? 5 R?
(x,y) = (x)
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\ . B /’11
[N N =)
\\\ ‘I’ Q\
Ny o p 2N
o
\ V,=s(v)

Vérifier que s est une symétrie
(sos)(x,y) =s(s(x,y)) = s(y,x) = (x,y) =1d(x,y) = sos=1d

Exercice 10 On définit I’application f par :

fiRz[X] — Rz[X]
P — f(P)=Q avecQ(X)=P(X)—2XP(0)

1. f est-il une symétrie ?
Montrons que f est linéaire
f(P1 -I-Pz) = (Pl -I-Pz)(X) = ZX(PI +P2),(0) =P (X) = 2XP1,(0) -|-P2(X) = 2XP2/(0)
= f(P)+[f(P)
F(AP) = (AP)(X) — 2X(AP)'(0) = A(P(X) —2XP'(0)) = A f(P)
Il reste a montrer que fo f =1Id
(fof)(P)=f(Q) =0(X)—2X0'(0)
Or Q'(X) = P'(X) —2P'(0) = Q'(0) = P'(0) — 2P'(0) = —P'(0)
Dot (o f)(P) = P(X) — 2XP(0) — 2X(—P'(0)) = P(X)
Donc, f est bien une symétrie car : fo f =1Id.
2. Déterminer Ker f puis Imf
Soit P € Ry[X] = P(X) =aX?+bX +c= P (X)=2aX+b=P(0)=b
PcKerf = f(P)=0= P(X)—2XP'(0) =0 = (aX>+bX +c) —2bX =0
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a=0
=aX?—bX+c=0=14 b=0
c=0
Donc, Kerf = {0} = dimKerf =0
dim Imf = dimR, [X| — dimKerf =3—-0=3
Donc, Imf = Ry [X]
seconde méthode
Comme f est une symétrie, alors Kerf = {0} et Imf = Ry[X]
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3.1 Définitions

Définition 3.1.1 Onpose K=RouC L={l1,---,n}etC={l,---,p}avec p,n € N*

On appelle matrice & n lignes et p colonnes a coéfficients dans K toute application :
A:LxC — K
(i,7) = A(i,))=aj

On appelle :
i : indice de lignes
Jj : indice de colonnes
a;j : (i, j)eme élément de la matrice A
L’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coéfficients dans K est noté .7, ,(K)

= Exemple 3.1

A {12} x{1,23} — R
(i,j) +— ajj avec

AL =a; =1 A(12)=ajo=—2 A(1,3)=aj3=6
AR )=ay1=—-4 A22)=a»=0 A2,3)=ax3=-3

II est plus simple décrire les a;; sous forme de tableau :

1 -2 6
A‘(—4 0 —3)
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Dans le cas general, toute matrice A a n lignes et p colonnes a coéfficients dans K s’écrit :

ai; aip - dip
a)| axp - ay
ap,1 dup2 -+ dpp

Opérations sur les matrices

Addition de matrices

Pour pouvoir additionner deux matrices, il faut qu’elles soient du meme type :
Soient A,B € M, ,(K)

Notons par a; ; les €léments de A et par b; ; les éléments de B

Les €léments de la matrice A+ B sont ¢; j = a; j + b;

= Exemple 3.2

1 -2 6
A‘<—4 0 —3> B

I
7 N\
—_ O
—_ W

|
U‘l\)
N~

b

+

ool

I
7N
(-
(o8}

—_
RN
~_

Propriétés
1. La matrice dont tous les éléments sont nulles est dite matrice nulle, elle est noté O

VA€ Myp(K),A+0=0+A=A

2. VA,B € .My, (K), A+B=B+A
3. VA,B,C € My ,(K), (A+B)+C=A+(B+C)

Multiplication d’une matrice par un scalaire

Soit A e KetA € 4, ,(K)
Notons par a; ; les €léments de A
Les éléments de la matrice AA sont ¢; j = Aa; ;

= Exemple 3.3

Produit de matrices

Pour pouvoir multiplier deux matrices, il faut que le nombre de colonnes de la premiere soit
égal au nombre de lignes de la deuxie¢me.

SoitA € A, ,(K) et B € 4, 4(K)

Notons par a; ; les éléments de A et par b; ; les éléments de B

Le produit de A et B est défini par la matrice AB € ///n,q(K) dont les éléments sont notés c;
avec :
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AB = ai,l aipp a,-7p

)4
Vie{l,---.n}, je{l,---,q} cij=airhij+aisbyj+---+aiphy ;=Y airbr;
k=1

s Exemple 3.4

1 3 3 6 13
A=11 1 B—(??_;) AB=|1 4 3
21 1 -5 9
| |
Propriétés
1. (AB)C = A(BC)
2. En général, AB # BA
= Exemple 3.5
1 3
p=(Y 3 2 A= 1 1 BA = ! = AB # BA
11 5 5 -8 9

3.2.4 Transposée d’une matrice

Soit A € 4, ,(K) avec a; j les éléments de A
La transposée de A est définie par la matrice ‘A € .#), ,(K) dont les éléments sont : a;;

3
() ey
-2 1

s Exemple 3.6

Propriétés
VA,B € My p(K)
1. (A+B)='"A+'B
2. '(AB) =' B'A
3. [(A)=A

3.3 Matrices carrées et déterminant
| Définition 3.3.1 Sin = p on dit que A est une matrice carrée. Dans ce cas, on note A € .#,(K)

al| aip - aip

a1 |axp| -+ axp
A=

an,1 ap2 - |Qpn



42 Chapitre 3. Matrices et détérminants

ai1,a22, -+ ,an, sont dits éléments diagonaux de A
(ai1,a22, - ,an,) est dite diagonale de A

A= ( ) ~ Ac.h(R)

s Exemple 3.7

Theoréme 3.3.1 VA,B € .#,(K), AB € #,(K)
VA € #4,(K), 'A € #,(K)

(34 L, (3 =2
A‘(—z 1>:$A_<4 1)

3 4 1 -1 15 5
a=(57) e=( %)== (V)
Définition 3.3.2

1. Une matrice dont tous les termes non diagonaux sont nuls est dite matrice diagonale.
2. Une matrice diagonale dont tous les termes diagonaux sont égales a 1 est dite matrice
identité. Elle est noté I,

= Exemple 3.8

= Exemple 3.9

1 00
p=(2 %) ner n=(3 ) m=(o 1 0
0 01
| |
Theoreme 3.3.2 VA € #,(K), ,LA=Al,=A
= Exemple 3.10
1 3 =2 1 00 1 3 =2
A=|-5 0 3 L=(0 1 0|=BA=4a5=[-5 0 3 |=4
2 2 1 0 0 1 2 2 1
| |
Définition 3.3.3

1. Une matrice A est dite symétrique seulement si elle est égale a sa transposée, cad A =" A
2. SiA=—"A, A estdite antisymétrique.

s Exemple 3.11

1 2 -1 0 —4 -3
A=|2 2 5 B=14 0 1 | =A="A et B=-'B
5 3 3 -1 0
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3.3.1 Déterminant d’'une matrice carrée
Définition 3.3.4 11 existe une unique application det : .#,(K) — K appelée déterminant telle

que :
1. le déterminant est linéaire par rapport a chaque colonne.
2. SiA € #,(K) a deux colonnes identiques, alors son déterminant est nul.
3. Le déterminant de la matrice identité /,, vaut 1.

Calcul pratique du déterminant

ap, ap
Ail=a11 Ay= ’
a) ap

= Exemple 3.12

detAy =ay; detA; = ar a1 =aj 422 —az 1412
a1 ap ’
|
= Exemple 3.13
1 2
A1=5 A= <_3 2)
1 2
detA1 =5 detA;, = ‘3 2' =1(2)—(-3)2=238

Définition 3.3.5
Soit A € #,(K) et A;; la matrice A a laquelle on a enlevé la ieme ligne et la jeme colonne.
On appelle mineur d’ordre n — 1 le nombre detA;;
On appelle cofacteur de A relativement a 1’élément a;; le nombre C;; = (— 1)i+j detA;;

Theoréme 3.3.3 Soit A € .#,(K)

n
Vie {1,'-' ,I’l}, detA = ZaijCij
=1

n
Vje {1,'-' ,l’l}, detA = Za,-jCij
i=1

s Exemple 3.14

3 2 -1
A= 1 2 -1
-1 2 3

On peut calculer le déterminant par rapport a la premiere ligne en choisissant i = 1

1 -1

3
i:1:>detA:;aljclj:a11C11+a12C12—|—a13C13:3’ 1 3 ‘—F(—l)‘_l )

2 —1‘
J

2 3_2’

= detA =3(8) —2(2) + (~1)4=16

On peut aussi calculer le déterminant par rapport a la deuxieéme colonne en choisissant j =2

J=2=detA= Zaizciz =a;pCp+anCpn+anCn = -2 13

3
1 -1 3 -1 3 -1
R I
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= detA = —2(2) +2(8)

=16

—2(=2)

Theoréeme 3.3.4 Le déterminant posseéde les propriétés suivantes :

2. det'A =det A.

1. detAB = det A x det B.

= Exemple 3.15

3 2 —1 3 1 -1
A=[1 2 —-1|="A=|2 2 2
-1 2 3 -1 =1 3
2 2 2 2 2 2
t _ _ _ — _ _ —_ i
detA—3{_1 3} [_1 3} [_1 _1]_3(8) 8—0=16=detA .

Définition 3.3.6 Une matrice carrée A est dite triangulaire supérieure si tous les termes situés
sous la diagonale sont nuls. Elle est dite triangulaire inférieure si tous les termes situés au dessus
de la diagonale sont nuls.

Theoreme 3.3.5 SoitA € #,(K)
Si A est diagonale, triangulaire supérieure ou triangulaire inférieure alors son déterminant est
égal au produit de ses éléments diagonaux.

= Exemple 3.16

2 O 0
D=[0 —1 0|=dera=2(-1)3=—6
0 () 3
00
2 0| =derL=302)3=18
3 3
1 2
01 2 —detL=1(1)1 =1
0 0
| |
Theoréme 3.3.6 Soit A € .#,(K)
On pose A = (Cy,Cy,--+,Cj,-++ ,Cy,- -+ ,Cp) avec C; la j éme colonne de A, alors :
1. det(Cy,Ca,++,aCj, -+ ,Cry -+ ,Cp) = adet (C1,Cay - ,Cjy- ,Cry -+ ,Cp) = 0tdetA
2. det(C1,Ca,-,Cj+aChy- ,Chyo,Cp) = det (C1,Ca, -+ ,Cjy -+ ,Ciy -+ ,Cp) = detA
3. det(Cl,Cz,---,Ck,---,Cj,~--,Cp):—det(Cl,Cz,---,Cj,---,Ck,---,Cp):—detA

p) Le théoréme reste valable si on remplace les colonnes par les lignes car det’A = detA

= Exemple 3.17

1 2 -1
A= 3 2 -1
-1 2 3
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1 2 —1|«L 1 2 —1|«L = Ly 1 2 —1|«L = L
detA=|3 2 —1|+L, =0 —4 2|«L, = L,-3L =0 —4 2|«L] = L,
-1 2 3|+ 0 4 2|«L, = Li+L 0 0 4|«L = Li+L,
Donc detA =1 x (—4) x4 =—16 .

3.3.2 Inverse d’'une matrice carrée

Theoréme 3.3.7 VA € #,(K), det A #0 < A~ € #,(K)tel que AA~' =A~1A =1,
A~ ! est dite matrice inverse de A

Définition 3.3.7 Soit A € .,,(K)
On appelle comatrice de A la matrice dont les éléments sont les cofacteurs associées aux
éléments de A cad

ComA = (Ci,j)lgi.,jgn avec Cl'j = (—1)i+j detA,‘j

= Exemple 3.18

+ - + 2 -1 1 -1 1 2
3 2 -1 2 3 -1 3 -1 2
8 —2 4
-+ - 2 -1 3 -1 3 2
A= = ComA= _’ ‘ ‘ ’ _‘ ’ Y
1 2 -1 2 3 -1 3 -1 2 o 1 4
+ - + 2 -1 3 -1 32
-1 2 3 2 -1 1 -1 12
n
Theoréeme 3.3.8 Soit A € .#,(K), tel que det A # 0
1 1!
Al = A
deca O
= Exemple 3.19
32 —1 L L (8 80 1/2 —1/2 0
A= 1 2 -1 :»/rl:mc(mm:E -2 8 2|=at=[-1/8 1/2 1/8
-1 2 3 © 4 -8 4 1/4 —1/2 1/4
| |
Propriétés
VA,B € 4,(K)

1. (AB)~' =B'A"!
2. (tA)—l _t (A—l)
3. (A=A
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3.3.3 Rang d’une matrice
Définition 3.3.8 Soit A € .7, ,(K).
1. On appelle sous matrice de A, la matrice A a laquelle on a enlevé k lignes et / colonnes.
2. On appelle rang de A et on note rg(A) la taille (cad le nombre de ligne ou de colonnes) de
la plus grande sous matrice carrée inversible de A( cad dont le déterminant est non nul).

0 2 -1 -4 2
=(20) =3 2)

La plus grande sous matrice carrée de A est necessairement de taille 2 x 2

= Exemple 3.20

‘0 2‘:_6#0

3 2

On en conclut que rg(A) =2
La plus grande sous matrice carrée de B est necessairement de taille 2 X 2

‘_4 2 =0=rg(B)<2

2 —1‘
—4#£0=rg(B)=1
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3.4 Exercices

Exercice 1
3 -1 1 1 1 0 -2 0 1
A=1| 2 0 3 B=]10 -2 3 cC=11 4 -2
-1 1 4 -1 -3 2 0O 3 1

1. Calculer AB puis BA

2. A-t-on (A+B)? =A?+2AB+B??
3. Vérifier que (AB)T = BTAT

4. Calculer (AB)C puis A(BC)

Exercice 2 On consideére la matrice

S O N
SN~

1
1
2

1. Déterminer I’expression de A”.
2. Calculer A'°

Exercice 3 On définit la trace d’une matrice par la somme de ses éléments diagonaux
1. Vérifier que : VA, B € #3(R),
Tr(A—B) = Tr(A) Tr(B) puis que Tr(AB) = Tr(BA)
2. Resoudre dans .#3(R) I’équation suivante : AB— BA =1

méthode de Gauss

|

—

[

W
S ND W o
EE RN I SR\

[, I SN\
(SSI NI S R

Exercice 5 Soient a, b, ¢ trois réels distincts et soit :

2 a+b a a a
a a+b a a
a a a+b a
a a a a+b

Q

B=

o S
S
SIS

(9

1. Vérifier que detA = (¢ —a)(c—b)(b—a)
2. En déduire que A est toujours inversible.

| Exercice 4 Calculer le determinant des matrices suivantes en utilisant les cofacteurs puis par la
| 3. Calculer detB
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Exercice 6
3

A= 2 O
-1 1

1 1 1 1 0
3 B=10 -2 3
4

-1 -3 2

1. Vérifier que (AB)~! = B~!'A~! puis que ('A)~! =" (A1)
2. Résoudre dans .#;(R) 1’équation suivante : (A —AX)" ! =X"!B

S 1 1 -2 4 2

> 0 0 0 0 -2 6 1 6

A= B=|1 3 -5 6 7
0 0 -1 1

o 0 3 2 00 0 4 -6

00 0 -2 3

Exercice 8 On considere la matrice

-1 -2
= 9)
1. Calculer A% —3A+2I.
2. En déduire que A est inversible et calculer son inverse.

3. Pour n > 2, déterminer le reste de la division euclidienne de X" par X 2_3X+2.
4. En déduire I’expression de la matrice A”.

4
‘ Exercice 7 Déterminer I’inverse (s’il existe) des matrices suivantes :
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Exercice 1
3 -1 1 1 1 0 -2 0 1
A= 2 0 3 B=|10 -2 3 C=11 4 -2
-1 1 4 -1 -3 2 0 3 1
1. Calculer AB puis BA

3 -1 1 1 1 0 2 2 -1

AB=| 2 0 3 0 -2 3]=|-1 -7 6

-1 1 4 -1 -3 2 -5 —15 11

1 1 0 3 -1 1 5 -1 4

BA=| 0 -2 3 2 0 3)=1|-7 3 6

-1 -3 2 -1 1 4 -11 3 =2

On remarque que AB # BA

2. A-t-on (A+B)? =A?+2AB+B??
(A+B)>=(A+B)(A+B) =A%>+AB+ BA + B?
Comme AB # BA, alors AB+ BA # 2AB
D’oll (A+B)? # A% +2AB + B?

3. Vérifier que (AB)T = BTAT
T

2 2 -1 2 -1 =5
AR =|-1 -7 6| =2 -7 -15
-5 —15 11 -1 6 11
1 0 -1 3 2 -1 2 -1 -5
BfAT =11 -2 -3 -1 0 1 |=12 -7 —15
0 3 2 1 3 4 -1 6 11
4. Calculer (AB)C puis A(BC)
2 2 -1 -2 0 1 -2 5 3
(AB)C=|-1 -7 6 1 4 —2|=[-5 -10 19
-5 —15 11 0 3 1 -5 =27 36
3 -1 1 -1 4 -1 -2 5 =3
ABC)=12 0 3 (2 1 71=1-5 —-10 19
-1 1 4 -1 -6 7 -5 =27 36

Exercice 2 On considere la matrice
2 1 1
A=10 2 1
00 2

1. Déterminer I’expression de A™.

2 00 0
A=|0 2 0]+
0 0 2

2 00 01 1
OnposeD=|0 2 OfJetN=(0 0 1
00 2 00O
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_ n!
CEN D" * avec Ck =

A=D+N=A"= (D+N)" = e
+ (D+N)" =2, (=1

n
Car: ND = DN -
On remarque que : N> =0

n
Do A" = (D+N)" =Y CAN*D*"* =C)D"+C,ND" ' + C;N*D" >

k=0
20 0
avecDFk=[0 28 0
0 0 2k

(remarque : ne pas utiliser D = 2*7 car on n’a pas tjs D = o)
2. Calculer A'©
A" =CID"+CAND"™! + C2N*D" 2 = A'0 = C§ D' + C],ND° + C} N*D®

200 0 01 1\ /2 0 0
=A%=c)[ 0o 2 o |+cl,(o 0o 1][0 20 0O
0 o 20 000/ \o o 2
0 0 1\ /22 0 o0
+c3 (o0 0o 0o)lo0o 28 0
0 00 0 0 28
200 0 0o 20 2° 0 0 28
=A%=[0 2 o0 |4+10]l0 O 2°|+45/0 0 O
0o o 20 0 0 O 00 0
2100 2910 2°10+42845
=A0=1 0 210 2210
0 0 20

Exercice 3 On définit la trace d’une matrice par la somme de ses éléments diagonaux
1. Vérifier que : VA, B € .#3(R),
Tr(A—B) =Tr(A) — Tr(B) puis que Tr(AB) = Tr(BA)

a b c j k
OnposeA=|d e f|letB=|m n o
g h i p q r
a—j X X
A—B= X e—n X
X X i—r
Tr(A—B)=(a—j)+(e—n)+(i—r)=(a+e+i)—(j+n+r)=Tr(A) —Tr(B)
aj+bm—+cp X X
AB = X dk+en+ fq X
X X gl+ho+ir
= Tr(AB) = aj+bm+cp+dk+en+ fq+ gl +ho+ir
ja+kd—+lg X X
BA = X mb + ne + oh X
X X pc+qf +ri

= Tr(BA) = ja+kd+1g+mb-+ne+oh+ pc+qf +ri
On en conclut que Tr(AB) = Tr(BA)

2. Résoudre dans .#3(R) I’équation suivante : AB—BA = avec [ =

S O =
S = O
— O O
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AB—BA=I1=Tr (AB—BA)=TrI=3=Tr (AB) —Tr (BA) =3
Or, Tr(AB) = Tr(BA) = Tr (AB) — Tr (BA) =0
Donc, I’équation AB — BA = I n’admet pas de solutions

Exercice 4 Calculer le determinant des matrices suivantes en utilisant les cofacteurs puis par la
méthode de Gauss

3 1 1 1 1 0 1 1 2 2 1
0O -2 3 4 1 2 4 2
= _21 (1) 4 B= -1 -3 2 0 = 2 7 5 2
3 4 0 -2 -1 4 -6 3
— Calcul a I’aide des cofacteurs :
+= = $ =
1 1 0 1 -2 3 4 0O 3 4 0O -2 3
detB=|0 -2 3 4(=1|1-3 2 O0|—-1|—-1 2 O|—-1|-1 -3 2
-1 -3 2 0 4 0 -2 3 0 -2 3 4 0
3 4 0 -2

detB = 1(—42) — 1(=30)— 1(3) = —15

— Méthode de Gauss
I 1 0 1]|«L 1 1 0 1]|«L] = L
detB — 0 -2 3 4|« 0 =2 3 4|«L, = L,
=1 =3 2 0|« L; 0 =2 2 1|«L = Ly+L
3 4 0 2|« Ly 0 1 0 —5|«L, = L—-3L
110 1|sLki = L
_ 0 -2 3 4 <_le/ ~ /L2 !
o o -1 3L = L3_1Lz
0 0 3/2 -3|«L] = LQ—ELz
11 o0 1 |¢LW = L
0 2 3 4 |FL = L
B T T I At I
0 0 0 =152« = LZ+§L’3’
Donc,det B=1x —2x —1x—15/2=—15
On applique le meme calcul pour les matrices A et C. =

Exercice 5 Soient ai,ay,as trois réels distincts et soit :
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1. Vérifier que detA = (a3 —ay) (a3 —az)(ax —ap)

1 a a% 1 ai a%
detA=|1 ay &|=|0 ;a—a1 &;—a
1 a3 a% 0 az—a; a% — a%
On calcule le determinant ar rapport a la premiére colonne
p pp p

detA = (a—a)(a3—ai)— (a3 —ar)(a3 —aj)
= (az — al)(a3 — al)(a3 —l—a1) - (a3 - al)(az — al)(az +a1)
(ay—ar)(az —ay) [(a3 +a1)— (a2 +01)}
= (;2—a)(a3—a1)(az —a2)
2. En déduire que A est toujours inversible.
a) # ap # az = det A # 0 = A est inversible.

p) Danslecas géneral, detA = [ (xi—x))

n>i>j>1
at+b a a a a+b —-b —b —b| |4a+b 0 0 O
a a+b a a a b 0 O a b 0 0
detB = a a a+b a | | a 0O b 0] | a 05D O
a a a a+b a 0O 0 b a 0 0 b
On calcule le déterminant par rapport a la premiere ligne :
detB = (4a+b)b> .
Exercice 6
3 -1 1 1 1 0
A=1|2 0 3 B=|(0 -2 3
-1 1 4 -1 -3 2
1. Vérifier que (AB)~' = B~!A~! puis que ('A)~! =/ (47 1)
3 -1 1 1 1 0 2 2 -1
AB=[2 0 3 0 -2 3|=|-1 -7 6
-1 1 4/ \-1 -3 2 -5 —15 11
(B 7 5
:>(AB)*1:§ -19 17 —11
—-20 20 -12
1 5 -2 3 1 -3 5 3 | 13 -7 5
(B)—l(A)—l:E -3 2 3o |-l 13 7 =of =19 17 11
-2 2 -2 2 -2 2 -20 20 -12
On en déduit que (AB)~! =B~ 1A~1.
302 -1 = -3 —11 2
(A '=[-1 0 1 =705 1B -2
1 3 4 -3 -7 2
| -3 5 -3 -3 11 2
f(A*l)zzf —113 7 =215 13 =2
b = ) =S RND
Finalement, on a bien (‘A)~! = (A71).
2. Résoudre dans .#;(R) I’équation suivante : (A —AX)~ ! =X"!B

(A—AX)"'=X"'B= (A-AX)X"'B=1=AX" lB—AB =I=AX"'B=1+AB
X 1'=A"I+AB) B '=( A '"+B)B '=A"'B ' +I=X=[A"'B ' +1]!
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Exercice 7 Déterminer I’inverse (s’il existe) des matrices suivantes :

3 -1 0 0 1 1 -2 4 2
> 0 0 0 0 -2 6 1 6
A= B=\|1 3 -5 6 17
0 0 -1 1
0 0 3 2 0O 0 0 4 -6
0o 0 0 -2 3
A est une matrice diagonale par blocs, d’ ot :
3 -1 -1 1
detA_2 RE 2_2><—5_—10
detA # 0 = A est inversible.
G 69
A-l 2 0 00 »
0 0 -1 1
0 0 3 2
3 -1\ ' _ [0 1/2 (1! (=25 15
2 0 - \—-1 3)2 3 2 -\ 3/5 1/5
0 1/2 0 0
Al -1 3/2 0 0
0 0 -2/5 1/5
0 o0 3/5 1/5
1 1 -2 4 _6
B est une matrice triangulaire par blocs = detB=|0 -2 6 | X 5 3 'zO
1 3 -5
detB =0 = B n’est pas inversible =

Exercice 8 On considere la matrice

—1 -2
=3 7)
1. Calculer A2 —3A +2I.

2 (-5 -6 =l =2 I 0y (0 O
w-sava= (3 0)-3(3 2o )= (0 o)
2. En déduire que A est inversible et calculer son inverse.
A2 -3A42I=0=A%-3A=2]= %I(AZ—3A) =I1=A[FA-3D] =1
On en déduit que A est inversible et son inverse est A~! = =1 (A4 —31)
3. Pour n > 2, déterminer le reste de la division euclidienne de X" par X% — 3X + 2.
X"=Q(X)(X?=3X+2)+R(X)---(*)
degR<2=R(X)=aX+b
() = X"=Q(X)(X*>-3X+2)+aX +b
X=1=1"=a+b
X=2=2"=2a+b
Donc,a=2"—1letb=2-2"=RX)=(2"—-1)X+2-2"
4. En déduire I’expression de la matrice A”.
(x) = A" = Q(A)(A? —=3A +2I) +aA + bl = aA + bl
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C4. Résolution de systémes linéaires

4.1 Généralités
Définition 4.1.1 On appelle systéme linéaire de n équations a p inconnues tout systeme de la

forme :
ajgx; + aipxy + -taipx, = by
az1xy + axpxa + - taxpxp, = by
ap1X1 + appxa + o tappxpy = by

Tout systeme linéaire s’ecrit sous forme matricielle :

aiixi + aipxo 4+ --taipx, = by aj) aip - arp| |Xx by

aix1 + apxy + ctarpx, = b a1 azp - axp| | X2 by
= . . . . L=

an1x1 + appxa + - tappxp, = b, ap,1 dp2 -+ dpp Xp by,

S~ =

A X B

Définition 4.1.2 — nouvelle définition. On appelle systeéme linéaire toute équation de la forme
AX =BavecA € M, ,(R)etX,Bec #,(R)

4.2 Systéme de Cramer

Définition 4.2.1 Un systéme linéaire AX = B est dit de Cramer si et seulement si :
1. A € #,(R), autrement dit le nombre d’équations n est égal au nombre d’inconnues p.
2. detA#0

Theoreme 4.2.1 Tout systtme de Cramer AX = B admet une solution unique donnée par
S=A"'B.
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4.3 Résolution pratique des systémes de Cramer
4.3.1 Inversion de matrices

AX=B&X=AB]

= Exemple 4.1

X1 + x2 + x3 = 1 1 1 X1 2

2x1 —x3 = 1 = (2 0 —1 x| =1

X1 —xy 4+ 2x3 = 3 1 -1 2 X3 3

(S —— O s

A X B
1 -1 -3 —-1| 12 1 x1 = 1 1
X:A_‘B:? -5 1 3|[1|=]0=¢ x» =0 =85=]0
-2 2 =2(13 1 x3 = 1 1

4.3.2 Reégle de Cramer

Theoréeme 4.3.1 Soit le systeme linéaire AX = B avec A € .#,(R) et X,B € #,1(R)
Supposons que A est inversible (i.e : detA £ 0).
Soit A ; est la matrice obtenue en remplacant la j-eéme colonne de A par le second membre B.

Alors I’'unique solution (xj,x3,...,x,) du systtme est donnée par :
detA;
J { 9 7n}7 x] detA
= Exemple 4.2
X1+ x + X3 = 2 1 1 1 X1 2
2x1 —x3 = 1 =12 0 —1 x| =11
X1 —x + 2x3 = 3 1 -1 2 X3 3
| —— e
A X B
1 1 1 2 1
1 0 -1 21 —1
detA; 3 -1 2 -8 1 detA, 1 3 2 0 0
X1 = = = — = X = = = —_— =
"7 detA —8 —8 > detA —8 —8
1 1 2
2 0 1 |
detAs 1 -1 3 -8
= - = = — = 1 S = 0
BT Geta 8 e

4.3.3 méthode de Gauss

Le principe de la méthode est de transformer le systéme AX = B en un systtme A’X = B’ avec
A’ une matrice triangulaire supérieure.

= Exemple 4.3

X1 + x2 + X3 = 2 1 1 1 X1 2
2x1 —x3 = 1 = 2 0 —1 x| =11
X1 —x + 2x3 = 3 1 -1 2 X3 3
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1 1 1 |2 L 1 1 1 ]2 L/l =1 1

2 0 —-1]1 L, -0 —2 -3|-3 L’2 =1,-2Ly —» | 0

1 -1 213 Ls 0 -2 1|1 L'3:L3—L1 0 O
1 1 1 X1 2 X1 + x2 + X3 2

0O -2 -3 x| =|-3| = —2x7 —3x3 -3 =
0 O 4 X3 4 4x3 4

-2

-3
4 |4

X1
X2
X3

L=1L,—L

/
2
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Exercice 1 Résoudre par la méthode de Cramer le systeme linéaire suivant :

x—y+2z = -2
(I) s —2x+3y—5z = 0
Ix—y-—z —4

Exercice 2 Résoudre par la méthode de Gauss le systeme linéaire suivant :

2x+3y—4z = -2
(II) { x—5y+z = 2
—4x+5y—2z = —6

1 a O 1
A=1la 1 a B=10

0 a1 1
1. Pour quelles valeurs de a € R le systtme AX = B admet-il une solution unique.
2. Résoudre dans ce cas le systtme AX = B par la méthode de Gauss.

Exercice 4
3 -1 2 1 0 0 3 —1 2 —1
A=16 -3 3 L=12 -1 0 U=|0 1 1| B=]|1 B=11
9 -1 9 3 2 1 0O 0 1 -3
1. Vérifier que A = LU
2. En déduire que A est inversible
3. Résoudre le systeme linéaire AX = B puis le systtme AX = B’
| |
Exercice 5 Soit le systeme linéaire AX = B avec :
4 2 3 X a
A=|-1 1 =2 X=1y B=1|b a,b,ceR
c

1 0 1 Z

1. Résoudre le systeéme par la méthode de Gauss
2. En déduire la matrice inverse A~!

5
‘ Exercice 3 Soit A € .#;(R), X,B € R3 eta € R avec
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Exercice 1 Résoudre par la méthode de Cramer le systeme linéaire suivant :

x—y+2z = -2
(I) s —2x+3y—5z = 0
3x—y—z = —4
1 -1 2 X -2
Hs -2 3 =5](y]l=10
3 -1 -1 Z —4
A
1 -1 2
detA=|-2 3 —-5/=-5
3 -1 -1
detA # 0 = (I) admet une solution unique
-2 -1 2 1 -2 2
0o 3 -5 -2 0 =5
—4 -1 -1 20 A 3 -4 -1 30 6
T dea . 50 7Y detA 5
1 -1 =2
-2 3 0
13 -1 -4 10 5
¢ detA -5
|
Exercice 2 Résoudre par la méthode de Gauss le systeme linéaire suivant :
2x4+3y—4z = =2
(II) { x—5y+z = 2
—4x+5y—2z = —6
2 3 -4\ [x -2
m<|{1 -5 1 yl=1| 2
—4 5 =2/ \z —6
2 3 4|21 «L 2 3 4|2 ] Ch=h
1 =5 1 |2 «~L, —|0 —13/2 3 |3 <—L’2=L2—§L1
—4 5 2]1-6] «Ls 0 11 —10 | —10 I =L +2L
(2 3 —4 | -2 —Li=L
>0 -132 3 |3 —Ly =1, ’
| 0 0 —64/13 | —64/13 <—L’3’:L’3+EL’2
([ 2x+3y—47z = -2
13 x=1
z=1
64 64
[ " 13° 13
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Exercice 3 SoitA € .#;(R), X,B € R3 eta € R avec

1 a O 1
A=|a 1 a B=10
0 a 1 1

1. Pour quelles valeurs de a € R le systeme AX = B admet-il une solution unique.
1 a O 1 a 0

a1l a|=0 1-a® a|l=(1-a*)—a*=1-2d°

0 a 1 0 1

a
detA#£0&1-2a>#0&a ¢ {—\/g,\/g}

2. Résoudre dans ce cas le systtme AX = B par la méthode de Gauss

detA =

Par 1a méthode de Gauss :

1 a 0|1 «— Ly 1 a 01 — L =L
al al0| <L, —=|0 1-é® a|—-a —L,=L,—al
0 a 1|1 «— L3 0 a 1|1 —Li=1L3
1 a0 |1 —Li=L
10 1-42 a —a <_LIZ/:l’Iz 4
o2 1 _
0 0 I | «Ly=Li- 1—a2L/2
x = l—a
( x+ay = 1 Y
_azta 1 1
= (I-dytaz = —a =Y = az—l_a2—1<a1—2a2+a>
1-2a? _ 1 1
Tz < = =& —
‘ ‘ [ ° 1242 i
( 2a*(1—a)
! o * (@ —1)(1—2a2)
1 sa+a(l—2d%) 2a(l
=<¢ Y = 2 ( 52 ) = a(1-a)
a 1 1 Za y (az_l)(l_zaz)
1
L= T 52 _ 1
\ 1—2a | 2 =222
|
Exercice 4
3 -1 2 1 0 O 3 -1 2 -1
A=16 -3 3 L=1|2 -1 0 uU=|0 1 1 B=|1
9 -1 9 3 2 1 0O 0 1 1
1. Vérifier que A = LU
1 0 O 3 -1 2 3 -1 2
LU=|2 -1 O 0 1 1]=]|6 -3 3]=A
3 2 1 0O 0 1 9 —1 9

2. En déduire que A est inversible

detA =detL x detU = (—1) x3 = —3 # 0 = A inversible
3. Résoudre le systeme linéaire AX = B

A=LU=LUX =B
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En posant UX =Y, le systeme devient : LY = B
On doit donc résoudre deux systemes triangulaires :

{LY = B (1)
= (1)
1 0 0 Vi —1 yi = -1
LY=B=|2 -1 0O Y2 | = 1 = 2y1—y2 = 1
3 2 1 V3 1 3vi+2y+ys = 1
yn = -1
= Y2 2y1—1— -3
y3 = 1=-3y1—-2y,=10
3 -1 2 X1 —1 3xj—x+2x3 = -1
UX=Y=1{(0 1 1 x|=1-3]=< x+x3 = -3
0O 0 1 X3 10 X3 = 10
X1 = 5(—14—)62—2)63)2—34/3
Y 0w = 3-x=-13 -
x3 = 10
Exercice 5 Soit le systeme linéaire AX = B avec :
4 2 3 X a
A=1|-1 1 =2 X= 1y B=|b a,b,ce R
1 0 1 z c
1. Résoudre le systeme par la méthode de Gauss
4 2 3 a 4 2 3 a
—1 1 -2 b — 0 3/2 -5/4 b+ (a/4)
1 0 1 c 0 —1/2 1/4 c—(a/4)
4 2 3 a
— 0 3/2 -5/4 b+ (a/4)
0 0 -1/6 c—(a/6)+(b/3)
x = —a+2b+7c
=4y = a—b—5c

z = a—2b—6¢c
2. En déduire la matrice inverse A~}
AX=B=X=A"'B

X —a+2b+Tc -1 2 7 a
X=[|y|=| a—b—-5¢ |=]11 -1 -5
Z a—2b—6¢ 1 -2 -6 c
~s N~
Al B

On en déduit que :
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|

—1
1
1

2
-1
=7

7
-5
—6

|



(5. Réduction des endomorphismes

5.1 Application du calcul matriciel aux espaces vectoriels

Theoreme 5.1.1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.
F ={V1,Va,---,V,} est une famille libre ssi det (V;|Va|---|V,,) #0

» Exemple 5.1 Soit % = {(1,1,1),(1,0,1),(0,—1,1)} une famille de vecteurs de R3
—— N~ — ——~
Vi Vs Vs

Pour vérifier que la famille .# est libre, on pose :
MVi+2Va+43V3=0= A;(1,1,1)+A2(1,0,1) +A3(0,—1,1) = (0,0,0)

i va W3
P SN
A+ A -0 1 1 0 M 0
= 7[4—13 = 0 = 1 0 -1 lz =10
M+A+43 = 0 1 1 1 A3 0
(V1[V2[V3)
1 1 O
det (Vi[Va|V3) =11 0 —1|=1-2=—1%#0
1 1 1
Donc, (A1,42,243) = (0,0,0) est ’unique solution du systeme.
On en conclut que .# = {V},V,,,V3} est une famille libre de R "

Theoréme 5.1.2 Soit E un K-espace vectoriel de dimension 7 et soit p < n.
F ={V1,Va,---,V,} est une famille libre si et seulement si rg (Vi|V|---|V,) = p.

) ) )

= Exemple 5.2 Soit.# = {(1,1,1,1),(1,0,1,0),(0,—1,1,—1)} une famille de vecteurs de R*
—_—

V] V2 V3
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Vi VoW
P S SN
1 1 0
vy =| ;7 7
1 0 -1
11 0
1 0 —-1|=1-2=—-1=#0
1 1 1
Donc, rg(Vi|V2|V3) =3
D’apres le théoreme précedent, .# = {V},V5,,V3} est une famille libre de R*. "

Theoreme 5.1.3 Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et soit p <n

dim Vect {V1,V,,---,V,,} =18 (Vi|V2| -+ |V},)

= Exemple 5.3 Soit .# = {1,0,1),(1,—2,—1),(0,1,1)} une famille de vecteurs de R>.
—— ——— ——

Vi Vs Vs
Déterminons la dimension de Vect {V},V,,V3}.
Vi Vs Vs
1 1 0
WMivv)=1 45 5
1 —1 1
1 1 O 11
0 -2 1/=0 ’0 _2‘:—2;&0
1 -1 1

Donc, rg (Vi|V2|V3) =2
D’apres le théoreme précedent, dim Vect {V;,V,,V3} = 2.

5.1.1 Changement de base et matrice de passage

Définition 5.1.1 Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et soient %), %, deux bases
de E.

On appelle matrice de passage de la base % vers la base %, et on note Py, _, 5, la matrice
carrée dont les colonnes sont les vecteurs de %, écrits dans la base 4.

Theoréme 5.1.4

_ p—1
Va, = Pﬂlﬁu@z Va,

_ p-1
p) Deplus, Py, 3 —Pﬂﬁ%

= Exemple 5.4 Soit %, = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1} la base canonique de R?
——— —— ——
el (%) e3
Ecrire le vecteur V (x,y,z) dans la base canonique % puis dans la base %, avec :
%, ={(1,1,1),(1,0,1),(0,—1,1)} une base de R?
—— —— ——
Vi v 12
V =xe; +yey+zes
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Donc, le vecteur V' s’écrit dans la base canonique :
X
Vi=1y
2] g,
Ecrivons V dans la base %, :
V=aVi+BVa+yV3= (x,y,2) = o(1,1,1)+ B(1,0,1) +9(0,—1,1)
= (a—i—ﬁ,a—y,a—l—ﬁ—{—y)
Par identification, on obtient :
x = a+p
y = a—=v
z = o+B+y
Qu’on peut réécrire sous forme matricielle :

A
A~
X 1 1 O o
yl=] 1 o -1 ||g
Z 1 1 1 Y
——
Vo, Vo,
P
l04 -1 1 1 X
Vg, =PV, = Vg, =P Vg = [B|=|2 -1 —1]|y .
¥ 10 1) \z
—— g ——
Ve, P! Va,

5.2 Applications linéaires et matrices

Définition 5.2.1 Soit f : E — F une application linéaire et soient :

#1 ={ei1,er, -+ ,ep,} une base de E et

¢ ={€1,&, - ,&} une base de F.

On appelle matrice associée a I’application f et note M(f), « la matrice dont les colonnes
sont les images des vecteurs de % écrits dans la base 4.

fler) flea) -+ flep)

& arn aip -0 dlp

& a1 azp ot 2p
M(f)a. = . . .

&n an,1 an2 T an,p

Theoreme 5.2.1 YW € E, f(V)g =M(f) 2, Va2,

d:E — E
V o= HdV)=V

fler) flea) - flep)
er [ 1 0 -~ 0
e 0 10

= Exemple 5.5 f
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= Exemple 5.6 Soit f : R?* — R? une application linéaire.
(x,y,Z) = (X—I—y—z,y— 2Z)
Soient #; = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} la base canonique de R? et
N N N

el €2 €3

%1 = {(1,0),(0,1)} la base canonique de R,
—— N~

€]

&
f(el):f(la()’O):(laO)a f(e2):f(071a0):(1’1)’ f(€3):f(070,1):(*1,*2)
1 1 -1
:>f(€1):181+082: f(€2)2181+182: f(el):—181—282:
0 %”1 1 ) -2 4
La matrice associée a ’application f par rapport aux bases canoniques A, %] est donnée par :
fler) fle2) fles)

B a1 1 -1
A_M(f)%l,?aﬂl - 82 < 0 1 _2 >

Theoréme 5.2.2 Le rang d’une application linéaire est égale au rang de sa matrice associée.

Corollaire 5.2.3 Soient f € Z(E,F) et soient %, base de E et ] base de F
1. rg M(f) =dim F < f est surjective.
2. rg M(f) = dim E < f est injective.

= Exemple 5.7 Soit f : R? — R? une application linéaire.
(x,,2) = (x+y—2,y—22)
f estelle injective ? surjective ?
On a deja vu que la matrice associée a f par rapport aux bases %, %) est donnée par :

fler) fle2) flea)

B e 1 -
A_M(f)ﬂl,(ﬁl_(gz( 0 1 _2)

Calculons le rang de A :
11
’O 1‘ =1#0=>rgA=2

dim F =dim R* =2 etdim E =dimR* =3

dim F =rgAetdim E #rg A.

D’apres le corollaire 5.2.3, f est surjective mais n’est pas injective.

Theoreme 5.2.4 Soient f € Z(E,F), g € Z(F,G) et soient B une base de E, C; une base de
F et Dy une base de G

M(gof)BhD] = M(g)CthM(f)Bl;Cl

preuve : (go f)(V) =g(f(V)) =M(g)c,.p, f(V)e, = M(g)c,.0,M(f)s,.c, Vs,
Or (go f)(V) =M(go f)B,.p, Vs,
On en déduit que M(g Of)BhDI = M(g)CI 7D1]VI(f)B1,C1

Theoreme 5.2.5 Soient f € Z(E,F) et soient %, une base de E et %) une base de F
Supposons que dim E =dim F =n



5.3 Matrice associée et changement de base 67

Alors, f est bijective si et seulement si M(f),  est inversible, de plus

M(f N3 =Mz 6]

preuve :
Id=fof™' = M(Id)z, =M()z,aM(f g2 =1= M ez = M\f)zal™
= Exemple 5.8 Ry : R?> — R?
(x,y) — (xcos 6 —ysinB,xsin6 + ycos )
La matrice associée a Rg est donnée par :

cos® —sin6
A:M(R9)u@1fffl - < >

sin@ cos6

detA =1 # 0, donc d’apres le théoreme Ry est bijective.
De plus la matrice associée a 1’application réciproque Rgl est donnée par :

B cosf sin6
M(Rel)‘ﬁl»%l - <—sin9 COSQ>

5.3 Matrice associée et changement de base

Theoreme 5.3.1 Soient f € Z(E,F) et soient %, %, deux bases de E et €|, %, deux bases de
F

M(f)«%z,(b(/z = P%;]l_}(zsz(f)ggl,(fl Pﬂl—h%z

preuve : f(V)g, = Py f(V)g avee f(V)g, =M(f) 3,6V, = F (V) = P M(f) 2,6, Via,
Or Vg, = Pyl Vig, = Vg, = P, 0, Vem

Dou f(V)% = P?;IL%M(JC)%H 6Pz, -2,V

Dun autre coté, f(V)y, = M(f)2,4,V%,

Par identification M(f) 5, %, = Py' o, M(f) 5, P, -5,

p) Ondit aussi que M(f) 2,4, et M(f)z, % sont semblables

= Exemple 5.9 Soit f : R* — R? une application linéaire.
(X,y,z) = (X—i-y—z,y—ZZ)
Soient #; = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} la base canonique de R? et
—— Y —
ey e e3
%1 = {(1,0),(0,1)} la base canonique de R,
—~— N~

€1 &

fler) fle2) fles)
M(f)z@h(@ﬁ = & < (1) i :; )

&

Soient %, = {(1,1,1),(1,0,1),(0,—1,1)} une base de R’ et :
—— —— ——

Vi V2 V3

% = {(1,1),(1,—1)} une base de R?
—— ——

w1 w2
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Vi Vo W5

11 0 Mo
€]
e (1 1 . 12 1)2
nglﬂﬂzz e 1 0 -1 P‘flﬁ‘fzz < _ >:>P%)*>(f9ﬂ :< _
e\l 1 1 A A2
11 0
_ 12 1/2\/1 1 -1
M(f)%,%=P%1!%2M(f)%l,%lp=@ﬁ%:(1?2 —1//2> <0 1 —2> bo-
111

=0 7 30

5.4 Réduction des endomorphismes
Définition 5.4.1 Un endomorphisme f de E est dit diagonalisable si et seulement s’il existe une
base B’ de E telle que la matrice associée a f dans la base B’ soit diagonale.

Définition 5.4.2 — Valeurs propres et vecteurs propres. Soit f un endomorphisme de E et

soit V un vecteur non nul de E tel que :
A eK/f(V)=AV
V est appelé vecteur propre et A valeur propre.

Theoréme 5.4.1 f est diagonalisable si et seulement S’il existe &' = {V},Va,---,V,} une base
de vecteurs propres de E.

En effet, supposons que &' = {V},V,,---,V,} soit une base de vecteurs propres de E.

M 0 0
0 Ao 0
fV)=mvi = , f) =W =] . , v SVa) =2V =| .
0 %/ O %/ 2/}1 %/
f)  f(V2) f(Vi)
Vi 2,1 0 0
V2 0 A 0
M(f)m = : .
Vo, \ 0 0 An

5.4.1 Recherche des valeurs et des vecteurs propres
Définition 5.4.3 — polyndéme caractéristique. Soit # = {e1,es,:-- ,e,} une base de E et
posons A =M(f)»
P¢(X) = det(A — X1I) est appelé polyndme caractéristique de f

p) Pr(A)=det(A—Al) =0
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Theoréeme 5.4.2 Les valeurs propres de f sont les racines du polyndome Py

= Exemple 5.10

il est noté Sp(f)

f:R? — R}

(x,3,2) > (—4x+3y+62,6x—y—6z,—6x+3y+82)

Notons par % = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} la base cnonique de R>.

-4 3
M(flg=A=1] 6 -
-6 3
—4-X 3 6
P/(X) = det(A — XI) = 6 —1— —6
-X
1-— X
=(2- )’2X ‘6‘)(2)(‘
= (2-X)[(-1-X)2=X)+6(—X)] - 62— X)?
=1 TR ST S
(1+X)(2 X)?
Le spectre de f est Sp(f) ={—1,2}.

p) VEE, & f(V)=
Donc Ej

AV & f(V) =
— [VEE/(A—ADV =0}

Ald(V) &

(f =Ald)(V) =

Définition 5.4.4 — spectre. L’ensemble de toutes les valeurs propres de f est dit spectre de f,

6
1 -6
8
2-X 2-X 0
6 -1-X -6
0 2-X 2-X

Définition 5.4.5 — Sous espace propre. L’ensemble E; ={V € E/f(V) =
sous espace propre associé a la valeur propre A.

AV} est appelé

0 (A—ADV =

Theoréeme 5.4.3 E; est un sous espace vectoriel de E.

preuve :
f(0)=A0=0=0€E,

fvi) = AV
Vi,V eE
1,V2 ’l:>{f(V2) —

Donc, (Vi +V,2) € E;

Soientx e RetV € Ey = f(V) =

= f)+r5()

AV =af(V)=

Donc aV € E),
m Exemple 5.11 E_, ={V € E/(A+I)V =0}
-3 3 6 X 0
6 0 —6 y|l=10|=
-6 3 9 K4 0
—3x—3z+6z = 0
=

={;

VEE =V =z

—Z

=AVI+AV, = f(Vl —I-Vz) = A(Vl —|—V2)
oAV = f(aV)=A(aV)
—3x+3y+6z =

o

y

-3 3 6

0O 6 6

0 -3 -3

X = z
y = —z
zeR

—z,z) =z(1,—1,1) = E_; = Vect <V; > avecV,

=(1,~1,1)
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E,={VEE/(A-20)V =0}

-6 3 6 X 0 xeR
6 -3 -6 y|=10]= —6x+3y+6z = 0 =< y=2x—-2z
-6 3 6 Z 0 zeR

VeE,=V=(x2x—2zz) =x(1,2,0) +2(0,—2,1) = E; = Vect <V,,V3 >
avec Vo = (1,2,0) V3 =(0,-2,1)

Conclusion :
1 1 0 -1 0 O

P=1-1 2 =2 AA=10 20 n
1 0 1 0O 0 2

Theoréeme 5.4.4 un endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si :
1. le polyndme caractéristique est scindé.
2. la dimension de I’espace propre associé a chaque valeur propre est égal a la multiplicité de
celle-¢i cad : VA € SP(f), dim E; = mult(A).

52 1)2
~1/2 3/2

Pr(X) = det(A — XI) = ‘5/_217; 1/2 ‘— (5_1) (2—1) +L ooy

32— \2 1
Donc, Sp(A) = {2}
Ex={VeE/(A-2I)V =0}

\% <;C> cbk = (_11//22 _11//22> <§> = <8) =x+y=0=>y=—x=V=(x,—x)=x(1,-1)

Donc, E; = Vect <V} >avecV; = (1,—1)

dim E, = 1 et mult(A) =2

Donc, d’apres le théoreme précedent f n’est pas diagonalisable, mais comme le polyn6me
caractéristique est scindé on peut trigonaliser f. "

= Exemple 5.12 Soit A = ( ) la matrice associée a I’endomorphisme f : R?> — R?

Définition 5.4.6 Un endomorphisme f de E est dit trigonalisable si et seulement s’il existe une
base B’ de E telle que la matrice associée a f dans la base B’ soit triangulaire.

Theoreme 5.4.5 Un endomorphisme f est trigonalisable seulement si le polyndme caractéris-
tique est scindé.

m Exemple 5.13 Reprenons I’exemple précedent.
on a vu f n’etait pas diagonalisable, mais comme le polyndme caractéristique est scindé on
peut trigonaliser f :
On cherche une base B’ = {V;,V,} telle que A’ la matrice associée a f dans la base B’ soit
triangulaire. ce qui revient a chercher deux matrices P et A’ telles que :
Vi Vs
=~
p=|"1 " A’:<2 a) avec @ #0
2
—1 b
, 2 1
par exemple prenons @ =1 = A" = 0 2
f(Vz) =Vi+2V, = f(Vz) =2V =V, = (A — 21)V2 =V

(R Y ()= (W) wrrrezayen

Onchoisitx=1=y=1
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Donc, V> = (1,1)

Conclusion
(11 (21
= (1) 2= )
|
3 2 =2
» Exemple 5.14 SoitA= | —1 0 1 | lamatrice associée A I’endomorphisme f : R? — R3
1 1 0
3-X 2 =2 1-X 0 -2 1-X 0 -2
Py(X)=detA-XI)=| -1 —-X 1 |=| 0 I-X 1|=]|] 0 1-X 1
1 1 —X 1-X 1-X —-X 1-X 0 —-1-X
1-X 0 -2

=| 0 1-X 1 |=(1 —X)3

0 0 1-X
Py(X) = (1-X)’ est scindé. Sp(4) = {1}
Détermination des vecteurs propres :
E,={VEE/(A-I)V =0}

X 2 2 =2 X 0 xeR
ViyleEi=|-1 -1 1 y]|=10]=x+y—-z=0=< yeR
z 1 I -1 Z 0 z=x+Yy
X 1 0
V= y =x|0|+y|[1
x+y 1 1

1 0
Donc, E; = Vect < V,V, >avecVi= |0 ]|, Vo= |1
1
dimE; =2 etmult(l) =3
Donc, f n’est pas diagonalisable, mais comme le polynéme caractéristique est scindé on peut
trigonaliser f.
On cherche une base B’ = {V/,V,,V3} telle que A’ la matrice associée a f dans la base B’ soit
triangulaire. ce qui revient a chercher deux matrices P et A’ telles que :

1 0 x 1 0 «
P=0 1y A=10 1 p

1 1 z 0 0 1
AV3:(XV1+ﬁV2+V3é(A—I)V3:OCV1+ﬁV2

2 2 =2 X 1 0
=|-1 -1 1 y]|=a|0]|+B|1

1 1 -1 Z 1 1

On obtient le systeme :

2x+2y—2z=« x+y—z:%a
—x—y+z=ﬁ = X-i-y—Z:—ﬁ =
xty—z=0a+p xty—z=0a+f
xeR
x+y—z=—B=1¢ yeR
z=x+y+p
On choisitx=y=0=z=f8

ao=-PB=a+p=a=-28

N =
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1 0 0
Donc,P=|0 1 O
11 B
det P ne doit pas s’annuler, on peut choisir § =2 = a = —1
Conclusion
1 00 1 0 —1
P=101 0 A=101 2
11 2 0 0 1
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5.5 Série d’exercices

Exercice 1 Les familles suivantes sont-elles libres ?

Fi1 ={(1,1,1,-1),(-1,0,1,2),(2,0,1,—2)}

(.

-~

Vi V2 V3
F>={(3,-3,0),(1,—-1,1),(2,-2,—1)}
—_———— —— ——

Vi \%3 V3

F3={(x,—1,-3),(1,1,0),(—-1,1,1)}
—_——— —— ——

7] Vs V3
Déterminer dans chaque cas la dimension de Vect < V,V,,V3 >

Exercice 2 Soit (X)) =1+X2, PBX)=X+X*> PAX)=1-2X+X?

1. ATaide du déterminant, vérifier que &' = {P;, P,, P;} est une base de R, [X]
2. Donner la matrice de passage de la base canonique vers la base %’
3. Ecrire le polyndme Q(X) = X+ X + 1 dans la base %’

Exercice 3 Soient V; = (1,1,1) et Vo = (—2,0, 1) deux vecteurs de R>.

1. Déterminer un vecteur V3 € R3 tel que B; = {V;,V,,V3} soit une base de R3.

2. Ecrire le vecteur W;(—4, —3, —3) dans la base B

3. Vérifier que By = {(—4,-3,-3),(—1,—1,1),(1,1,1)} est une base de R?
——

v v

N~

‘7Vr1 Wa Wi
4. Déterminer la matrice de passage de la base B; vers la base B,

1. Ecrire la matrice associée a f dans la base canonique.
2. Quelle condition doivent vérifier a, b, c pour que f soit bijective.
3. Déterminer dans ce cas I’application réciproque f~!

Exercice 5 On définit I’application f par :

fIRQ[X] — RQ[X]
P — f(P)=0Q avecQ(X)=PX)—XP1(0)

1. Déterminer la matrice associée a f dans la base canonique qu’on notera A
2. f estelle bijective ?

3. Déterminer le rang de f

4. Calculer A2, que peut on en déduire ?

Exercice 4 Soit f un endomorphisme de R? tel que f(x,y,z) = (ax+ by +cz,x+2,x+2y —2)
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Exercice 6

f:R¥ — R
(x,y,z) —> (4x— 3y—3z,x—2y—2z,5x— 3y —4z)
Soit &' = {(1,1,1),(1,0,1),(0,—1,1)} une famille de vecteurs de R3
——— —— ——
Vi Vs Vs
1. Vérifier que %' = {V},V5,V3} est une base de R?
2. Déterminer la matrice associée a f dans la base canonique qu’on notera A

3. Montrer que A’ = P~'AP avec A’ la matrice associée 4 f dans la base %’
4. Calculer A’, en déduire A"

Ui = —2U,+3V,—3W,
n—l—l = 3Un_2Vn+3Wn
Wpst = 3U,— 3V, +4W,

Calculer le terme géneral des suites (Uy)n, (Vi)n, Wa)n

1 2 -4 2 1
Exercice 8 1. TrigonaliserA=| 1 1 O] puisB=|—-4 3 0
-1 1 2 -5 2 2
2. Résoudre le systeme différentiel :
Y(6) = 3y1(r) +y2(0) +2y3(t)
(1) 42%20) = (8) +y2(t)
Y3(6) = —yi(0) +y2() +2y3(¢)
|
Exercice 9
2 0 0 2 00 2 00 0 0O
A=|1 3 1 A=10 21 D=0 2 0 N=[0 01
-1 -1 1 00 2 0 0 2 00O

1. Déterminer P € .#5(R) tel que A’ = P~'AP

2. Vérifier que N’ est nilpotente.

3. AT’aide de la formule du bindme de Newton, Calculer (A)"
4. En déduire A"

-2 3 -3
Exercice 7 1. DiagonaliserA=| 3 -2 3
3 -3 4

2. Soient (Uy,)n, (Vi)n, (Wy)n trois suites réelles définies par :
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Exercice 1 Les familles suivantes sont-elles libres ?

F ={(1,1,1,-1),(-1,0,1,2),(2,0,1,-2)}

Vi %3 V3
‘?2 = {(37_370)7 (17_17 1)7 (27_27_1)}
—_———— —— ————

Vi \%3 V3
F3={(x,—1,-3),(1,1,0),(—-1,1,1)}
—_———— —— ——

1% %
Déterminer d;IIlS chaque2 cas la dffnension de Vect < V|,V,,V3 >
1 -1 2
e vy =, 7 0
-1 2 =2
1 -1 2
1 0 0/=3#0=rg(Vi|lVa|V3)=3
1 1 1
Donc % est libre et dim Vect < Vi,V,V3 >=3
3 1 2
e (Vina|V3)=1-3 -1 -2
0o 1 -1
3 1 2
det(Via|V3) =|—-3 —1 =2|=0=rg(Vi|V2|V3) <3
0o 1 -1

Donc, %, n’est pas libre.

_03 _11 =-3#0=>r1gA,=2
Donc, dim Vect < V{,V,,V3 >=2
x 1 -1
e (ViVa)=| -1 1 1
-3 0 1
x 1 -1 x+1 0 =2
det(V1]V2\V3)= -1 1 1= -1 1 l|=x+1—-6=x—5
-3 0 1 -3 0 1

Donc %3 est libre si et seulement si x # 5
Si x # 5, alors dim Vect < V,V,,V3 >=3
Six=5= det(V1 ‘Vz’V3) =0

1 1
‘0 1‘ =1 7&0:>rg (V1|V2|V3) =
Donc, dim Vect < V|,V,,V3 >= 2.

Exercice 2 Soit P(X)=1+X%, PX)=X+X> PX)=1-2X+X?
1. ATaide du déterminant, vérifier que %' = {P|, P,,P;} est une base de R, [X]
Soit # = {1,X,X?} la base canonique de R;[X]

1 0 1
p=|o0 p=1 p=[-2
! 7 1 B ! B



76 Chapitre 5. Réduction des endomorphismes

1 0 1
(P]‘Pz’Pg,) =0 1 =-2|=3-1 =27é0=>rg(P1\P2]P3) =3
1 1 1
Donc, %' est libre.
Comme Card %’ = 3 alors &’ est une base de Ry [X]
2. Donner la matrice de passage de la base canonique vers la base %’

1 0 1
Pym=PPIP)=[0 1 —2
11 1
3. Ecrire le polynéme Q(X) = X? + X + 1 dans la base %’
1
0X)=X>+X+1=0z=[1
1
(31 -\ [ 3/2
O =Pyl50s=5(-2 0 =1 o
-1 -1 1) \1 ~1/2

Exercice 3 Soient V; = (1,1,1) et Vo = (—2,0,1) deux vecteurs de R>.
1. Déterminer un vecteur V3 € R3 tel que B; = {V;,V,,V3} soit une base de R3.
On pose Vi(a,b,c)

1 -2 a
det(Vilva|V3)=1|1 0 b|=—-b+2c+a—2b=a—3b+2c
1 1 ¢

Bj est une base de R? si et seulement si det(V;|V5|V3) # 0
On doit choisir a, b, ¢ tels que a —3b+2¢ # 0
Prenons a = 0,b =0 et ¢ = 1, on aura V3(0,0, 1)
2. Ecrire le vecteur W, (—4, —3, —3) dans la base B
La matrice de passage est donnée par :

1 —2 0
Psop, =WViWvs)=1 0 0
11 1

(Wils, = Pg,',5, Wils,

([0 2 0\ /-4 -3
=z|-1 1 o) {=3]=] 12
1 -3 2) \-3 ~1/2

3. Vérifier que By = {(—4,—3,-3),(—1,—1,1),(1,1,1)} est une base de R3
——

W] W2 W3
-4 -1 1
det(W;[Wa|W3) = |—3 —1 1| =2+ 0= B, est une base de R?
-3 1 1

4. Déterminer la matrice de passage de la base B; vers la base B,

_ |
Py, B, = Pp,—B,PBy—B, = Pg,_,p, PB—B,

([0 2 0\ /4 -1 1 -3 -1 1
Prom=5 =1 1 0)|-3 -1 1)=(1/2 0 0
1 -3 2)\-3 1 1 -1/2 2 0
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Exercice 4 Soit f un endomorphisme de R? tel que f(x,y,z) = (ax +by +cz,x+z,x +2y — 2)

1. Ecrire la matrice associée a f dans la base canonique.

a b c
A=M(f)=(1 0 1
1 2 -1
2. Quelle condition doivent vérifier a, b, c pour que f soit bijective.
f bijective < detA # 0
a b c a b c—a b c—a
detA=|1 0 1|(=1 0 O =—’2 N
1 2 -1 1 2 =2

=—(=2b—2(c—a)) =—-2a+2b+2c

Donc, f est bijective si et seulement sia—b —c # 0
3. Déterminer dans ce cas I’application réciproque £~

1 -2 b+2c b
M(F)=pAle — - e
(7 _2a+2b+2c a—c —a+c

2 —2a+b b
Exercice 5 On définit I’application f par :

f!Rz[X] — Rz[X]
P — f(P)=0Q avecQ(X)=P(X)—xP1V(0)

1. Déterminer la matrice associée a f dans la base canonique qu’on notera A

1 0 0
fy=1=|o| se=x-x=0=[0] r&x»)=x2-x(0)=
0 0 1
1 00
A=|0 0 O
0 0 1
2. f estelle bijective ?
1 00
detA=|0 0 0/=0=rgf<3
0 0 1
Donc, f n’est pas bijective.
3. Déterminer le rang de f
‘(1) (1)‘:1750:>rgf:2
4. Calculer A%, que peut on en déduire ?
1 00 1 00 1 00
A’=[0 00 00 0]=|00 0|]A=A%2=4A
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Cela équivaut a dire que fo f = f, donc f est un projecteur.
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Exercice 6

f:R? — R}
(x,y,z) —> (4x—3y—3z,x—2y—z,5x—3y—4z)

Soit &' = {(1,1,1),(1,0,1),(0,—1,1)} une famille de vecteurs de R3
——— ——— ——

i Vs Vs
1. Vérifier que %' = {V},V5,V3} est une base de R?
1 1 O 1 1 O
P=Wi»al5)=[1 0 —1] detP=[1 0 —1|=-1#0
1 1 1 1 1 1

A’ est libre car rg P = 3.
de plus, Card %' = 3, donc 4’ est une base de R3.
2. Déterminer la matrice associée a f dans la base canonique qu’on notera A

4 -3 -3
A=|1 —2 -1
5 -3 —4

3. Montrer que A’ = P~'AP avec A’ la matrice associée a f dans la base %’
W eEE, f(V)g =A'Vg
Or,Vyg =P 'Vy= f(V)g =AP 'V
D’un autre coté, f(V)z =P~ f(V)g = P 1AV
Par identification, A'/P~! = P~1A = A’ = P~ 1AP
4. Calculer A’, en déduire A"
-1 1 1 4 -3 -3 1 1 0 -2 0 0
Al=p'AP=|2 -1 —-1]||1 =2 —1|J|1 0 —-1|]=10 1 0
-1 0 1 5 -3 —4 1 1 0 O

A'=P 'AP=A=PA'P ' = A" = (PA'P 1) (PA'P~")...(PA'P~!) = P(A")"P~!
11 0 (=2 0 0 -1 1 1
A"=11 0 —1 0 1 0 2=l =0
1 1 1 0 0 (—1)" -1 0 1
|
-2 3 -3
Exercice 7 1. DiagonaliserA=| 3 -2 3
3 -3 4
Recherche des valeurs propres
-2-X 3 -3 -2-X 3 -3
Py(X)=detA—XI)=| 3 —2-X 3 |=/1-X 1-X 0
3 -3 4-X 1-X 0 1-X
1-X 3 —3 —2-X 3 —3
=[1-X 1-X 0 [=]| O© 1-X 0 |=PX)=-2+X)(1-X)?
0 0 1-X 0 0 1-X

Sp(A) ={-2,1}
Recherche des vecteurs propres
E,={VEE, (A-AV =0}=E_»,={V €R?, (A+2I)V =0}




5.5 Série d’exercices

79

X
Viy| eEr= 3
Z — 6
y—2z
=4 Xtz
x—y+2z =

X 0
y|=10
Z 0

I
IS

y
= X
%

= -z
€ R

0

0

0

—z _

V=1 2z | =z 1):>E2—Vect<V1>
Z 1

X -3 3 =3 X 0
ViyleEi=| 3 -3 3 y|=|0]=2x—y+z=0=>x=y—2
V4 3 -3 3 z 0
y—2 1 —1
V= y =yl1l]+z| O | = E; =Vect<V,,V3 >
7% 0 1

e N —
Vs |4

dimE_» = Mult(—2) = 1 et dimE; = Mult(1) =2
Donc A est diagonalisable, de plus :

-2 0 0 -1 1 -1
Al=10 10 P=11 1 O
0 01 1 0 1

2. Soient (Uy)n, (Vi)n, (Wa)n trois suites réelles définies par :

Uyt = —2U,+3V,—3W,
(DS Vi = 3U,—2V,+3W,
Woit = 3U,—3V,+4W,

Calculer le terme géneral des suites (Uy)n, (Vi)n, Wa)n

Un+1 -2 3 -3 Un-l-l
(1) = Vn+1 = 3 -2 3 Vn+1
Wit 3 -3 4 Wat1
Hf_/ ~——
n+l A X

Xn+1 AX, = Xn =A"X)
Or,A=PA'P~! = A" =p(A")"P!
-1 1 =1\ /(=2 0 0
A'=1 1 0 0 10 1 0 1
0 1

1 Vo
1—(=2)" (=2n—1 2—(=2)") \Wp
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U, = (- 2)”Uo+< (2 )v0+ (—2)"—1)Wp
V., = ( 2)" Uo+( )nV0+ 1—(—2)" Wo
W, = (1—(-2)" Uo+(( 2)”—1v)V0+<2—(—2)”>W0

1 2
Exercice 8 1. TrigonaliserA=| 1 1 0
1 2

=det(A—XI)

3—-X
=| 1

1
1-X

=1l 1

3-X -1 2
=| 1 1-X 0
0 0 2-X

=2-X)[B3-X)(1-X)+1]
=2-X)(X*—4X+4)=(2—
=—(x-2)°

X)(X —2)2

Comme Py(X) =

Sp(A) = {2}
Détermination des vecteurs propres :
E;={VeEE/(A-2)V =0}

—(X —2)3 est scindé alors, A est trigonalisable.

X 1 1 2 X 0 x+y+2z=0 xX=y
ViyleE=|1 -1 0 y|=10]=<¢ x—y=0 =< yeR
z -1 1 0 Z 0 —x+y=0 2=y
y 1
V=1|y |=y]| 1
—y —1
1
Donc, E; = Vect < V| > avec V| = 1
=1l
Comme dim(E;) # mult(2) alors, A n’est pas diagonalisable mais elle est trigonalisable.
1 u x 2 a B
P=|(1 vy Al=10 2 v
-1 w z 0 0 2
2 1 B
Onchoisita=1=A"=[0 2 y
00 2



5.5 Série d’exercices

1 2 X 1
AL =Vi+2V, = (A-2)V,=Vi=| 1 -1 0 yl=11
-1 1 0 z —1
x+y+2z=1 x=y+1
=< x—y=1 =4¢ yeR
—x+y=-1 2zz=1—-(y+1)—y=z=—y
On choisity=0=x=1etz=0
1
Donc, V, = | 0
0
AVz = ﬁV1+7V2+2V3$ —20)V5 =BV + V>

1 1
=11 -1
-1 1
On obtient le systeme

)Vs
1 1

(1
x+y+2z2=B+7 { T=YHE

+710
—1 0

=4 x—y=p yER )
—x+y=-— 2z=P+7- (y+l3)—y=>z=—y2y
Onchoisityzo:xzﬁetzzg
1 1 B
Donc, P = 100 =>detP=—1/
4 2
-1 0 3
det P ne doit pas s’annuler, on peut choisir f =0et y=2
Conclusion
1 10 210
P=11 00 A=[0 2 2
-1 0 1 0 0 2
-4 2 1
B=|-4 30
-5 2 2
—-4-X 2 1 —-4-X 2 1
Pg(X)=detB—XI)=| —4 3-X 0 [=| -4 3-X 0
-5 2 2-X -1+X 0 1-X
-3-X 2 1
=| -4 3-X 0 |[=(1-X)[-B+X)3-X)+8]=-(1-X)(X-1)?
0 0 1-X
Comme Pp(X) = —(X +1)(X — 1) est scindé alors, B est trigonalisable.
Sp(A) ={-1,1}
Détermination des vecteurs propres :
E_={VeE/(B+I)V =0}
X -3 2 1 x 0
Viy|leE=|-4 4 0] |y|=10
b4 -5 2 3 Z 0
-3 2 1 0 -3 2 1 0 -3 2 1 0
-4 4 0| 0f—|(0 4/3 —-4/3 0l - |0 4/3 —4/3 0
-5 2 3 0 0 —-4/3 4)/3 0 0 O 0 0
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—3x+4+2y+z=0 xX=z
=< 4 4 =4 Y=z

37300 €R
Z 1
V=|z]|=2z|1
()

1

Donc, E; = Vect < V) >avec V) = | 1

Ei={VeE/B-I)V =0}

X -5 2 1 X
ViyleE=|—-4 2 0 y
Z -5 2 1 Z
=5 2 1 0 —5x4+2y+2z=0 x=z
=10 2/5 —4/5 0|l =< 2 4 =dJ y=2z
0 0

59 —5¢=0 Z€R

Donc, E; = Vect <V, > avec Vi = | 2
1
Comme dim(E)) # mult(1) alors, B n’est pas diagonalisable mais elle est trigonalisable.

1 1 x -1 0 B
P=|1 2y B=[0 1y
11 z 0 0 1

BV =BVi+yWa+V3= (B—1)Vs=BVi+yV,

-5 2 1\ [x 1 1 B+y
=1-4 2 0 yl=Bl[1]+y[2]=|B+2y
-5 2 1) \z 1 1 B+y
5 21| B+y] [ 2 1 1ﬁ+7
-4 2 0 | B+2y|—> |0 2/5 —4/5 g(ﬂﬂ/)
-5 2 1 ﬁ+'}’ L0 0 0 0
1
—S5x+2y+2=0 A= xz”SI(B“')
T\ -se=sBan T 2T RPEY T y= ()
z€R zeR
1 1
g(ﬁﬂ/) 11 g(ﬁﬂf)

Onchoisitz=0=V; = | 1 =P=|, , 1
5(B+7) 5(B+7)

0 1 1 0
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11| oo s6+y

1
wP=l1 2 gy =12 yB+n|T 5V

11 0 11 0
det P ne doit pas s’annuler, on peut choisir § =0 et y= 10
Conclusion
1 2 -1 0 O
P=\|1 25 B=|0 110
1 0 0 0 1
2. Résoudre le systeme différentiel :
W) = 3yi(e)+y2(0) +2y3(0)
(1) {21 = () +y2(t)
y3(t) = —yi(t) +y2(1) +2y3(¢)
(1) 31 2\ /()
e (KO ]=1 1 1 0|0
¥3(t) -1 1 2/ \»()
—_———— —
' A Y

A=PAP ' =Y (t)=PAP'Y(t)= P 'Y'(t) =AP~'Y(t) (x)
Onpose U(t) =P 'Y (t)=U'(t) =P 'Y'(t)

U'(t) =A'U(1)
(¥) = { Y(t) = PU(t)

1 10 210
avecP=| 1 0 O A=[0 2 2
-1 0 1 0 0 2
() = 2u(t)+ )
U't)=A'U@t)=< ub(t) = 2ux(t)+2us(t)
wy(r) = 2u3(r)

uy(t) = 2us(t) = us(t) = kze?

On résoud I’equation suivante : u(t) = 2us () +2u3(r)
ESSM

uh(t) = 2ua(t) = us(t) = kpe?

EASM

uy(t) = kp(t)e = uh(t) = 2ka(t)e* + &y (t)e*

D’un autre c6té, ub(t) = 2un(t) + 2u3(t) = 2ky (t)e* + 2kze™
= 2ky(t)e* + kb (t)e? = 2ky(t)e* + 2kze?

= k’z(l) =2k; = kz(l‘) = 2kst

Donc, us(t) = 2kste?

Finalement, u,(t) = kye* + 2kste? = (2kst +ky)e*

Il nous reste a résoudre u () = 2u; (t) + ua(t)
ESSM
ui(t) = 2ui (t) = wi (t) = k1 e*
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EASM

ur(t) = ki (t)e* = u (t) = 2Ky (t)e* + & (t)e*

D’un autre c6té, u)(t) = 2uy (t) + ua(t) = 2ky (t)e* + (2kst + ka)e*
= 2k (t)e* + ki (t)e? = 2k (t)e* + (2kst +ky)e*

—= k’l(l) =2kst + k) = kl(l) = k3l2 + kot

Donc, uy (t) = (kst?> + kyt)e*

Finalement, u; (t) = kje* + (kst> + kot )e* = (kst® +kat +ky)e*

Uy (l‘) (k3l‘2 + kpt +k1)€2t k3t2 + kot + k1
= |w@) | = (2kst + k) e* =| 2kst+ky |e*
ug(l‘) k3€2[ k3
1 1 0\ [kst®+kot+k
Yt)=PU(t)=Y(t)=[ 1 0 0 kst +ky | ¥
-1 0 1 ks
kst + (2ks + ko)t + ki + &y
=Y(t) = kat? + kot + Ky e

—k3t2 — kot — k1 + k3
En conclusion

yit) = (kst?+ (2ks+ ko)t +ky +kp)e?
() = (kat*+kot +ki)e*
() = (—kst? —kot —ki +k3)e?*
|
Exercice 9
0 0 2 00 2 00 0 00
A= 1 3 1 A=10 2 1 D=[0 2 0 N=(0 01
-1 -1 1 00 2 00 2 0 0 0

1. Déterminer P € .#3(R) tel que A’ = P~'AP

2 0 1
A=(0 2 1] =8pA)={2}
0 0 2
E;={VeR}/(A-2I)V =0}
X 0 0 0 X 0 xeR
Viy]lebE=| 1 1 1 y|=10]=x+y+z=0=<¢ yeR
Z -1 -1 -1 Z 0 — ——
X 1 0
V= y =x| 0 |+y| 1 | = Ey=Vect <V,V, >
—x—Yy —1 —1
——
Vi V2
Recherche de V3

X
AV3=V2+2V3=>(A—2I)V3=V2=> 1 1 1 y| = 1 =x+y+z=1
-1 -1 -1 Z
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xeR
=4¢ yeR
z=1—x—y

Onchoisitx=y=0=z=1=Vz= |0

1 0 O
P=10 1 0
-1 -1 1
2. Vérifier que N’ est nilpotente.
0 0O
N=[0 0 1| = N?=0= N estnilpotente.
0 0O
3. A l’aide de la formule du bindme de Newton Calculer (A”)"
A':D/—I-N’:>(')" — D’-I-N/ ch nkN/
_ Cr(l)(D/)nI_i_C%(D/)n—lN/
0 n! _ L n! _
Cn—m—l Cn—m—n
Donc
2" 0 0 21
A= D)YI+nD)'N=[0 2 0|+n| 0
o o 2" 0
2" 0 0 00 O 2" 0
Ay={({o 20 o|l+nf0 0 2] =10 2" n2r!
o o 2" 00 O 0 0 2"
4. En déduire A"
A=PA'P 1 = A" = p(A)" P!
1 -1 2 2" 0 0 -1 -3 —4
A"=[-2 3 2|0 2" n2! 0 -1 -2
1 -2 1 0 O 2" 1 1 1
2—n —n —n

= A" =1 3n 3n+2 3n
—2n  —2n 2-2n
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