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Préface

Dans ce polycopié, on donne un cours et des exercices corrigés du programme de la
matiere d’algébre 1 de la premiere année de la formation préparatoire a 1’école supérieure
des sciences appliquées Tlemcen (E.S.S.A.T). Ce cours interesserait aussi les étudiants de
la premiere année (MI, ST et SM). Le contenu de ce document est inspiré des enseigne-
ments donnés a 1’école E.S.S.A. T durant la période 2009 — 2021.

Ce document couvre les notions fondamentales utiles non seulement pour la matiére
d’algébre mais aussi pour les matieres d’analyse et probabilité comme la logique et les
applications.

Le contenu concerne les notions de logique, ensembles et applications, on ’enrichie par
une série d’exrcices avec leur corrigés.

Apres on présente les structures algébriques qui contient les groupes, les anneaux et les
corps.

A la fin de ce manuscrit on donne les notions de polynomes et de fractions rationnelles
qui sont indisponsables dans le calcul des intégrales en analyse et en probabilité.



Chapitre 1

Logique, ensembles et applications

1.1 Notions élémentaires de logique

Définition 1. (Proposition)
Une proposition est une phrase mathématique a laquelle on peut lui associée vraie ou
fausse.

Exemple 1. 1 est un nombre naturel, cette phrase est vraie. Donc c¢’est une proposition.
—1 est un nombre naturel, cette phrase est fausse. Donc c’est une proposition.

Définition 2. (Négation)
Soit P une proposition, no note la négation de P par P qui est une proposition confirmant
le contraire de P.

Si P est vraie alors P est fausse, et si P est fausse alors P est vraie.

Le tableau de vérité est le suivant

P01

Pl11]0

Remarque 1. La valeur 1 représente la proposition vraie, tandis que la valeur O représente
la proposition fausse.

1.1.1 Connecteurs logiques
Soient P et () deux propositions.

Définition 3. (Conjonction)
La conjonction de P et () veut dire P et Q) et on le note par P A Q.

1
Exemple 2. P : — est un nombre rationnel.

Q@ : 5 est un nombre naturel.
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Le tableau de vérité est

P [1]0[L]0
Q [1]1]0]0
PAQ|1[0[0]0

Remarque 2. PAQ est vraie si et seulement si les deux propositions P et () sont vraies.

Définition 4. (Disjonction)
La disjonction de P et (Q veut dire P ou Q) et on le note par PV Q.

1
Exemple 3. P : 5 est un nombre rationnel.

Q@ : 5 est un nombre naturel.

Le tableau de vérité est

P [1]0]1]0
Q |1]/1]of0
PvQ|1[1]1]0

Remarque 3. PV @ est fausse si et seulement si les deux propositions P et () sont
fausses.

Définition 5. (Implication)
P implique QQ veut dire si P alors Q) et on la note par P = Q).

P est une hypothése tandis que Q) est un résultat.
@ = P est la réciproque.

Exemple 4. P : sotent x € R et x = 5,
Q :soit x € R et |x| =5,
P=Q :six=06 alorsz+3=0.

Remarque 4. La réciproque n’est pas toujours vraie.

Contre exemple QQ = P : si |x| =5 alors x =5, (fausse).

Si1 P est vérifiée alors () est vérifiée, par contre si P n’est pas vérifiée on ne peut rien
dire sur Q).

Le tableau de vérité est

P 17101110
Q 11100
P=Q|1]1]0]|1

Définition 6. (Equivalence)
P est équivalente a Q si (P = Q) et (Q = P), on la note par P < Q.

Exemple 5. P : Soient a et b deuxr nombres naturels premiers entre euz,
Q:aNb=1,
P <= Q :a etb sont premiers entre eur <= a Ab=1.

Le tableau de vérité est

P 1101110
Q 1111010
P=q |1]1]0]|1
Q=P |1]0]1|1
P—=Q|1|0|0]1
Remarque 5. Pour que P <= @) soit vraie il faut et il suffit que P et () soient toutes

les deuz vraies ou les deux fausses.
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1.1.2 Propriétés des connecteurs logiques

1) Réflexivité : P < P.

2) Négation : (P = Q) < (PAQ).

3) Contraposée : (P = Q) < (Q = P).

4) Double Négation : P <= P.

5) Transitivité : (P <= Q) N (Q < S5) = (P < 9),

(P=Q) N(Q=S5)=(P=29).

6) Idempotence : PAP <= P, et PV P <= P.

7) Commutativité : (PA Q) < (QAP),et (PVQ) < (QV P).

8) Associativité : PA(QAS) < (PAQ)AS, et PV(QVS) < (PVQ)VS.
9) Distributivité : PA(QVS) <= (PAQ)V(PAS), et PV(QAS) < (PVQ)A(PVS).
10) Loi de Morgan : PAQ <= PV Q, et PVQ <= PAQ.

1.1.3 Quantificateurs logiques

Définition 7. (Quantificateur universel)
Va, P(x) veut dire pour tout x, P est vraie.

Définition 8. (Quantificateur extentiel)
Jdz, P(x) veut dire il existe un x tel que P est vraie.

Remarque 6. 3z P(z) veut dire il existe un unique x tel que P est vraie.
a)Vr € R, 2?2 > 0.
P

1
b) Iz € Q, x 3
¢)3zeR, Inx =0.

Remarque 7. L’ordre des quantificateurs est tres important par exemple les deux propo-
sitions

(1) Vn e N*, I3m € N*, n < m.

(2) Im e N*, Vn e N*, n <m

sont différentes.

Théoreme 1. (Négation des quantificateurs)
Soit P une proposition, alors

1) Vo P(z) <= 3z P(x).

2) do P(z) < Vz P(x

).
Exemple 6. V€ R, >0 = x+1>0.
dreR, z>0etxz+1<0 (négation).
VeeR, 24+1<0 = x <0 (contraposée).

1.2 Types de raisonnement mathématique



1.2. TYPES DE RAISONNEMENT MATHEMATIQUE 7

1.2.1 Raisonnement par contraposée

Pour montrer que P = @ il suffit de montrer que Q = P.

Exemple 7. Montrer par contraposée que

2" — 1 est premier = n premier.

Contraposée : n n’est pas premier = 2" ! n’est pas premier.

n n’est pas premier = n=abaveca#beta#n = 2"—1=2"—-1= (29— 1.
On pose P(X) = X’ -1

P1)=0 = P(X)=(X-1)S(X) = P(2")= (29" - 1.

P(2%) =(2*—-1)5(2%) = (2*—1) divise 2" — 1.

a#Fleta#n = 2°—1#1et2°—15#2"—1.

Donc 2" — 1 n’est pas premier.

1.2.2 Raisonnement par ’absurde

Pour montrer qu’une proposition P est vraie, on suppose que sa négation P est vraie et
on obtient une contradiction.

Exemple 8. Soit x € R tel que Ve > 0, z < ¢.
Montrer par ’absurde que x < 0.

on suppose que x > 0, on choisit € = 5 > 0 car on a Ve > 0, ceci implique que x > € ce

qui contredit l’hypothése que x < €.

1.2.3 Raisonnement par récurrence

Pour montrer que Vn > ng, P(n) est vraie avec ny € N.

1) On suppose que P(n) est vraie pour n = ny.

2) On suppose que P(n) est vraie pour un certain n > ng, c¢’est I'hypothese de récurrence.
On montre que P(n + 1) est vraie.

Exemple 9. On définie pour tout entier naturel n € N

Apyp1 — 24, = 7(32""2) avec A,, = 3272 — 2nFL,

Montrer par récurrence que ¥Vn € N, A,, est divisible par 7.

1) Pourn =0, Ay =7 est divisible par 7.

2) On suppose que A, est divisible par 7, c’est a dire A,, = Tk avec k € Z.

or Apy1—2A, = 7(3%"12) = A, = 24, +7(3%F2) = 2(Tk) +7(32"2) = 7T(2k + 32"2) =
Tk avec k' € 7.

Donc A,.1 est divisible par 7.

Par suite Vn € N, A, est divisible par 7.

1.2.4 Raisonnement par contre exemple

Vo P(z) <= Jz P(x). Pour montrer que Vx P(z) est fausse il suffit de trouver un z tel
que P(zg) est fausse.

Exemple 10. La proposition suivante
Jre R, Vy e R, x+y >0 est fausse.
Contre ezemple : y=—r—1=x+y=ax+(—x—1)=-1<0.
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1.3 Généralités sur les ensembles

Soit x appartenant a E veut dire que x est un élément de E.
Si x n’appartenant pas a E, on le note par = ¢ F.

On définit un ensemble par deux facons

Soit en donnant ses éléments par exemple

A={1,3,57,9},
ou on précise les propriétés de cet ensemble par exemple
A={x €N, zest impair tel que 1<z < 9}.

Définition 9. Le cardinal d’un ensemble A est le nombre des éléments de ’ensemble A,
il est noté card(A).

On dit que A est fini si card(A) < 400, sinon il est infini.

L’ensemble vide ne contient aucun élément et il est noté ().

Exemple 11. card(A) =5, card(() =0, card(N) = +o0.

1.3.1 Sous ensemble et ensemble de parties

Définition 10. (Inclusion)

Soient A et B deuzx ensembles. On dit que A est inclu dans B et on le note A C B si tout
élément de A est aussi un élément de B, c’est a dire v € A = x € B, on peut dire que A
est un sous ensemble ou une partie de B.

A et B sont égauz si et seulement si A C B et B C A, et on le note A = B.

Exemple 12. B={2,3}, A={2} = ACB.

Définition 11. P(B) est l’ensemble des parties de E dont les éléments sont tous les sous
ensembles de B, c’est a dire P(B) = {X tel que X C B}.

Exemple 13. B = {2,3,5} = P(B) = {0, {2}, {3}, {5}, {2,3}, {2,5}, {3,5}, {2,3,5}}.

1.3.2 Opérations sur les ensembles

Soient A et B deux sous ensembles d’un ensemble F.

Définition 12. (Union)
L’union de deux ensembles A et B veut dire tous les éléments qui se trouvent dans A ou
B, on le note par AU B, avec

AUB={z € E /x € Aoux € B}.

Définition 13. (Intersection)
L’intersection de deux ensembles A et B veut dire des éléments qui se trouvent dans A et
B simultanément et on le note par AN B, avec

ANB={x€FE Jxr € Aetx € B}.
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Remarque 8. A et B sont disjoints = AN B = ().

Définition 14. (Différence)
La différence de deux ensembles A et B veut dire les éléments qui se trouvent dans A et
ne se trouvent pas dans B et on note par AN\ B, avec

ANB={r€FE/reAetx ¢ B}.

Définition 15. (Complémentaire)
Le complémentaire veut dire les éléments qui ne se trouvent pas dans A mais se trouvent
dans ensemble tout entier E et on le note par Ca avec

Ca={rcE/r¢ A} = E\AouA.

Théoréeme 2. Soit E un ensemble non vide et A, B deux ensembles de E c’est a dire
A, B € P(E), on dit que A et B sont complémentaires dans E i.e

A=B< (ANB=0)A(AUB=E).

1.3.3 Propriétés des opérations sur les ensembles

a) Commutativité :
AuB=BUA

ANB=BnNA.

b) Associativité :
(AUB)UC =AU (BUC)

(ANB)NC=ANn(BNCOC).
c) Distributivité :

d) Transitivité :

e) Idempotence :

f) Inclusion et complémentaire :
AcCB= BCA.
Loi de Morgan :

AUB=ANB
ANB=AUB.
Définition 16. (Produit cartésien)
Soient Ay, As, ... A, des ensembles non vides, on appelle produit cartésien et on le note
par
Ay x Ay x .o x Ay = A{(x1, 29, ..., 1) avec Ty € Ay, T3 € Ag, ..., z, € Ay}
Exemple 14. R? = {(z,y,2) / ,y,z € R}
(1,-1,2) € R,

Remarque 9. A; x Ay & A} x Ay X Az,
card(A x B) = caed(A) x card(B).
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1.4 Applications

Définition 17. Une applicaton f d’un ensemble E vers un ensemble I et on le note par
f: E — F est une relation qui a chaque élément x de E associe un et un seul élément
y de F.
Ainsi

f+E—F

z =y = f(x)

y est l'image de x, et x est ['antécédent de y.
E est l’ensemble de départ tandis que F' est ’ensemble d’arrivée.
L’ image de f est notée par

Imf={yeF /y= f(x) avecx € E}.

Exemple 15.
f:R™ —R
x+—Inx
f est une application.
Exemple 16.
g:R"—R
x—Inx
f n’est pas une application.
Exemple 17.
Id: E— F
T
est une application appelée identité.
Définition 18. Soient A C E, et
fiE<+—F
x> f(z)
une application, alors l'application
h:A+—F
z = f(x)

est dite restrinction de f a A de E et on la note par f|4.
On dit que f est un prolongement de h sur ’ensemble E.
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Définition 19. (Composition d’applications)
Soient E, F et G trois ensembles non vides et deux applications f : E +— F et g :
F <— G, Uapplication composée de f et g est notée go f ot

gof:E+—(
x = g(f(z)).
Remarque 10. En général
gof#/fogy.
Exemple 18. Soient
f:R™ —R
r—Inz
et
f: R —]0, +o0]
T 2e”
alors

go f:R™ —]0, +o0]

T 2.

1.4.1 Injéctivité, surjectivité, bijectivité et applications réciproques

Définition 20. (Injectivité)
Soit f une application de E dans F, on dit que f est injective si tout élément de F a au
plus un élément dans E, c’est a dire

Vay, 19 € B, 11 # 25 = f(21) # f(22).

Remarque 11. Pour montrer [injectivité d’une application, on utilise généralement sa
contraposée.

Exemple 19.
fTR—R

r— 2z +3

est injective car :
soient x1, x9 € R tels que f(x1) = f(x2) = 221 + 3 = 229 + 3 = 211 = 229 = X1 = To.
Donc f est injective.

Exemple 20.
g:R— R

z V1 —a?

n'est pas injective car g(1) = g(—1) = 0, mais —1 # 1.
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Définition 21. (Surjectivité)
f est dite surjective si tout élément de F' a au moins un antécédent de E, c’est a dire
Vye F, Ix e E [/ y= f(x).
Remarque 12. Pour montrer qu’une application f : E — F' est surjective, il suffit de
montrer que l’ensemble d’arrivée est égale a Imf, c’est a dire Imf = F.
Exemple 21.
fTR—R
T 2x+3

f est surjective car :

vz R, f(z) :2x+3:>x:%(f(a:)—3).

1
Vy € R, dz € R, tel quey = f(z) =2z + 3, avecx = é(y —3).
Donc Imf =F =R.
Exemple 22.
g:R— R
x +— exp(x + 2)
g n’est pas surjective car :
Vz € R, g(x) > 0= g '(—2) nexiste pas.
Donc g nest pas surjective, ainsi Img # R.
Définition 22. (Bijectivité)
Une application f de E dans F est dite bijective si pour tout élément de F' il existe un
seul antécédent de E c’est a dire

Vye F, Az e E | y= f(x).

Exemple 23.
fR—R
r—2x+3
est bijective.
Exemple 24.
g:R— R

x— V11— a2
n’est pas bijective.

Théoréme 3. Soit f une application de E dans F, f est bijective <—= 3 g : FF — FE
telle que fog=1Idp et go f = Idg.
g est la réciproque de f et on la note f—.
Exemple 25.
f:R™ — R

x+—Inx

alors
f1iR™ — R™
y—e¥

avec y = Inx <=z = €Y.
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1.4.2 Résultats fondamentaux

Théoreme 4.
1. La composée de deuz applications injectives est injective.
2. La composée de deux applications surjectives est surjective.
3. La composée de deux applications bijectives est bijective, et la réciproque de f o g

est donnée par : (go f)' = ftogh

Preuve. 1) Injectivité :
Soient deux applications injectives f de F — F et g: F — G.

Soient 1, x2 € E, (go f)(z1) = (g0 [)(x2) = g(f(21)) = g(f(x2)) et puisque g est
injective alors f(x1) = f(x2) = 1 = x5 car f est injective. Par suite g o f est injective.

2) Surjectivité :
Soient deux applications surjectives f de E — F et g: F — G.
Puisque g est surjective alors

Vze G, yeF [/ z=g(y)
et puisque f est surjective alors
VyeF, dxeE/y= f(z),

ce qui implique que
VeeG,JxeE/z=g9(f(x))=VzeG, 3z e E/z= (g0 f)(z).
Donc (g o f) est surjective.

2) Bijectivité :
(gof)ol(gof)t=Idg= g lo(gof)o(gof) =g olds=g"
Ce qui implique que

folgof)y t=gl=flofo(gof)y '=flogl=(gof)'=flog ' m

Théoreme 5. Sotent f : E — F et g: F' — G deux applications.
1) (g o f) injective = [ injective.
1) (go f) surjective = g surjective.

Preuve. 1) Soient xq, xo € E, f(x1) = f(x2) = g(f(x1)) = g(f(22))
ce qui implique que
(go f)(z1) = (go f)(x2) = o1 = x5 (car go f est injective). Donc [ est injective.

2) (go f) surjective == Vz € G, Jx € E, z=(go f)(z) =Vz € G, Jx € E, z= (g9(f(x)).
Onposey = f(x) =y F=VzeG, JyeF, z=g(y).
Donc g est surjective. m

Exemple 26. g o f injective, [ injective mais g n’est pas injective en général.
g:R— R

ZE'-)I‘Z
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g n’est pas injective. Kt
f:RT —R
T T
f est injective.
(9o f)z) = g(f(2)) = g(V2) = (Vo) =z

alors (g o f) est injective,avec g o f : Rt — RT.

(go fllx) = g(f(x))
= g9(Vx), zeRT
= (Va)?
= z €R"
Exemple 27. go f surjective, g surjective mais f n’est pas surjective.

fR—R

2
T+ e’

f n’est pas surjective. Et
g: R — R*
x—Inx

g est surjective.
2

(90 f)(x) = g(f(x)) = g(e”) = In(e"

alors (g o f) est surjective, avec go f: R — RT.

)==x

1.4.3 Image directe et image réciproque

Définition 23. Soient f : E — F une application et deur ensembles A et B avec A C E

et BCF
1) L’image directe d’une partie A de E notée f(A) est définie par

f(A) ={f(a) / a € A}.

2) L’image réciproque d’'une partie B de F notée f~Y(B) est définie par
fH(B)={re E/ f(x) € B}.

Remarque 13. f(A) C E et f~(B) C E.
fTYF)=F et f(E)=Imf.
Exemple 28.
f:R—R
r 2+ 5
On pose A =[5, 5] et B =[5, 10], calculer f(A) et f~*(B).
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Ona -5<2<h=0<r*<¥?=>5<2?+5<52+5=5< f(r) <30
Ce qui implique f(A) =[5, 30].

D’autre part 5 < f(2) <10=5< 22 +5<10=0<22<5=0< |2/ <V
= —Vb <z < Vb

Ce qui implique que f~(B) = [—V/5, V/5].

Théoréme 6. Soit f: E — F avec A # () # F.
1) f(E) = F <= f est surjective.
2)VA e P(E), f(A)N f(A) =0 < [ est injective.

Preuve. Montrons que

1) f(F) = F < f est surjective.

(=)

yeF=yec f(F)=y= f(z) avec z € E = f est surjective.
(=)

f(E) C F (par définition.)

Montrons que F' C f(E).

Soit y € F'=3dx € E /y= f(x) (car f est surjective.)
=y < I(B) > F o [(E). Do 5) ~ F

2) VA e P(E), f(A)N f(A) =) <= f est injective.

(=)

Soient x1, 73 € E, x1 # 73, on pose A = {z1} = f(z1) € f(A).
T # X2 = 12 € A= f(x2) € f(A)

FLANf(A) =0 = f(x1) # f(z2) dou f est injective.

(=) B

Montrons par 'absurde que f(A) N f(A) = B B
Supposons que f(A) N f(A) #0 =3y € f(A ) f(A) =y e f(A) et y € f(A)
(y = f(a) avec a € A) et (y = f(x) avec z € A) = f(a) =

injective = a € A.

Contradiction car a € A, donc f(A)Nf(A)=0. =

15

f(z) = a = x car f est
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1.5 Séries d’exercices

Exercice 1 :
Etablir les propriétés suivantes en utilisant le tableau de vérité

Q<:>S\/Q
Q<= SAQ
Q=Q=1-5
S= Q< SAQ
QV(S=Q) =

=~ W N =
O)O)O)
H

<~ (SVS)VQ.

ot
0l
ll

) S
)
)
)
)

\_/

Exercice 2 :

1) La proposition suivante est-elle une tautologie 7

[S= (PVR)] <= [(S= P)A(R=9)].

2) Donner la négation et la contraposée de la proposition suivante
VieR: [z < 0=z < 2?|.

Exercice 3 :

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
Justifier votre réponse puis donner leurs négation.
a)VeeN FJyeN y>z+1

b)JzeN, VyeN, z <y

c)dzreN, VyeN z<y

d) Iz eN, Jye N, (z—y)(x+y) =y

Exercice 4 :

1) Montrer que V2+vV3+V3 ¢ Q.

2) Montrer par récurrence que Vn € N, 4" 4+ 6n — 1 divise 9.

3) Monter que Vn € N*, 271 < n!l. avec n! =n(n —1)(n —2)...1 et 0! = 1.

Exercice 5 :

Soient A, B et C trois parties d’un ensemble E.

1) Montrer que AUB=ANC<+= BCACC.

2) Montrer que

ACB+CEC(Cf+ AUB=B.

3) A-t-on P(AU B) = P(A) U P(B)? justifier votre réponse.
4) A-t-on P(AN B) = P(A) N P(B)? justifier votre réponse.

Exercice 6 :

Soit £ un ensemble non vide et A, B € P(E).

On définit la différence symétrique des ensembles A et B par
AAB = (AU B)\(ANB).

1) Montrer que AAB = (AN B) U (B\A).

2) Calculer BAB, BAB, EAB, 0AB.

Exercice 7 :
On définit 'application caractéristique par
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1 si z€ A
xHWM@:{OSi$¢A

3) Etablir les égalités de Morgan.

Exercice 8 :Soit
fR—R
2 —1

1) Montrer que f est bijective.
2) g est-elle injective 7 surjective ? justifier.
3) A-t-on fog=go f, justifier.

Exercice 9 :
Soit f une application définie par
f:R—R
x
rr— —
2 +1
1) f est-elle bijective?
2) Si oui déterminer sa réciproque, et si non donner les plus grands ensembles A et B tels
que f soit bijective, puis trouver f~!.

Exercice 10 :

Soit f: E — F une application et soient A et B deux ensembles de F.
Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

f est injective.

ANB=0= f(A) N f(B) =0.

Exercice 11 :
Soit f une application de R dans | — 1, +1[ définie parf(x) =

1+ |z|
1) f est-elle injective ?

2) f est-elle surjective ?

3) f est-elle bijective ? si oui déduire sa réciproque.

Exercice 12 :
Soient a, b, ¢, d des réels non nuls donnés et soit g une fonction définie par
g:E— F
_ 2ax —b
z— g(x) = e
1) Comment doit-on choisir £ pour que g soit une applicaion.

2) Comment doit-on choisir a, b, ¢ et d pour que g soit une applicaion injective.
3) Comment doit-on choisir a, b, ¢, d et F pour que g soit une applicaion surjective.
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4) Comment doit-on choisir a, b, ¢, d, E et F pour que g soit une applicaion bijective.



1.6. CORRIGE DE LA SERIE D’EXERCICES

1.6 Corrigé de la série d’exercices

Exercice 1 :
Etablir les propriétés suivantes en utilisant le tableau de vérité

HSAQ+ SVvQ

S J1]1]0]0
Q |1]o]1]o0
S |ofof1]1
Q |0[1|0]1
SAQl1lolo]o
SAQ|O[1]1]1
SvQlol1]1]1
2) SVQ <= SAQ
S J1]1]0]0
Q [1]0]1]0
S |ofof1]1
Q |0[1|0]1
Svolili]1]o
Svaolololol1
SAQ|0/0]0]|1
S =QR+—=Q=3S9
S 117070
Q 1{of1]0
S 0[0[1]1
Q o[1]0]1
S=QJ[1]0]1]1
Q=S|1|0|1]|1
4)S = Q<= SAQ
S 117070
Q 1{of1]0
S 0[0/1]1
Q 0[1[0]1
S=qQ|1]l0[1]1
S=aqQ|ol1]0]0
SAQ |0[1]0]0
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5 (S=Q)V(S= Q)+ (SVIS)VvQ.
S 1[1]0]0
Q 1{ol1]o0
S 0[0[1]1
Q 0[1]0]1
S=Q 1/1/0]1
S=Q 0[1]1]1
S=QV(IS=0Q)|1|1]1]1
SvS 1[1]1]1
(SvS)vaQ 1j1)1]1
Exercice 2 :
1) La proposition suivante est-elle une tautologie ?
[S= (PVR)] < [(S = P)A (R= 9)].
P 1[1]1]ofofof1]0O
R 1[1{ofolol10]1
S tjof1]ol1]ol0]1
S O|1({0[1]0[1][1]0
P olofjof1]1]1]|0]1
PV R L[1f1]olol1|1]1
S = (PVR) Lj1{1f{of1|1|1]1
S=— P Of1({0|1|1|1{1]1
R— S tjof1f1]1]o[1]1
(S=P)A(R=35)|0|0]0[1[1|0|1]1

Elle n’est pas toujours vraie, donc ce n’est pas une tautologie.

2) Donner la négation et la contraposée de la proposition suivante
VieR: [z <0= 2z <2?.

Négation : 3z € R: [z < 0 Az > 2?].

Contraposée : Ve € R: [z > 2> = 2 > ().

Exercice 3 :

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
Justifier votre réponse puis donner leurs négation.
a)Vx € N, Jy € N, y > x + 1 vraie car :

Il suffit de prendre y = x + 2.

De plus la négation est : dx € N, Vy e N, y < x + 1.

b) dz € N, Yy € N, x < y vraie car :
Il suffit de prendre x = 0.

c) dzr € N, Yy € N, = < y fausse car pour y = 0 le x n’existe pas.
De plus la négation est : Vz € N, Jy e N, = > .

d) dr € N, Iy € N*, (z —y)(x + y) = y>. fausse car :
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(r—y(r+y) =y = *—y* =y’ = x2=2y2:>\/§:§€@, mais v/2 ¢ Q d’ot

lacontradiction.
De plus la négation est : Vo € N, Vy € N*, (z — y)(z +y) # y°.

Exercice 4 :

1) Montrer que V2+3+3 ¢ Q.
Raisonnons par ’absurde, supposons que V2+V3+V3 € Q= V24+V3+V3= %
avec a Ab=1et b+# 0, alors

\/§+\/6:%—\/§:>(\/§+\/5)2

2
(3= V2 = 3+6+2VI8= 5 +2-2V2 7

a? a a a? 60 + 2a a® — 7b?
94+6V2=—+2-2Vv2 - 6+2-)V2=— — 2= :
POVE e = T B
Ce qui donne v/2 = h € Q. (Contradiction car v2 ¢ Q.)

2) Montrer par récurrence que Vn € N, 4" +6n — 1 divise 9 (R,,)

Pour n =0,0ona4°+6(0)—1=0=0.(9) = 4°+6(0) — 1 est un multiple de 9 = (Ry)
est vraie.

Supposons que (R,,) est vraie pour pour un n € N (’hypothése de récurrence), et montrons
que (R,11) l'est aussi, alors

4" 4 6n+1)—1 = 44" +6n+6-1
= 34"+4"+6n—-1+4+6
= 9k +34"+6card"+6n—1=09k aveck € Z
— 9k +3(9%k —6n +1) +6 car 4" = 9k — 6n + 1
= Ok +3(9k) — 18n+9
= 9(k+3k—2n+1)
= 94k —2n+1)
= 9K avec k' € Z.

Ce qui implique que 4" + 6(n + 1) — 1 est un multiple de 9.
Donc Vn € N, 4" 4 6n — 1 est un multiple de 9.

3) Monter que Vn € N*, 2"~ < nl. avec n! = n(n —1)(n —2)...1 et 0! = 1.
Pourn=1,0ona2'71 =200 =1< 1! =1= (Ry) est vraie.

Supposons que R, est vraie pour un n € N* ( I'hypothése de récurrence ), et montrons
que (R,41) l'est aussi, alors

2 =221 Conl < (n+1)n! = (n+ 1) car 21 < nl.

Donc Vn € N*, 271 < nl.

Exercice 5 :

Soient A, B et C trois parties d’'un ensemble F.

1) Montrer que AUB=ANC<«<= BCAcCC.

=

Supposons que AU B = AN C et montrons que B C A C C.
a) Montrons que B C A

Soitre B=r€c AUB=2c ANC =z € A.

Don B C A.
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b) Montrons que A C C
Supposons quer € A —=r€c AUB=—=zcrc ANC=2zxcAectreC=2zxecC.
Donc A C C, et par suite BC A C C.

P
Supposons que B C A C C et montrons que AUB =ANC.
a) Montrons que AUB C ANC

reA = xeC

re€B — reA=zxeC.
Car B C A C C, ce qui implique que z € ANC.
Donc AUB C AnC.
b) Montrons que ANC C AUB
Soit € ANC =zrve A= AUB.
Donc ANC C AU B, et par suite AUB=ANC.

Soitz € AUB =

2) Montrer que
ACB<+=CEc(Cf+<= AUB=B.
a) Montrons que A C B <= CEB c 04

—
Supposons que A C B et montrons que CE C C4.

Soitz € CE=r€Fetz¢ B=uw€FEeta ¢ Acar AC B= x € Cj.
Donc CE c C4.

p—
Supposons que CE C C4 et montrons que A C B.

Soitr € A= 1¢C =1¢CEcarCECCf = 2€B.
Donc A C B.

b) Montrons que CE c C4 <= AUB = B.

=

Supposons que CE C C4 et montrons que AU B = B.

- Montrons que AUB C B

Soit 2 € AU B — r€A = 1¢Ch=—=2¢Cl=u2eB
x € B.

Donc AUB C B.

-0On a B C AU B évident dans tous les cas.

Par suite AU B = B.

P

Supposons que AU B = B et montrons que CZ C C7.

Soitzr €eCE=1r¢B=1¢ AUBcar AUB=B = z¢ A= 1€ C4.
Donc CE c C4.

3) A-t-on P(AU B) = P(A) U P(B)? justifier votre réponse.

P(AU B) = P(A) U P(B) est fausse car il suffit de prendre A = {1} et B = {2} alors
AUB ={1,2}.

Donc P(AU B) = {0, {1},{2}, {1, 2}}.
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D’autre part

P(A) = {0,{1}} et P(B) = {0,{2}} = P(A) U P(B) = {0,{1},{2}} # P(AU B).

4) A-t-on P(AN B) = P(A) N P(B)? justifier votre réponse.
P(AN B) = P(A)N P(B) est vraie car :

- Montrons que P(AN B) C P(A) N P(B)

Soit € PIANB)= F C(ANB)= F CAet FCB= F € P(A)
et F € P(B) = F € P(A)n P(B).

Donc P(AN B) C P(A)N P(B).

- Montrons que P(A) N P(B) C P(AN B)

Soit € P(A)NP(B) = F e P(A)et Fe P(B)=—= F CAetFCB
— FC(ANB)= F € P(ANB).

Donc P(A)N P(B) C P(AN B), par suite P(AN B) = P(A) N (B).

Exercice 6 :

Soit £ un ensemble non vide et A, B € P(E).

On définit la différence symétrique des ensembles A et B par
AAB = (AU B)\ (AN B).

1) Montrer que AAB = (AN B) U (B\A).

AAB =

2) Calculer BAB, BAB, EAB, )AB.
BAB = (B\B) U (B\B) (BNB
BAB = (B\B)U(B\B)=(BNB

B

S~—
I
=

) U B .

)U(BNB)=(BNB)U(BNB)=BUB =E.
EAB = (ENB)U(B\E)=(ENB)U(BNE)=(ENB)U(BN0)=BUl=B.
DAB = (IN\B)U(B\0)=((0nB)u(BNP)=0®NB)U(BNE)=0UB=B.

Exercice 7 :
On définit 'application caractéristique par

\IIA_){O7 ]-}
1 si z€ A

xH\I}A(aj):{O si v ¢ A
1) Montrer que V4 = ¥ <= A = B.
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—
Supposons que ¥4 = U et montrons que A = B.

a) Montrons que A C B.
Soit t € A= VU () =1=Vp(zr)=1=x € Bcar ¥y = Vp.
Donc A C B.

b) Montrons que B C A.
Soitx € B=Vp(r)=1=Vy(z)=1=ax€ Acar V4 = ¥Up.
Donc B C A, par suite A = B.

<
Supposons que A = B et montrons que ¥4 = ¥Up.
Il suffit de remplacer A par B c’est-a-dire

1 si z€A 1 si z€B
\I’A(l")_{o siz¢ A _{0 i rgp — Upl)carA=E.

2) Vérifier les propriétés suivantes

(a) Uy =1— Wy

Sizxc A= a0¢ A= Uy(z) =1 et Ux(z)
Sir¢ A= 1€ A= U, (z) =0et Uy(r) =
Donc Vz € E, Ux(x) =1 — Vy(z).

0.
1.

(b) Uanp = U405

Six€e ANB=zx€ Aetx € B= Vpnp(x) =TVu(x) =Vp(z) = 1.
Sie¢g ANB=x€cANB=ux¢ Aoux ¢ B= Uynp(x)=0

et Wy(z) =00uVp(z) =0.

Donc Vz € E, Uanp(x) = Vu(x)Up(2).

3) Etablir les égalités de Morgan.

a) Montrons que AUB = ANB

- Montrons que AUB C ANB
801tx€AUB:>x¢AUB:>:U¢Aetx¢B:>x€Aetx€B:>a:€AﬁB
Donc AUB C AN B.

- Montrons que ANB C AUB
Soit r € ANB=2€Aets € B=1x
Donc ANB C AU B, par suite AUB =

tx%B:x%AUB:xeAUB.

¢A
AN

O:Jl

b) Montrons que AN B =AU B

- Montrons que ANB C AUB
801tx€AﬂB:>x¢AﬂB:>1‘§éAoux¢B:>x€AoumGB:>:B€AUB
Donc ANB C AUB.

- Montrons qu_erE CANB
Soitx_EA_UB:xEAouxeB:
Donc AUB C AN B, par suite AN B

uwr¢ B=x¢ ANB=ux€ ANB.

ré¢ Ao
= AUB.

Exercice 8 :Soit
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fR—R
r—2r—1

1) Montrer que f est bijective.
a) Montrons que f est injective.
Soient 1, x5 € R telle que

f(z) = flx2)
233'1—1 = 2]}2—1

21’1 = 21‘2
Tr1 = X9
Donc f est injective.
b) Montrons que f est surjective.
+1
y:f(x):yZQm—1:2x=y+1:>—y2 .
1
Alors Vy € R, dz = vt tel que f(x) =y.
Donc f est surjective, par suite f est bijective.
2) g est-elle injective ? surjective ? justifier.
a) Soient xq, xo € R, tels que
g(x1) = g(z2)
1 B 1
?+1 x4+l
P+l = 23+1
o= a2
([L’l — Ig)(l‘l + 132) = 0
1 = T2 OU T1 = —XT2

Donc g n’est pas injective.

b) g surjective <= Yy € R, Jz € R tel que g(z) =y.

1 1
— 2t l="= =1l = z=+44/-—1.

Alors y =

S| =

2+ 1 Y
Donc si y = 0, z n’existe pas c’est-a-dire il n’esxiste pas de = dans R tel que y = g(x) = 0.
Par suite g n’est pas surjective ce qui implique que g n’est pas bijective.

3) A-t-on fog=go f, justifier.
fog## go f car pour x =0, on a
(fe9)(0) = fg(0)) = f(1) =1

(90 F)(O) = 9(F(0) = g(~1) = §
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Done 1 7 = (£09)(0) # (g 0 £)(0).

Exercice 9 :
Soit f une application définie par
f:R—R
x
T —
2 +1
1) f est-elle bijective?
a) L’injectivité :
Soient 1, x2 € R tels que

flx) = f(x2)

Ty . )
211 3 +1
3 a3
r34+1 wi4l
e} xd+1) = 2i(2?+1)
mfxg + x% = x%m% + xg
2 —a5 = 0
([El — 1‘2)(271 + 1'2) = 0
T1 =T OU T1 = —T2

Donc f n’est pas injective, ce qui implique que f n’est pas bijective.

2) Si oui déterminer sa réciproque, et si non donner les plus grands ensembles A et B tels
que f soit bijective, puis trouver f~!.

Pour que f soit injective il faut que x; et x5 sont de méme signe, c’est-a-dire R ou R~
(Pensemble de départ).

b) La surjectivité :

2

o 2 o 2.2 2 2. 2 2 2
Y= s Y T g o= vty =g
2 y?
=yt -t =0= 2" - 1)+ =0 =2’ = =
-1 1-—y2

_ Y

Vi-y?

On remarque que pour y > 1, ouy < —1, x n’existe pas.

Donc f n’est pas surjective.

Alors pour que f soit surjective il faut que y €] — 1, +1][. Par suite

— r =

fiRY —] —1,+1]
T

[ ——
2+ 1

et
7] -1+1[— R"

T S —
1—y?
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Exercice 10 :
Soit f: E — F une application et soient A et B deux ensembles de F.
Montrer que f est injective <= AN B =0 = f(A)N f(B) =

—

Supposons que f est injective et AN B = (), montrons que f(A ) f(B)=0.
Raisonnement par I’absurde alors supposons que f(A) N f(B) #
Soit y € f(A)N f(B) =y € f(A)ety € f(B) = (y = ()avecaEA)

et (y = f(b) avec b € B) = f(a) = f(b) = a = b car f est injective, contradiction avec
ANB=0.

Donc f(A)N f(B) = 0.

pr—

Supposons que AN B =0 = f(A) N f(B) =0, et montrons que [ est injective.
Soient x1, x5 € E tels que x1 # x9 et montrons que f(z1) # f(x2).

On pose A ={z1} et B={x2} = ANB=10.

Donc d’apres 'hypothése f(A) N f(B) =0, on obtient f({z1}) N f({za}) =0
= f(z1) N f(z2) =0 = f(x1) # f(x2), ce qui implique que f est injective.

Exercice 11 :

Soit f une application de R dans | — 1, +1[ définie parf(z) = ] f| §
x

1) f est-elle injective ?

L si x>0
flx) = =

1+ |z T
si <0
11—z

T T2

Si 21 et x5 sont de signe different par exemple z; < 0 et xo > 0 alors f(x;) = f(z2)
X1 1) . .
— = impossible car f(z1) <0 et f(xy) > 0.
1+’$1‘ 1+\x2\ p f( 1) f( 2)

Donc x; et x5 sont toujours de méme signe.

. X1 X2
Par suite f(x1) = f(x2) — =
flan) = fz2) T+ x| 14 |ae]
Sizy = 0et zo >0 alors o1 + 2129 = X9 + L1129 =—> T1 = To.
Sizy <0etazy<0alors 1 — 2129 = T — 1Ty = T1 = Xo.
Donc f est injective.

Soient x1, =5 € R tels que f(z1) = f(x2) =

— I +.T1‘;€2’ = T2+ ’1’1|$2.

2) f est-elle surjective 7

- >0
y=flz) =y T+ 1ol N
= si <0
. 1—=x
a)Siz > 0alorsy = — = s =yr+y = y=a—yr =y =z2(l—y) = — =7
1+ 11—y

Donc Vy € [0,1], 3o = Y tel que y = f(x).
-y
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b)Si:cg()alorsy:%ix:y—xyiy:x—i—yxiy:x(l—l—y):>x:—.
— X

Donc Yy €] — 1,0], 3z =

Par suite f~!(y) =
—— si

Conclusion :

y €10, 1]

si ye€l—1,0]

Y
14y

Y tel que y = f(x).
)

f)-1,+1]—R

Exercice 12 :

Soient a, b, ¢, d des réels non nuls donnés et soit g une fonction définie par

g:EFE— F
2ax — b

v glr) = —cx +d

1) Comment doit-on choisir £ pour que g soit une applicaion.

Dy,={reR/—cx+d#0}.
d
—cx+d:0:>cx:d:>xzz.

Donc E = R\{g}

2) Comment doit-on choisir a, b, ¢ et d pour que g soit une applicaion injective.

Soient x1, x5 € E tels que

g(x1)
2ax1 — b

(2az1 — b)(—czy + d)
—2acxixy + 2adxy + bexy — bd
2adx, + bexs

2adx, — bcxy + bexy — 2adxs
(2ad — be)xy + (be — 2ad)xy
(2ad — be)(xy — )

g(x2)
2ax9 — b
—cxo+d

(2azy — b)(—czy + d)
—2acri1Ts + 2adxy + bexy — bd
2adxs + bexq

0

0

0.

Si 2ad — be # 0 alors 1 = x4 et g sera injective.

3) Comment doit-on choisir a, b, ¢, d et F' pour que g soit une applicaion surjective.
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y =
y =
y(—cx+d) =
—cyr +yd =
—cyr — 2ar =
2ax + cyr =
x(2a+cy) =

Tr =

Alors x n’est pas définie si 2a +cy =0 = cy = —2a —= y = ——.

—2
Par suite f est surjective <= F = R\{Ta}.

9(x)

2ax — b
v

2ax — b

2ax — b

—yd —b

yd+0b

yd+b

yd+b

2a +cy

—2a
c

29

4) Comment doit-on choisir a, b, ¢, d, E et F' pour que g soit une applicaion bijec-

tive.

Pour que g soit une application bijective il faut qu’elle vérifie les conditions d’injectivité

et de surjectivité, c’est-a-dire :
d -2

Si 2ad —be # 0 et g: RNAZY — RN 21,
c c



Chapitre 2

Structures algébriques

2.1 Groupes

2.1.1 Loi de composition interne

Définition 24. Soit E un ensemble non vide alors toute application x qui vérifie

x: EXE—F
(z,y) =z xy = *(z,y)
est dite loi de composition interne (l.c.i).

Exemple 29. + est une loi de composition interne dans Z.

Remarque 14. E munit de la loi * est notée (E, *).

2.1.2 Groupe, sous groupe, morphisme

Définition 25. (Groupe)

Soit (E, ) un ensemble non vide, on dit que (E, %) est un groupe si

1) % associative i.e Vx,y,z € E, (xxy) %z =1z % (y*2).

2) E admet un élément neutre pour la loi x i.e Je € E, Vx € E [ xxe =exx = .

3) Tout élément de E admet un symétrique i.e Ve € E, 32’ € E, [ xx2' =a' xx =e.

Remarque 15. SiVz,y € E, xxy = y*x, on dit que (E,*) est un groupe Abélien ou

commutatif, on note le symétrique de x par x’' ou x~!.

Exemple 30. R" est un groupe commutatif.
N* n’est pas un groupe.

30
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Exercice :
On définit sur la loi * par z xy = = +y — xy, (R, ) est-il un groupe?

a) Loi de composition interne :
Soient z,y € R alors x xy = (x +y — zy) € R.
Donc * est une loi de composition interne.

b) Commutativité :
Soient z,y € Ralorsrxy=x+4+y—axy=y+z—yr=yx*ux.
Donc la loi * est commutative.

c) L’associativité :

Soient z,y, z € R alors

(xxy)xz = (z+y—ay)*xz+(x+y—zy)+z2—(z+y—zy)z = x+y+z—ry—xrz—yz+ayz.
rx(y*xz) =xx(y+z—yz) =x+(y+z—yz)—x(y+z—yz) =r+y+z—ry—xz—yz+rxyz.
On remarque que (zxy) * 2 = x * (y * 2).

Donc la loi * est associative.

d) L’élément neutre :
Soient z € Ralorszxe=r=—=c+e—ze=x=—=¢(l—2)=0= =0, car Vo € R.
Donc I'élément neutre est e = 0.

e) L’élément symétrique :

Soient z € Ralors 2’ =e=zx2' =0=a+2' -2z’ =0=2'(1 —2) = —0,—
—x

Cl—a

Sixz =1, laloi x n’admet pas un symétrique.

Donc RN\ {1} est un groupe mais R n’est pas un groupe car '’élément 1 n’admet pas un

symétrique.

x/

Théoréme 7. Soit E un ensemble non vide munit d’une loi de composition interne A.
Si (E,A) est un groupe alors Vx,y € E, on a (zAy) =y’ Ax’.

Preuve. Soient z,y € E, (zAy) = z = zA(xAy) = e.
Ce qui donne

2AzAyAy = eAy

2AxzAe = o
2Ax = o
2AzAr’ = oA’
2Ae = y'Ax

2z = yAx.

Définition 26. (Sous groupe)

Soit E un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne telle que (F,x*) est
un groupe et A € P(E)i.e A C E alors (A, *) est un sous groupe de (E,*) si



32 CHAPITRE 2. STRUCTURES ALGEBRIQUES

ecA ieA#0.
2)Vx,y € A, (xxy) € A est dite stabilité.
3)Vr € A, ' € A est dite symétrique.

Exemple 31. (3Z,+) est un sous groupe de (Z,+) avec 37 l’ensemble des entiers mul-
tiples de 3.

Définition 27. (Morphisme)

Soient (E,A) et (F,v) deux groupes, alors f est un morphisme de groupe si Vx,y €
E, f(zAy) = fx)vf(y)-

Définition 28.
1. Un endomorphisme est un morphisme de E dans E.
2. Un 1somorphisme est un morphisme bijective.

3. Un automorphisme est un endomorphisme bijective.

Théoréme 8. Soient (E,A) et (G,*) deux groupes, tels que ey I’élément neutre de la loi
A et ey I’élément neutre de la loi % et f: E — G est un morphisme de groupe, alors

1. f(e1) = es.
2. Vrx e E, [f(x)]' = f(a™h).

Preuve.

1. Montrons que f(e1) = es.
Ona f(erAer) = fler)xf(er) = fler) = flex) = flex)x[f(e1)] ™" = fer)*[f(er)] ™
fle1) xea = ea = f(e1) = ea.

2. Soit x € E, montrons que [f(x )] flz™h).
On a f(anc D= flx)* f(z7) = f(el) = ey alors
f@Az™h) = fle)) = ey = @)« fla” D= [f@)] " xe = [f(2)]7" % flz) *
fa@™) = [f@)] " = eax f(a7h) = [f(2)] ' = f(a™).

Exemple 32. (Morphisme de groupe)
Soit f un morphisme de groupe définit par

f : (R\{_3}7*) — (R*a )
rT—=x+3

telle que la loi * est V(z,y) € R\{—-3}, zxy = x.y+3(x+y+2), et. est la multiplication
usuelle.

Calculer de deuxr maniéres differentes ’élément neutre e puis I'élément symétrique v~ *.



2.2. ANNEAU SOUS ANNEAU CORPS

1) Calculons I’élément neutre

a) Premiére méthode :
On a

rxe = T

re+3rz+e+2) = x

re+3r+3e+6 = x
re+3e = r—3x—6

e(x+3) = —2x—6
e(x+3) = —2(x+3)
—2(x +3)
¢ r+3
e = —2carx # -3

b) Deuxiéme méthode :
Onafle)=e =e+3=1=¢e¢=-2.

1) Calculons l’élément symétrique

a) Premiére méthode :

On a
rxz !l = ¢
v ' 43+ +2) = =2
rx ' +3x+3x 146 = -2
ra ' +3x! = —3r-38
vz +3) = -3x-9+1
Nz +3) = —3(x+3)+1
1 —3(z + 3) 1
z+3 T+ 3
1
-1
= -3
T + 13
b) Deuxiéme méthode :
1 1
O -1 = 11— 14+3= — z1=-3 .
na f(z™') = [f(z)] A= x o3

2.2 Anneau sous anneau corps

Soit £/ un ensemble non vide et soient deux lois de composition interne + et x.

Définition 29. (Anneau)

(E,+, X) est un anneau si
1) (E,+) est un groupe commutatif, son élément neutre est noté e ou Og.
2) X est associative.

33

3)Ve,y,z€ B, x x (y+z)=(xxy)+(xxz)ou(y+2z)xz=(yxz)+(zxz)ie (X
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est distributive sur +.)
4) E admet un élément neutre pour la deuziéme loi X noté ey ou 1g.

Remarque 16.
1. On peut écrire x X y comme xy.
2. Les lois (+) et (x) ce sont des notations seulement.
3. La symétrique de x par rapport a la premiere loi est noté —ux.

4. La symétrique de x par rapport o la deuzieme loi est noté x— .

Exemple 33. (R, +, X) est un anneau.
(N, +, x) n’est pas un anneau.

Remarque 17. Soit n € N* et x,y € (E,+, X)
I.nt=x+x+ ..+ (n fois.)

2. 2" =z X x X ..xx(n fois.)

3. (zy)™ # x"y".

Propriétés :
Soient x,y € (E,+, X)
1)20=02=0

2) (—z)y = —zy = z(—y)

Preuve.

1. Montrons que z.0 =0
On a

20 = 2(0+0)
20 = 20+ 20
20+ (—20) = 20+ 20 + (—z0)

0 = 2040
0 = =20.
2. Montrons que (—z)y = —zy
On a
(—z)y+zy = [(—2)+zly=0

(—2)y +ay+(—zy) = 0+ (—zy)
(—2)y+0 = 04 (—zy)
(—x)y = —zy.

m
Soit (E,+, X) un anneau et soit A € P(E).
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Définition 30. (A, +, X) est un sous anneau de E si
a) (A,+) est un sous groupe de (E,+).
b)Vae,y € A, xy € A.

c) L’élément neutre de la deuziéme loi eo € A, on peut le noté 1g.

Exemple 34.
1. (Z,+, x) est un sous anneau de (R, +, x.)

2. (3Z,+, x) n’est pas un sous anneau de (Z,+, X.)

2.2.1 Corps

Soit £/ un ensemble non vide et deux lois de composition interne + et x sur E.

Définition 31. (E,+, x) est un corps si

1) (E,+, x) un anneau.

2) L’élément neutre de la loi + est different de I’élément neutre de la loi x.
3)Vr € EN{e1} admet un symétrique par rapport a la deuzieme loi X.

Exemple 35.
1. (R, 4+, x) est un corps.
2. (Z,+, x) n’est pas un corps.

35
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2.3 Séries d’exercices

Exercice 1 :
Soit une loi de composition interne * définit sur R telle que xxy = x+y—nxy avec n € N*.
(R, %) est-il un groupe?

Exercice 2 :
On munit £ = R — {—5} de la loi * définie par
V(a,b) € E* axb=ab+5(a+b+4).
1) Vérifier que * est une loi de composition interne dans E.
2) Montrer que (E,*) est un groupe commutatif.
3) Soit 'application
f(R*).) — (E,%)

T x—95

Montrer que f est un morphisme de groupe avec (. est la multiplication usuelle.)

Exercice 3 :

Soient A et B deux sous groupes de (F, ).

1) Montrer que AN B est un sous groupe de E.

2) Soit nZ un sous groupe de (Z,+) et A, B C nZ.
Est ce que AU B est un sous groupe de (nZ,+).

Exercice 4 :

Soit f : (E,*) — (E, ) un endomorphisme de groupe et soit A un sous groupe de (E, x).
1) Montrer que f(A) est un sous groupe de (E, *).

2) Ya € E, on définit 'application g par

g: (B, x) — (E, %)

T axrkat

Montrer que g est bijective,déduire sa réciproque.

Exercice 5 :

Soit f : (E,*) — (F,A) un morphisme de groupe.

1) Soit A un sous groupe de F, montrer que f~'(A) est un sous groupe de E.
2) on définit le sous groupe ker f par :

kerf ={x € E ]/ f(x) = ea} tel que ey I'élément neutre de (F, A).

Montrer que f injective <= kerf = {e;} avec e; 'élément neutre de (E, ).

Exercice 6 :

Soient £ =R* x R et f:R* — R une application telle que
V(a,b), (¢,d) € E avec (a,b) * (¢,d) = (ac, bc + ¢(a)d).

Qoel condition doit vérifier ¢ pour que (E, ) soit un groupe.

Exercice 7 :

Soient A et B deux sous groupes d'un groupe (F,.).

Montrer que AB est un sous groupe de F si et seulement si AB = BA.
Indication : ab # ba avec a € A et b € B.
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Exercice 8 :

Soit (E,.) un groupe dont I’élément neutre e; et pour tout z € E l'inverse est 27!, soit b
un élément de E, on définit la loi x dans F par Vax,y € E, v xy = x.b.y

Montrer que (F, %) est un groupe et préciser I’élément neutre ey et ’élément symétrique
de z avec x € E.

Exercice 9 :
On munit R? de deux lois + et * définies par

(z1,91) + (22,2) = (21 + 22, Y1 + 1)

(z1,91) * (22, 92) = (2172, 1Y2 + Toy1)

1) Montrer que (R?,+) est un groupe abélien.
2) Déduire que (R? +, %) est un anneau commutatif.

Exercice 10 :
Soit (E,+,.) 'anneau des fonctions continues de R dans R, on pose
fR—R

3r—5 si 20

z— f(z) =
0 si r<0
et g:R— R
0 st 220
x> g(x) =

22 si <0

1) Calculer fg.
2) Vérifier que si fg=0=—= f=0o0oug=0.
3) Que peut-on déduire sur 'anneau (E,+,.).

Exercice 11 :

Soit E = {a +bV6, a,b € Z}.

1) Montrer que (E, +,.) est un sous anneau de (R, +,.).
2) On définit 'application 1 par

v (E,+,.) — (E,+,.)

a+ b6 — Y(a+ bvV6) = a — bV/6.

Montrer que % est un isomorphisme d’anneau.

3) Est ce que (E,+,.) est un corps.

Exercice 12 :
Soit E un ensemble non vide de N, tel que
E,=1{0,1,2,...,n — 1} sur lequel on définit deux lois de composition interne.
Ve,y € E,, x®y = s, avec s est le reste de division de z+y surnet Vo, y € E,, t®y = p,
avec p est le reste de division de x X y sur n.
1) Vérifier que (E,,®,®) est un anneau commutatif.
2) Pour n = 10, calculer 3® 9, 8®5, 7' @2, 4® 37, 52, 92,

)

3) Résoudre dans Ejy les équations suivantes :
)
)

Qo

(V@) 3 =0.

b) 22 @6 = 0.
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2.4 Corrigé de la série d’exercices

Exercice 1 :
Soit une loi de composition interne * définit sur R telle que xxy = x+y—nxy avec n € N*.
(R, %) est-il un groupe?

a) Commutativité :
Soient z,y € R, alors

rT*xYy = xT+Y—nxy
Y+ —nyx

= yxx

b) Associativité :
Soient z,y, z € R, alors

(xxy)xz = (r4+y—nzy)*z
= (z+y—nzy)+z—n(r+y—nry)z
= x+y+z—nxy—nxz—nyz+n2xyz
xx(yxz) = xx(y+2z—nyz)
= o+ (y+z—nyz) —nz(y+ 2z —nyz)

x+y+z—nxy—nxz—nyz+n2a:yz.

Donc (z*y) * z = x % (y * 2).

c) L’élément neutre :
Soit r e R, telque zxe=rv=2+e—nex=0=¢e(l —nz)=0=¢e=0.

d) L’élément symétrique :
Soient = € R, alors

rxr = e
rx1r’ = 0
r+2 —nzr’ = 0
r+2(1—nx) = 0

2(1—nx) = —x

|
8

nr—1

Pour z = —, 2’ n’existe pas, ce qui implique que (R, *) n’est pas un groupe, tandis que

1
;"
(RN\{—1}, *) est un groupe.
n

Exercice 2 :
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On munit £ =R — {—5} de la loi * définie par
V(a,b) € E?, axb=a.b+5(a+b+4).

1) Vérifier que * est une loi de composition interne dans F.
V(a,b) € E* axb=ab+5(a+b+4).

Raisonnement par I’absurden alors supposons que a * b = —5.
Ce qui implique que
ab+5(a+b+4) = -5
a.b+5a+50+20 = —5
a.b+ba+5 = —25
a.b+5a = —25-—5b
alb+5) = —=5(0b+5)
a = —5 contradiction car a # —5.

Donc * est une loi de composition interne dans F.
2) Montrons que (E, %) est un groupe commutatif.

a) Commutativité :
Y(a,b) € E*, axb = ab+5(a+b+4)
= ba+5b+a+4)
= bxa

b) L’associativité :
Va,b,c € E, (a*xb)xc = [ab+5(a+b+4)]*c
= [a.b+5(a+b+4)c+5[(ab+5a+b+4))+c+4]
= abc + dac + dbc + Hab + 25a + 25b + 25¢ + 120
ax(bxc) = ax[bc+5b+c+4)
= a(b.c+50b+c+4))+5la+ (b.c+50b+c+4))+4]
= abc+ dac + dbc + Hab + 25a + 25b + 25¢ + 120.

Ce qui implique que (a * b) x ¢ = a * (b* c).

¢) Montrons que la loi * admet un élément neutre
YVae FE, axe = a
ae+5(a+e+4) = a
ae+5a+5¢+20 = a

e(a+5) = —ba+a—20
e(a+5) = —4a—20
e(a+5) = —4(a+5)
—4
e = ﬁ car a # —bH

e = —4

39
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d) Montrons que chaque élément admet un élément symétrique

axad = e

aa' +5(a+d +4) = e
ad' +5(a+d +4) = —4
aa' +5a+5a" +20 = —4
aa' +5a° = —24 —ba
d(a+5) = —24—"5a
a = 245 est bien définie car a # —5.
a+95

Donc (E, *) est un groupe commutatif.

3) Soit I'application
f : (R*v) — (E> *)
T—=x—25
Montrons que f est un morphisme de groupe.

On doit montrer que f(z.y) = f(x) * f(y).
On a

flzy) = xy—5
f@)«fly) = (x=5)*(y—5)
= (=5 —=5)+5(z—-5)+ (-5 +4
= a2y —5r —5y+25+5x —25+4+5y — 25+ 20
Ty — 5.

Donc f(z.y) = f(x) * f(y).

Exercice 3 :
Soient A et B deux sous groupes de (F, ).
1) Montrons que A N B est un sous groupe de E.

a) L’élément neutre :
e € A car A est un sous groupe de E, et e € B car B est un sous groupe de F ce qui
implique que e € AN B.

b) Stabilité :
Soient ,y € ANB = x,y € Aetz,y € Balors (x*xy) € Aet (xxy) € Bcar Aet B
sont des sous groupes de £ = (x xy) € AN B.

¢) Symétrique :

reANB=uzc€ Aetz € B.

A et B sont des sous groupes de F = 2’ € Aet2’ € B=— 12" € ANB.
Conclusion : AN B est un sous groupe de E.

2) Soit nZ un sous groupe de (Z,+) et A, B C nZ.
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Est ce que AU B est un sous groupe de (nZ,+).

a) L’élément neutre :
e € A car A est un sous groupe de K —e € AU B.

b) Stabilité :

Contre exemple : Si on prend A = 5Z et B = 6Z alors on remarque que 5 € 5Z
et 6 € 6Z mais 5+ 6 = 11 ¢ 5Z U 6Z.

Donc A U B n’est pas un sous groupe de (nZ, +).

Exercice 4 :
Soit f : (E,*) — (E, %) un endomorphisme de groupe et soit A un sous groupe de (E, x).
1) Montrons que f(A) est un sous groupe de (FE, ).

a) L’élément neutre :
Soit e € A car A est un sous groupe de (E,x) = f(e) = € € f(A) car f est un endo-
morphisme de groupe, par suite f est une application de E dans E.

b) Stabilité :

Soient a,b € A = f(A),f(B) € f(A) et a*xb € A car A est un sous groupe de
(B, %) = f(a)* f(b) = f(a*xb) € f(A) car f est un endomorphisme de groupe.

Donc f(a) * f(b) € f(A).

c) Symétrique :
Soit a € A= f(a) € f(A) et a=' € A car A est un sous groupe de (F, *)
= f(a™) € f(A) = [f(a)] ' = f(a™?) € f(A) car f est un endomorphisme de groupe.

Done [f(a)]"! € (A).
Conclusion : f(A) est sous groupe de (E, ).

2) Ya € E, on définit 'application g par
g: (B, x) — (E,x)
x> axrral

Montrons que g est bijective,déduire sa réciproque.

a) L’injectivité :
Soient xq, x5 € E tels que

g(r1) = g(z2)

a*xl*a_l = a*xQ*a_l
a’l*a*xl*(fl = a’l*a*xg*a’l
e*xl*a_l = e*xz*a_l
xl*a_l = xg*a_l
xl*a’l*a = xz*a’l*a
1 *x€e = T9*xe

r1 = 9 = f est injective.
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a) La surjectivité :
Soit y € F, tel que

1

Yy = a*xr*a
a’l*y = a'xaxxxal
atxy = exxxa’
a_l*y = zxa !
a’l*y*a = xzxa 'x*a
a_l*y*a = xT*xe
a_l*y*a =z

Donc 3z = (a ' xy*a) € E, tel que y = g(z).

Conclusion : g est bijective et

g (B %) — (B, %)

y»—>a’1*y*a.

Exercice 5 :
Soit f: (E,*) — (F,A) un morphisme de groupe.
1) Soit A un sous groupe de F, montrons que f~*(A) est un sous groupe de E.

a) L’élément neutre :

[TlA) ={zeE / fz) € A}

f(e1) = €9 € A car A est un sous groupe de F = ¢; € f~1(A).

b) Stabilité :

Soient z,y € f71(A) = f(x) et f(y) € f(A) = f(x)Af(y) € A, car A est un sous
groupe de F.

Or f est un morphisme de groupe = f(2)Af(y) = f(x xy) = f(xxy) € A

= (zxy) € f1(A).

¢) Symétrique :

Soit z € f7H(A) = f(x) € A= [f(z)]"! € A car A est un sous groupe de F.
Or f est un morphisme de groupe, alors [f(z)]™! = f(z7!) = f(z7!) € A
— 2t e fH(A).

Donc f~!(A) est un sous groupe de E.

2) on définit le sous groupe ker f par :
kerf ={x € E | f(z) = ea} tel que ey I'élément neutre de (F, A).

Montrons que f injective <= kerf = {e;} avec e; 1’élément neutre de (F, x).

Onakerf={zeE/ f(x)=e}={re E/ f(zx) e {e}} =f"({e})
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Or {ey} sous groupe = f~'({ez}) = kerf sous groupe de E.
—
Supposons que f est injective et montrons que kerf = {e;}.

a) Montrons que {e;} C kerf

{e1} C kerf car kerf est un sous groupe de E.

b) Montrons que kerf C {e;}

x € kerf = f(x) =eq, or f(e1) =exs = f(z) = f(e1) = = = ey car f est injective.
Donc kerf = {e;}.

P—

Supposons que kerf = {e;} et montrons que f est injective.
Soient 1,9 € E tels que f(z1) = f(x2).

On a

fla)Alf ()] = e
f(CC?)A[f(fUl)]fl = egcar f(r1) = f(z2)
fwa)Af(ay?

) = e
flzyx27l) = ey

Ce qui implique que (x5 * 27') € kerf = (23 x 27') € {e1} car kerf = {e;}
— (py*x 2] ) =€) => Ty kT ¥ T = €1 ¥ T = Ty = T).
Donc f est injective.

Exercice 6 :

Soient £ =R* x R et f:R* — R une application telle que
Y(a,b), (¢,d) € E avec (a,b) * (c,d) = (ac,bc + ¢(a)d).

Qoel condition doit vérifier ¢ pour que (F, *) soit un groupe.

a) Loi de composition interne :
Soient (a,b), (c,d) € R* x R alors a # 0 et ¢ # 0 ce qui donne ac # 0 par suite
(a,b) * (¢, d) = (ac,bc + ¢(a)d) € R* x R.

Donc * est une loi de composition interne.

b) L’associativité :
Soient (a,b), (¢,d), (z,7) € R* xR alors a # 0, ¢ # 0 et z # 0 ce qui donne acz # 0.
On a

((a,b) % (c,d)) * (z,7) = (ac,bc+ ¢(a)d) * (z,1)
(acz, [be + ¢(a)d]z + ¢(ac)r)
(acz,bez + ¢(a)dz + ¢p(ac)r)

(a,b) x ((e,d) x (z,7)) = (a,b)* (cz,dz + ¢(c)r)
= (acz,bez + ¢(a)ldz + ¢(c)r])
(
d

acz,bez + ¢(a)dz + ¢p(a)d(c)r).
Pour que ((a, b)x(c,d))x(z,7) = (a,b)x((c, d)*(z,r)) il faut et il suffit que ¢(ac) = ¢(a)d(c).

c) L’élément neutre :
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Soient (a,b), (e1,e3) € R* x R alors a # 0 et e; # 0, ce qui donne ae; # 0, par suite
(a,b) * (e1,e2) = (a,b) = (aey, bey + ¢(a)e2) = (a,b)

aey = a er = 1
— —
bel + ¢(a)€2 = b €y = 0
Ou bien (ey, e3) * (a,b) = (a,b) = (e1a,e2a + ¢(e1)b) = (a,b)
e1a = e; = 1
— —
ea+ Pp(er)b = b e = 0Oet f(e) =€ =1.

Donc I’élément neutre est (e, e2) = (1,0).

d) L’élément symétrique :

Soient (a,b), (a’,b') € R* x R alors a # 0 et a’ # 0 ce qui donne aa’ # 0 par suite

(a,b) x (a',b') = (e1,e2) = (1,0) = (ad’, ba’ + ¢(a)b') = (1,0)
(

/ _ a = 1
aa’ =1 a - ~ 4
— — — )
ba' + ¢p(a)) = 0 b Y — o= —
\ a + gb(a) =0 a¢<a>
Ou bien (', V') * (a,b) = (e1,e2) = (1,0) = (d'a,b'a+ ¢(a’)b) = (1,0)
( 1 1
da =1 a’ - a = a
/ / _ 1 — 1
Va+d(a)h = 0 Ya+ ()b = 0 po= ok
\ a 1 a il
Donc pour que la loi * admet un symétrique il faut et il suffit que qﬁ(g) = W.

Conclusion : Pour que (F, %) soit un groupe il faut que I'application ¢ vérifie les condi-
tions suivantes
1) Ya,c € R* alors ¢(ac) = ¢(a)o(c).
2) L’élément neutre est (1,0).
1
3) Va, € R* alors ¢(—) =

a

¢(a)

Exercice 7 :

Soient A et B deux sous groupes d’un groupe (E,.).

Montrons que AB est un sous groupe de F si et seulement si AB = BA.

On a
AB={re€ FEx=abavecac Aetbec B}

BA={x € Fx=baavechb € Betac A}

Montrons que AB est un sous groupe de £ <= AB = BA.

=

Supposons que AB est un sous groupe de E et montrons que AB = BA.

a) Montrons que AB C BA

Soit © € AB = 2’ € AB car AB est un sous groupe de K = z’ = a.b avec a € A
et be B.
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Or z2’ = e avec e I’élément neutre de la loi (.), alors

/

xr’ = e
rab = e
z.a.bl = eb avec b symétrique de b
r.a.e = elb
ra = b
r.a.a = b.d avec d’ symétrique de a
re = Vd
x = bd avecl € Betd € A.

Donc x € BA, par suite AB C BA.

b) Montrons que BA C AB
Soit x € BA = x = bj.ay avec by € Bet a; € A =— 1’ € AB avec 2/ symétrique de x
car AB est un sous groupe de E, alors

Pr = e
2'bia; = e
2'.bi.aj.a] = e.a] avec a} symétrique de a,
r'bie = a
by = a
bbb = d).b] avec b symétrique de by
r.e = ay.b]
r = daj.bjaveca) € Aet ] € B.

Onaa' € AB= (1) € AB car AB est un sous groupe de E.
Or (') =2 = x € AB, par suite BA C AB.
Conclusion : AB = BA.

P
Supposons que AB = BA et montrons que AB est un sous groupe de F.

i) L’élément neutre :
On a e = e.e avec e € A car A est un sous groupe de E et e € B car B est un sous
groupe de F, par suite e € AB.

i1) Stabilité :

Soient x1, x5 € AB et montrons que x,.x9 € AB, alors

1 € AB = 21 = a1.by avec a; € A et by € B.

Ty € AB = 19 = a9.by avec as € A et by € B.

Alors T1T9 = al.bl.ag.bg.

On pose ¢ = by.as € BA=— c€ BA car AB = BA = c=a3.bz avec az € A et b3 € B,
parsuite

x1.29 = (ay.a3).(bs.be) avec (ay.a3) € A car A est un sous groupe de E et (b3.bs) € B car
B est un sous groupe de E, ce qui donne z1.x5 € AB.
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i1i) L’élément symétrique :
Soit t € AB=—=x=abavecac Aetbec B.
Or 2’.x = e avec 2’ symétrique de x, alors

ab = e
2'.a.b.bl = el avecl symétrique de b
2ae = b
a = U
7.a.d = V.d avec a’ symétrique de a
e = b.d
¥ = V.d.

Ce qui implique que ' € BA = 2’ € AB, car AB = BA.
Donc AB est un sous groupe de F.

Exercice 8 :

Soit (E,.) un groupe dont 1’élément neutre e; et pour tout z € E l'inverse est 2!, soit b
un élément de E, on définit la loi *x dans F par Vx,y € E, v xy = x.b.y

Montrons que (FE, *) est un groupe et précisons I’élément neutre es et ’élément symétrique
de x avec x € F.

a) Loi de composition interne :

Ve,y € E, x*xy = x.a.y = (x.a) € E car (E,.) est un groupe, ce qui implique que
(r.a).y € F car (x.a) € Eety € E avec (E,.) est un groupe, alors Vz,y € E, (xxy) € E.
Donc la loi * est une loi de composition interne.

b) L’associativité :
Vr,y,z € E, tels que
(x*xy)*xz = (r.a.y)*z
= (z.a.y).a.2
rx(y)xz) = zx*(ay.2)
= z.a.(y.a.z).

Or (z.a.y).a.z = z.a.(y.a.z) car la loi . est associative.
Donc (x % y) * z = x * (y * z), par suite la loi * est associative.

c) L’élément neutre :
Ve € E, x*xey = x, alors

T.a.69
x’l.x.a.@ = zlz
€1.a.60 = €1
a.eo — €1
a’l.a.eg = a’l.el
1.9 = -1

€y =
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De la méme maniére, on a
Vx € E, ey x x = x, alors

€2.06.T = I
@.a.x.x’l = za !
€r.0.€61 = €1
€.k = €1
eg.a.cf1 = el.cf1
€9.69 = a!

€y = at.

d) L’élément symétrique :
Vo € E, xx 1’ = ey, avec 2’ I'élément symétrique de z, alors

r.a.r = ey
rx.a.xr =
x lrar =

e.a.r =

a tar =

e.x’

/

a
€T
T
/
a.r = X
a
a
i a

Et d’une maniére similaire, on obtient

Ve e E, o'z = ey
2axr = e
2ax =

azal =
2ae =

2a.at =

x’.el.

!
T

a
a
a
Za = a
a
a
a
Donc (E, %) est un groupe.

Exercice 9 :
On munit R? de deux lois + et * définies par

(z1,91) + (22,2) = (21 + 22, Y1 + 1)

(z1,91) * (22, 92) = (2172, 1Yo + Toy1)
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1) Montrons que (R?, +) est un groupe abélien.

a) Loi de composition interne :

Soient (z1,y1), (T2, y2) € R? alors (z1,v1) + (2, 92) = (21 + T2, y1 + o) € R? car z; € R
et 1o € R = (1 + z2) € R.

De plus y; E Ret yo € R = (y1 + y2) € R.

Donc la loi + est une loi de composition interne.

b) Commutativité :
Soient (x1,91), (T2, y2) € R? alors

(1, 91) + (22,2) = (1 + 22,51 +Y2)
= (z2+ 21,92+ 1)
= (v2,92) + (z1,21)-

Donc la loi + est commutative.

c) L’élément neutre :

Soit (z,y) € R? alors (z,y) + (e1,€2) = (2,y) = (z + €1,y + €2) = (2,9)
r+e = =x eqr = 0

— —
yt+e =y e = 0.

Donc I’élément neutre est (e, ez) = (0,0).

d) L’élément symétrique :

Soient (z,y), (z',y') € R* alors (z,y) + (2/,y) = (e1,62) = (x + 2’y + ') = (0,0)
r+2 =0 ¥ = —x

— =

y+y = 0 y = -y
Donc I'élément symétrique est (', y') = (—x, —y).
Conclusion : (R?, +) est un groupe abélien.

2) Déduire que (R?, +, *) est un anneau commutatif.
Il reste a montrer que :

a) L’associative :
Soient (z1,v1), (T2, v2), (r3,y3) € R? alors

((z1,91) * (22,92)) * (23, Y3) (2122, L1y + 2y1) * (73, Y3)
(212973, 122Y3 + T3(T1Y2 + T2Y1))
(21723, 1122Y3 + T3T1Yo + T3T2Y1)

(@1, y1) * (22, 92) * (23,93)) = (21,41) * (22w3, T2y3 + T3Y2)
(2127923, 21 (T2y3 + T3Y2) + T273Y1)
(w1293, T172Y3 + T1T3Y2 + TaT3Y1)
(

T1X2X3, T1X2Y3 + T3X1Y2 + x3x2y1).

On remarque que

(w1, 91) * (72, 92)) * (23, y3) = (21, 91) * (22, Y2) * (73,93))-
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Donc la loi * est associative.

b) Commutativité :
Soient (z1,v1), (z2,y2) € R? alors

(z1,91) * (22,92) = (2122, T132 + D2y1)
= (@om1,T2y1 + T1Y2)

(T2, y2) * (21, 91).

Donc la loi * est commutative.

c) Distributivité :
Y(z1,91), (T2, 2), (3, y3) € R?, montrons que
(w1, y1) * ((w2,2) + (23,93)) = (21, 91) * (T2, Y2) + (21, 91) * (3,93), alors

(w1, 91) * (w2, 2) + (23,93)) = (21,91) * (22 + T3, Y2 + Y3)
(1 (2o + 3), x1(y2 + y3) + (T2 + x3)y1)
= (122 + 1123, 11Y2 + T1Y3 + Ty + T3y1).

D’autre part

(w1, 91) * (22, 92) + (21, 01) * (23,93) = (2122, 212 + 2oy1) + (2123, T1Y3 + T3Y1)
= (2122 + 2123, T1Y2 + Tay1 + T1Y3 + T3Y1).

On remarque que (1, y1) * (€2, Y2) + (T3,y3)) = (21, 91) * (22, y2) + (21, 91) * (x3,Y3).
Donc la loi * est distributive sur la loi +.

d) L’élément neutre :
Soit (x,y) € R? alors (z,y) + (e3,€4) = (z,y) = (wes3, xeq + e3y) = (z,y)
Tes = x €3 = 1
— — —
reqt+ey = y reat+y =y es = 0.
Donc I’élément neutre de la loi * est (e3,eq) = (1,0).
Conclusion : (R? +, %) est un anneau commutatif.

Exercice 10 :
Soit (E,+,.) Panneau des fonctions continues de R dans R, on pose
f:R—R

3r—5 si =0

x> f(x) =

0 si <0
et g: R— R

0 si 220
x> g(r) =

22 si <0

1) Calculons fg.
(Bx—=5)0=0 si >0
fg= — fg=0, Vz e R.
0z% =0 si x<0
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2) Vérifier que si fg=0= f=0oug=0.
On a fg=0mais f #0et g #0.

3) Que peut-on déduire sur 'anneau (E,+,.).
(E,+,.) n’est pas un anneau integre car fg =0 f =0oug=0.

Exercice 11 :

Soit E = {a +bV6, a,b € Z}.

1) Montrer que (E,+,.) est un sous anneau de (R, +,.).
a) Montrons que (F, +) est un sous groupe de (R, +)

i) L’élément neutre :
0=0+v6=0¢€E.

i1) Stabilité :
Soientw,yEE:x:al—i-bl\/éety:ag—i-bQ\/g
= o+y = (a1 +b1V6) + (ag +b3v6) = v +y = (a1 +az) + (b +b)vV6 = (v +y) € E.

i1i) Symétrique :
Soient 1 € E = 2 = a +bV/6 = —x = —a — b\/6 = (—a) + (—b)V/6
avec (—a) € Zet (-b) € Z= (—x) € E.

b) Stabilité :

Soient x,y € F = x =a; + b1 V6 et Yy =as+ byv/6 alors

ry = (a1 + b1\/6)(a2 + 52\/6) = (ayaz + 6b1by) + (a1by + a2b1)\/6
avec (ajas + 6b1by) € Z et (a1by + ash) € Z — xy € E.

c) L’élément neutre :
1=1+0V6—=1€E.
Donc (F,+,.) est un sous anneau de (R, +,.).

2) On définit 'application 1 par

v (B, +,.) — (E,+,.)

a+bv6 = Y(a+ bv6) = a — bV/6.

Montrons que 9 est un isomorphisme d’anneau, il faut montrer que 1 est une application
bijective.

a) L’injectivité :
Soient 1,z € F tel que ¥(z1) = ¢(xq), alors
1 €E = 11 =a1+ b6 et x5 € E:$2:a2+b2\/6, ce qui donne

Y(z1) = P(z2)

p(ar+b1vV6) = t(as+ baV6)
a; — bl\/é = a9 — bg\/g
a; = a2
Ce qui implique que —> x; = 9, donc Y est injective.

b1 = bg
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a) La surjectivité :

Montrons que Vy € E, 3z € E tel que y = ().
SoityEE:>y:a—b\/gaveca,beZ:>y:a—b\/6:w(a+b\/6)
— 3z € E tel que x = a + bv/6 avec a,b € Z, donc 1 est surjective.
Conclusion : v est bijective.

3) Est ce que (E,+,.) est un corps.
Soit © € E = = = a + b\/6, alors
1
a+ b6
a—bV6

(a + bv/6)(a — bv/6)
a— /6

a? — 6b?

a —-b a —b
= 2 e (a2—6b2>\/6 wvee 5 €Q et e €Q

1
x

Comme Q # Z, alors (E,+,.) n’est pas un corps.

Exercice 12 :
Soit £/ un ensemble non vide de N, tel que
E,={0,1,2,...,n — 1} sur lequel on définit deux lois de composition interne.

Va,y € E,, vy = s, avec s est le reste de division de x4y surnet Vo,y € F,,, xRy =

avec p est le reste de division de x X y sur n.
1) Vérifions que (E,, @, ®) est un anneau commutatif.

a) Vérifions que (E,, ®) est un groupe abélien

1. Commutativité :

ol

D,

Ve,y e E,:c®y=s<=x+y=kn+savecs<n<=y+x=~kn+s<

ydr=s.
DoncVe,ye E:xby=y®d .

2. L’élément neutre :

Ve € B, vde =2 = x+e =kn+r = e=kn,alorsec F, = k=0=—= e =0.

3. L’élément symétrique :
VeeE, t®dr'=e=0=z+2 =kn—=— 2/’ = kn — x, alors
ekb,—k=1=—2"=n-—u.

4. L’associativité :
Va,y,2 € E,, montrons que (z D y) Dz=x® (y D 2).
Soient z,y,z € E,, on a
(x@y)=ri<=z+y=nk +riavecr; <n=— 1 =x+y — nk.
Par suite (z @ y) 2z =1 @ 2z =ry <= 1 + 2 = nky + 19 avec ry < n.
En remplacant r; par sa formule, on obtient
(:1:+y—nk1)—|—z:nk:2+r2 :>:v+y—|—z:n(k‘1+k2)+r2.

D’autre part (y @ z) =13 <= y + 2z = nks + r3 avec r3 < n =13 = y + z — nks.

Par suite t @ (y @ 2) =x @1y =ry <= v+ 14 = nky + 14 avec r4y < n.
En remplacant r3 par sa formule, on obtient
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T+ (y+z—nks)=nks+rs = x+y+z=n(ks+ k) +rs
Comme le reste est unique,onary =r; = (r®y)Dz=2® (y ® 2).
Conclusion : (E,®) est un groupe commutatif.

. Commutativité de la loi ® :

Ve,ye E,  2Qy=p<=axy=kn+pavecp<n<=yr=kn+p<=yQx =p.
DoncVz,y € £, 12 Q@y =y ® x.

. L’élément neutre de la loi ® :

nk +x

VeeE, 1 =v=—ze =kn+aov=—¢ = alors
) Y

deklb,—=k=0=¢=1.

. L’associativité de la loi ® :

Va,y,z € E,, montrons que (1 Qy)Rz=12® (y® 2).

Soient x,y,z € E,, on a

(r ®y) = p1 <= zy = nk; + p; avec p; < n = p; = xy — nky.

Par suite (z ® y) ® z = p1 ® 2 = py <= p12 = nky + Py avec py < n.
En remplacant p; par sa formule, on obtient

(xy — nki)z = nky + ps = xyz = n(kiz + k) + po.

D’autre part (y ® z) = p3 <= yz = nks + p3 avec p3 < n = p3 = yz — nks.
Par suite 2 ® (y ® 2) =  ® p3 = py <= xpy = nky + py avec py < n.
En remplacant ps par sa formule, on obtient

z(yz — nks) = nky + py = vyz = n(ksz + ky) + pa.

Comme le reste est unique, onap, =ps —= (2 QYY) R z=2Q (y X 2).

. La distributivité :

Va,y,z € E,, montrons que (z®y)Rz=(r®2) D (y® z).

Soient x,y,z € F,, on a

(rdy)=ri<=x+y=nk +ravecr; <n=—= 1 =z +y—nky.

Par suite (r @ y) ® 2 =711 ® 2 = ry <= 112 = nky + 19 avec ry < n.

En remplacant r; par sa formule, on obtient

(x +y—nki)z =nks+re = (x+y)z = n(kiz + k2) + ra.

D’autre part (z ® z) = r3 <= xz = nks + r3 avec r3 < n = r3 = rz — nks.
De plus (y ® 2) = ry <= yz = nky + ry avec 74 < n = r4 = yz — nky, alors
(rR2)®(YyRz2) =13 ®ry =15 < 13+ 14 = nks + 15 avec r5 < n.

En remplacant r3 et r4 par leurs formules, on obtient

r3 + 14 = (vz2 — nks) + (yz — nky) = nks + r5, ce qui donne

xz +yz =n(ks + kg + ks) + r5.

Comme le reste est unique et (z + y)z = zz + yz, alors

ro=ry= (2B0Y)Rz=(r®2)d (YR 2).

Donc (E,, ®,®) est un anneau commutatif.

2) Pour n = 10, calculons 3® 9, 8®5, 71 @2, 4®371, 52, 92,

a)309=r<=3+9=10k+r<=12=10k+r=r=2,donc 39 = 2.

b)8R5=p<=8x5=10k+p<=40=10k+p=—p =10, donc 8 @5 = 0.

)T 1®2=302<=3+2=10k+r<=5=10k+r=r=5,donc 7' ®2=5.

)43 =407T=p<+=4x7=10k+p <= 28 = 10k +p = p = 8, donc
41371 =8.
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e) 52 =5®5 <= 5x5 =10k + p < 25 = 10k + p = p = 5, donc 52 = 5.
)2 =9R9+=9x9=10k+p<=81=10k+p=p=1, donc 9? = 1.

3) Résoudre dans Ejg les équations suivantes :

a) (IRr)®3=0—= 9IR2)®3d(-3)=08(-3) = 9I®x = (-3)
—=9!'90r=9""'®(-3)=1=9""'®(-3)=9R7=9x7=10k+p
—=63=10k+p—=p=3—= 2 =3.

b) ?®6=0=22®6®(—6)=0®(—6) = 1>=(—6) =21 =4= 1 x1=14
= x = 2.

93



Chapitre 3

Polynomes

3.1 Généralités

Définition 32. Soit K un corps commutatif avec K =R ou C, on dit que P(X) est un
polynome a coefficients dans K si il est de la forme

P(X) = Zanj = ao X'+ a; X'+ ...+ a, X" avec a; € K etn eN.
j=0

Remarque 18.
1. L’ensemble des polynomes est noté K[X].

2. X est appelé 'indéterminé.

Définition 33. Soit P € K[X] avec K = R ou C, on appelle degré de P le plus grand
entier naturel j avec a; # 0.
On note l'ensemble des polynomes de degré inferieur ou égal a n par K,[X].

Exemple 36. Soit P(X) = X5 +2X* —3X3+2X? — X + 1 alors
degP(X) =5, deg(2) = 0.

Définition 34. Soit P € K[X] tel que P(X) =Y a;X7 = agX° + a1 X' + ... + a4, X".
j=0

Le polynome P(l)(X) = Zjanj’l = XY 4 20, X" + ... 4+ na, X" est la dérivée du
§=0
polynome P.

Proposition 1. Soit k € N*, degP"®) = deg(P — k).

o4
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3.2 Opérations sur les polyndémes

3.2.1 L’addition

Définition 35. Soient P, Q) € K[X] avec K =R ou C, tel que
P(X) = Z a, X" et Q(X) = Z b, X" alors la somme de deuz polyndomes est

n=0 n=0

(P+Q)(X)= chX" avec ¢, = ap + by,.

n=0

Proposition 2.
1. deg(P + Q) < maz(degP, degQ).
2. degP # degQ) = deg(P + Q) = max(degP, degQ).

3.2.2 La multiplication

Définition 36. Soient deuz plynomes P et Q) € K[X]| avec
P(X) = Z a, X" et Q(X) = Z b, X" alors le produit des deux polynomes est noté par

n=0 n=0

(PQ)(X) = chX” avec ¢, = zn:akbn_k.

n>0 k=0

Proposition 3. deg(P.QQ) = degP + degQ.

3.2.3 La division euclidienne

Définition 37. Soient P € K[X] et Q € K[X\{0}, JI(S, R) € (K[X])? tel que
P =S5Q + R avec degP < deg().

a) On appelle S le quotient de la division euclidienne de P par Q.

b) On appelle R le reste de la division euclidienne de P par Q).

St R =0 on dit que ) divise P ou P est un multiple de Q.

Exemple 37. Q(X)=X -2, P(X)= X3 —-5X%2+10X — 12.
Calculer S et R.
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3.3 Racine d’un polynéme

Définition 38. Soit Q € K[X]| et a € K, alors la racine de Q(X) <= (X — a) divise
Q(X).

Proposition 4. a racine de Q <= Q(a) = 0.

3.3.1 Multiplicité d’une racine

Définition 39. Soit Q € K[X], a € K, etn € N*.
St (X —a)" divise Q et (X —a)"*! ne divise pas Q alors a est une racine de multiplicité
n et on la note par mult(a) = n.
)n

Proposition 5. (X — a)" divise Q <= [Q(a) = QW (a) = QP (a) = Q¥ (a) = ... =

Q" V(a) = 0]

Théoréme 9. Q(a) = QW (a) = QP (a) = Q¥ (a) = ... = Q" V(a) =0
et QM (a) # 0 <= mult(a) = n.

Exemple 38. Pourn € N*, quel est ['ordre de multiplicité de 2 comme racine du polynome
P(X)=X""?—(n+2)X" 4+ (2n+ 1) X" —2X"!
P(2) =272 — (n+2)2" T 4 (2n+1)2" — 2271 = 2n+2 _pontl _99n+l 4 9pon 4 on 91 = ()
P(X)=n+2) X" —(n+2)(n+ 1)X"+ 2n+ 1)nX" 1 —2(n — 1) X2
P'(2)=(n+2)2"" — (n+2)(n+1)2" + (2n + 1)n2"1 — 2(n — 1)272

5
P'(2)=(—n+ 5) # 0.
Donc P'(2) # 0 = mult(2) = 1.

Théoréme 10. Soit Q € K,[X] tel que Q(X) = agX° + a1 X' + ... + a, X"
et soit a = 2 €Q aveceNd = 1.
Q(a) = 0 = ¢ divise ay et d divise ay,.

Exemple 39. Q(X) =2+3X +2X?+3X? ona
ag =2 etan:a3:3:2/\3:1,parsuiteazgavec c/2et d/3.

1 -1 2 =2
Dy ={1,-1,2, -2} et D3 ={1,-1,3,-3} = a € {l,—-1,-,—,2,

- 3300 5y
Q(a)ZQ(?

}.

) =0, donc a = % est une racine de Q(X).
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Théoreme 11. Si Q divise P alors toutes les racines de () sont des racines de P.

Exemple 40. Soient Q(X) et S(X) deuz polynomes tels que Q(X) = X3 —3X — 2 et
S(X) = X2 42X + 1.

On remarque que X = —1 est une racine double de S(X), par suite
Q(-1)=(-1P2-3(-1)—-2=0et Q(X)=3X*-3=Q'(-1) =0

Q"(X)=6X = Q"(—1) = =6 £ 0, donc X = —1 est une racine double de Q(X), par
suite S divise Q).

3.4 Polynéme irréductible : PGCD-PPCM

Définition 40. Soit Q € K[X]|, Q est irréductible si et seulement si tous ces diviseurs
sont de la forme a ou a().

Remarque 19.

1. Dans R[X], les polynomes de degré 1 et les polynomes de degré 2 avec A < 0 sont
des polynomes irréductibles.

2. Dans C[X], les polynomes irréductibles sont les polynomes de degré 1.

Exemple 41. Q(X) = X2+ X +1 est irréductible dans R mais Q(X) n’est pas irréductible
dans C.

On aA=0—4ac= -3 < 0= Q(X) est irréductible dans R, par suite A = —3 = 37>
“l+iv3 o —1—iV3

dans C, alors 1 = 5

2

Définition 41. Soient Q1,Qs, ..., Q, n polynomes de K[X|N\{0} et D, M deux polynémes
dans K[X|\{0} tels que
D est le plus grand diviseur commun de Q1,Qs, ...,Q, noté D = PGCD(Q1,Q2, ..., Qx)

si
1. D est un polynome unitaire.
2. ¥j €{0,...,n}, D divise Q.
3. V5 €{0,...,n}, Q divise Q1 = degQ < degD.

M est le plus petit multiple commun de Q1, Qs, ..., Q, noté M = PPCM{Q1,Qa,...,Q.},
5%

1. M est un polynome unitaire.
2. ¥j €{0,...,n}, Q1 divise M.
3. V5 €{0,...,n}, Q divise Q = degQ > degM.
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Exemple 42.

Pi(X) = —-2(X3 - 1)3(X +2)

Py(X) = (X2 +2)%(X? — 1)

Py(X) =T7(X +2)(X — 5)

P,V P, = PPCM(P,, Py) = —=2(X® — 1)3(X + 2)?

Py A Py = PGCD(Py, P3) = (X +2)

PyV Py = PPCM(Py, P3) = T(X + 2)2(X? — 1)(X — 5)
PPCM(Py, Py, Ps) = —14(X3 — 1)3(X + 2)%(X — 5).

Exemple 43. (Algorithme Fuclidien)
Pi(X)=2X*+5X?+6X +3
Py(X)=X*+2X+1

2X3 4+5X?%2 46X +3| X?2+2X+1
2X3 +4X? +2X 2X +1
X? +4X +3

X? 42X +1

2X +2

X?2 12X +1]X+1
X? +X X+1
+1
+1

< e

PPANP,=X+1

Théoréme 12. Soient P, et Py deux polynomes dans K[X|\{0}, on a
(Py A Py)(PyV Py) = Np p, avec Np,p, le polynome normale de P, P;.

Exemple 44.
Soient P(X) = (X +2)*(X —5) et Pz(X) (X +2)(X —5)?
PI(X)P(X) (X +2)*(X —5)(X +2)(X —5)° 2 2 _
PAD X7 (X—5) =(X+2)*(X=5)"=PFPVPF,.

Définition 42. Soient n polynomes Q1,Qa, ..., Q, dans K[X]N\{0} alors Q1,Qa, ..., Qx
sont premiers entre euz si et seulement si PGCD(Q1,Qs, ...,Qn) =1

Théoréme 13. (de Bezout) Soient n polynomes Q1,Qs,...,Q, dans K[X ] {0} alors

Q1,Q2, ..., Q, sont premiers entre eur <= 351, 5y, ..., S, € K[X] tels que ZQij =1
j=1
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Théoréme 14. (de Gauss) Soient P,Q,S € K[X\{0}, (Q divise PS)
et PGCD QP =1 = Q) divise S.

Factorisation d’un polynéme dans K[X] :

Définition 43. On dit factorisation de @ tout polynome Q de K[X] se décompose en
produit de polynémes irréductibles de K[X].

Exemple 45. Factoriser dans R[X] puis dans C[X] le polynome Q(X) = X3+ X% — X +2
Q(—2) = (2P + (-2 - (-2)+2=0= (X + 2) divise Q, par suite

X3 4+X?2 X 42 X +2
X3 42X°? X2 -X+1
-X? —-X $2
—-X?2 —2X
X +2
X +2
0

QIX)=(X+2)(X?—-X+1) = A< 0= X?— X +1 est irréductible dans R.
Donc la factorisation de Q sur R[X]| donne Q(X) = (X +2)(X? — X +1).

I reste a décomposer X? — X + 1 sur C[X]
1+iV3 1—iv3
5 et x9 = .
144vV3 1—14v3
+2Z\/—)(X — 2@\/_)7 par suite la factorisation de Q) sur
1+iv/3 1—iV3

A:—3:3i2:>1'1:

Done X? — X +1= (X —

C[X] donne Q(X) = (X +2)(X —

Définition 44. On appelle polynome scindé tout polynome qui peut s’écrire sous forme
polynome de degré du produit des polynomes des racines simples.
Exemple 46.
1. X3 —2X?2—5X +6= (X —1)(X +2)(X — 3) est un polynome scindé dans R[X].
2. X3 4+2X2(1— 1) — (i+1)X + 2 = (X — 2)(X +14)? nlest pas un polynome scindé
dans C[X].

Fractions rationnelles :

Définition 45. Une fractions rationnelle s’écrit de la forme F = % avec @ € K[X]
et R € K[X]\{0} tel que degF = degQ — degR.

Définition 46. Soit une fractions rationnelle F' € K[X] alors la forme irréductible de I
A
est le couple (A, B) avec F = B et ANB =1.
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Définition 47. Soit une fractions rationnelle F' = 9 avec QN R =1 el a une racine de

multiplicité n de R alors a est appelée pole de F' de multiplicité n .

Définition 48. Soit une fraction rationnelle F' = Q avec Q NS =1, la partie entiere de

S

F' est le quotient de la division @ par S, alors

Q:SG+R:>%:SG;R:G+§ avec degR < degsS.

Si degQ < degS = G(X) = 0.

Décomposition en éléments simples dans R[X] :

Définition 49. L’élément simple de R[X] est tout mondome de R[X].

k
Toute fraction rationnelle de la forme (X—)P avec a € R et p € N*, (élément simple
—a
aX +b
de premiére espéce), avec a,b € R, p € N*, et ¢* —4d < 0, (élément
P Pece) Ty X 1 dpp b (

simple de second espéce).

Théoreme 15. Toute fraction rationnelle s’écrit sous une seule forme d’une somme
d’éléments simples de R[X].

Preuve. Soit F' une fraction rationnelle telle que

QX)
F(X)=——— et =1.
(X) S@)eQAS
S(X) = MX —a)™ (X —ag)™...(X —ap)"™ (X2 + 0, X + )" (X2 + 0o X + )2 (X2 +
by X + cg)fe et b3 —4c; < 0.

Q(X) ay a2 (079 bl b2
— =GX L
S(X;)) ( )+[X);a1+<X—0J2)2—;( +(X—am)”l]+[X—Xak+(X—ak)2+ +
" - - +
» ]+[ 71 251 . V2 2 NI V1 22
2 2 2 2 k
(X —ap) X2+ b X +o (X240 X + o) (X2 + b X + o)kt
- w X + v X + vy uqu -+ Uk,

b X o T (b X 1) (X1 0, X + o) ™

Exemple 47. Décomposer la fraction rationnelle suivante dans R[X]
1
A(X) = =
(X) (X34+1)2 (X +1)2(X2-X+1)?
]fl kQ aX + b cX + d

TX 1l XA Xt (XX

Calcul de %, :

A(X)

1
(X2— X + 1)

= k(X +1)+k+ (X +1)7

(X +1)2AX) =

aX +b n cX +d ]
(X2-X+1) (X2—-X+1)?
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1

Calcul de % :

[ 1 I = —4X +2
(X2— X +1)2 (X2— X +1)3
X+b cX +d
= kit (X 4+ 1)
(o sy T oe—x 1

6 2
e 27 k‘l e k’l 9

Calcul de c et d :

7l)

1 k k
XQ—X 12AX e X2_X 12 1 2
( +1)°AX) (X +1)2 ( * )[X+1+(X+1)2]
+ (aX +b) (X2 = X +1) + (cX +4d).
141 1—3
OnaX?-X+1=0=A=-3=3>= X, = +2“/§ et Xo = 2“/5
1
Pour X = X X +d
o T X e T
Ce qui donne
1 1
= C(—+i£>+d
<1+,\/§+1>2 2 2
2 '
1
= E—i—icé—l—d
(4’ 2
2 2
1
= (E+d>+ic£
9 g3y 3 ’ .
4 2 4
1
= (E%—d)—f—icﬁ
6 ;33 ’ :
4 2
G-#%) V3
2 2 = (E+d)+z'c—3
(ainl?)(E i 2 2
2 2 2 2
(3-u /3
2 "2 ) _ (g V3
9 2—|—d>+202
IRVE] c V3
6_2? — <§+d>+107
c 1 1
“4d = = _ 1
2+ 6 ¢ 3
=4 —
V3 V3 L1
c— = —— = -
2 6 3
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Calcul de a :
X
li XAX) = 1
Jim XAX) = Mmoo e —x 1 1)
kX ko X X(aX +b) X(cX +d)

e X1 T X+ T =X+ D) (X=X 1P

2
Ce qui implique que 0 =k +a =— a = —k; = a = —5

Calcul de b : ,

Conclusi0n2: . 20X 13 Yo
AX) = +

X+ OX+1)? X —X+1) BXE_X11)P
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3.5 Séries d’exercices

Exercice 1 :
Trouver un polynoéme P de degré minimum tel que P(0) =1, P(1) =0,
P(—1)= -2, P(2) = 4.

Exercice 2 :
1) Trouver le degré du polynoéme dans R[X] qui vérifie ’équation suivante

Q(X?) = X'Q(X).
2) Déterminer les coefficients de ce polynome sachant qui satisfait I’équation
Q'(X) + X?Q(1) = —Q(0).
3) Trouver le reste de la division de A par B avec

AX)=(X+1D)"+(X—-1)"+2 et B(X)=X>—1.

Exercice 3 :
Déterminer les réels a, b, ¢ tels que le polynome

P(X)=X’—-2X*-6X?+aX?+bX +c
soit divisible par

Q(X) = (X* = 1)(X - 3).

Exercice 4 :
Montrer que B divise A tes que
A(X) = X242 _2X"H 4 1 et B(X) = (X —1)? avec n > 1.

Exercice 5 :

Déterminer AN B et AV B dans les cas suivants

1) A(X) = X* -1, B(X)=X3-1

2) A(X) = X*— X3 - X +1, B(X)=X3+3X?+3X +2
3) A(X) = X3 -T7X?+15X — 9, B(X)=X?-3X +2

Exercice 6 :
Soient P, Q) € R[X] tels que

PX)=X?—1c¢et Q(X)=(X+1)%

1) Décomposer en éléments simples dans R[X]

2) Déterminer U et V' € R[X] tels que UP +V(Q = 1.
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Exercice 7 :
1) Trouver tous les polynomes A, B € R[X] tels que

(X +1)°A+ (X —-1)°B=1.

2) Déterminer tous les polynomes P € R[X] tels que P — 1 est un multiple de (X + 1)?
et P+ 1 est un multiple de (X — 1)

Exercice 8 :

Factoriser les polynomes suivants dans R[X] puis dans C[X].
1) P(X)=X%—-4X24+4X -3

2) Py(X) = X3 — 2X? — 4X +8

3) P3(X) = (X2 —4X +3)2+ (X - 3)2

Exercice 9 :

Soit P(X) = X° + X* 4+ 2X? +2X? + X + 1.

1) Calculer PGCD(P, P').

2) Quelles sont les racines multiples de P dans C 7
3) Vérifier que (X? 4 1)? divise P.

4) Factoriser P dans R[X].

Exercice 10 :
Efectuer la décomposition en éléments simples dans R[X] des fractions rationnelles
sulvantes

)X2+2X+5 ) X241 3) 1
X?-3X+2 T(X-DX-2(X-3) TX(X-1)7
1 3X —1 X —1
4)

) .
X4+ X241 )X2(X+ 1)2 )X3(X2 +1)2

Exercice 11 :

Soit P(X) = X*+8X3+9X?+5X +1et Q(X)=2X>+ X?+2X + 1.
1) Vérifier que P admet une unique racine rationnelle a € Q.

2) Calculer la multiplicité de la racine «.

3) Déterminer PGC'D(P, Q) puis PPCM (P, Q).

Exercice 12 :

Soient a,b € C avec a #0et P(X)= X*+4aX +b.

1) Montrer que si z € C est une racine double de P alors z
2) Montrer que si P admet une racine double « alors b® = 27a3.
3) En déduire 'ordre de multiplicité de la racine o de P.

3= _q.
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3.6 Corrigé de la série d’exercices

Exercice 1 :

Trouvons un polynoéme P de degré minimum tel que P(0) =1, P(1) =0,

P(—-1)= -2, P(2)=4.

On a quatre équations donc on peut trouver quatre inconnus, par suite le polynome P de
degré minimum est un polynéme de degré trois, c’est-a-dire P(X) = ag + a; X + ax X? +
CL3X3.

PO)=1=aqy=1

P(].) :O:>a0+a1(1)—|—a2(1)2+a3(1)3 :O:>a0+a1+a2+a3 =0

= 14+a+ay+a3=0=—=a; +as+a3=—1.

P(-1)=-2=ap+ai1(—1) + az(-1)* + az(-1)* = =2
—aqy—a1tay—a3=—-2=—1—a1+ay—a3=—2=— —a; +ay —az = —3.

P(Z) =4 = ag+ a1(2) + a2(2)2 + CL3(2)3 =4 = ag + 2a; + 4as + 8az =4

= 14 2a;1 + 4a9 + 8as = 4 — 2a; + 4as + 8asz = 3.

a1 + as + as = -1 (1)
Ce qui donne —ay+ay—a3 = —3..(2)

2a1 +4as +8az = 3 ...(3)
(1) + (2) nous donne 2ay = —4 = as = —2.

—1 -1 3
2.(2) 4 (3) nous donne 6a2+6a3:—3:>a2+a3:7:>a3:7—a2:>a3: 5

On remplace les valeurs de ay et az dans 'équation (1), on obtient

1
a1+a2+a3:—1:>a1:—1—a2—a3:>a1:_1_(_2)_§:>a1:_§_
X 3
Donc P(X):1—5—2X2+§X3,

Exercice 2 :
1) Trouvons le degré du polynéme dans R[X] qui vérifie ’équation suivante

Q(X?) = X'Q(X).

Q(X) eRIX] = Q(X) = X" + a1 XF 1 4+ .+ ap
— Q(X?) = 4 X% + a1 X373 + .+ ap = degQ(X?) = 3k.

D’autre part X1Q(X) = ap X*™ + a5 X*3 + .+ qpX? = deg(X'Q(X)) = k + 4.
Par suite degQ(X?) = deg(X*Q(X)) = 3k =k +4 =2k =4 =k = 2.
Donc le degré du polynome est 2 = Q(X) = ag + a1 X + a X2

2) Déterminons les coefficients de ce polynome sachant qui satisfait 1’équation
Q'(X) + X*Q(1) = —Q(0).
Ona Q'(X) = a1 +2a2X, Q(1) = ap+ai(1) +ax(1)* = ap + a1 +az et Q(0) = ao.
Ce qui donne a; +2a, X + X?(ag+a;+az) = —ag = a1 +ag+2a:X + X?(ag+a; +az) =0
ay + ag =0 a, = —ag

— 2a9 = 0 = ay = 0

ag+a; +as = 0 ap eR 0.
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Donc Q(x) = ag — apX + 0X? = Q(X) = ap(1 — X) avec ag € R.
3) Trouvons le reste de la division de A par B avec

AX)=(X+1D)"+(X-1)"+2 et B(X)=X>—-1.

On a A(X) =Q(X)B(X) + R(X)

B(X)=X?—-1= degB(X) =2 alors A(X) = Q(X)B(X) + R(X)
avec degR(X) < degB(X) = degR(X) < 2.

Donc R(X) = ag + a1 X.

B(X)=0= X?-1=0= X =+1 ou X = —1, alors
A(1) = Q()B(1) + R(1) = A(1) = R(1),

et A(—1) =Q(-1)B(-1) + R(—-1) = A(-1) = R(-1).
Par suite A(1) = (1+1)"+ (1 —-1)"+2=2"+2

A-D) =(-1+1)"+(-1-1)"+2=(-2)"+2.

Or R(1) =ap+ai1(l) =ap+ay et R(—1) =ap+ a1(—1) = ag — ay,

A(l) = R(1) ap+a; = 2"4+2 ..(1)
alors —
442"+ (=2)"

(1) + (2) nous donne 2ag =4 + 2" + (=2)" = ag =

2
1

== ap =2+ 5(2” + (—2)").

On remplace a dans I’équation (1), on obtient

1
a0+a1:2”+2:>a1:2"+2—a0:>a1:§(2”—(—2)”).

Donc R(X) =2+ %(2" +(=2)") + 52" = (-2)")X.

Exercice 3 :
Déterminons les réels a, b, ¢ tels que le polynome

P(X)=X°-2X*-6X*+aX*+bX +c

soit divisible par

Q(X) = (X* = 1)(X = 3).

OnaQX)=0= (X2 1)(X -3)=0=X2—1=0 ou X —3=0
— X?’=1ou X=3—=X=1o0ou X=-1 ou X =3.

Pour que @) divise P il faut que toutes les racines de () sont les racines de P, ce qui
donne

Pl =0= (1)°-2(1)*=6(1)*+a(1)*+b(1)+c= —T+a+b+c=0
P(-1)=0= (-1 =2(-1)*—=6(-1)*+a(-1)*+b(-1)+c=34+a—-b+c=0
PB3)=0= (3)°=2(3)'—6(3)*+a(3)*+b(3) +c= —81+9a+3b+c=0.
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—74+a+b+c = 0 ..(1)
Par suite 3+a-b+C = 0 ..(2

8149 +3b+c = 0 ..(3)
(1) — (2) nous donne —10+2b=0= 2b=10 = b = 5.
On remplace b dans I’équation (3), on obtient
—81+9a+305)+c=0= —66+9a+c=0.

D’autre part, on remplace b dans I’équation (2), on obtient
34+a—-54+c=0= -2+a+c=0.

—66+9%+c = 0 ..(4)
Ce qui donne
—24+a+c = 0 ..(5)

(4) — (5) nous donne —64 + 8a =0 = 8a = 64 == a = 8.
On remplace a et b dans 1'équation (1), on obtient
—T7+8+5+c=0= -T7T+13+c=0= c= —6.

Donc P(X) = X® —2X*4 - 6X3 4+ 8X%2 +5X — 6.

Exercice 4 :

Montrons que B divise A tes que

AX)= X212 —2X" 4 1et B(X)=(X—1)? avec n > 1.
OnaB(X)=0= (X —1)2=0= X =1 est une racine double.

Pour que B divise A il faut que 1 soit une racine double de A.

A1) = ()2 —2(1)"" +1=2-2=0

A(X) = 2n+2)X*" —2(n+ 1)X" = A'(1) = 2n+2)(1)*™ —2(n+ 1)(1)" =
2n+2—-2n—-2=0= A'(1) =0.

Mais A”(X) = (2n +2)(2n + 1) X?"* — (2n + 1)n X!
= A"(1) = (2n+2)(2n+1)(1)*—2n+1)n(1)" ! = 2n?+4n+2 = A"(1) # 0, ¥Yn > 0.
Donc 1 est une racine double de A, ce qui implique que B divise A.

Exercice 5 :
Déterminons A A B et AV B dans les cas suivants

DAX)=X'—1, BX)=X*-1

Xt —1]X3-1
Xt -X X

X -1
X3 -1 X -1
X3 X2 X?+X+1
Xz -1
X2 —-X
X -1
X -1
0
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ANB=X—1.

AX)B(X) (X' =D(X*-1)
AVE= ANB X -1
AVB=(X*-1)(X?2+ X +1).

2) A(X)=X*— X3 - X +1, B(X)=X?+3X?+3X +2

X+ =-Xx3 —X 41| X34+3X%243X+2
X4 +3X3  +3X? 42X X —4
—4X3 —3X? —-3X +1
—4X3 —12X2? —12X -8
9X?2 49X +9

X3 4+3X?%2 43X 2| X?’°+X+1
X2 +X? +X X +2
2X?2 +2X 42

2X?2 42X 42

0

ANB=X?2+ X +1.

A\/B_A(X)B(X) (X XP - X4 1)(XP+3X2+3X +2)
~  AAB X2+ X +1

AVB=(X*-X3 - X +1)(X +2).

3) AX) =X} —7X2 415X -9, B(X)=X?—-3X+2

X3 —7X? 415X -9 X?-3X+2
X3 —3X% 42X X -4
—4X?% 413X -9
—4X? 412X -8

X -1
X? -3X +42|X -1
X2 X  [X-2
—2X 2
—2X +2
0
ANB=X 1.
Ay p o AXIBX) (X TX? 4 15X — 0)(X2 — 3X +2)

ANB X -1
AV B=(X3-7X?+15X —9)(X —2).

Exercice 6 :
Soient P, Q) € R[X] tels que
PX)=X?*—1c¢et QX)=(X+1)>°

1) Décomposons en éléments simples dans R[X]
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1 1
Ora P = 50 = (0 DX + 17
X3 —1=(X—-1)(X?+ X + 1) mais pour le polynéme X?+ X +1, A=-3<0
= X2 + X + 1 est irreductible dans R[X].
Ce qui donne

1

F(X)=
(X) (X —D(X2+ X +1)(X +1)3
a bX+C k’l ]{?2 k’g
F(X) = .
SRR I e W gy Sl iy S 5 Gy NP 5 G
Calcul de a :
(X - DF(X) = !
O (X2+ X+ 1) (X +1)3
bX + ¢ k1 ko
= X—1)— + (X -1 X—-1)—
at( )X2+X+1+( )X+1+< >(X+1)2
ks
X-1)—
X =Dz

1
X=1—a=—.
Y

Calcul de k3 :

1
(X -D(X2+X+1)

(X +1)PF(X) =

bX + ¢

a
= (X 4+1)P——t (X + 1)
(X +1) (X )X2+X+1

1 + (X +1)%k; + (X + 1)ky + k3

—1

Calcul de %, :

En dérivant (X + 1)3F(X), on obtient

((X—l)(X12+X+1)>/ - <X31—1>/
—3X?
@ -1p
B [(X+1)3<X(I—1+X2w+(;c+1

)]/+2(X+ ks + Ky

X:—1:>k2:%3.

Calcul de k; :
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En dérivant une deuxi¢me fois (X + 1)3F(X), on obtient

1 1 1 1
((X—l)(X2+X+1)> N <X3—1>
—3X2% \/
- <(X3—1)2>
12Xt 46X
(X3 —1)
bX +c¢ "
- [ix 13( a )] 2%
[( +1) X_1 xXerx+i/l T
PO )
8
Calcul de b :
lim XF(X) = i X
X3 T Xt (X — D)(X2 1 X + D)(X 1)

, a X(bX + ¢) , Xy
= lim ——+ lim ———— + lim
Xotoo X —1  Xotoo (X24+ X +1)  Xoto X 41
. Xky Xks
+ lim ———+

lim
Xitoo (X £1)2 | X-rteo (X + 1)

1

N
24 8 N

1
Ce qui implique que 0 =a+b+ ki —=b=—-a—k — b= — 3
Calcul de ¢ :

2
F(O):_1:_a+0+k1+l€2+k‘3:62—1—i—a—k1—k2—k3:c:g_

Conclusion :

X +2 3 3 1
F(X) -

TUX 1) 33X+ X+1) BX+1) AXF1ZE 22X 1P
2) Déterminons U et V' € R[X] tels que UP + VQ = 1.
maUX?*-1)4+V(X+1)3=1
(X+1)P=X+DX+1)2?=(X+1)(X?+2X +1)=X>+3X*+3X + 1.
Par suite

X3 4+3X2 43X +1|1X3—-1
X3 -1 1
3X? +3X +2

(X418 =(X3—1)+3X2+3X +2=3X2+3X+2= (X +1)3— (X3 -1).

X3 —1[3X%+3X +2
X3 +X? +§X —-1 %X—%
_x? iy
3 2
—X? X =
T
X -z
3 3
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11y 1. 1
X3 —1=(x2+3X +2)(-X - o) + (53X - 2)

3% 7 3 3% 7 3
T .
31— 3_(v3 _ " Iy _ =
)1( 11 (X +1)° — (X 1)](3)( 3>+<13X 13)
X=X - [(X+1)P = (X=X - =
¥ ( >[<+>1< 1>](3 3)1 1
X - = (X1 - (X +1)3 (=X —= X3 —1)(=X -
X 3= (D - (XD (3X - g) + (X - 13X - 5)
3X?2 43X +2 1X—1
3X2 _3X 9X +18
6X 12
6X —6
3

1
3X% 43X +2= <3X—§>(9X+18)+8

o
8= (3X2+3X +2)— <§X - —)(9X+ 18).

3
Or 3 = (671 X 5) -0 ()
5= (XD (GX ) - e (5x - 5)

Ce qui donne
8= [(X +1)° — (X — )]—[(X3— )( ;)—(XH) (;X—§>](9X+18)
8= (X +1)%—(X?—1)— (X*—1) %X+—) 9X+18)+(X+1)3<%X—%)(9X+18)

8=(X+1)P2—(X3-1)— (X3—1)(3X2+12X+12)+(X+1)3(3X2+3X—6)
8= (X3—1)(—1—-3X2—12X —12) + (X + 1)*(1 + 3X* 4+ 3X — 6)

8= (X3—1)(—3X?—-12X —13) + (X + 1)*(3X%?+3X —5)
(=

1
Donc 1 = —(=3X? — 12X — 13)(X® — 1) + g(3X2 +3X —5)(X +1)°

0| —

AinsiU(X3 - 1)+ V(X +1)2=1
avec U(X) = %1(3)(2 +12X +13) et V(X) = %(3){2 +3X —5).
Exercice 7 :
1) Trouvons tous les polynémes A, B € R[X] tels que

(X +1)°A+ (X —-1)°B=1.
(X+1)2=X?+2X+1et (X -12=X2-2X+1

X? 42X 41| X?2-2X+1
X2 —2X +1 1
4X
X?2 —2X +1 4X
X? —IX——I
4 2
—2X +1
—2X
1
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Ce qui donne (X +1)2 = (X —1)2 +4X = 4X = (X + 1)2 — (X — 1)?
1.1 1. 1
(X —1) 4X<4X 2) Fl=1=(X-1) 4X<4X )

2
1:(X—1)2—[(X+1)2—(X—1)2]GX—%)
:>1:(X—1)2—(X+1)2(}1X—%)+(X—1)2GX—%)
1:(X+1)2<_T1X+%> +(X—1)2[1+GX—%>}

501 1.1 1.1 1.1
1:(X+1)2<TX+§>+(X_1)2<ZX+§> avec A:TX+§ et B:ZX+§.

2) Déterminons tous les polynomes P € R[X] tels que P — 1 est un multiple de (X + 1)?
et P+ 1 est un multiple de (X — 1)

P-1 = k(X+1)? ..(1)
On a

P+l = k(X —1)2 ..(2)

—k k
(1) — (2) nous donne —2 = k(X +1)2 —ky(X —1)2 =1 = Tl(X +1)% + EZ(X —1)%
-1 1 1 1
Or d’aprés la premiere question, on a 1 = (X + 1)2<TX + 5) + (X — 1)2<4_1X + 5)
—k k
1 = Tl(X+1)2+§(X_1)2
Donc
-1 1 1 1
I o= (X4 (FX45) F (X - 125X + )
X+ X+ > +( (X + 3
Par identification, on obtient
k2 _ g
k . 1 1 1
Onprend52:3:>k2:2B:>k2:2<1X+§) =X 1

On remplace ko dans I'équation (2), on aura
1 1
Pil=ky(X—1)?°= <§X+1>(X—1)2:>P+1: <§X+1)(X2—2X+1)
1 3 1 3

P+rl=-X"--X+1 P=-X*-2X.

A T S S
Exercice 8 :
Factorisons les polynémes suivants dans R[X| puis dans C[X].
1) P(X)=X%—4X24+4X -3
P(3) = 0 = (X —3) divise P,(X)

X3 —4X? 44X -3 X -3
X% —3X? X2 -X+1
—X? 44X -3
-X? 43X
X -3
X -3
0

PUX) = (X —3)(X% — X +1).
Pour le polynome X? — X +1 = A = -3 < 0 = X? — X + 1 est irreductible dans
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R[X].
Donc la factorisation de P3 sur R[X] donne P;(X) = (X — 3)(X? — X +1).
Il reste & décompser X2 — X + 1 dans C[X].

1+4+1v3 1—1v3
OnaA=-3=32= X, = +2“/_e 2“/_.

t X, =
1+iv3 1—iv3
2 )(X_ 2

Par suite X? - X +1 = (X—
C[X] donne

PUX) = (X = 3)(X —

), alors la factorisation de P; dans

L) (1 1)

= X3 —2X? —4X +8
P(—2) =0 = (X +2) divise P»(X)

X3 —2X? —4X 48 X +2
X3 42X? X% —4X +4
—4X? —4X +8
—4X? —8X
4X +8
4X +8
0

Py(X) = (X 4+ 2)(X?*—4X +4).

Or X2 —4X +4 = (X —2)%

Donc la factorisation de Py(X) donne Py(X) = (X +2)(X — 2)%
) 3 (X) = ( —4X +3)? 4+ (X —3)?

P3(X) = (X? —4X +3)* —i*(X — 3)?

Py(X) =[(X?—4X 4+ 3) + (X — 3)][(X? —4X + 3) — i(X — 3)]
Py(X) = (X?+ X(—4+1i)+3—3i)(X?+ X(—4 —14) + 3+ 31)

Pour le polynome X% + X (—4+14)+3 —3i on a

Ay =(—4+i2—4B3-3)=3+di=4—1+4i=(2+9)
4—i+241 4—1—(24+1

ParsuiteXlz%:i% et Xy = ! (+Z):1—i.

Done X2+ X(—4+i)+3—3i=(X —3)(X —(1—1) = (X —3)(X —1+1).

Comme les coefficients des deux polynomes sont conjugués alors les racines du polynome
X2+ X (—4—1)+3+3i sont conjugués aussi alors X?+ X (—4—1)+3+3i = (X —3)(X —1—1i).

Par suite la factorisation de P3 dans C[X] donne P3(X) = (X —3)(X —1+4+1)(X — 1 —14).

Pour la factorisation de P3 dans R[X], il suffit de multiplier les polynémes dont les coef-
ficients sont conjugués alors (X —1+4)(X —1—1i) = X? —2X + 2.
Ce qui donne P3(X) = (X — 3)*(X? — 2X +2).

Exercice 9 :
Soit P(X) = X° + X* 42X +2X? + X + 1.
1) Calculons PGCD(P, P').
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P/(X)=5X*+4X3+6X2+4X +1

X5+ X+ 2X3 42X7 +X 415X +4X2+6X%24+4X +1

4 6 4 1 T T
X5+ —Xx* - X3 —X? -X X 4+ —
+ {) + 2 + % + 2 = + 5

—X' 42X 40X +oX 41

[RPR N S

X' =X X X

— X3 +X? 4 X 4+
25 T35 5t T3

16
Il faut normaliser le reste de la division c’est-a-dire diviser par %5 on obtient

24 24 3 3
X34+ X2+ X+ =X34+ X2+ X + =,
+ G + X+ G + 5 + X+ 5

5X4 +4X? 46X?2 H4X 41 X3+§X2+X+§

15 . 1
5X* +§X“ 15X +§X 5X_;
Ixs 4xr x4

% 21 % 21

——X3 —=X? —-X =
2

2T x2 -
4 +4

X3 +;X2 +X +g X?+1
X3 +X X+ -

Donc PGCD(P, P') = X* + 1.

2) Quelles sont les racines multiples de P dans C 7
P(—1)=0= (X +1) divise P(X).

X5+ Xt 42X3 42X? 4+X +1 X +1

X%+ X4 XT+2X?2+1
2X3 4+2X? +X +1
2X3 +2X?

X +1
X +1
0

Donc P(X) = (X 4+ 1)(X* +2X? +1).

Onpose Z = X? = X' +2X?+1=2%2+2Z+1=(Z+1)? ce qui donne

(X4 +2X24+1) = (X2 +1)%

Par suite P(X) = (X 4+1)(X?—i*)? = (X +1)(X +14)?(X —1)?, alors les racines multiples
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de P dans C sont ¢ et — 1.

3) Vérifions que (X? + 1)? divise P.
(X2 +1)% divise P(X) car P(X) = (X + 1)(X? +1)%

4) Factorisons P dans R[X].
P(X) = (X +1)(X2+1)? = (X + 1)(X* +2X2 +1).

Exercice 10 :
Efectuons la décomposition en éléments simples dans R[X] des fractions rationnelles
sulvantes

)X2+2X+5
X?2—-3X+2
X? 42X 45| X?-3X+2
X2 3z +2 1
5X +3
X2+2X+5_(X2—3X+2)+5X+3_1+ 5X +3
X2 -3X+4+2 X?2—-3X +2 N X?2—-3X +2
5X +3 X483 ko

X?-3X+2 (X—D)(X-2) X-1 X-2
Calcul de % :

(X —1)(5X +3) ki ks 5X +3 (X — 1k,
= (X -1 X -1 = /=
Fonw_y K Ux g tE Uy = TRt
X=1=k =-8.
Calcul de %, :
(X —2)5X +3) ky ks X +3 (X =2k
K-nx-y X Vx X Ux5—=x7"x-1 R
X =2=—= ky=13.
Donc X +3 B + 13 ar suite
X-D(X-2) x-1 x_-27"
X2+2X+5_1_ 8,13
X2-3X+2 = X-1 X-2
%) X241 _a n b n c
(X-1)X-2)(X-3) X-1 X-2 X-3
Calcul de a :
X -1)(X?+1 X —1)a X -1 X —1)c
= + +
X-DX-2)(X-3) X-1 X -2 X-3
(41 (X -Dh (X -1

X-2(x-3 “"x—2 T x_3
X=1=a=1

Calcul de b :
(X —2)(X?+1) B (X —=2)a (X—-2)b (X—-2)c

X-DX-2)(X-3 X-1 ' x-2 ' X-3
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(X?+1) (X —-2)a (X —2)c
(X-1H(Xx-3) X-1 o X -3
X=2=b=-5.

Calcul de ¢ :

(X =3)(X24+1)  (X—=3)a (X-3)b (X—3)c
(X-1D)(X-2)(X-3) X-1 Y Ty =3

(X2 +1) (X =3)a (X —3)c
X-)x—-2) x-1 "x—2 "¢
X =3=c=35,

Donc X041 = ! - L + L
X-D(X-2)(X-3) X-1 X-2' X-3
1 k?l k/’g kS

N == + +

X(X-12 X X-1 (X-1)
Calcul de k; :

X _Xk:1+Xk2+ Xks
X(X-1?2 X X-1 (X-1)2

1 _k+Xk2+ Xks
(XxX—-12 "TX-1 (X-1)2

Calcul de %5 :
(X —1)2 (X - 1%k (X —1)2ky (X —1)%ks

X(X—-1)2 X X -1 (X —1)2
1 (X —1)%
X—%+(X—l)k2+k3

X=1=ky=1.

Calcul de ks :

X —1)? 1
En dérivant )§ X 1)2 < on obtient
-1 RX-1)X — (X =1)k
X X Sk
D 1 1 1 n 1
ont ————— = — — )
X(X-1? X X-1 (X-1)?
1

) -

)X4+X2+1

ma X 4+ X2+1=X 4+ X2+ 14+ (X2 - X)) = (X" +2X%2+1) - X2 = (X2 4+1)? - X?
X+ X2 +1=(X?2+ X +1)(X?* - X +1)

1 . 1 . Q1X+bl a2X+b2
X4+ X241 (X24+X+D)(X2-X+1) X2+ X+1 X2-X+1

On pose A(X) =

Wl)et on remj;quz que X b X b
—a1 X + 01 —asX + 0 a1 X + 01 s X + by
A(=X) =AX) = = .
(X =A==y i rxrl i xil XXl
Par identification, on obtient ay = —a; et by = by.
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o 1 . 1 . alX—I—bl —G1X+bl
COXA X241 (X2 X4+ D)(X2-X+1) X244 X 41 X2—-X+1

Calcul de ¢, :

Alors A(X)

. . X . a1X+b1 . —a1X+b1
lim XAX) = |1 ~ i Ao 0 o
im X A(X) e A X T D)X 1) e X2 X +1 1 xote X2 X 11

0 =a; + 0 — aq, alors on doit d’abord chercher b;.

Calcul de b, : |
X:O:1:2b1:b1:§
1 a; + b1 1 —2&1 + 4b1

X21:>§: 3 +(—a1+b1):>§:

— 14+2a4 —4b =0= 2a; =4b; — 1 = a; =
1

Donc ay = —3 et by = —.

3
4b; — 1
2

1
:>a1:§.

B X+1 N ~X+1
X4+ X241 2(X24X+1) 2(X2—-X+1)
3X — 1 ki ko ks k4

XA X T Ty T (xt1p

Calcul de £, :

Par suite

5)

X2(3X —1) X% X%y X%k N X2k
XX +1)2 X X2 (X +1) (X +1)2
(3X —1) X2y X?ky

Ce qui donne Xki+ ko +

(X+1)2 (X+1)+(X+1)2

Calcul de k; :

. X2(3X —1) .
En dérivant m, on obtient
BX —1)\" —-3X+5 9 ks ky !

= = X
((X+1)2> X+ 1) bt | ((X+1)+(X+1)2>}
Calcul;iek/q: , ,
X+1)°3X -1 k k X+ 1)%k X +1)%k
(X + 1% ):(X+1)2[_1+_2]+(+)3 (X + 1)
X2(X +1)? X X2 (X +1) (X +1)2
-1 ki ko

:(X+1)2[—+—] + (X + 1)k + ky

Ce qui donne 2 ~ T %z

X=-1=k =4

Calcul de k3 :

(X + 1)2(3X — 1)
X2(X +1)°
((SX— 1)), _ 38X +2
X2 X3

En dérivant , on obtient
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. —3X +2 k ko \1/
Ce qui donneT: [(X+1)2(Y1+X_22>} + ks
X =—-1= k3= -5.
6) X -1 _k1+k2 k'3+CLX+b CX+d
X3(X24+1)2 X X2 X3 X241 (X241)%
Calcul de k3 :
X3(X —1) _X3k1 X3k, X3k3+X3[aX+b cX +d ]
X3(X241)2 X X2 X3 X241 (X241)2)
) (X —1) 5 s[aX +0 cX +d
Ce qui donnem:X k1+Xk2+k3+X |:X2—}—1 (X2—|—1)2i|
Calcul de ks :
X -1
En dérivant ﬁ, on obtient
(X —1) >’ —3X?+4X +1 sraX+b X +d N\
- — 92Xk, +k [X( )]
((X2+1)2 X217 I N S CFE G CyE
Calcul de k; :
X -1
En dérivant g une deuxieme fois, on obtient
(X7 12
( (X —1) >”_ 12X3—20X2—12X+4_2k N [X3<aX+b cX +d >]’/
(X2+1)2) (X + 1) o X241 (X2+41)2
Calcul deceg(d:1 L L ) (aX 1 b)
— -
X2 12( >:X2 12(_1 K2 _3> x2 412\
(X*+1) X3(X2+1)? (X"+1) X+X2+X3 + X+ 1) X2+1
X +d)
X2 12(0
XD (X2 +1)2
X -1 9 o (k1 ko ks 9
S = (X4 <}+F+F>+(X + 1)(aX + B) + (eX +d).
Ona X?+1=0—=X?=-1=X?=2= X=1i ou X = —i
T -
X=i= ' ~=citd=>—1—i=cit+d={ © :
3 d = —1
Calcul de a :
’ X(x-1 , Xk 1 Xko Xks
XiIJrrlong(X2+1)2 N Xir}rloo X Xﬁrv{loo X2 XiIJrrloo X3
R X(aX + ) X(cX +d)
im ———= im ——————
X—too X241 X—+too (X2 +1)2

O=ki4+a=—a=—-k — a=—-2.

Calcul de b :
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b d
X_1:>0_k1+k2+k3+a;r +“2L
b a ¢ d
—=—k; —ky—ksg—=— - — — =—1.
5 kl k’g k’g 9 1 4:>b
Conclusion :
X -1 2 1 1 (2X +1) X +1

BXr)Y X XX X+l (X t)e

Exercice 11 :
Soit P(X) = X*4+8X?+9X?+5X +1et Q(X) =2X3+ X?+2X + 1.
1) Vérifions que P admet une unique racine rationnelle o € @

a
apo=1¢et ay =4, a= 7 telle que a divise ag et b divise ay.

1 -1 1 -1
On a Dao = {17 _1} et Da4 = {17_1727 —2,4, _4} == ac {17_1’ 5’ 7’ z_p T}
-1 —1\4 —1\3 —1\2 -1 1
P(—):(—) 8(—) 9(—) 5(-) 1:0:><X —> divise P(X).
5 5 + 5 + 5 + 5 + +2 ivise P(X)
1
4X* 4+8X% +9X? 45X +1 X+5
4X* +2X3 4X3+6X%24+6X +2
6X° +9X2 +5X +1
6X3 +3X?
6X%2 +5X +1
6X?2 +3X
2X +1
2X +1
0

On pose G(X) =4X3 +6X% +6X + 2.
Onaay=2 et a3=4, a= % telle que a divise aq et b divise as.
1 -1 1 -1

D, ={1,-1,2, -2} et D,, = {1,-1,2,-2,4, -4} —= a € {1, -1, > 911

}.
On remarque que

o(3) =45 o5 +o(5) r2= (3D +a(}) o) 2

== (X + %) divise G(X).

4X3 +6X?%2 +6X +2 X+%
4X3 +2X°2 4X?2+4X + 4
4X?%2 +6X +2
4X?% 42X
4X +2
4X +2
0

1 1
AX3 4 6X% 46X +2 = (X+§>(4X2+4X+4):4(X+§)(X2+X+1)
1

— P(X) = (X + 5)@(){).



80 CHAPITRE 3. POLYNOMES

1
Done P(X) = 4<X + 5)()(2 + X+ 1),
X2+ X+1=0=A=-3<0=>lepolynome X2+ X + 1 est irreductible dans R.

Donc 'unique racine rationnelle est —.
2

2) Calculons la multiplicité de la racine «

1 B A I |
Ona P/(X) = 16X3+24X?+ 18X +5 — P'<7> - 16(7> +24(7) +18<7)+5

P(F) = 0(3) 2] s(F) oo

P"(X) = 48X + 48X + 18 = P”<_71) - 48(%) + 48(_71) L18=6#0

= mult<_—1) = 2.
3) Déterminons PGCD(P, Q) puis PPCM (P, Q)
OnaQ(X)=2X*+X242X+1=qy=1c¢t a3=2, a= % telle que a divise ag
et b divise as.
Day = {1, =1} et Dy, = {1,=1,2,—2} —> a € {1, 1, % _71}.
Par suite
o2 () vl =)+ () () o
2 ) 2 2 2 8 4 2
= (X + §> divise P(X).

Ce qui donne

1
2X3 +X? 42X 41| X+ -
2X3 +X?2 2X2% 42

2X +1
2X +1
0

Q(X) = (X + %)(2}(2 +2)=2(X + %)(XQ +1).
Donc PGOD(P, Q) = (X + %) et PPCM(P,Q) = (X + %)2()(2 F)(X?+ X+ 1).

Exercice 12 :
Soient a,b € C avec a #0et P(X) = X*+4aX +.

1) Montrons que si z € C est une racine double de P alors z* = —

z est une racine double de P = P(z) =0 et P'(z) =0, alors
P'(X)=4X3+4a = P'(z) = 42° + 4a.

Or Pl(2) =0=422+4a=0= 2 =

a

—4a B

1 —Q.

2) Montrons que si P admet une racine double « alors b* = 274*

D’aprés la question (1), on a « est une racine double de P = a3 = —a = a = —«
et P(a) = 0= o’ +4aa + b = 0, on remplace a par —a3, on obtient
dt+4(—P)la+b=0=0a'"—4a'+b=0= 32" +b=0= b= 30"

= b =27a'? = b = 27(a3)* = b = 27(—a)? = 1® = 27a".

3

3) En déduire 'ordre de multiplicité de la racine o de P



3.6. CORRIGE DE LA SERIE D’EXERCICES

Calculons P"(a), on a P"(X) = 12X? = P"(a) = 120> # 0 car o® = —a # 0
= o? # 0, donc mult(a) = 2.
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