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Avant- propos

Cet ouvrage s’adresse aux étudiants de la premiére année des filiéres scientifiques et techniques de I'université et
des écoles d’ingénieurs d’Algérie. Il suit grosso modo le programme enseigné de "Physique 2 « électricité »"

Ce polycopie fournit & ’étudiant un résumé de cours et des exercices avec corrigés, dispensés a 1’école préparatoire
EPST Tlemcen depuis 2013. Le manuscrit est divisé en sept chapitres.

— Chapitre 1 : Systémes de coordonnées et outil mathématique

— Chapitre 2 : Triboélectricité et charge électrique

— Chapitre 3 : Champ électrostatique

— Chapitre 4 : Théoréme de GAUSS

— Chapitre 5 :Potentiel électrostatique

— Chapitre 6 : Conducteurs en équilibre

— Chapitre 7 : Magnétostatique

Chaque rappel de cours est suivi d’une série de problémes avec solutions détaillées permettant aux étudiants de
mieux assimiler les phénoménes physiques étudiés.

Enfin nous tenons & préciser que nous tenons en compte toutes les remarques et les commentaire signalant des
erreurs éventuelles que ce soit sur le fond ou méme sur la forme.
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Chapitre 1

Systémes de coordonnées et outil
mathématique
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1.1. RAPPEL : CHAPITRE 1. SYSTEMES DE COORDONNEES ET OUTIL MATHEMATIQUE

1.1 Rappel:

Le systéme de coordonnées cartésiennes est trés utile dans ’étude de mouvement rectiligne. Cependant, il existe
des situations physiques (rotations en mécanique, calcul du champ électrique en électrostatique, magnétostatique,
mécanique des fluides, physique atomique...) ou 'utilisation de ce systéme s’avére inutilement complexe. Il serait donc
plus utile de se pencher sur d’autres systémes de coordonnées afin de faciliter ’étude de ces situations. Dans ce qui
suit on s’intéresse & trois systémes de coordonnées physiques, & savoir : systéme de coordonnées cartésiennes (dites
rectangulaires) et systémes de coordonnées cylindriques et sphériques (dites curvilignes).

1.1.1 Systéme de coordonnées cartésiennes

Un repére cartésien est défini par un point origine O et trois axes (Ox,0y,0z) perpendiculaires entre eux. Les
vecteurs unitaires portés par les axes sont : i, Uy eti..
Un point M de Pespace est repéré par les trois composantes du vecteur joignant O & M : (F= OM)

Hx,y,2) = xi+ yj+ 2K
Un déplacement infinitésimal du point M vers un point M’ est donné par :
—) . .
MM' = dl'= dxi+ dy7 + dzk
Un volume infinitésimal est un parallélépipéde de volume :

dV =dzxdydz

“sM (X, Y,Z)

FIGURE 1.1 — Le systéme de coordonnées cartésiennes

1.1.2 Systéme de coordonnées cylindrique

Un point M dans ’espace est repéré par trois coordonnées :p, 6 et z auxquelles on accorde trois vecteurs unitaires
perpendiculaires entre eux, ), iy et i, respectivement, dirigés dans le sens de la variation des coordonnées (appelée
ligne de coordonnée), tels que :

0<p<o, 0<6<2r et —00<z< 0

et
Uy N\ Uy = Us, U, N\ U, = Uy, et Ug N U, = U

Le vecteur position d’un point M s’écrit :
OM = pil, + 2U.

4



CHAPITRE 1. SYSTEMES DE COORDONNEES ET OUTIL MATHEMATIQUE 1.1. RAPPEL :

On peut exprimer les coordonnées cartésiennes en fonction des coordonnées cylindriques comme suit :

x = pcosf
x = pcosf
z=2z

ainsi que les vecteurs unitaires
U, = cos i+ sin 07
g = —sinBi+ cos 07
i, =F

Un déplacement infinitésimal entre les points M et M’ est donné par :
!
MM’ = dI'= dpii, + pddig + dzi,
Les surfaces élémentaires sont :
ds, = pdidz, dSy = dpdz, et dS, = pdpdf

Le volume élémentaire est égal a :

dV = pdpdfdz

FIGURE 1.2 — Volume et surfaces élémentaires dans le systéme de coordonnées cylindriques

1.1.3 Systéme de coordonnées sphérique

Un point M dans I’espace est repéré par trois coordonnées :r, 6 et ¢ auxquelles on accorde trois vecteurs unitaires
perpendiculaires entre eux, ,, Uy et @, respectivement, dirigés dans le sens de la variation des coordonnées (appelée
ligne de coordonnée), tels que :

et
Uy N\ U = Uy, Uy N Uy = Ug, et U N\ Uyp = Uy

Le vecteur position d’un point M s’écrit, :
OM = ri,
Contrairement au systéme de coordonnées cartésiennes, les vecteurs unitaires dans les systémes de coordonnées cy-

lindriques et sphériques ne sont pas fixes ; leurs directions changent selon la position du point considéré Un déplacement
infinitésimal entre les points M et M’ est donné par :

—
MM' = dr' = dri, + rdfty + r sinfdpi,

5



1.1. RAPPEL : CHAPITRE 1. SYSTEMES DE COORDONNEES ET OUTIL MATHEMATIQUE

Le volume élémentaire est égal & :
dV = r? sin 0 drdfdy

Les surfaces élémentaires sont :
dS, = r? sinf dodey, dSe = r sinf drdeyp, et dS, = rdrdf

On peut exprimer les coordonnées cartésiennes en fonction des coordonnées sphériques comme suit :
x =7 sinf cosp
y =7 sinf sinp
Z=TCcosp

ainsi que les vecteurs unitaires
U, = sin 6 cos i+ sin 0 sin ¢j 4 cos OF

iy = cos B cos pi+ cos @ sin pj — sin OF
Uy, = —sin i+ cos @

FIGURE 1.3 — Le systéme de coordonnées sphériques

1.1.4 Opérateur gradient
— A tout champ scalaire f(M), on associe un champ vectoriel grad(f) tel que :
df (M) = grad(f).dOM

— La circulation d’un gradient est indépendante du chemin suivi. En particulier sur une courbe fermée, la circu-
lation du gradient est nulle.



CHAPITRE 1. SYSTEMES DE COORDONNEES ET OUTIL MATHEMATIQUE 1.1. RAPPEL :

—
— Le gradient est perpendiculaire aux surfaces équi-f. grad(f) indique le sens des f croissant.
A tout champ scalaire f(M), on associe un champ vectoriel grad(f) tel que :

4f (M) = grad().dOM
La circulation d’un gradient est indépendante du chemin suivi. En particulier sur une courbe fermée, la circulation du
gradient est nulle. Le gradient est perpendiculaire aux surfaces équi-f. grad(f) indique le sens des f croissant.
Expressions analytiques
En coordonnées cartésiennes
On a en coordonnées cartésiennes dans la base (e, €2, €3) pour une fonction scalaire f = f(x1,x2,x3) :

7]
(grad(1); = 5

En coordonnées cylindrique

On a dans la base (e, eg,€;) :

cap 2, 1of o Of
gTad(f)— 67‘€T+7‘6966+ azez

En coordonnées sphériques
On a dans la base (e, eg,e4) :

T AL S
grad(f) = o + 0’ + rsin(0) &b%

1.1.5 Gradient d’un vecteur
On peut définir le gradient d’un vecteur 7 de taille n. C’est une matrice de taille n x n et on a :

v

(grad(V))i; = 5.

1.1.6 Opérateur divergence

— Soit un champ vectoriel 7 et soit dr un élément de volume entourant un point M de ’espace. On définit
div(7) = Cfi—? oil d® est le flux élémentaire sortant du champ 7 a travers la surface fermée délimitant dr.

V(M)

&%
w

div(?) représente le flux volumique en M. L’opérateur divergence construit un champ de scalaire & partir d’un
champ de vecteurs.

— Théoréme de Green-Ostrogradski Soit X' la surface fermée délimitant le volume V, cﬁ le vecteur de surface
élémentaire sortant du volume. On a alors pour tout champ de vecteur

o7 o

Expressions analytiques

En coordonnées cartésiennes

On a: 5
. i? _ [I [y z
div(V) = Oz +8y+8z



1.1. RAPPEL : CHAPITRE 1. SYSTEMES DE COORDONNEES ET OUTIL MATHEMATIQUE

En coordonnées cylindrique

Ona:
104y OA,

-0 o

div(4) = %g(rm +

1.1.7 Opérateur Rotationnel

Soit un champ vectoriel 7 et soit cﬁ un élément de surface en un point M de 1’es§ace. En notant dC le contour
élémentaire orienté associé a cﬁ selon la régle de Stockes, on définit le rotationnel de V en M, par :

ic = | V.l =rolV.d8
as,

dc

L’opérateur rotationnel construit un champ de vecteurs & partir d’'un champ de vecteurs.

Expressions analytiques

En coordonnées cartésienne

Ona:

—

0As 0A, 0A; 0A; 0A, 0A;
rotA = ( - = Al

il e & il b Ll O el v L

En coordonnées cylindrique

On a;

vy

Lo 20t Jeo + 11 )
r o0 0z " T e T e T R gy a0 ¢

(Théoréme de Stockes) Transforme ue intégrale curviligne en intégrale de volume. On intégre sur une surface
S orientée quelconque qui s’appuie sur le contour fermé C orienté par la régle de stockes et on obtient :

[V~ [ [wivas

0A, 0., 1(rAy) 04,

as

S

le résultat est indépendant de la forme de S s’appuyant sur C.

— —
Si un champ de vecteur W est & flux conservatif (i.e. si div(W = 0) alors il existe un champ de vecteur 7 tel que
= —
W = rotv



CHAPITRE 1. SYSTEMES DE COORDONNEES ET OUTIL MATHEMATIQUE

1.1. RAPPEL :

1.1.8 Opérateur Laplacien

(Laplacien d’un champ scalaire) Transforme un champ scalaire en champ scalaire :

Af = div(gradf)

Expression analytique du Laplacien scalaire

En coordonnées cartésiennes

Ona: 0
Afzza—;;
i=1 i

En coordonnées cylindrique

19, ,0U, 10U U

AV =5 ) Y g T o

En coordonnées sphérique

TrareV ) T 250 90" 90 T 125in20 g2

(Laplacien d’un champ vectoriel) Transforme un champ vectoriel en champ vectoriel :

AV = grad(div(V)) — rotrol V

AU

Expression analytique du Laplacien vectoriel

En coordonnées cartésiennes on a :

A7 =3 ave,
=1

1.1.9 Opérateur symbolique nabla

C’est un opérateur de dérivation vectoriel. Ses composantes en coordonnées cartésiennes sont :

F) =2

- 8301

On peut écrire le gradient, la divergence et le rotationnel grace & cet opérateur symbolique :

gradf =V f

ol V =V AV
div(V) = V.V
Af = V2
AV = V2V

Formulaire ralatif aux opérateurs

Soit f un champ scalaire et X et ﬁ deux champs vectoriels.

La divergence d’un gradient est égale au Laplacien
—
div(gradf) = Af

Le rotationnel d’un gradient est nul

%

@(gradf) =0

9



1.1. RAPPEL : CHAPITRE 1. SYSTEMES DE COORDONNEES ET OUTIL MATHEMATIQUE

La divergence d’un rotationnel est nulle

d’L"U(T’O—%Z)

Quelques formules supplémentaires

rot(rot A) = grad(div(A)) — A4
grad(fg) = fgradg + ggradf
div(fA) = fdiv(A) + A gradf
rol(fA) = frot & + gradf A A
div(ANB)=Brotd - Aol B
VAANB) =N A)A - (VAOB+(BYN)A - (AVNE

10



CHAPITRE 1. SYSTEMES DE COORDONNEES ET OUTIL MATHEMATIQUE

1.2. EXERCICES

1.2 exercices

EXERCICE 01 :

1. calculer 'intégrale suivante :

2
/ e dx

— 00

EXERCICE 02
Vérifier I’égalité suivante dans le systéme de coordonnées cartésiennes :

AN(BAC)=B(A-C)—C(A-B)

EXERCICE 03

On donne les vecteurs unités dans le systéme de coordonnées cylindriques comme :

U, = cos §i'+ sin 07’
g = —sinBi+ cos 07
i, =F

Exprimer les vecteurs en coordonnées cartésiennes %, j' et K en fonction de 1, Uy, et .

EXERCICE 04

(1.1)

corrigé page : 14

corrigé page : 14

corrigé page : 15

1. Calculer la surface latérale d’un cylindre de hauteur L et de rayon R, en utilisant deux systémes de coordonnées

(cartésiennes et cylindriques).
2. Quel systéme de cordonnées est le plus approprié pour faire ce calcul ?

EXERCICE 05

corrigé page : 15

Exprimer le vecteur unité porté par un vecteur E allant du point A(0,0, k) sur I’axe des z au point B(p, §,0) en

coordonnées cylindriques.

EXERCICE 06 :

Exprimer en coordonnées cylindriques le vecteur A, donné en coordonnées cartésiennes par :

2

—F

A=yi+zj+

EXERCICE 07 :

corrigé page : 37

corrigé page : 17

1. Exprimer les coordonnées sphériques r, 6 et ¢ en fonction des coordonnées cartésiennes x, y et z.

2. Retrouver 'expression du carré de I’élément différentiel dI? dans ce systéme de coordonnées.

3. Retrouver les expressions des vecteurs unitaires en coordonnées sphériques :

i = sin 6 cos i+ sin 0 sin 7 + cos OF
Uy = cos B cos i+ cos O sin pj — sin OF
U, = —sin i+ cos @

4. Faire les dérivées par rapport au temps des vecteurs unitaires.

5. Utiliser les coordonnées sphériques pour trouver la surface d’une aire découpée sur une sphére de rayon R et
définie par 61 < 0 < 05 et 1 < v < pa. Que devient ce résultat quand 6, =0et Oy =7, o1 =0 et Yoy =277

6. Etablir 'expression donnant le volume d’une sphére de rayon R & partir du volume différentiel.

11
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1.2. EXERCICES CHAPITRE 1. SYSTEMES DE COORDONNEES ET OUTIL MATHEMATIQUE

EXERCICE 08

Soit le champ : E(xz,y,2) = L4+ 17+ 1k
Déterminer la fonction V(x,y, z) tel que : E = —VV corrigé page : 19

EXERCICE 09

Un point M (x,y, z) étant repéré par le rayon vecteur ¥ = OM, de module r = \/m
1. calculer :Vr, V(£) et Vinr.

2. quel sens physique peut-on donner & un gradient ?

3. tracer les allures des champs résultant. Commenter.

corrigé page : 20

EXERCICE 10 :

En explicitant la relation
dU =V U -dl

donner 'expression du gradient :
1. en coordonnées cylindriques (p, 0, z) ;
2. en coordonnées sphériques (r, 6, ¢).

corrigé page : 21

EXERCICE 11 :

Donner la direction de la variation maximale de la fonction f(x,y,2) = yz + xz + 2y au point (1,1, 1). (donnez le
vecteur unitaire). corrigé page : 22

EXERCICE 12 :

Trouver ’équation du plan tangent & la surface 2x2? — 3xy — 4x = 7 au point (1, —1,2) corrigé page : 22

EXERCICE 13 :
1. Donner I’expression du vecteur Vr™ o n € Z et r = /22 + y2 + 22.
1
2. En déduire les expressions des gradients des vecteurs r* et —-
T

3. Pour quelle valeur de n le taux de variation de la fonction r™ serait constant ?

corrigé page : 22

EXERCICE 14 :
Vérifier en coordonnées cartésiennes I’égalité suivante :
VANVANA)=V(V-4)—AA

corrigé page : 23

EXERCICE 15 :
1. Calculer la divergence
a- du rayon vecteur 7= xi + yj + 2K,

b- du vecteur unitaire @ = g .
2. Déduire des calculs antérieurs la valeur du Laplacien de r, A(r) au point (+1,+1,+1).

corrigé page : 23

12



CHAPITRE 1. SYSTEMES DE COORDONNEES ET OUTIL MATHEMATIQUE 1.2. EXERCICES

EXERCICE 16 :
Soit la fonction : o(z,y,2) = v y? +y 22 + 2 22
1. Calculer A = V; valeur de A au point (1,1,0).
Calculer B= RotA=V AA
calculer VA A telsque A =zi, A=yi, A=1idpet A= %12'9
Vérifier ce résultat dans le cas général.
Vérifier que V- (VAC) =0

or s o

corrigé page : 24

EXERCICE 17

On donne le champ de vecteurs A(z,y) = —yi'+ zJ.

1. Tracer sur le plan z = 0 le vecteur A aux points (1,1,0), (1,-1,0), (-1,1,0) et (-1,-1,0), en précisant pour chaque
vecteur son vecteur unitaire et son module.

2. Calculer la divergence du champ A. Que signifie ce résultat ?
3. Calculer le rotationnel du champ A. Que signifie ce résultat ?

corrigé page : 25

EXERCICE 18

Le théoréme de divergence (Green-Ostrogradsky) s’énonce comme suit :

fa-as= [[[v-aav

1. Utiliser le vecteur A(r, 0, @) = r2i, pour vérifier ce théoréme sur une sphére de rayon R.
2. Utiliser le vecteur A(z,y,z) = xi+ y j+ z K pour vérifier ce théoréme sur un cube d’aréte a.

corrigé page : 26

EXERCICE 19

On donne le potentiel V(z,y,2) = yz + xz + ay

1. Déterminer le champ E qui dérive du potentiel V.

2. Calculer le flux @ qui sort de la surface S.

3. Calculer la circulation de E le long du contour triangulaire OABO (voir figure ci-dessous).
4

. Montrer que la circulation du vecteur Vr” le long d’un contour fermé est nulle.

B(0,1,0)

0(0,0,0) A(1,0,0)

corrigé page : 27
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1.3. CORRIGES : CHAPITRE 1. SYSTEMES DE COORDONNEES ET OUTIL MATHEMATIQUE

1.3 corrigés :

EXERCICE 01 :

1. calculer 'intégrale suivante :
o0

2
I:/e_“E dx

— 00

L’objectif de cet exercice est de montrer qu’en passant d’un systéme de coordonnées, en ’occurrence le systéme de
coordonnées cartésiennes vers le systéme de coordonnées polaires, il est possible de calculer facilement cette intégrale
gaussienne. En effet, 'astuce est de calculer I?, c’est & dire

I? = / /6_(I2+y2)d,’ljdy

— 00 —00

Ceci est une intégrale de la fonction e~ (@*+9") gur la surface infinie qu’est le plan zOy. L’élément infinitésimal de cette
surface dans le systéme de coordonnées cartésiennes est dS = dx dy. On peut balayer cette méme surface infinie en
utilisant les coordonnées polaires (p, §), ot p varie entre 0 et +oo alors que 6 varie entre 0 et 27. L’élément de surface
infinitésimal est égal & dS = pdpdf et z2 + y? = p?. Ce qui nous permet de réécrire I'intégrale I? sous la forme :

2w 00 o]
I? :/d9/67p2pdp:27r/efp2pdp
0 0 0

d
En faisant le changement de variable suivant u = p? avec du = 2pdp ; ou encore pdp = ?u, nous obtenons

I’ = ﬁ/e_“du
0

oo
0

IP=nx [76771]
IP=nx
Ce qui enfin donne
—VF
EXERCICE 02 :
Vérifier I’égalité suivante dans le systéme de coordonnées cartésiennes :
AAN(BAC)=B(A-C)-C(A-B)
Prenons les vecteurs :
A=Ay 7+ A7+ AE
B = B,i+ Byj+ B.E

et
C=Cpi+Cyj+C.E

Le calcul des produits scalaires nous donne :
A-B=A,B,+A,B,+A.B,

et
A-C=A,C, +A,Cy+ A,C,y

Ce qui nous ameéne A écrire
B(A-C)=(A;B,C, + A,B,Cy+ A, B, Cy)i+ (A, B,Cy, + AyB,Cy + A,B,Cy)J+ (A, B,Cy, + AyB.Cy + AyB.C,)k
et

C(A-B)=(A;B,C, + AyB,C, + A.B.Cy)i+ (A: B.Cy + A,B,Cy + A.B.Cy)j+ (A: B,.C, + AyB,C, + A.B.C,)k
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D’autre part, on calcule le produit vectoriel
BAC = (B,C. — B.Cy)i'+ (B.C, — B,C.)J+ (BCy — ByC,)k
et
ANBAC) = (4 B,Cy— A, B,Cy— A, B.Cy+ A, B,C. )i (A BoCy— Ay B, Co— A, B,Cot A. B.C,)J+(As B.Cyo— A, B,C.— A, B,

La comparaison entre les deux expressions nous permet de vérifier qu’elles sont bien identiques.

EXERCICE 03 :
On donne les vecteurs unités dans le systéme de coordonnées cylindriques comme :

U, = cos i+ sin 0]

g = — sin i+ cos 07
U, =K
Calculons les produits scalaires suivants :
iU, =cosl, i-Ug=—sinf, et -u,=0
J-ig=cosl, e j-u,=0

J i, =sinb,

Bil,=0, FK-iig=0, et K-ii,=1

Mais on sait que
i= (7 Up)U, + (T Up)tp + (7~ U)W

ce qui donne
i'= cos i, — sin Oy

—

i, + (7 tg)to + (7 )

et

J=(01,)d,
ce qui donne

J = sin 01, + cos 0y

et

E=(F-uy)i,+ (K- tp)te + (K- U,)U,

ce qui donne
E=1,

EXERCICE 04 :
1. Calcul de la surface latérale d’un cylindre de hauteur L et de rayon R, en utilisant le systéme de coordonnées

cylindriques :
I’élément infinitésimal de la surface latérale d’un cylindre de rayon R est égal &

dS, = (Rdf) - dz

d’ou la surface latérale d’un cylindre de hauteur L et de rayon R est égale &
2T

L
Sz/dz/Rd@zQwRL
0 0
Calcul de la surface latérale d’un cylindre de hauteur L et de rayon R, en utilisant le systéme de coordonnées
cartésiennes :
I’élément infinitésimal de la surface latérale d’un cylindre de rayon R est égal &

dS;, =ds-dz

dy

avec
2
ds = \/dx? +dy? = dxy|1+ (d_>
x

15
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et
22 442 = R?
ce qui donne
2xdr+2ydy =0

ou encore
dy x

de vy

en remplacant ceci dans I’expression de ds, on obtient

2

2 2
B 5 5 z\" _ x _ R _ dx
ds = +/dx? + dy —dx\/l—i—(y) —dx\/l—l—iRQxQ—dx 7R27502_R7\/m

la symétrie du cylindre par rapport a ’axe des z nous permet de calculer la moitié de sa surface, ensuite la
multiplier par deux pour avoir '’expression de la surface entiére, d’ou

1 / r d / d
x x
-S=/d R——==L | ——
2 / ¢ / R2 — x2 / x\2
AT G
R
Faisons le changement de variable suivant :
x

() = £

sin(t) 7
ce qui donne

d
dsin(t) = cos(t)dt = Ex

ou encore
dx = Rcos(t)dt

et 'intégrale ci-dessus devient

3. il est donc préférable de travailler dans le systéme de coordonnées cylindriques quand il s’agit d’un systéme de
symétrie cylindrique, ou qui a carrément la forme d’un cylindre.

EXERCICE 05 :

Dans le systéme de coordonnées cylindriques, le vecteur position du point A(0,0, k) sur 'axe des z est donné par :
OA = hit,
alors que le vecteur position du point B(p, 6,0) est donné par :
O? = pil,

On obtient donc

AL = A0 + OB = —~OA + OB = —hii. + pii,

Le vecteur unité porté par le vecteur ﬁ est donné par :

o AB _ —hi. + pi,
AB| R+ h2
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EXERCICE 06 :
Exprimer en coordonnées cylindriques le vecteur A, donné en coordonnées cartésiennes par :
- z?
A=yi+zj+ ——F
/1.2 + yQ

Les relations entre les coordonnées cartésiennes et les coordonnées cylindriques s’écrivent sous la forme

x = pcos(f)
y = psin(0)
z=2z

Leurs variations infinitésimales s’écrivent donc
dx = cos(0)dp — psin(0)do
dx = sin(0)dp + p cos(0)dbd
dz = dz

Un déplacement infinitésimal s’écrit comme
Al = dzxi'+ dyj + dzk

qui, aprés réarrangement, aura la forme
dr’= (cos(8)i+ sin(0)7) dp + (— sin(0)i'+ cos(0)7) pdb + Kdz

ceci nous permet d’écrire le déplacement infinitésimal d¢’dans le systéme de coordonnées cylindriques sous la forme

ar= dpt, + pdfis + dzK

par identification, les vecteurs unitaires orthogonaux formant le triédre direct s’écrivent sous la forme

U, = cos(0)i+ sin(6)j
g = —sin(0)i'+ cos(0)F

i, =k

= (i Up,) U, + (i~ Up) Up + (i U)W, = cos(0)d,
(7 tp) ty + (J- tg) g + (J- U)W, = sin(0)d, + cos(0) s

Rappelons que
= (K- d,)t,+ (K- dg) o+ (F-U.,) U, =,

Sy Sy
I

Notons que
2% 4 y? = p?

et en remplacgant dans ’expression du vecteur A, nous obtenons
A = psin(0) [cos(0) i, — sin(0)ip] + pcos(0) [sin(0)id, + cos()idy] + pcos?(0)i.

ou encore
A = [psin(0) cos(0) + pcos() sin()] @, + [—psin(6) sin(6) + pcos(8) cos(8)] i@y + p [cos?(0)] @,

aprés réarrangement, on obtient
A = 2psin(0) cos(0)i, + p [cos?(0) — sin®(0)] iy + pcos?(0) .

EXERCICE 07 :
1. Exprimer les coordonnées sphériques r, 6 et ¢ en fonction des coordonnées cartésiennes x, y et z.
Un point M dans ’espace est repéré dans le systéme de coordonnées sphériques par trois coordonnées :

(a) le rayon r qui est la droite reliant le point M a lorigine O et qui varie entre 0 et co
(b) la latitude 6 qui est I’angle que fait le rayon r (droite OM) avec ’axe de z et variant entre 0 et 7
(c) lalongitude ¢ qui est angle que fait la droite résultant de la projection du rayon r sur le plan 2Oy et ’axe

des x, et qui varie entre 0 et 27. Ceci est la convention des physiciens.

Les vecteurs unitaires composant le triedre en coordonnées sphériques sont

17
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(a) u, est le vecteur unitaire dans la direction de la variation du rayon r.
(b) Wy est le vecteur unitaire perpendiculaire & r dans la direction de la variation de ’angle 6.

(c) 1w, est le vecteur unitaire perpendiculaire & la droite résultant de la projection de 7 sur le plan 2Oy dans la
direction de la variation de I’angle ¢.

Ces trois vecteurs sont orthogonaux les uns aux autres selon les formules suivantes
Uy N U = Uy, Uy N Uy = Ug et Uy N\ Up = Uy

Le vecteur position d’un point est donné par OM = rii,

En projetant ce vecteur sur ’axe des z, nous obtenons z = r cos(f).

En projetant ce vecteur sur le plan 2Oy, nous obtenons rsin(f), ensuite en projetant cette droite sur I’axe
des z, nous obtenons x = rsin(f) cos(y), et en projetant la méme droite sur I’axe des y nous obtenons y =
rsin(6) sin(p)

2. Retrouver I’expression du carré de ’élément différentiel d¢? dans ce systéme de coordonnées.
Dans le systéme de coordonnées cartésiennes, I’élément différentiel (vecteur de déplacement infinitésimal) s’écrit
sous la forme :

Al = dxi'+ dyj + dzkK

avec
dx = sin(0) cos(p)dr + r cos(8) cos(p)dl — rsin() sin(p)dp
dy = sin(0) sin(p)dr + r cos(0) sin(p)dd + rsin(f) cos(p)dy
dz = cos(8)dr — rsin(9)de

et

(d0)? = dr- dr'= (dz)? + (dy)* + (dz)?
Aprés un calcul long mais direct, nous obtenons :

(d0)? = (dr)* + 2 (df)? + 12 sin?(9) (dp)?

3. Retrouver les expressions des vecteurs unitaires en coordonnées sphériques :
En utilisant les expressions des variations des coordonnées cartésiennes établies ci-dessus, nous pouvons écrire

Al = dxi'+ dyj+ dzE = [sin(0) cos(p)dr + r cos(0) cos(¢)dd — rsin(0) sin(p)dyp] i+
[sin(0) sin(p)dr 4+ r cos(8) sin(p)df + r sin(f) cos(p)dy] 7+ [cos(8)dr — rsin(0)d] K

ce qui, aprés réarrangement, donne

dl’ = [sin(8) cos(p)i+ sin(f) sin(p)j + cos(0)K] dr+
[cos(B) cos(p)i™+ cos(0) sin(p)f — sin(0)E] rdf + [— sin(p)i+ cos(p)]) r sin(0)dy

de I’expression de (df)? établie ci-dessus, on déduit que
dl' = dri, + r dfty + rsin(0)det,
par identification, on trouve les expressions des trois vecteurs unitaires

i = sin 6 cos pi'+ sin 0 sin 7 + cos OF
iy = cos B cos pi'+ cos O sin @] — sin OF
Uy, = —sin i+ cos @

On peut vérifier que ces trois vecteurs sont unitaires ( de module unité) en calculant leurs modules respectifs.
D’autre part, la différentielle totale du vecteur position est donnée par

or or or
ar= Ed’f + Ed@ + %d@

Par identification, on obtient les expressions suivantes

1 or

L or L lor or
B rsin(f) dp

Uy = — et U, =
"= o0 ¢
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4. Faire les dérivées par rapport au temps des vecteurs unitaires.

di, . .
cllLt = 6 cos(0) cos pi’'— ¢ sin(f) sin i+ 6 cos() sin(p) 7+ @ sin(f) cos(p)j — O sin 6K
ou encore .
Z;; = 0ty + psin(0)i,
De la méme maniére, on peut vérifier que
diig TR .
o = —01, + p cos(0)U,,
et Ji
0 ; L
B — 4 feos()r+ sine)]

5. Utiliser les coordonnées sphériques pour trouver la surface d’une aire découpée sur une sphére de rayon R et
définie par 61 < 0 <03 et 1 < ¢ < po.
L’élément différentiel de surface pour un rayon r constant est donné par :

dS, = (rdf) - (r sin(0)dyp)
On peut se convaincre de la véracité de ’expression, en remarquant que
dl'= dri, + r dfig + rsin(f)dpi,

et que sur une surface ou le rayon est constant, la variation se fait exclusivement suivant les directions iy et
U,. Pour un rayon r» = R, la surface d’une aire découpée sur une sphére de rayon R et définie par 6; < 6 < 0,
et o1 < p < o est égale &

P2 02
S = /dcp/R2 sin(0)do
253 61

ou encore
S = R? (s — 1) (cos(61) — cos(6))

Dans le cas ot §; =0 et 02 =7, p; = 0 et 3 = 27, on aura
S = 47 R?

6. Etablir 'expression donnant le volume d’une sphére de rayon R a partir du volume différentiel.

R 7r 27
4
V= /T2 dr/sin(@)d@/dgp: §7rR3
0 0 0

EXERCICE 08 :

1 1 1
Soit le champ : E(z,y,2) = —i+ ~7+ -k
X z
Par définition, le gradient d’un scalaire dans le systéme de coordonnées cartésiennes est donné par :

- ov _, ov _, oV
gradV—VV—%z—i—@j-i-El{”

alors que le déplacement infinitésimal est donné par :
Al = dzxi'+ dyj + dzK

et la différentielle totale de V' est donnée par :

ov ov ov

Remarquons que

- ov _ v _ oV - . oV v o
gradV - df' = (%Z—F@J—i—g )-(dmz—i—dyj—i—dzkz’)— axdx-i-aydy—i— 8Zdz—dV
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Par hypothése
E('rvya Z) =-VV

Multiplions les deux membres de cette équation par df,
E(z,y,z) -d0=-VV -dl’'= —dV

L’intégrale par rapport & d¢ donne :

1 1 1
/dV:—/E(m,y,z)-d?z—/(—f—l——j’—i——k’;’)-dZ‘
z oy oz
S
z

V=—Inlz| —In|y| —In|z| + cste = —In|z y z| + cste

ce qui donne

ou encore
La constante est définie par les conditions aux limites du probléme traité.

EXERCICE 09 :
Un point M (x,y, z) étant repéré par le rayon vecteur ¥ = OM, de module r = /a2 + y2 + 22

1. calcul de Vr
or or or

= — —FK
Vr o T+ ayj 7+ = %
Calculons les composantes de ce vecteur :
o _z o _y L O _z
or r’ oy r 0z r
ce qui donne
vr=2it Iy Zp=t g,
r r r r
1
2. calcul de V (—)
r
1 1 1
o). 2(G) 26)
= X 7 E
Vr=—ar Tty T

Calculons les composantes de ce vecteur :

0., 6

or r3’ Oy r3 0z r3
ce qui donne
1 T, Y., =z 7 U
Vic)=—3i-5i-Gk=—35=-3
T r r r r r

3. calcul de Vinr
Olnr Olnr , OJdlnr

Vinr = i K
= Tt ey s
Calculons les composantes de ce vecteur :
Olnr z dlnr Y ¢ Olnr z
= — = = e P
Ox r2’ Oy r2 0z r2
ce qui donne
Vlnrf—eryUr E*%:&
r r

1. lapplication de l'opérateur V & une fonction scalaire donne un vecteur ( gradient de cette fonction) dirigé
dans la direction de la variation maximale de cette méme fonction dans I’espace. Son module donne le taux
de variation de cette fonction dans cette direction. Le vecteur gradient de la fonction est perpendiculaire & la
direction de variation nulle. On peut vérifier ¢a sur le cas du Vr.

2. tracer les allures des champs résultant. Commenter.
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EXERCICE 10 :

En explicitant la relation
dU =VU-dl
donner 'expression du gradient :

1. en coordonnées cylindriques (p, 0, z) : la variation infinitésimale d’une fonction U dépendant des coordonnés
cylindriques est donnée par (différentielle totale) :

ou ou ou
= —dp+ —di + —d
dUu op P+ a0 + % z

mais on sait aussi que
dU =VU -dr

Soient A,, Ag et A, les composantes du vecteur gradient de la fonction U, tel que :
A=VU = Ay, + Agtig + A U,
et le déplacement infinitésimal (élémentaire) d¢’ dans le systéme de coordonnées cylindriques est donné par
ar= dpt, + pdfiy + dzi.
le produit scalaire des deux derniéres expressions ci-dessus donne :
VU -dl'= A,dp+ Agpdf + A,dz = dU

d’autre part on a

oU . eU o
=Y+ Y+ Yy
dU = 3 dp + 5@ + 5 dz

par identification, on obtient les composantes du vecteur gradient de la fonction U sous la forme :

ou 1aU

au 1 U
ap’ P

A, = ==

A,

2. en coordonnées sphériques (7,0, ) : la variation infinitésimale d’une fonction U dépendant des coordonnés
sphériques est donnée par :

ou ou ou

mais on sait aussi que
dU =VU -dr

Soient A,, Ag et A, les composantes du vecteur gradient de la fonction U, tel que :
A=VU = A, + Agilg + Ay,
et le déplacement infinitésimal (élémentaire) d¢ dans le systéme de coordonnées sphériques est donné par
dl'= dri, + rdfiy + rsin(0)dyi,
le produit scalaire des deux derniéres expressions ci-dessus donne :
VU -dl'= Adr + Agrdf + Ayrsin(f)dy = dU

d’autre part on a

oUu ou oUu
dU = EdT + %dQ + %dgﬁ

par identification, on obtient les composantes du vecteur gradient de la fonction U sous la forme :

au _1oU 10U

- == t A=
or’ o0 ¢ " rsin() 9p
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EXERCICE 11 :
La direction de la variation maximale de la fonction f(x,y, z) = yz 4+ xz+ xy est obtenue en calculant son gradient,
& savoir : of of of
v IRR) =—i+ =7 _E

ou encore
Vi(@y,z)=(z+y)i+ (z+2)j+ (y+ o)k
Le vecteur donnant la direction de la variation maximale de f en (1,1, 1) est donné par :

Vi(x,y,z) =204 27+ 2k

Le vecteur unité @ porté par ce vecteur est donné par
L 20+ 27+ 2F 1 .
Uzijz—(l—l—jﬁ-]{")
2V/3 V3

EXERCICE 12 :
Trouver ’équation du plan tangent & la surface 2x2? — 3xy — 4x = 7 au point (1,—1,2) :
trouvons l’expression d’une normale (vecteur perpendiculaire) a la surface au point (1, —1,2). Pour cela calculons le

gradient de la fonction 2x22 — 3xy — 4z,
V(222% — 3zy — 4x) = (22% — 3y — 4)i'— (32)7 + (4a2)k
alors la normale a la surface au point (1, —1,2) est
N =7i"—37+ 8K
L’équation d’un plan passant par un point de vecteur de position 7 et perpendiculaire & la normale N est
(o —7)-N=0

Alors I’équation cherchée est
[(xi+y]+ 2K) — (T— T+ 2K)] - (77— 37+ 8K) =0

ou encore
T(z—-1)—3y+1)+8(:2—2)=0

EXERCICE 13 :
1. On a
= (562 +y2 +Z2)%
avec 8rn ar" 8rn
V™) = —i+ —j+—F
(") = - o’ T a
Mais, on a
o n
o = 320 +yt 2%
ou encore o
— =nzr"?
ox
ce qui, en généralisant pour les autres composantes, donne :
"lE o iy = -
,

V(") = nr" "2 (zi+ yj+ 2E) = nr" " *F=nr

2. De cette expression générale, on peut déduire les expressions suivantes :
_, 1 -2

vVrt = 4734, et — = —3 Ur

T T

3. Tl est clair que le taux de variation de la fonction ™ est constant pour la valeur n = 1, car pour cette valeur
Vr =,
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EXERCICE 14 :

Vérifier en coordonnées cartésiennes 1’égalité suivante :
VANANA)=V(V-4)—AA

Pour cela, prenons le vecteur

A=A+ A7+ AR
avec
0A, 0A, O0A,

VA=t e

et
- 62Az+82Ay+62Az .
T\ zor T 920y T 022

FPA,  FA, AN . (FPA, FPA,  PA,
Vv-4) = ( 02 | owdy T azaz) ' (ayaz et &yaz)

D’autre part,

v 7 3
o 9 0 0A 0A 0A 0A 0A 0A
A= = Z = _ z YAy o z T - vy T E
VA Or Oy Oz <6y 8z>Z <8x 6z>j+<8x 6y>
A, A, A,
et
v J 3
9 9 9
VANVAA =] o Oy 0z
0A, 04, 0A, 0A. 04, 04
dy 0z 0z Ox ox dy
Enfin
AA = AA T+ AA, T+ AALE
ou encore

Ad— FPA, FPA,  PAN . (A, FA, PA) . [(FPA  FPA,  PA, i
<5x2+8y2+622)Z+<5x2+8y2+822> +<6$2+6y2+0z2>

En utilisant ces expressions, il est facile de vérifier 1’égalité ci-dessus.

EXERCICE 15 :

1. Calcul de la divergence du vecteur ¥ = zi+ yj + 2K

)(@i+yj+ 2k) =3

divit=V 7= (a%” %ﬂ o

0z
ou encore ., y .
.
avec
o) 1 e ) e ) o2
oxr  r 3’ oy  r 13 8z  r 13
ce qui, apres calcul, donne
Vo=
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3. L’expression du Laplacien est donnée par

Ar =div (gradr) =V - Vr

avec
Vr =i,
ce qui donne

2
Ar =V i, = -
r

La valeur du Laplacien A(r) au point (+1,+1,+1) est donc égale

2 2
Ar:—zﬁ

33

EXERCICE 16 :
Soit la fonction : o(z,y,2) = v y? +y 22 + 2 22
1. Calcul de A = V¢ et son expression au point (1, 1,0).
Vo = (v + 2zx)i+ (2zy + 22)7+ (2yz + 22k

et au point (1,1,0), il est égal & 154 27+ 1K
2. Calculde B=RotA=VAA

) 7 54

9 ) 9
1= 2 9 9 \_¢q
VA o oy 2. | =7

Ceci est un résultat général, a savoir le rotationnel d’un gradient est toujours un vecteur nul. En effet, si

A=Vp= 27 025, Oy

%ZJra—yjﬁLa
on aura
i 7 E
o 90 0
VAA=| 0z &y 0z
9 dp O
ox Oy 0z
ou encore
vaaz(Ze Fo\. (Pe  Fe i+ Fo  De\p_ g
Oyoz  0z0y 0x0z  0z0x Ox0y  Oyor
(a) calcul de :
VA@Ei)=0

La structure de ce champ de vecteur A = x 7'n’entraine pas de rotation d’un objet dans l’espace, c’est pour
¢a que son rotationnel est nul.

(b) calcul de :
VAWyi)=-Fk

La structure de ce champ de vecteur A = yi peut entrainer une rotation d’un objet dans ’espace dans le
plan Oy dans la direction horaire, c’est pour ¢a que son rotationnel est égal —k.

(c) le rotationnel d’un vecteur dans les coordonnées sphériques s’écrit sous la forme :

. <8(81n9A¢) %) ) +1< 1 04, 8(rA¢)>ﬁ6+% (8(TA9) - aAT> :

Uy

rsin 6 o0 Op r \sinf Op or or 00
dans le cas o A = g, on a A, = 0, Ag=1 et A, =0, on aura
VAAd=lq
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Cela signifie qu’un objet plongé dans un champ vectoriel de la forme A = iy va subir une rotation dont le

vecteur est suivant ¢ avec un module égal & —.
T

Dans le cas ou 4 = %ﬁg, on aura
VAA=C

Un objet plongé dans ce champ vectoriel ne subit aucune rotation.

3. Calculons tout d’abord :

i ik
B 9 9 |_(oCc, 9Cy\ . (0C, 9C;\ . (9C, 0Cy
VAC= Or Oy Oz <8y 8z)l (090 82:)]+<8x ay)E
¢ ¢, C.

Calculons maintenant V- (VA C') :

fo. 0. @ aC.  9C,\ . (0C. 9C.\ . (0C, 9Cy
v'(VAO){aszraijrazk} {<8y 8z>Z <&E 5z> +<8,73 ay)ﬁ]

ou encore

>rc, & >rc, &Fc, »rc, &Fc,
V- (VAC) = <0y8x - 8,28;) - (8:583; - azay> + <8$GZ - ayaz> =0

EXERCICE 17 :

1. On donne le champ de vecteurs
Ar,y) = —yi+af

Les points indiqués dans 1’énoncé représentent les points d’application des quatre vecteurs du champ vectoriel

—

A en ces points. Les vecteurs sont donnés par :
et A(-1,-1,0)=i-7

A(1,1,0) =—-i+7, A(l,-1,00=¢+7 A(-1,1,0)=—i—7,
Les quatre vecteurs ont le méme module, & savoir :
= |4(1,1,0)| = |A(1,—1,0)| = |A(~1,1,0)| = V2

|A(_1a_150)|
Alors que les vecteurs unités sont donnés par :
1 1 1 1 1 1
u(1,1,0) = ——i+ —7, u(1,-1,0)= —i+ —7. u(-1,1,0)=——i— —7
(LL0) =~ 57 (1 ~L0)= 57 27t T(-11,0) =~ =]
1, 1

et
i(-1,-1,0) = —i'— —7
( ) N
Pour les représenter on doit tracer chaque vecteur a partir de son point d’application.

2. La divergence du champ A est donnée par :
V- A(z,y) =0

Ce résultat signifie que le bilan du flux (flux entrant+ flux sortant) du champ A est nul pour tout volume

infinitésimal.
3. Le rotationnel du champ A est donné par :
V AA(x,y) =2k

Ce résultat signifie que le champ vectoriel A fournit une rotation autour d’un axe paralléle & £ en tout point
de l’espace avec un module 2. Physiquement, ce champ peut faire tourner un objet qui y est plongé.
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1.3. CORRIGES : CHAPITRE 1. SYSTEMES DE COORDONNEES ET OUTIL MATHEMATIQUE

EXERCICE 18 :

Le théoréme de divergence (Green-Ostrogradsky) s’énonce comme suit :

fa-as= [[[v-aav

1. Pour le vecteur A(r, 6, ) = r2i, sur une sphére de rayon R, la surface infinitésimale est donnée par
dS = R?sin 0dfdyii,

ce qui donne

7{ A-dS = 7{ R? R? sin #dfdy = 4w R*
S S

D’autre part, la divergence du vecteur A en coordonnées sphériques est donnée par :

19 1 sinfdy) 1 0A
. A _ - = QAT »
v TQaT(T )+rsin9 060 rsinf dp
ce qui, pour A(r,0, ) = r?i,, donne
V-A=4r

avec le volume infinitésimal
dV = r?dr sin 0ddy

///V-Adv = ///4r3dr sin @dfdyp = 4w R*

Le théoréme est ainsi vérifié sur cet exemple.

2. Utiliser le vecteur A(z,y,z) = xi+ yj + z K pour vérifier ce théoréme sur un cube d’aréte a. Calculons tout

d’abord p 5 p
A7 I Iz
V-Af%wL%Jr%—i}
Ce qui donne
a b c
/V-AdV:/dx/dy/dz?):?)abc
0 0 0

D’autre part, le cube considéré a 6 faces. de ce fait, 'intégrale fermée s’obtient comme suit :

fAdS’://1A-dS+//2A-dS—i—//gA-dS+//4A-dS’+//5A-dS+//6A-dS’

ot les intégrales se font sur chacune des 6 surfaces du cube. En effet, il est facile de vérifier que

booc
//lﬁ'ds/Aﬁ'dydzdfo/dyo//lx(a)dz,
b
//2A'dsz//2A'(_dded[):_O/dyo/Am(O)dZ,

a C

Jf a5 = [ -anazar- O/dwO/Ayw)dz,
ffo = o= e[
//E)A.dS’Z//E)A-dxddeZ/ad:c/bAz(c)dy

0 0
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et

//ﬁg.dsz//ﬁa.<_dydyda:_/“dx

o\@

o

n

—

(@)

=

Y

&<

(=)

avec

ce qui donne enfin

jé AdS = 3abc

Cela vérifie le théoréme ci-dessus.

EXERCICE 19 :

On donne le potentiel V(z,y, 2) = yz + 2z + ay

1. Le champ F qui dérive du potentiel V' s’écrit sous la forme :

av , oV v
E(2,y,2) =VV = -7 o7 +8—’5 (z+y)i+ (z+ )7+ (y + )k

Le signe moins qu’on a I’habitude de mettre devant le gradient a une signification physique qu’on ne traite pas
ici.
2. Le flux élémentaire d® d’un vecteur qui passe a travers une surface dS est donné par :

d®=FE-dS

Pour calculer le flux & travers la surface ouverte considérée, on doit choisir une direction de la surface, soit
dS = dSF, qui, dans le cas de coordonnées cartésiennes, s’écrit :

dS = dx dyk

Le flux total de F a travers la surface considérée est égal a

://E.dzdyk?://(y+z)dwdy

Remarquons que la variable x varie entre z = 0 et x = 1, alors que la variable y varie entre y = 0et y = —z+1,
ce qui nous permet de réécrire 'intégrale ci-dessus comme

1 —z+1 1 —z+1
@:/dm / ydy—l—/dm / xdy
0 0 0

ou encore

1 1

_ 1)2 1

@Z/(%Jﬂg(_gwﬂ)dx:?/x — 2z +1—22% 4 22)dx =
0 0

3. Calcul de la circulation de E' le long du contour triangulaire fermé OABO :
Par définition, la circulation du vecteur E le long d’un contour fermé OABO est donné par :

B

A o
%E~d€*:/E~dZ’+/E~dZ’+/E~dZ’
o) B

A

Le long de la droite OA, ’élément d est égal & df’= dzi’et est égal & df’= —dxi+ dyj le long de la droite AB,
alors qu’il est égal & df’= —dy7j. Cela nous permet d’écrire :

1 1 1
%E ar= /z+y /z—i—y)dm—i—/(z—i—xdy /z—i—:z:
0 0 0

La circulation le long d’un contour fermé d’un vecteur dérivant d’une fonction est toujours nul.
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B(0,1,0)

0(0,0,0) A(1,0,0)
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Chapitre 2

Triboélectricité et charge électrique
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2.1. RAPPEL : CHAPITRE 2. TRIBOELECTRICITE ET CHARGE ELECTRIQUE

2.1 Rappel:

2.1.1 La charge électrique
Propriétés

On appelle charge d’une particule une grandeur qui caractérise les interactions électromagnétiques qu’elle exerce ainsi
que celles qu’elle subit (voir masse et interaction gravitationnelle).
La charge est une grandeur scalaire pouvant prendre des valeurs positives ou négatives.

La charge est quantifiée :
q=1/Ze

oll Z est un entier relatif et
e=1,610"1YC

le coulomb étant 'unité de la charge.
La charge est une grandeur conservative : la charge totale d’un systéme fermé est constante au cours du temps.

La charge totale d’'un systéme ne dépend pas du référentiel dans lequel on la mesure (principe d’invariance de
la charge).

2.1.2 Distributions de charges

Distribution volumique

L’approximation des milieux continus permet de définir une densité volumique de charge ou charge volumique :

_dq
p_dT

ou dg =Y ¢; est la charge contenue dans le volume dr petit & I’échelle macro et grand a 1’échelle micro :

Distribution surfacique

Si une des 3 dimensions est négligeable par rapport aux deux autres, on peut définir une densité surfacique de
charge ou charge surfacique :

dg = phdS = odS

Distribution linéique

Si deux des 3 dimensions sont négligeables par rapport a la troisiéme, on peut définir une densité linéique de charge

ou charge linéique :
dq = \dl
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CHAPITRE 2. TRIBOELECTRICITE ET CHARGE ELECTRIQUE 2.2. EXERCICES :

2.2 Exercices :

EXERCICE 01 :

1. On frotte une tige en plastique avec un tissu en coton ou avec une fourrure et on approche (sans toucher)
d’une petite sphére d’un pendule électrostatique. Le pendule est attiré. On remarque aussi que l'effet d’attraction
diminue en éloignant la tige de la sphére. Commenter.

2. Donner une explication physique au phénomeéne d’attraction entre la tige et la sphére.

3. Peut-on considérer I’ensemble constitué de la tige en plastique et le tissu en coton comme un systéme isolé (lors
du frottement) ? Justifier.

4. En approchant une tige de verre de la méme spheére, celle-ci s’attire vers la tige ; alors qu’en présence d’une tige
métallique la sphére reste immobile. Expliquer.

5. On rapproche deux sphéres en plastique préalablement frottées par le méme tissu de coton. Elles se repoussent.
Pourquoi ?

6. On frotte une tige d’ambre avec un morceau de laine ou de soie puis on le met en contact avec une sphére en
plastique. On frotte une deuxiéme tige d’ambre avec un matériau en celluloid, puis on le met en contact avec
la deuxiéme sphére; celles-ci s’attirent. Commenter.

corrigé page : 34

EXERCICE 02 :

L’électroscope est un appareil qui permet de mettre en évidence qu'un objet est chargé électriquement. Il est
constitué d’un plateau relié par un fil conducteur & deux feuilles conductrices de masse trés faible. Une boite métallique
avec des fenétres vitrées (pour 'observation des feuilles) sert d’écran électrostatique et protége les feuilles des courants
d’air.

1. On frotte une tige en verre avec de la fourrure puis on la met en contact avec le plateau de ’électroscope ; les

deux feuilles s’écartent. Expliquer.

2. On remplace le fil conducteur par un autre isolant puis on refait I’expérience. Que doit-on s’attendre des feuilles ?
Expliquer.

On se dispose maintenant de deux boules métalliques de méme matiére et de mémes dimensions, mises en contact
I'une avec 'autre. On approche des boules une tige en plastique préalablement frottée.

3. Que va-t-il se passer au niveau des boules ? Expliquer.

4. Tout en gardant la tige & sa position, les boules sont maintenant écartées. Décrire la situation physique actuelle
des boules.

5. Proposer une procédure expérimentale permettant de vérifier vos conclusions en utilisant 1’électroscope.

corrigé page : 34

EXERCICE 03 :

Dans ce qui suit on utilisera un récipient métallique isolé de la terre et dont la surface extérieure est reliée par un
fil conducteur & un électroscope. Une ouverture sur la face supérieure du récipient sert & introduire une tige isolante
a laquelle est attachée une boule métallique (voir figure ci-dessous).

1. Quel intérét & isoler le récipient de la terre?

2. On charge positivement la boule puis on l'introduit (sans contact) dans le récipient, les feuilles métalliques de
I’électroscope s’écartent. Expliquer.

3. On met en contact la boule avec la surface intérieure du récipient, les feuilles de I’électroscope restent, toujours
écartées. Expliquer.

4. La boule est retirée du récipient puis mise en contact avec un autre électroscope, les feuilles de ce dernier ne
s’écartent pas. Expliquer.

5. Pendant ce temps les feuilles de 1’électroscope relié a la surface extérieure du récipient restent toujours écartées.
Expliquer.

6. En rechargeant positivement la boule puis en l'introduisant de nouveau dans le récipient (sans contact), les
feuilles métalliques de I’électroscope s’écartent de plus en plus. Expliquer.

N.B : cette expérience, connue dans la littérature anglo-saxonne sous le nom de Faraday’s “Ice-pail” experiment, a été
montée pour la premiére fois en 1843 par Michael Faraday. corrigé page : 35

31



2.2. EXERCICES : CHAPITRE 2. TRIBOELECTRICITE ET CHARGE ELECTRIQUE

tige isolante

boule métallique

récipient métallique fil conducteur

banc isolant / \

terre électroscope

EXERCICE 04 :

Quatre charges q1 = ¢, g2 = 24q, g3 = 3¢ et g4 = 4 ¢ sont placées aux sommets d’un carré de coté 2a = 2.0x 10" m..
On donne ¢ = +1.0 x 107°C.

1. calculer le moment dipolaire, au centre du carré, des quatre charges.

2. en déduire le barycentre de cet ensemble de charges.

3. quelle serait 'expression du moment dipolaire si les charges avaient les mémes valeurs ?
4

. calculer le moment dipolaire d’une distribution linéique uniforme de charge répartie selon un arc de cercle
d’angle 2« au centre O du cercle générateur de rayon R. Cas d’un demi-cercle.

ot

en déduire la position du barycentre de cette distribution.

corrigé page : 35

EXERCICE 05 :

Un segment porte une charge non uniforme dont la charge linéique varie spatialement selon :

Az) = Ao [1 — cos (ﬁg)] pour ——<z<

a a
2 2

Ailleurs, le fil n’est pas chargé. Calculer la charge portée par le fil et sa charge linéique moyenne \,,. corrigé page :
37

EXERCICE 06 :

La densité de charge surfacique o(r) d’une charge répartie sur un disque de centre O et de rayon R est donnée

par :

7“2

O’(T):O'Oﬁ avec 0<r<R

oo étant une charge surfacique constante et r la distance qui sépare le point considéré de O.
Calculer la charge totale sur la surface du disque en utilisant les coordonnées polaires. corrigé page : 37

EXERCICE 07 :

Une sphére de rayon R est chargée électriquement avec une charge surfacique og cosf, 6 étant 'angle que fait un
rayon avec ’axe polaire de la sphére.

1. calculer la charge de la calotte sphérique 0 < 6 < a.
2. en déduire la charge surfacique moyenne d’une calotte demi-sphérique.

3. calculer le moment dipolaire de cette charge sur la demi-sphére au centre O de la sphére génératrice.
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CHAPITRE 2. TRIBOELECTRICITE ET CHARGE ELECTRIQUE 2.2. EXERCICES :

4. en déduire la position de son barycentre.
On donne : R =5mm, og = 0.26 C.m™2.

corrigé page : 39

EXERCICE 08 :

Un modéle simple du noyau atomique consiste & admettre que les Z protons et les A nucléons qui le composent
sont uniformément repartis en volume.

1. montrer que le rayon du noyau s’écrit : )
R=RyAs3
Ry étant le rayon d’un nucléon.
2. quelle est sa charge volumique p? Calculer sa valeur dans le cas du carbone sachant que Ry = 1.2 fm.

corrigé page : 39
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2.3. CORRIGES : CHAPITRE 2. TRIBOELECTRICITE ET CHARGE ELECTRIQUE

2.3

corrigeés :

EXERCICE 01 :

1.

Un pendule électrostatique est composé d’une sphére métallique (ou méme une boule recouverte par de l’alu-
minium) attachée a un fil de masse négligeable. En approchant la tige de la spheére, celle-ci s’attire vers la tige.
Il s’agit d’une action & distance entre la tige et la sphére, qui dépend de leur distance mutuelle.

En frottant une tige avec du tissu des électrons passent du tissu vers la tige ou le contraire. Ceci est un transfert
de charges. Initialement neutres, c’est & dire que le nombre de charges positives est égal au nombre de charges
négatives, une substance (tissu ou tige) va perdre des électrons et devient positivement chargée, car elle a regu
un surplus de charges qui va s’accumuler sur sa surface. Les deux corps sont donc électrisés. Dans ce processus,
la charge totale est conservée. Il n’y a ni création ni destruction de charges. D’autre part, le sphére est aussi
électriquement neutre : elle n’est pas chargée. Toutefois, constituée d’atomes, elle posséde des charges négatives
et positives en quantités égales. Lorsqu’on approche un corps chargé, les positions des charges sont légérement
modifiées. Par exemple, si on approche une tige en plastique chargée négativement par frottement avec un
morceau de tissu pur coton, des charges positives sont attirés tandis que des charges négatives sont repoussées.
Les charges positives sont alors plus proches de la régle que les charges négatives. Comme 'intensité de la force
électrique décroit avec la distance, I'attraction ’emporte sur la répulsion.

On ne peut pas considérer I’ensemble constitué de la tige en plastique et le tissu en coton comme un ensemble
isolé, car en frottant, certaines charges vont passer vers notre corps, et de 1 vers la terre.

. La tige de verre se charge positivement (elle perd des électrons) par frottement avec de la laine ou de la soie.

Cette fois-ci les charges positives de la tige de verre sont plus proches des charges négatives de la sphére et
Pattraction 'emporte encore. Dans le cas d’une tige métallique, les électrons qui sont excités par frottement ne
se maintiennent pas & la surface du corps, comme le font les électrons des tiges en verre ou en plastique, car
dans un métal les électrons excités sont libres & se mouvoir dans tout les corps et ne s’accumulent jamais sur
la surface. Ce sont 1a des conducteurs. Alors que pour les tiges de verre ou en plastique, appelés isolants, les
électrons se maintiennent (restent confinés) sur la surface et permettent donc le phénomeéne d’attraction. La
différence entre les deux types de matériaux est dans la mobilité des charges.

En rapprochant deux sphéres en plastique préalablement frottées par le méme tissu de coton, elles se repoussent.
Ceci est da au fait qu’elles sont chargées par le méme type de charges (positives ou négatives). Deux charges
de méme type se repoussent, alors que deux charges de types différents s’attirent.

Mis en contact, deux corps frottés se chargent d’électricité de signes contraires. Les électrons des couches
externes des atomes étant les charges les moins liées, il y a un transfert d’électrons d’une coniféres, et utilisée
dans la fabrication d’objets ornementaux. Son nom provient de ’arabe anbar, alors que son appellation grecque
élektron est & lorigine du terme électricité), frottée avec de la laine ou du soie se charge négativement, tandis
que, frottée avec un matériau en celluloid (matiére plastique utilisée dans la fabrication de manches de couteaux,
de touches de piano, de barrettes, de peignes, de billes de billard...) elle se charge positivement.

EXERCICE 02 :

1.

En frottant une tige en verre avec de la fourrure, celle-13 se chargera soit négativement (en recevant un surplus
de charges négatives en provenance de la fourrure) soit positivement (en cédant des charges électriques a la
fourrure). En mettant la tige en contact avec le plateau conducteur, les charges négatives - par exemple- vont
se déplacer (transfert de charges) vers le plateau et de 1a vers les feuilles conductrices a travers le fil conducteur
( les charges électriques dans un conducteur ont une grande mobilité). Les feuilles auront donc un surplus de
charges négatives sur leurs surfaces. Les charges négatives sur les feuilles se repoussent donc, créant ainsi une
force mécanique qui fait que les feuilles, de par leur légereté, s’écartent (voir figure ci-dessus).

. En remplagant le fil conducteur par un autre fil isolant, il n’y a aucune possibilité pour les charges de passer du

plateau vers les feuilles ou I'inverse, car les électrons dans un isolant sont fortement liés aux atomes (mobilité
trés faible), contrairement & un conducteur ou les électrons de valence (couches supérieures) sont libres de se
mouvoir dans le matériau.

Si on approche une tige en plastique chargée, par exemple, positivement de deux boules métalliques mises
en contact entre elles, des charges négatives dans les deux boules (qui constituent un seul systéme) vont se
rapprocher de la tige, car attirées par les charges positives sur la tige, laissant derriére elles des régions qui
manquent de charges négatives, donc chargées positivement (phénomeéne d’induction). Par conséquent, la boule
a gauche ( la plus proche de la tige) sera chargée négativement, avec un surplus égal de charges.

Une fois les boules écartées, on obtient un systéme avec deux boules : I'une chargée positivement et 1’autre
chargée négativement en quantité de charges égales. On vient de fabriquer un dipole électrique (deux charges
de polarités différentes).
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5.

On met en contact la boule métallique & gauche en contact avec le plateau de 1’électroscope, les feuilles de
I’électroscope vont s’écarter puisque des charges négatives transférées depuis la boule s’y installent. Maintenant,
si on met en contact la boule & droite avec ’électroscope dont les feuilles sont, déja chargées négativement, celles-
ci reviennent & leurs positions initiales car les charges négatives des feuilles sont attirées par les charges positives
de la boule. La force de répulsion n’existe plus entre les deux feuilles de 1’électroscope.

EXERCICE 03 :

1.

. Aprés avoir mis en contact la boule chargée positivement au récipient, les charges négatives *

Le récipient métallique est mis sur un banc isolant (mobilité faible des charges électriques au sein de I’isolant)
afin d’éviter que des charges électriques sur le récipient passent vers la terre; celle-ci étant un objet (corps)
parfaitement conducteur.

Une fois la boule métallique positivement chargée est introduite dans le récipient (sans contact), les charges
négatives de ce dernier vont étre attirées par les charges positives sur la boule (une charge positive est en fait
une charge négative qui a déserté sa position !) Elles vont donc s’accumuler sur la surface intérieure du récipient,
laissant derriére elles des ” endroits” sans charges négatives (donc des charges positives). Puisque ’électroscope
est relié par un fil conducteur & la surface externe du récipient des charges négatives des feuilles vont elles aussi
étre attirées par les charges positives sur la boule, les feuilles de ’électroscope se chargent donc positivement ;
ce qui fait qu’elles s’écartent.

En mettant en contact la boule chargée positivement (manque de charges négatives) et la surface externe du
récipient, sur laquelle sont accumulées des charges négatives, celles-ci vont passer vers la boule pour combler le
mangque de charges sur la boule. Les charges positives sur la face externe du récipient restent sur leurs positions,
et les feuilles de I’électroscope restent écartées.

<

arrachées” au
récipient vont “ s’installer” sur la boule, et celle-ci devient de nouveau neutre. En mettant donc cette boule en
contact avec un autre électroscope, les feuilles de celui-ci ne s’écartent pas, car ne recevant pas de charges de
la boule.

En retirant la boule du récipient, les charges positives sont toujours sur la surface extérieure du récipient.
Les feuilles restent donc écartées. On vient de charger positivement le récipient par contact avec une boule
métallique chargée positivement.

En rechargeant positivement la boule puis en I'introduisant de nouveau dans le récipient (sans contact), les
charges négatives du récipient, mais aussi celles sur les feuilles de 1’électroscope vont étre attirées vers la boule
(sur la surface externe du récipient). La quantité de charges positives sur les feuilles augmente, entrainant ainsi
une augmentation de la force électrostatique entre les deux charges positives sur les deux feuilles. Celles-ci
s’écartent davantage. C’était-1a 'idée de base des premiers moteurs électrostatique, remplacés depuis par les
piles de volta.

tige isolante

boule métallique

récipient métallique fil conducteur

banc isolant / \

terre électroscope

EXERCICE 04 :

Si un objet posséde une charge électrique totale nulle, il serai utile de définir une grandeur physique qui décrit
la disposition ds charges dans l’espace (c’est 1'idée méme du moment d’inertie d’un corps rigide). On définit donc
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2.3. CORRIGES : CHAPITRE 2. TRIBOELECTRICITE ET CHARGE ELECTRIQUE

le dipole électrostatique d’une distribution de charges dans l’espace, représenté mathématiquement par son moment
dipolaire. Ce dernier, noté par p, est donné par la formule :

F=> af
i

q; étant la charge a la position 7;, défini par rapport & une origine de coordonnées. Le moment dipolaire joue un
role important en électromagnétisme car il permet souvent de décrire le comportement, & grande distance, d’une
distribution quelconque de charges.

1. Les vecteurs positions des charges par rapport au centre O d’un carré de coté 2a sont donnés par :
I =ai+ajf, Ty =ai—aj, T3 = —ai — aj, T4 = —ai + aj
avec
. . . . . - —18 .
D= q171 + q2T2 + q373 + qu7y = —4qai’= —4 x 107° C.mi

2. Le barycentre est une notion permettant de déterminer une position (ou méme une valeur) qui peut remplacer
a elle seule une répartition dans l’espace (géométrique ou de valeurs) de masses, de charges ou de valeurs. En
physique le barycentre est lui-méme le centre de masse. On empreinte cette notion pour calculer le centre de
charge d’un ensemble de charges réparties dans ’espace. Ce dernier est défini par :

O?Z El%ﬁ _ E
ZiQi Q

Q étant la somme algébrique des charges, égale, dans ce cas, &4 Q = 1 x 1078 C. La position du barycentre est
donnée par le vecteur- position :

OB = —4 x 10710 i

3. Si les charges avaient les mémes valeurs, le moment dipolaire aura une valeur nulle. On peut raisonner en
utilisant la symétrie du probléme. Puisque les charges sont les mémes, on peut les sortir de la somme. On doit
donc calculer la résultante des 4 vecteurs. En effet, la résultante des deux vecteurs 7| = ai'+aj et 7o = ai’'— aj
est suivant ¢"avec un module égal & 2a, alors que la résultante des vecteurs 73 = —ai'— aj et 7y = —ai+ aj est
suivant —¢ avec un module égal & 2a. La résultante est donc nulle, ce qui donne un moment dipolaire nul. par
conséquent, le barycentre du systéme de charges est en O.

4. Dans le cas d’une distribution continue, le moment dipolaire est donné par :

p= / A(F)rde pour une distribution linéique,

p= / o(F)rdS pour une distribution surfacique

et
= / p(P)rdV pour une distribution volumique

Dans notre cas, la charge est distribuée sur un arc d’un cercle d’angle 2a, d’ou :

5= / NPl

d¢ étant un élément infinitésimal de ’arc égal & d¢ = Rdf, avec 0 allant de —« vers «, R le rayon du cercle
auquel appartient arc, A(7) la distribution linéique de la charge sur la charge et 7 le vecteur position d’une
charge infinitésimale sur ’arc dg = A\(7)d¢. On obtient donc

p= / A(F)FRAO

Puisque la distribution des charges sur l’arc est uniforme, on peut écrire A(¥) = Ag. En remplagant dans

I’intégrale ci-dessus, on trouve
«

= /\O/FRdQ

Définissons tout d’abord la direction du vecteur p. En effet, en utilisant la symétrie du probléme, et en se basant
sur 'argument fait il est évident que le vecteur p est dirigé du centre du cercle O vers le centre de 'arc (a = 0),
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pris suivant le vecteur unité j. En calculant I'intégrale, on ne fait que sommer les composantes suivant 1’axe des
y, données par y = Rcos 0, des vecteurs position des charges infinitésimales sur 'arc. L’intégrale devient donc :

(03 [e3

p= /\O/Rcost?RdH j= RQAO/cost?dG 7=2R*)\gsinaj

—Q —Q

T
Dans le cas d’un demi cercle, o = 57 d’ou :
P=2R*X\oj

5. Le barycentre de cette distribution est repéré par le vecteur

EXERCICE 05 :

Un segment porte une charge non uniforme dont la charge linéique varie spatialement selon :
x a a
AMz) =X [1 — cos (ﬂ'—)} pour ——<z< =
a 2 2

La charge totale sur la partie du fil est donnée par :
a a
2 2 .
x a . T\13% a
Q= / Az)dx = / Ao {1 — cos (7‘(‘5)} dx = Ao [m — —sin (7‘(‘5)} T Ao(a — 2;

EXERCICE 06 :

1. En coordonnées polaires, la surface élémentaire s’écrit comme :

dS = rdrdf
La charge totale sur le disque est donnée par :
a
2 R 27
Q= /a(F)dS = %/F’dr/de = ga(,z#
0 0

a
5 R vV R2—zx2
Q:/a(f)dS:%/ / (2% +4?)| du
a "R |vRrE
2

ot on a pris le centre du disque comme origine du systéme d’axes en coordonnées cartésiennes. Calculons

I'intégrale

o R | VR*—a? 1 VRZT=2? ,
A | R ) — 22 (VR 22) + 2R o)}
i “R |-yRr—2? v

L’expression de la charge devient
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ou encore

Posons

R R
1:/2:52( R? — g)dz et II:/(RQ—xQ)%dx
—R —R

Ce qui permet d’écrire

go 2
=— |21+ 1]
Q=i [2r+ 501

Pour calculer I'intégrale I, on doit faire le changement de variable

% =sint avec dr = Rcostdt

ce qui méne & écrire

jus

1= /(R2 sin?t)’R (1 - (%)2) * Reostdt = R* [ sin? t(1 — sin? t)% costdt = R* / sin? ¢ cos? tdt

\..MH

vl

_ _
2 2

Ce qui peut s’écrire encore sous la forme

z
_ 4

I_ R (1 —cos2t) (1 + cos2t) g — Rr*
2 2 4

(1 — cos® 2t)dt

\MH

_ _
2 2

ou encore

3

2

4 [ 2-1—cosdt 4+ F
I= RT /(%)dt: L /(lfcosélt)dt

_
2

Ce qui donne

e

R* 1 R*

[SE]

Calculons maintenant 'intégrale
R
IT = /(R2 —2%)2dx
-R

Pour cela on doit faire le changement de variable suivant :

% =sint avec dr = Rcostdt

d’ou

jus

3
7= /R3 (1—(%)2)2Rcostdt:R4

— -

2

(1 — sin? t)2 costdt = R* | cos*tdt

\MH
\MH

[SE]
[SE]

Aprés calcul, on obtient
3rR*

1] =
8

ce qui donne

oo [ .7R* 23nR* oomR?
R2 8 3 8 2
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EXERCICE 07 :

1. La surface infinitésimale d’une sphére de rayon R est donnée par :

dSr = RA9Rsin 0dy

avec, dans ce cas, 6 allant de 0 & a et ¢ de 0 & 27. La charge de la calotte sphérique s’obtient donc intégrant

sur la surface :
«

2 «
Q= //J(F)dS = /dcp/ao cos OR? sin 0dH = QWRQUO/SiDQd(Sin9>
0 0 0

ce qui donne
Q = 2nR%0¢sin® o

. La charge d’une sphére est donc égale a

Q = 27 R%0q sin® g = 27 R%0¢

. La charge surfacique moyenne d’une demi-sphére est donc égale &

Q- 21 R2%0y )
C2rR?2 27R?2 2

Om
. Le moment dipolaire, par rapport a l’origine, d’une distribution surfacique est donné par :

= /a(F)FdS

La symétrie du probléme fait que le vecteur p soit dirigé du centre de la sphére génératrice de la demi-sphére
vers un point sur la surface représentée par 6 = 0, c’est a dire suivant I'axe des z (& savoir k) ;suivant K est
Rcosf, la base de la demi-sphére étant dans le plan Ozy. La composante du vecteur 7 de charges est donné
par :d’ou :

™ ™

2 27 2
7= R30y /C082 0 sin 6d6 / do| = —21R30¢ /cos2 d(cos0) | K = 2rR30ok
0 0 0

. Le barycentre de cette charge est donné par :

EXERCICE 08 :

1. Comme les nucléons sont uniformément répartis, on a

4
§7TR3 = Awv,

ol v, désigne le volume d’un nucléon. Il en résulte que

1
3
R = <3U"> x A5 = ROA%

A

Ry étant le rayon d’un nucléon.

2. la charge volumique p s’obtient alors aisément :

e 3Ze

=1— = ———=133x10%Cm?
P=IIR? T 4BRoA 33> 107 C.m

puisque Z =6, A =12 et Ry = 1.2fm (fm :femtométre = 10~15m)
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3.1. RAPPEL : CHAPITRE 3. CHAMP ELECTROSTATIQUE

3.1 Rappel:

3.2 Champ électrostatique

3.2.1 Loi de Coulomb

Soit ¢; en My et g2 en My

1 qg2 MM
47T60 M1M22 MlMQ

Fio=

=9.10° ST

avec
TEQ

3.2.2 Champ d’une charge ponctuelle

Soit g en O et ¢ en M
1 q OM , ¢ OM

F ;= = =q¢E, (M
T 4reg OM? OM q47reoOM3 ¢ By(M)
ou
g OM
E, (M) =
a(M) 4dmeg OM?3

est le champ créé par la charge g en M.

3.2.3 Principe de superposition

Soit g1 en O1, g2 en Os, g3 en Os... De "addition vectorielle des forces découle le principe de superposition des champs :

g OiM
E(M) = E;(M) =
( ) ; l( ) P 47TEOOiM3

En particulier, la force avec laquelle interagissent deux charges n’est pas modifiée par la présence d’une troisiéme
charge.

3.2.4 Champ d’une distribution

On découpe la distribution en morceaux assez petits pour pouvoir considérer que la charge dg du morceau est localisée
au point P ; cette charge crée alors un champ :

E(M) = dg PM
" dweg PM3

Le champ créé par la distribution est alors la somme des champs créés par les morceaux ; la distribution étant continue,
on remplace la somme par une intégrale
dqg PM
E() = [ 12

471'60 pPM3

pour une distribution volumique :

[ p(P)dr PM
E(M)i/ dmeq PM?3

pour une distribution surfacique :

E(M)_/U(P)ds PM
o dweq PM3

pour une distribution linéique :

[ A(P)dl PM
E(M) = / dwey PM3
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3.2.5 Lignes de champ
Une ligne de champ est tangente en chacun de ses points M au champ E(M).
Elle vérifie les propriétés suivantes :
1. Les lignes de champ électrostatique divergent & partir des charges positives et convergent vers les charges négatives.
2. Lorsqu’il est défini, le champ électrostatique est nul au point d’intersection de deux lignes de champ (deux lignes
de champ ne peuvent donc se couper que si E(M) = 0 ou E(M) non défini).
3. Les lignes de champ électrostatique d’une distribution
— partent & l’infini si la distribution est globalement positive

— proviennent de 'infini si la distribution est globalement négative
— n’aboutissent ni ne proviennent de l'infini si la distribution est globalement neutre

3.3 Invariances et symeétries

3.3.1 Invariances des distributions de charges

Une distribution, illimitée dans la direction de 'axe A, est invariante par translation suivant A si, pour tout point
M et son translaté M’ sa densité de charge vérifie p(M) = p(M’).
exemple : distribution invariante par translation suivant Oz

p(T, 0, Z) = p(T, 9)

Une distribution, est invariante par rotation autour d’un axe A si, pour tout point M et M’ obtenu aprés rotation,
sa densité de charge vérifie p(M) = p(M’).
exemple : distribution invariante par rotation autour d’un axe Oz

p(r,0,z) = p(r,z)
Une distribution & symétrie cylindrique est telle que :
p(r,0,z) = p(r)

(invariance par rotation autour de Oz et invariance par translation suivant Oz)

Une distribution & symétrie sphérique est telle que :

p(r,0,¢) = p(r)

(invariance par rotation autour de e, et invariance par rotation autour de Oz)

3.3.2 Plan de symétrie et plan d’antisymétrie

Une distribution est symétrique par rapport & un plan II si, pour tout point M il existe un symétrique M’, et si sa
densité de charge vérifie :

p(M) = p(M')
Une distribution est antisymétrique par rapport a un plan IT* si, pour tout point M il existe un symétrique M’, et si
sa densité de charge vérifie :

3.3.3 Conséquences pour le champ électrostatique

Nous généralisons les observations des cartes de champ :

E est transformé en son symétrique par un plan I7
E(M') = symE(M)

d’autre part :

|E(M € 11) € 11|

E est transformé en son antisymétrique par un plan II*

E(M') = —symE(M)

E(M e I1).LIT"
| E( )

D’autre part, le champ électrostatique (effet) posséde au moins les invariances des distributions de charges (cause).
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3.4 Exercices :

EXERCICE 01 :

Calculer le rapport entre la force de répulsion électrique et la force de gravitation attractive entre deux particules
a. On rappelle que la particule « a la structure du noyau de I’atome de Hélium avec une masse m = 6.64 x 10727 kg
et une charge ¢ = +2e = 3.2 x 107 C'. Commenter. corrigé page : 46

EXERCICE 02 :

Aux deux extrémités d’un fil de longueur [ = 2m , sont attachés deux ballons sphériques gonflés avec de ’hélium
(hélium étant plus léger que 'air), et portent la méme charge +¢. On suspend au milieu du fil une masse m = 5g.
Le systéme abandonné & lui méme dans ’atmosphére occupe alors une position d’équilibre stable dans un méme plan

vertical, telle que chaque moitié¢ du fil fait un angle o = 7 rad avec I'horizontale. En négligeant les masses du fil et

des ballons, calculer la valeur de la charge ¢ sur les ballons. corrigé page : 47

EXERCICE 03 :(Expérience de Millikan)
Une minuscule goutte d’huile électrisée est pulvérisée entre deux armatures métalliques entre lesquelles régne un
champ électrique uniforme F. En utilisant une modélisation simple des forces agissant sur la goutte :
écrire ’équation différentielle du mouvement de la goutte.
en supposant la vitesse initiale nulle, écrire I’expression de la vitesse de la goutte.

en déduire la vitesse limite de la goutte en fonction de I'intensité du champ E.

- D=

la viscosité de I’air étant 7 = 1.8x 1072 Pa-s et le rayon de la goutte r = 2 um , 'expérience donne pour un champ
nul une vitesse limite v = 0.392mm - s~ et pour un champ F = 28kV -m~! une vitesse v = 0.458 mm - s~ L.
Calculer la charge de la goutte.

corrigé page : 48

EXERCICE 04 :

1. tracer 'allure du champ électrique créé par une charge ponctuelle placée a l’origine O.
2. établir I’équation des lignes du champ électrique.

3. calculer la densité des lignes sur la surface d’une sphére en fonction de son rayon.

corrigé page : 50

EXERCICE 05 :

1. établir I'expression du champ électrostatique créé par deux charges ponctuelles identiques, situées respective-
ment aux points de coordonnées cartésiennes (0,0, a) et (0,0, —a).

2. en déduire ’expression du champ électrostatique dans le plan Oyz

3. expliciter la composante E,(z) du champ en fonction de z dans les deux cas suivants : |z| < a et |z| > a.

corrigé page : 51

EXERCICE 06 :

On considére une distribution linéique de charge, de densité A, uniforme sur le cercle d’équations cartésiennes
22 4+ y? = R?, z = 0. Calculer le champ électrostatique créé en un point M de I’axe Oz, de coordonnée z.  corrigé
page : 53

44



CHAPITRE 3. CHAMP ELECTROSTATIQUE 3.4. EXERCICES :

EXERCICE 07 :

Un segment droit de longueur 2L porte une distribution de charge linéique, de densité A, répartie uniformément
sur toute sa longueur.

1. calculer le champ électrique produit par ce segment & une distance y sur sa médiatrice.
2. que devient ce champ lorsque y > L7
3. que devient ce champ dans la limite L — oo ?

4. exploiter le résultat précédent pour calculer le champ électrique & une distance z du centre d’une boucle carrée
de coté a sur laquelle est distribuée uniformément une charge de densité linéique \.

corrigé page : 54

EXERCICE 08 :

Trouver le champ électrique généré par un disque de rayon R, de densité de charge surfacique uniforme o, en un
point distant de x du centre du disque sur la normale & la surface. corrigé page : 56
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3.5 corrigés :

EXERCICE 01 :

Le rapport entre la force de répulsion électrique et la force de gravitation attractive entre deux particules a est
donné par :

2

F, Kl

F, Gm_2
ol K = —— est une constante de proportlonnahte égale & K = 9 x 10° N.m? C’ avec €g, la permittivité diélectrique
du vide egale A € ~ 8.85418 x 10712 kg~ L.m™3.4%2.5* ou encore Farad.m™', G la constante gravitationnelle égale &

G = 6.67384 x 107" m3.kg=1.572, ¢, la charge de la particule o égale & +2e =3.2x10719C, m, la masse de la
particule o égale & 6.64 x 10727 kg et r la distance entre deux particules a.
Le rapport devient

F. Kaq 9 x 10° (3.2 x 10719)2

I = ~ 3.3 x 10%
F, GmZ 6.67384x 10-11 (6.64 x 10-27)2 x

Comme on peut le constater, la force électrique est trés trés forte devant la force de gravité. Un particule o va donc
acquérir une accélération égale & a = les particules
massiques chargées qui constituent la matlere Mais comment avec une telle accélération entre charges la matiére arrive
toujours & se maintenir. La force de gravité a ’échelle atomique est trop faible pour permettre aux particules de se
maintenir contre la force électrique gigantesque. Alors qu’est ce qui fait que les atomes ont toujours cette possibilité de
se regrouper dans des structures cristallines ou non ? La réponse réside dans le fait qu’il existe deux types de charges :
positives et négatives. Celles de méme charge se repoussent et celles de charges différentes s’attirent, contrairement au
cas de la gravité ou il y a seulement attraction.

R. Feynman expliquait ceci en disant : 7 un amas d’éléments positifs se repousserait avec une force énorme et
éclaterait dans toutes les directions. Un amas d’éléments négatifs en ferait autant. Mais un mélange égal d’éléments
positifs et négatifs ferait quelque chose de tout a fait différent. Les éléments opposés seraient maintenus ensemble par des
attractions énormes. Le résultat global serait que les forces terrifiantes s’équilibreraient entre elles presque parfaitement
en formant des mélanges fins et serrés d’éléments positifs et négatifs, et entre deux amas d’un tel mélange, il n’y aurait
pratiqguement pas du tout d’attraction ou de répulsion. L’équilibre est si parfait cependant, que lorsque vous vous tenez
prés de quelgu’un d’autre, vous ne sentez aucune force. S’il y avait un trés léger déséquilibre vous le sauriez. Si vous
vous teniez a un bras de distance de quelqu’un et que chacun de vous ait un pour cent d’électrons de plus que de
protons, la force de répulsion serait incroyable, suffisante pour soulever la Terre entiére!

Avec des forces aussi énormes et aussi parfaitement équilibrées dans ce mélange intime, it n’est pas difficile de
comprendre que la matiére, essayant de garder ses charges positives et négatives dans le meilleur équilibre, puisse avoir
une grande rigidité et une grande résistance.

D’autre part, le noyau contient plusieurs protons qui sont tous positifs. Pourquoi ne se repoussent ils pas ? II s’avére
que dans le noyau il y a, en plus des forces électriques, des forces non électriques, appelées forces nucléaires, qui sont plus
grandes que les forces électriques et qui sont capables de maintenir les protons ensemble malgré la répulsion électrique.
Les forces nucléaires, cependant, sont 4 court rayon d’action - leur intensité décroit beaucoup plus rapidement que
T%. Et ceci a une conséquence importante. Si un noyau contient trop de protons, it devient gros, rendant l’équilibre si
fragile que le noyau est presque prét a éclater sous 'action de la force électrique de répulsion ”

Autre effet de ce mélange de charges positives et charges négatives est le phénomeéne appelé “écrantage” (screening).
En effet, la force électrique ’sentie’ par les charges au sein d’un gaz ou un conducteur due & la présence d’autre charges
n’a plus ’allure en T% mais plutot en e/}, \ étant un paramétre dépendant du milieu considéré.

Enfin, on peut résumer tout ¢a en disant que :

1. les forces nucléaires dominent sur une échelle nucléaire de I’ordre de 1071° m appelé femtométre. Elles assurent
la cohésion des noyaux.

2. les forces électrique dominent sur une échelle de 10719 m appelé Angstrom. Ce sont ces forces-1a qui assurent
la cohésion des atomes, des molécules, et partant la matiére.

3. les forces magnétiques sont plus faibles que les forces électriques, mais sont dominantes & 1’échelle du systéme
solaire.

4. les forces de gravité sont responsable de plusieurs manifestations naturelles : la chute des corps, les marées,
I’orbite des planétes autour du Soleil, la sphéricité de la plupart des corps. Elle est dominante & I’échelle des
distances astronomiques.
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EXERCICE 02 :

La position d’équilibre du systéme est donnée par

Y F=0

ou Y F = 0 est la somme des forces appliquées séparément sur I'un des objets du probléme, & savoir la masse et les
deux ballons. Commencant par la masse m. En effet les forces qui s’appliquent sur la masse sont : son poids P les
deux tensions des fils T; et Tb, la poussée d’Archiméde étant négligeable. Ce qui nous permet d’écrire

P+Ti+To=0

Par projection sur ’axe vertical, on tire :

P

sin(a) 0 = 3 sin(a)

Les forces s’appliquant sur I'un des ballons sont : la force électrostatique exercée par le deuxiéme ballon chargée F, la
tension du fil T et la poussée d’Archiméde R, puisque le ballon baigne dans ’air.
F+T+R=C0
Par projection sur ’axe horizontal, on tire :
F —Tcos(a) =0 = F =T cos(a)
En combinant les deux équations ci-dessus, on trouve

P cos P
= ,7@ = — cot(a)
2 sin(a) 2
D’aprés la loi de Coulomb, la force électrostatique qu’exerce 'un des ballons de charge ¢ sur le deuxiéme ballon de
méme charge g séparés par une distance r est donnée par

F=kK
r
En ’égalant & ’équation ci-dessus, on trouve
aq
— = — cot(a
7,2 2 ( )
ou encore
P cot(a)
q=r\l—07—
2K
avec

r = 2lcos(a)
L’expression de la charge devient donc
P cot(a)
2K

En remplacant dans ’équation ci-dessus par les valeurs numériques suivantes :

q = 2lcos()

P=5x10"2N,
cot(%) =1.732,

K=9x%x10° N.m?2.C~2

et
2lcos(a) =1.732m

on trouve la valeur numérique de la charge sur un ballon égale &

¢=38x10"°C =3.8uC
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Fg Fr

Ff++++FFFF++++1+

FI1GURE 3.1 — Les quatre forces appliquées sur la gouttelette d’huile.

EXERCICE 03 :(Expérience de Millikan)

Dans le cas d’une modélisation simple, une gouttelette d’huile est soumise & quatre forces :

1. son poids : P = %ﬂr3phg_' ot r est le rayon de la gouttelette, pp, la masse volumique de I’huile et g le vecteur
accélération de la pesanteur;

2. la force électrostatique : Fg = ¢F avec g la charge de la gouttelette et E le champ entre les armatures;
3. la poussée d’Archiméde :Fy = —§7T7“3pag" avec p, la masse volumique de 1’air;

4. la force de trainée (résistance de ’air) dont I’expression dans le cas de faibles vitesses est donnée par la loi de
Stokes : Fr = —6mnrv’ avec n le coefficient de viscosité de air et ¢ vecteur vitesse de la gouttelette.

Rappelons que la viscosité est définie comme la résistance & ’écoulement uniforme et sans turbulence se produisant
dans la masse d’une matiére. Lorsque la viscosité augmente, la capacité du fluide & s’écouler diminue. La viscosité d’un
fluide varie en fonction de sa température et des actions mécaniques auxquelles il est soumis.

1. le principe fondamental de la dynamique en projection sur un axe vertical s’écrit donc :

d 4
md—:: = gm’gg(ph —pa) —qE —6mnro

Ceci est une équation différentielle linéaire du premier ordre non homogéne, qu’on peut la réécrire sous la forme

dv
Y _aA-B
dt v
ou encore d
v
Y Bu=4A
ar TPV
avec 4
q
A= — 73 —o) - L E
Gl g(pn — pa) —
et 6
B_ Tnr
m

La solution de I’équation différentielle ci-dessus est la somme de deux solutions :
Solution sans second membre de 1’équation

dv

—+Bv=0

dt
et une solution particuliére qui aura la forme du second terme, c’est & dire une constante.
En effet,

dv

—+Bv=0

dt
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peut se mettre sous la forme
dv

- __B
dt v
ou encore d
Y _Bat
v

Aprés intégration on trouve
In(v(t)) = —Bt + cste

ou encore

v(t) = Ce Bt

ou C est une constante & définir par les conditions initiales de la vitesse.
D’autre part, la solution particuliére est obtenue en remplacant dans I’équation différentielle générale la fonction
vitesse v(t) par une constante, soit :

dD
— +BD=A
dt +
d’ou
BD=A
’ dD
dt
étant nul. ce qui donne
A
D=—
B
La solution générale s’écrit donc :
A
t)=Ce Bt 4+ =
o(t) = Ce™Bt 4+ =
ou encore
o) = Ce= 5 1 2y, — ) — g B
6mnr |3 ¢

Par convention, on met 7 = G;nW’ qui a la dimension d’'un temps.

. en supposant une vitesse initiale nulle, la solution de I’équation donne :

v(0) =C+ ! [ém‘gg(/}h — Pa) — qE] =0

N 6mnr |3
ou encore
o 1[4 4 ( ) B
=— —7r — Pa) —
6o |37 8lon = pa) =4

en remplagant la constante C' par son expression dans l’expression de v(t), celle-ci devient

1 4
v(t) = —mrd — —qFE|(1—-e"
(t) — [3 g(ph — pa) —4q ] ( )
. La constante du temps 7 a un ordre de grandeur trés faible; on peut donc admettre que le régime permanent
est atteint de facon instantanée. Autrement dit, la gouttelette atteint trés vite une vitesse limite ne dépendant
plus du temps qui a pour valeur :

1 [4
vim (E) = - [gﬂ?‘gg(ph — Pa) — qE]

Soit vy = v1im (0) la vitesse & champ nul (E = 0). On peut alors réécrire

qF
6mnr

vim (E) = vo

. Pexpression de la charge g est donnée par

_ 6mr(vo — vim(E)) _ 6m.1.8 x 107°.2 x 107%(0.392 x 107% — 0.458 x 107%) 44786 x 10~
q= E = 23000 N 28000

Oou encore
qg=-15.99 x 1079C ~ 10e
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Millikan, par simple mesure de la vitesse par le rapport de la distance parcourue sur le temps mis pour la parcourir sur
une gouttelette d’huile qu’il ionisait en l'irradiant par rayons X, observa expérimentalement que les valeurs d’ionisation
étaient toutes multiples entiéres de e = 1,592 x 107!?C, constante que 1’on connait aujourd’hui sous le nom de
charge élémentaire (avec une valeur mise & jour légérement différente : e = 1,60217646 x 1071C et que 1’on note
traditionnellement e ; cette expérience s’est avérée étre la premiére preuve de la quantification de la charge électrique
qui est strictement toujours un multiple entier positif ou négatif de cette valeur fondamentale e. Cette expérience et
ses conclusions sur la quantification des charges valurent a4 Millikan le Prix Nobel de physique en 1923.

EXERCICE 04 :

1. le champ électrique créé par une charge électrique ¢ placée en 7 en un point M repéré par le vecteur position
7 est donné par

1 q
EM=— % G
(7 dreg |7 — 7:’1|2uq_>

ol € est la constante diélectrique du vide, @,—,»s vecteur unitaire porté par la droite reliant la position de la
charge avec la position ot I’on veut mesurer le champ électrique, égal a

, P
u =
M e

L’expression du champ électrique s’écrit donc sous la forme :

1 q
o e D
() A eg |7 — 771|3(r i)

Le champ électrique est mesuré en N.C~! ou encore en Volt.m ™! . Le champ électrique est radial car représenté
par un vecteur porté par la droite reliant la source (charge ¢) et le point de mesure. Par convention, il est
divergent (sortant de la charge) dans le cas d’une charge positive, et convergent (entrant vers la charge) dans
le cas d’une charge négative. Sur une surface de rayon r dont le centre coincide avec la position de la source,
I'intensité du champ électrique est la méme. On dit que le champ électrique a une symétrie sphérique, car ne
dépendant ni de 0 ni de p, mais plutdt en r (voir figure 1.a).

FIGURE 3.2 — a : variation du champ électrique créé par une charge positif. L’échelle utilisée ne refléte pas la variation
en T% du champ électrique, b : représentation de 6 lignes de champ électrique créé par une charge positive

2. Les lignes de champ électriques F sont les courbes orientées telles que leur tangente, en chaque point, ait méme
direction et méme sens que le champ électrostatique. Pour établir I’équation d’une ligne de champ, il suffit
d’exprimer qu’un élément dl de la ligne est paralléle & F, soit, :

ANE=C0
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En explicitant cette équation dans le systéme des coordonnées sphériques, le plus adapté a cette situation
physique (symétrie sphérique), avec

dl = dr i, + rdf tg + rsin 0 dpt,

et )
B() = e el

B 47T€0 |7?7 7?1|2UT

Si la charge est supposée a ’origine, 1 = 0, d’oil

1 ¢
E - NG) _’r
(r) 47 eq 12 b
on obtient
Uy g Uy 1T q
dANE=]|dr rdd rsinfdp | = sin@d—@a’g—d—eﬂ'@ =0
1 q 47 € r r
o= 0 0 L -
TEY T
d’ou
Uy g Uy 1T q
dAANE=]|dr rdf rsinfdp | = sin@d—@a’g—d—eﬂ'@ =0
1 q 47 € r r
47 €g 72 0 0 ) )

d de
sinfgf =0 soit p=Cste et — =0 soit €= Cste
T T

Ceci veut dire qu’une ligne de champ doit suivre, dans ce cas, une trajectoire sur laquelle r change de 0 & co tout
en gardant 6 et o constants. Ce sont 14 des droites radiales (suivant le rayon d’un cercle) orientées (émanant de
la charge lorsque celle-ci est positive et convergeant vers la charge lorsque celle-ci est négative)(voir figure 1.b).

3. la représentation de la topographie d’un champ électrique créé par une ou plusieurs charges électriques par des
lignes orientées peut préter a penser que l'information sur l'intensité du champ électrique est perdue, puisqu’on
renonce a représenter le champ électrique par des vecteurs qui, par leurs longueurs, indiquent approximativement
la norme du champ en tout point. En fait, rien de cela n’est vrai, puisque I'information sur 'intensité du champ
électrique est récupérée grace & une grandeur physique qu’est la densité de lignes par unité de surface. Cette
grandeur permet de mesurer 'intensité du champ électrique sur une surface donnée. Pour plus de clarté, prenons
I’exemple simple du champ électrique créé par une charge électrique positive, dont les lignes sont représentées
sur la figure 1.b.

Notons tout d’abord qu’il est impossible de représenter toutes les lignes de champ qui émanent de la charge,
puisque tout simplement leur nombre est infini! Pour cela, nous avons choisi de représenter juste six (6) lignes.
Sauf que pour étre cohérent, il faudra doubler le nombre de lignes (dans notre cas douze (12) lignes) si la
quantité de charge était doublée, car l'intensité du champ est linéairement proportionnelle & la quantité de
charge.
Remarquons que le nombre de lignes sur chaque surface sphérique de rayon r est le méme, c’est & dire 6, alors
que la surface augmente en r2, et plus précisément en S = 47r?. La densité de lignes est donc égale, pour cet
exemple, & #. Ceci est une mesure qui nous permet clairement de voir la variation de l'intensité du champ
électrique, puisqu’elle diminue en T% en s’éloignant de la source, comme ’est d’ailleurs la décroissance du champ
électrique.

EXERCICE 05 :

1. Afin d’établir I’expression du champ électrique créé par deux charges en (0,0, a) et (0,0, —a), on doit faire appel
a la loi de Coulomb et au principe de superposition. En effet, le champ électrostatique créé en un point M de
vecteur position 7 par une charge placée en (0,0, a) est donné par

Bu(f) = —— L (7~ aR)

" dreo |7 — ak|3
ol € la constante diélectrique du vide, ak le vecteur position de la premiére charge g et "¥=xi+yj+ 2K le
vecteur position d’un point quelconque dans ’espace (point M ot 'on veut mesurer le champ électrique). De
méme, le champ électrostatique créé au méme point M de vecteur position 7 par une charge placée en (0,0, —a)
est donné par

1 q
E =——— (7 E
2(7:) 47T€0 |7;»+ ak,|3(r+a )
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—ak étant le vecteur position de la deuxiéme charge q. Le champ électrique total créé par les deux charges ¢,
selon le principe de superposition, ’expression suivante (voir figure 2) :

_q 7 —ak n 7+ ak
 dmeg \ |7 —akP  |[F+ ak]3

E() = E(7) + Ba)

Remarquons que la direction et 'intensité du champ électrique total dépend de la polarité (positive ou négative),
ainsi que de la quantité de charge.

: —-»E
Ey e
7 —ak
a M Ex
q
ak )
7+ ak
Yy
ak
—a ¢9
T

FIGURE 3.3 — Champ électrique E(7) créé en un point M repéré par le vecteur position 7 par deux charges électriques
positives ¢ placées en (0,0, a) et (0,0, —a), respectivement.
2. dans le plan Oyz le vecteur position 7 a la composante suivant Oz nulle, d’ot :
r=yj+zFKk
En remplacant 7 par son expression, on obtient

q ( yi+(z—a)k yi+(z+a)k )
WG aPP? GG ap PP

Ce qui donne un champ électrique dont la composante suivant Oz est aussi nulle.

E =
() 47 €q

E.(y,z) =0

— _4q Y Yy
E = Ey(yvz) T 4meo \ [y2+(z—a)2]3/2 + [y2+(z+a)2[3/2

— (z=a) (zt+a)
Ez(ya Z) - ﬁ [y2+(z—a)?[3/2 + [y2+(z+a)?[3/2

Ceci est du au fait que le champ électrique & une symétrie un peu particuliére. En fait, le champ électrique est
dans le plan contenant les deux charges, et sur un cercle dont la génératrice est ’axe des z (le centre du cercle
est un point de I’axe des z, tout en étant la normale a la surface délimitée par ce cercle) l'intensité du champ
électrique est la méme.

3. le champ électrique créé sur ’axe des z par les deux charges a une seule composante, puisque sur cet axe-13 la
valeur de y est nulle, d’out

E.(2)=0
E={ Ey(z)=0

_ - +

EZ(Z> - 47rq50 (\227(;1\3 + |ZZ+Gl,1\3)

Remarquons que |z + al et |z — a| sont des quantités positives, qui peuvent étre écrites sous les formes suivantes
—(2+a) z< —a
|z 4+al=<¢ z+a —a<z<a

zZ+a a<z
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et
—(z—a) z< —a
|z—al=¢ —(z—a) —a<z<a
zZ—a a<z

En remplacant dans l’expression de E,(z), nous obtenons

q z—a z+a

Tne \“G-aF  GroP) PSSO
E.(2) =1 e —ﬁﬁ-% —a<z<a
ou encore L 2 ra)
— e a7y z2< —a
E.(2) = *ﬁ(zfj%z)z —a<z<a
a_2(+a’) a<z

4meg (22—a?)?

EXERCICE 06 :

Avant de passer au calcul du champ électrique créé par une distribution linéique de charges électrique sur un
cercle de rayon R, nous devons scruter la symétrie du probléme posé. En effet, ceci est un cas particulier trés
simple, puisque en tout point sur ’axe des z, le champ électrique a une seule composante suivant ’axe des z (voir
figure 3). Ceci est du au fait que pour chaque élément infinitésimal dl sur le cercle portant une charge dg = A\ dl
et créant un champ électrique dE' au point z le long de la droite reliant le point z a la position de la charge dg on
peut trouver un autre élément dl portant la méme quantité de charge dgq (puisque la distribution est uniforme)
et qui soit diamétralement opposé a celui-ci. Ce dernier crée un champ électrique de méme intensité mais dont
la composante dans le plan Oxy est dans une direction opposée, ce qui, en sommant, annule la composante du
champ électrique total dans ce méme plan.

La procédure a suivre consiste donc a calculer la composante suivant z du champ électrique créé par un élément
du cercle puis faire I'intégration sur tout le cercle, la direction du champ électrique étant déja connue.
Rappelons 'expression du champ électrique élémentaire :

1 dg 1 Adl

JE=——%_ - 2%
dmeg 12 4dmey 12

ou r est la distance entre la position de la charge dq sur le cercle et le point z ot 'on veut mesurer le champ
électrique, et dl = Rdf, ou 6 va de 0 & 27 (afin de balayer le cercle tout entier). Pour calculer la composante
suivant z on doit multiplier '’expression du champ électrique par un cosa, ou « et 'angle que fait la droite
portant r et I’axe des z, d’ou

1 ARdA
dE, = dFE cosa = cos «
dmeg 12
avec s .
2 =R?+ 22 dl = Rdf et cosaq = — = ———,
r A /RQ + 22

ce qui donne
1 ARdA z 1 Az Rdo

: = 4dmeg R? + 22 \/R2 4 22 - drreg (R2 + 22)3/2
La composante du champ électrique créé en z par la charge totale distribuée sur un cercle st donné donc par :

dE

27

5 o_ 1 Az R /d@*i Az R
© 7 dmeg (R? + 22)3/2 260 (R? 4 22)3/2
0

qui peut s’écrire sous la forme
1 qz

= dreo (R2 + 22)3/2
ol ¢ = A27 R est la charge totale sur le cercle.

Le champ électrique créé en un point z sur I’axe des z par une distribution uniforme sur un cercle de rayon R
et d’équation z2 + y2 = R? est donné par

1 qz
 dmeg (R? + 22)3/2
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dE,

dE,

R dq

FIGURE 3.4 — Champ électrique E(z) créé en un point z de I’axe des z par une charge uniformément distribuée sur un

cercle de rayon R, de densité linéique .

EXERCICE 07 :

(a) Afin de profiter de la symétrie du probléme, on va choisir l'origine O de la trieédre Ozyz au milieu du
segment chargé, choisi colinéaire & l’axe de z. En choisissant deux éléments infinitésimaux dl symétriques
par rapport a ’axe des y, les composantes horizontales du champ électrique s’annuleront deux & deux. La
seule contribution sera la composante suivant ’axe des y, donnée par

dE, = dFE cosa

ou « est ’angle fait entre la droite portant le vecteur du champ électrique créé en un point y et ’axe des
y. La norme du champ élémentaire dFE créé par une charge dg = Adl sur un élément infinitésimal dl = dx

situé en x est égal & :

JE — 1 dq _ 1 Adx
dmeg 12 dmeg 22 + y?
De la figure on voit bien que y y
coso == \/TTy?
d’ou
dE, 1 yAdx

permet d’écrire le champ total comme

L
0

ou encore

Pour calculer l'intégrale indéfinie [ TZ)”Q’

T =1ytgt

dmeq (22 + y2)3/2
Rappelons que 1’élément symétrique crée lui aussi un champ électrique en y de méme intensité, ce qui nous

yAdx

L
/47'('60 (22 + y2)3/2

L

yA /
" 2760 | (a2 —|—y )3/2

0

avec

o4

faisons le changement de variable suivant

ydt

dr =
cos2t
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L’intégrale ci-dessus devient donc

/ ydt 1 1 / dt
cos?t (y2 +y2tg2t)3/2 42 | cos?t(1 + tg2t)3/2

En remplacant 1+ tg?t par dans le dénominateur, nous obtenons

00215

dt _ .
o 11 + tht)3/2 = [ costdt =sint + cste

Rappelons que

(@) .

1 tg2t
sint =+v1—cos?2t=4/1— \/ \/ V2 J
Vi ittt V1w 1+ @2 2t a2

d’out
L

1 x
/z2+ 3/2:_2[ 5 S
) y?) Y 1Vy -+

L
y2+L2

0

Finalement
1 A2 L 1

_ q
477'60 Y /y2 + L2 477'60 Y /y2 + L2

E, (y) =

et le vecteur du champ électrique
1

q -~
dmeo y4/y2? + LQJ

(b) lorsque y > L, on peut réécrire ’expression du champ électrique comme

E(y) = Ey(y)7 =

1 q 1 ¢ L
E,(y) = R~ = car -1
471'60 1+ (L)2 dmeg y Y
y

(c) dans la limite L — oo , I’expression du champ électrique devient

By(y) = 1 2L\ 1 2\ Y <1
Y 5 — car =
Y 47reOyL,/1+ % )2 dmeg y L
4
71\
N RN
’ \
’ \
dE, dE,
)
QO \r
dgq dq

FIGURE 3.5 — Champ électrique E(y) créé en un point y de l’axe des y par une charge uniformément distribuée sur
un segment de longueur 2 L, de densité linéique .
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EXERCICE 08 :

Le calcul du champ électrique créé en un point z du centre d’un disque de rayon R ( sur la normale) par
une charge surfacique og est suivant ’axe des z, car, par symétrie, on peut toujours trouver deux éléments de
surface dS symétriques par rapport & l'origine du disque, contenant la méme quantité de charge dq = oo dS,
et créant, chacune, en z un champ électrique d>E de méme intensité, mais dont les composantes dans le plan
Ozy s’annulent deux & deux. L’indice 2 dans d2F indique que Iintégration est double.

Calculons donc la composante suivant z champ électrique créé en un point z sur la normale par un élément de
surface dS = drr df situé a une distance r de lorigine du disque, & savoir :

1 opdrrdd

&PE,=— """
dmeq (r2 + 22)2

cos

ot dq = oo drrdf est la charge contenue sur une surface élémentaire d’un disque dS = drr df, et

z
cosf) = ———
V22 412
d’ott
2B — 1 zogrdfdr

dmeg (12 + 22)3/2

Intégrons par rapport a 6
2T

1 zogrdr / gfi ogrdr

dE, = __Jorsr
dreq (12 + 22)3/2 2e) (12 + 22)3/2

Reéintégrons maintenant par rapport a r de 0 & R

z200 rdr

Ez = — B
260 (r2 + 22)3/2
0

Posons
r = zsht avec dr = cht dt

- rdr
- (r2 +22)3/2

I 1/z2shtchtdt_1/shtdt

L’intégrale indéfinie

devient

23 ch3t z ch?t
Posons maintenant
u = cht avec du = sht dt

don 1 d 11
S Llfdu_ 11
z ) u? ZUu

En utilisant la relation

2
ch’t — sh’t =1 ou encore cht = /14 sh?t = /1 + (f)
z

nous obtenons donc 1

1 1
—= =- +C
z /1+(£)2 /T2+2’2

I=

Le champ électrique est donné par

Finalement
oo | = z
E(z)=FE,E= —_——
® o i~ =)
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4.1. RAPPEL : CHAPITRE 4. THEOREME DE GAUSS

4.1 Rappel :

4.1.1 Théoréme de Gauss

Le flux du champ électrostatique sortant d’une surface fermée S est égal a la charge totale Q;,: enfermée dans
cette surface divisée par ¢
Qint

b= jé EngdS =—
S €0

Vérifions en calculant le flux sortant d’une surface sphérique de rayon r enfermant une charge ponctuelle g en

O:
1 1 1
@:fE.nmdS:jé — Lo e dS= —%%dé‘: T
s s dmeg T dmeg T dmeg T €0
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CHAPITRE 4. THEOREME DE GAUSS 4.2. EXERCICES :

4.2 Exercices :

EXERCICE 01 :

(a) Une charge positive ¢ est placée au centre d’un cube d’aréte a. Calculer le flux du champ électrique & travers
I'une des faces du cube.

(b) La méme charge g est placée maintenant au centre de 'une des faces du cube d’aréte a. Calculer le flux du
champ électrostatique créé par la charge a travers la surface du cube. En déduire le flux a travers la surface
du cube d’une charge surfacique o répartie uniformément sur la surface d’une face du cube.

corrigé page : 60

EXERCICE 02 :

Une sphére de rayon R est chargée positivement avec une distribution volumique constante p.

(a) calculer le champ électrique & Uintérieur et & 'extérieur de la sphére.
(b) en utilisant le théoréme de Gauss, et en considérant les analogies suivantes

1
— =—-An G et E
€0

g et qEMT

ou €y est la permittivité diélectrique du vide, G la constante gravitationnelle, E le champ électrique , ¢ le
champ d’accélération gravitationnelle, g la charge électrique et Mr masse de la terre, établir I’expression du
champ d’accélération gravitationnelle ¢ & l'intérieur et a I’extérieur de la terre, en supposant une répartition
homogeéne de la masse terrestre.

corrigé page : 61

EXERCICE 03 :

Un plan conducteur supposé infini est positivement chargé avec une densité de charge surfacique uniforme o.
(a) calculer le champ électrostatique créé dans ’espace par cette distribution de charges électriques.

(b) utiliser ce résultat pour déduire le champ électrique régnant entre et a ’extérieur des deux armatures de
charges opposées o et —o.
corrigé page : 63

EXERCICE 04

Une coquille creuse est caractérisée par une densité de charge
p(r)=— k.k est constant
r

dans la région Ry < r < Ry et nulle ailleurs, et ol k£ est une constante.
(a) calculer le champ électrostatique dans les régions : r < Ry, Ry <r < Rg et 7 > Rs.
(b) représenter la variation du champ électrique en fonction de r.

(c) calculer la force électrique a laquelle est soumise cette méme distribution de charges.
corrigé page : 65

EXERCICE 05 :

Une sphére, de rayon R, porte une charge volumique p qui est répartie uniformément dans tout le volume qu’elle
occupe a I'exception d’une cavité de rayon a. Le centre de cette cavité est & la distance d du centre de la sphére.

La cavité est vide de charges.
(a) en utilisant le théoréme de Gauss et le principe de superposition, calculer le champ électrique en tout point
de la caviteé.

(b) conclure.
corrigé page : 67
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4.3 corrigés :

EXERCICE 01 :

(a) L’expression du flux @ du champ électrique & travers une surface fermée est donnée par :

@zy{EVdS

Pour calculer le flux du champ électrique créé par une charge électrique au centre d’un cube d’aréte a, nous
nous proposons de calculer ce méme flux & travers deux surfaces sphériques : la premiére d’une sphére,
inscrite dans le cube, de rayon 5 et la deuxiéme d’une sphére, circonscrite dans le cube, de rayon \/2§a (voir
figure 1).

Rappelons qu’un champ électrique créé par une charge ¢ a la méme intensité sur une surface sphérique dont
le centre est confondu avec la position de la charge (symétrie sphérique), et que sa direction est radiale, d’ou

1 q L. a
Uy sur une surface sphérique de rayon 3

E =
4meg (5)?

et que le vecteur de la surface élémentaire est donné par

ds = (g)Qsmededwr

Pour la premiére sphere de rayon g on a donc

2w ™

27
1 _a (o q / / . q
E . f— PR . _ _ _4
7{ ds / / Treo (a ) 5 (2 ) sin 0d6 dp —47r€0 dy | sinfdf o
0 0 )

2 0

C’est un résultat trés important, car on vient de trouver que le flux & travers une surface sphérique ne
dépend pas du rayon de la sphére; ce qui nous ameéne a conclure que le flux a travers la surface de la sphére
circonscrite au cube et de rayon ‘/25“ est, lui aussi, égal & %. Rappelons a ce niveau que la surface du cube se
trouve complétement entre les deux surfaces et qu’aucune source de charge n’existe entre ces deux derniéres.
C’est & dire que le flux sortant de la petite surface fermée va obligatoirement traverser la surface du cube
pour ensuite sortir, sans changement, & travers la grande surface. On déduit donc que le flux & travers la
surface fermée du cube est aussi égal & %. D’autre part, puisque la charge est au centre du cube, le flux a la
symétrie du cube c’est & dire pas de direction privilégiée, et donc a travers une face du cube sort le sixiéme
(le cube a six faces) du flux, ou encore

1 1gq
1 == ==
une face 6 total 6 pn
Nous venons de montrer sur un exemple simple que le flux du champ électrique a travers une surface fermée
quelconque est toujours égal a la charge & l'intérieur du volume délimité par cette méme surface. C’est bien
la I’énoncé du théoréme de Gauss pour le flux d’un champ électrique.

FIGURE 4.1 — Une charge électrique positive placée au centre d’'un cube d’aréte a. Deux surfaces sphériques sont
représentées : la premiere est d’une sphere, inscrite dans le cube, de rayon 5 et la deuxieme d’une sphere, circonscrite

dans le cube, de rayon %
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(b) Pour calculer le flux & travers un cube d’aréte a d’un champ électrostatique di & une charge g placée au
centre de 1'une des faces du cube, on peut imaginer deux cubes mis cote a cote et dont la face commune
entre eux est celle sur laquelle est positionnée la charge g.

Selon le théoréme de Gauss, le flux & travers la surface fermée externe des deux cubes (& I’exception de la

face interne entre les deux cubes) est égale & ¢ = 4. Remarquons aussi que le flux du champ électrique a
€

travers la surface de la face commune entre les deux cubes est nul ¢face commune = 0, car le champ électrique
est paralléle au plan de cette surface (il est donc normal au vecteur de 1’¢lément de la surface en tout point
sur ce plan). Il nous reste donc 10 faces, 5 pour chaque cube. Le flux & travers les 10 faces est donc égal &

D10 faces = 4 Les deux surfaces sont symétriques par rapport & la charge, ce qui nous permet de conclure
€

0
que le flux & travers les 5 faces d’'un cube est égal & la moitié du flux & travers les 10 faces, & savoir :

4 0on peut conclure que

¢5 faces —
260

q
¢cube = ¢face commune T ¢5 faces = 0+ — = —
250 250

Imaginons maintenant qu’au lieu d’une seule charge sur la face, on a toute une distribution surfacique de
charges o telle que ¢ = [[ 0dS. Chaque élément de charge dg = o ds créé dans l'espace un champ électrique
dont le flux & travers les 6 faces du cube est égal &
dp — dg odS
B 250 o 250
Selon le principe de superposition, le flux créé par la charge totale sur la surface est égal & la somme des
flux créés par les éléments dg, ce qui est obtenu par I'intégration sur d¢ :

B dg adS q
o= 5= 115 =%
EXERCICE 02 :

(a) Pour appliquer le théoréme de Gauss, on doit choisir une surface dite de Gauss & travers laquelle on calculera
le flux du champ électrique, et qui, de plus, aura la symétrie du probléme. Dans notre cas, on a une sphére
de rayon R chargée avec une distribution volumique constante p. La symétrie du probléme réside dans le
fait que le champ électrique créé par cette distribution doit étre radial et a une symétrie sphérique. En effet,
isolons par imagination un élément de charge dans le volume et voyons ce qu’il crée comme champ électrique
en un point & 'extérieur du volume. Ce dernier n’est pas radial ; mais en faisant la somme (continue) des
¢éléments de volume autour de ’axe qui relie le point de mesure au centre de la sphére nous remarquons que
le champ électrique résultant est suivant cet axe, c’est a dire radial. On peut penser aussi qu’d une position
lointaine de la sphére, la charge portée par celle-ci apparait comme une charge ponctuelle, avec tout ce que
cela implique pour l'allure du champ électrique. Choisissons donc une surface de Gauss imaginaire qui soit
sphérique avec un centre confondu avec le centre de la sphére réelle.

i. pour calculer le champ électrique a 'intérieur de la sphére prenons une surface sphérique de rayon r» < R
(voir figure 2) :

charge contenue dans une sphére de rayon r
E-dS =
€0
Remarquons que sur cette surface sphérique choisie, le champ électrique est radial, d’ou
E-dS=EFE,-dS

et ne dépend ni de 0 ni de ¢ de la surface, ce qui nous permet de sortir E, de 'intégrale

2m T
%E'dS:E,«jédS:/dcp/TQ sin@df = E, 4mr?
0 0

D’autre part, la quantité de charge contenue dans le volume délimité par la surface de Gauss choisie est
égale &

Qintérieur =p- gﬂ' 7
Ce n’est pas la totalité de charge qui est prise en considération, mais juste la partie contenue dans le

volume délimité par la surface de Gauss qu’on a choisie. Notons que la charge totale est donnée par

4
Qtotale =p- gﬂ. R?
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En égalant les deux membres, on trouve

14 1 4 r\3 1 r\3
Ednr?=p- —-ar3= — p=-7 R? (_) == (_)
=L 3T T3 R o Qrotate (1

ou encore
1 Qtotale

re dmeg R3

ii. pour calculer le champ électrique & l'intérieur de la sphére prenons une surface sphérique de rayon
r > R(voir figure 2) :

charge contenue dans une sphére de rayon r
7{ £.dS — g p y

€0

En utilisant les mémes arguments de symétrie que précédemment, tout en remarquant que cette fois-ci
la charge contenue dans le volume délimité par la surface de Gauss choisie est elle méme la charge totale,

on trouve 1 4 1
B, 41r? = —p-71 R® = —Qotale
€0 3 €0
ou encore
_ 1 4 3 1 _ 1 Qtotale
P e Py s = >
4meg 3 T dmeg T

L’allure du champ électrique radial en fonction de r est donnée dans la figure 3.

(b) en utilisant le théoréme de Gauss, et en considérant les analogies suivantes (voir table 1)

1
— =—-An G et E

€0

g et qEMT

ou €y est la permittivité diélectrique du vide, G la constante gravitationnelle, E le champ électrique , ¢ le
champ d’accélération gravitationnelle, ¢ la charge électrique et M masse de la terre, ’expression du champ
d’accélération gravitationnelle ¢ & lintérieur de la terre (r < Rr) est donnée par

jég_'~d5:f47rGMT

ou encore y
grdmr? = —4rx Ggﬂ' 7 o

ol pg est la masse volumique de la terre, supposée constante. On obtient donc

4 4 r T
gr = —47TG§7T7“M0 = —GgﬂR?’,uo 2 —GMTﬁ
Le vecteur g est donné par
= o
g=-G MTﬁUT

c’est & dire pointant vers le centre de la terre.
A Textérieur de la terre,

4
gr47r7"2 = —4n Ggﬁ RSMO = 47 G My

ou encore A
T
9r=-G 5

;

et u
— T o
=G5

;

Ainsi, la terre crée a U'extérieur un champ gravitationnel identique & celui d’'une masse ponctuelle M7 placée
au centre de la terre.

Pour I’application numérique, on considére la masse de la terre estimée & 5,9736 x 10%24kg, la constante
gravitationnelle égale & G = 6,67384 x 10" '1'm3 kg~ 's~2 et le rayon de la terre Ry = 6371km, d’ou
I'intensité du champ gravitationnel a la surface de la terre est égale a

11 5,9736 x 10%4

= -2
m =9,8219m.s

gy = 6,67384 x 10~
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Electrique Gravitationnelle
q (charge) m (masse)
Iy = ﬁ L2405 (force) Fi9 = —G™5"21) 5 (force)
T —G (constante gravitationnelle)
E(F) = ﬁz—;ﬂl_,g (champ électrique) | § = —G 73112 (champ d’accélération gravitationnelle )
9. = 4 (flux électrique) &, = (—4m G) my (flux gravitationnel)

TABLE 4.1 — Analogie électrostatique-gravitation

FIGURE 4.2 — Sphére de rayon R chargée uniformément avec une charge volumique p, et deux surfaces de Gauss
sphériques de rayon r : r < R et r > R.

E,

o 1/r?

R r

FI1GURE 4.3 — Allure de la composante radiale du champ électrique créé par une charge électrique de distribution
volumique constante p contenue dans une sphére de rayon R.

EXERCICE 03 :

(a) puisque le plan est supposé infini le champ électrique doit étre dans les deux directions suivant la normale

au plan. En effet, & tout élément de surface contenant une dq sur le plan créant un champ électrique en
un point M, correspond un autre élément de surface symétrique a celui-ci par rapport a la droite reliant le
point M et le plan selon la normale, qui crée un champ électrique de méme intensité mais dans une direction
telle que la somme des deux champs a une composante suivant la normale. Il est donc convenable de choisir
une surface de Gauss sous forme d’une surface d’un cylindre de hauteur L et dont les deux surfaces de base
(deux disques de rayon r) sont paralléles au plan (voir figure 6). On a donc trois surfaces & travers lesquelles
le flux du champ électrique passera : une surface latérale Sy, = 27 r L et deux surfaces de base S1 2 = 772

Dong, le flux électrique a travers cette surface fermée est, selon le théoréme de Gauss, égal a

1 1
%E~d5’z/ E~d5’—|—/ E~dS’+/ E-dS=—Qin = —onr?
St S1 So €0 €0

puisque la charge contenue dans le volume du cylindre délimité par la surface de Gauss imaginée est justement
la charge contenue dans la surface obtenue par intersection du plan avec le cylindre.
Notre choix de la surface nous permet donc d’obtenir un flux nul & travers la surface latérale du cylindre
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car le champ électrique y est perpendiculaire & la surface en tout point :
/ E-dS=0 car E=F.u, et dS = dS u,
St
D’autre part, le flux électrique & travers les deux surfaces de base est donné par

//SIE.dS’:/ SlE-dSzEz(z)//SIdS:Ez(z)ﬁﬁ

car sur S7 le vecteur du champ électrique est égal & E = E.(2)4, et dS; = dS; ., et

//SZE.dS//SZE.dSEz(z)//SzdSEz(z)ﬁrz

car sur Sy le vecteur du champ électrique est impair et est égal & F = E,(—z2)u, = —FE,(2)u, et dS; =
—dSs . Le flux électrique & travers la surface de Gauss est donné par

2F.(2)mr? = —onr?
€0
d’ou o
B.(2) = —
(Z) 260

Dans des régions proches du plan chargé le champ électrique est constant.

2
L
3 S1
St
g
I I
I I
|
_L
2 r S2

FIGURE 4.4 — Surface de Gauss sous forme d’une surface d’un cylindre de longueur L et de rayon de base r.

(b) considérons maintenant deux plans paralléles supposés infinis, dont la normale est suivant I’axe des z,
l'un portant une charge surfacique o(charge positive) et ’autre portant une charge surfacique —o (charge
négative) (voir figure 7). Selon le résultat ci-dessus, le plan portant une charge positive crée un champ
électrique

By = B.(2)@, = 2160@
alors que le plan portant une charge négative crée un champ électrique
—0

E =FE, q?:: 5 Uz
2 (z)u 5eq U

Remarquons que les deux champs électriques entre les deux plans s’ajoutent

E=F +E =i,
€0

alors qu’ils s’annulent mutuellement en dehors des plans

E=E1+E,=0
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E=0
g
Bt
—0
E=0

FIGURE 4.5 — Champ électrique créé par deux plans paralléles, I'un portant une charge surfacique positive o et 'autre
portant une charge surfacique négative —o. Le champ en bleu, constant partout, est créé par la charge négative et est
égal & £ = ﬁ, alors que le champ en rouge, constant partout lui aussi, est créé par la charge positive et est égal &
E = 5Z. En utilisant le principe de superposition, on obtient un champ égal & F' = % entre les eux plans et un champ

nul en dehors des plans.

EXERCICE 04 :

Une coquille creuse est caractérisée par une densité de charge

p(r) = %

dans la région Ry < r < Ry et nulle ailleurs, ot k est une constante.

FIGURE 4.6 — Une coquille creuse caractérisée par une densité de charge p(r) = r% entre Ry et Ro. Les surfaces de
Gauss (sphéres en lignes discontinues) pour différentes régions de la coquille sont représentées.

(a) Le probléme posé a une symétrie sphérique, ce qui fait que le champ électrique devrait avoir la méme
intensité sur une sphére de rayon r et dont le centre est confondu avec le centre de la coquille. Le champ
électrique devrait aussi avoir une seule composante radiale : E = E,. i,.. La surface de Gauss qui convient
le plus serait donc une surface sphérique de rayon r (voir figure 8).

i. pour r < R; : le flux électrique & travers la surface de Gauss est nul car il n’existe aucune charge &
I'intérieur du volume délimité par la surface choisie, d’ou

%EodS:O

Le champ électrique sur la surface choisie a la méme intensité, ce qui nous permet d’écrire

E. j{ dS =0 ou encore E. =0
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Le champ électrique & l'intérieur d’une sphére creuse est nul.

ii. pour R <r < Ry :

rom 2w T
in 1 1 k . 1 1
7{E -dS = Gine _ L p(r')dv' = —/// —2r'2 dr'df sin dp = —47rk:/dr' = —Ark(r — Ry)
€o €0 €0 i €o €o
Rl 0 0 Rl

Puisque le champ électrique a la méme intensité sur une surface sphérique de rayon r et que les vecteurs
unitaires portant I’élément de surface et le champ électrique sont dans la méme direction, on peut écrire

%EdS:?{ET~dS:ET]{dS:ET47rr2

en égalant les deux membres de la la loi de Gauss, on obtient donc

1
B, 4rr? = —4rk(r — Ry)

€0
ou encore
E. — l k(T - Rl)
" e r2
et le champ électrique
E = E, i, = lk(r;QRl)gr
€0 r
iii. pour r > Ro :
1 LT 7 1
7{E cds = Qe _ 1 /p(r’)dv’ = —/// —r'"? dr' d0 sin Od = —47rk/dr’ = —dnk(Ry — Ry)
€0 €0 €0 ! €0 €0
R, 0 O Ry

car le volume délimité par la surface de Gauss contient la totalité de la charge sur la sphére.
D’autre part
1
fE-dS’: fET-dS:EdeS:EAm? = —471k(Ry — Ry)
€0
ou encore
1 k(Ry— Ry) _,

E=Ed, = —————14,
€0 r

(b) la variation du champ électrique en fonction de r est représenté sur la figure 8.

E,

R, R, "

FIGURE 4.7 — Allure de la composante radiale du champ électrique créé par une charge électrique de distribution
volumique constante p contenue dans une coquille creuse.

(c) en voulant calculer la force électrique & laquelle est soumise cette méme distribution de charges, il faut se
rappeler qu’il s’agit de la force appliquée par une distribution de charges sur elle méme!
Imaginons un élément de volume dV de la coquille contenant une charge dg = pdV, laquelle est soumise &
deux forces : une force due aux charges des autres parties de la coquille et une deuxiéme force due a la charge
contenue dans I’élément lui-méme. Concernant la deuxiéme force, on doit noter que les forces appliquées
mutuellement entre les charges contenues dans le volume dV (vu comme un seul systéme) s’annulent (principe
d’action et de réaction de Newton), et c’est ainsi que le volume élémentaire ne peut pas se faire pousser
par lui-méme! Cela simplifie le calcul puisqu’il nous permet d’inclure le champ électrique créé par toutes les
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charges y compris les charges du volume élémentaire dV. En effet la force appliquée sur un volume dV par
la distribution est égale &
dF = dqF

ou E est le champ électrique créé par la totalité de la charge a I’endroit ou dq est placée. Puisque dg = pdV,

I’expression de la force devient
dF = pEdV = pE drdS

1l est utile de calculer la force par unité de surface appliquée par la distribution de charge sur elle-méme,

d’ou
2|71 -r)
F:/pEdr:— /_277“ L dr| @,
€0 r r
1
ou encore
Rz Rz R2
F—k2 /(T—Rl)d _,_k2 dr R/dr _,_k2 4R, 1 31.
T e 74 i €0 rs LS e | RS R R} Ur
1 1 Ry

Cette force pointe toujours vers l'extérieur de la sphére quelque soit la polarité des charges (positive ou
négatives). Pour que ces charges se maintiennent a leurs positions, il doit y avoir une autre force, non
incluse ici, qui contrebalance la force appliquée par la distribution des charges et qui est évidemment dans
la direction opposée.

EXERCICE 05 :

Une sphére, de rayon R, porte une charge volumique p qui est répartie uniformément dans tout le volume qu’elle
occupe a I’exception d’une cavité de rayon a. Le centre de cette cavité est & la distance d du centre de la sphére.
La cavité est vide de charges.

(a) ce cas physique montre bien les limites de ’application directe du théoréme de Gauss, puisque la distribution
de la charge dans la sphére n’a pas la symétrie sphérique requise pour que le champ électrique soit radial et
ait une symétrique sphérique. Rappelons que ce sont 14 exactement les conditions qui nous permettaient &
chaque fois de simplifier le calcul de I'intégrale f E-dS en passant du produit vectoriel & un produit de deux
scalaire, & savoir ¢ E'dS (car le champ électrique était radial en tout point), puis en faisant sortir le champ
électrique de l'intégrale : E ¢ dS (le champ électrique est le méme sur toute la surface sphérique). Pour
contourner ce probléme, on peut modéliser la cavité sphérique de rayon a creusée dans la sphére de rayon
R comme étant la superposition d’une sphére chargée de rayon a, de centre Os et de densité —p, et d’une
sphére de rayon R de centre O; et de densité volumique +p sur tout son volume. La superposition d’une
charge négative —p et d’une charge +p sur une sphére de rayon a donne une charge nulle sur cette sphére;
ce qui est le cas ici(voir figure 9). Le champ électrique E; créé par la distribution +p supposée répartie sur
la totalité du volume de la sphére de rayon R en un point M est radial, divergent (car la charge est positive)
et a une symétrie sphérique (voir figure 10). D’autre part, le champ électrique E5 créé par la distribution
—p supposée répartie sur le volume de la cavité de rayon a au méme point M est aussi radial, convergent
(car la charge est négative) et a une symétrie sphérique. En appliquant le principe de superposition au point
M de la cavité, on obtient

E(M) = E1(M) + Eo(M)

avec

|

O1

T1

EI(M) =E (M)W, avec U=

et

|

32(M) = Bp(M) avec Uy = 0,

T2
Pour calculer la composante radiale du champ électrique E (M) on utilise une surface de Gauss (contenant
le point M ) de rayon 71 et de centre Oy, d’ou

14
y{ﬁ1~d5:E1(M)~4ﬂT%:——ﬂpri’ éEl(M):Lrl
€ 3 3eo
et pour calculer la composante radiale du champ électrique E2(M) on utilise une surface de Gauss (contenant
le point M ) de rayon 75 et de centre O2, d’ou

14r

(=p)rs = Ea(M) = —5—r
€0 3

%EQ -dS = Ey(M) - 4mr2 =
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Le champ électrique total en M est donné par

a— — 2

p p p  OM p OM p p

EM)= Ly - Ly =2 - =—01M - -—0,M
( ) 360T1 ! 360T2 2 360T1 1 360T2 ) 360 ! 360 2

ou encore
ﬁ(M) = P (01M+M02) = L0102
360 360
(b) on remarque bien que le champ électrique & lintérieur de la cavité est uniforme. Il a la méme valeur
E1(M) = 3£ d partout dans la cavité, et y est dirigé suivant 0105
360 g

FIGURE 4.8 — Une sphére, de rayon R, porte une charge volumique p répartie uniformément dans tout le volume qu’elle
occupe a l'exception d’une cavité de rayon a. Le centre de cette cavité est & la distance d du centre de la sphére. Les
deux surfaces de Gauss de rayons 1 et 7o contenant chacune le point M.
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FIGURE 4.9 — Champ électrique dans une cavité non chargée de rayon a, entourée par une charge électrique de
distribution volumique constante p.
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5.1. RAPPEL : CHAPITRE 5. POTENTIEL ELECTROSTATIQUE

5.1 Rappel:

5.2 Potentiel électrostatique

5.2.1 Circulation de E

Rappelons I’expression de la force exercée par la charge ¢ en O sur la charge ¢’ en M
F=¢EM)
Calculons le travail de F encore appelé circulation de F

W= /F.dOM - q’/E(M).dOM

Intéressons nous a la circulation de E

B
1 g¢q q dr q 1 1
E(M).dOM = 9o, dre, — dr_ 11
/A (M) /477‘60 7‘26 re /477‘60 r2  4dmeg \1rA TB

La circulation de E est conservative, elle ne dépend pas du chemin suivi. Le principe de superposition permet
de généraliser ce résultat & une distribution de charge quelconque.

5.2.2 Potentiel électrostatique
La circulation de E peut donc s’écrire
B
/ E(M).dOM = V(4) — V(B)
A

ot V est une fonction appelée potentiel électrostatique.
Dans le cas particulier de la charge ponctuelle

_ 1 a
" dwey 1

V(r)
Le potentiel est défini & une constante prés.

Connaissant le potentiel, on peut en déduire le champ par

E=—-gradV

Un champ de vecteur E a circulation conservative est un champ de gradient.

5.2.3 Potentiel créé par une distribution de charges

Pour une distribution de charges discontinues

1 qi
M) =
V( ) Z 471'60 PlM

Pour une distribution volumique

B 1 p(P)dr
V(M)i/élﬂ'eo PM

Pour une distribution surfacique

_ 1 o(P)dS
V(M) = / dweg PM

Pour une distribution linéique

_ 1 A(P)dl
V(M) = / dreg PM
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5.2.4 Surfaces équipotentielles

Le champ est perpendiculaire aux surfaces équipotentielles
dV =0=E.dOM =0
Les lignes de champ sont orientées dans le sens des potentiels décroissants

dV < 0= E.dOM >0

5.2.5 Energie potentielle

Reprenons 'expression du travail

| E,(M) =gV (M)]

est ’énergie potentielle que posséde la charge ¢’ du fait de sa position M dans le champ scalaire V.

L’énergie potentielle d’interaction entre deux charges q; et ¢o est égale &

1 1 qg
Ep, = qaVo(M) = g2Vi(M2) = B (1 Va(My) + g2 Vi (M>)) = mﬁ

73



5.3. EXERCICES : CHAPITRE 5. POTENTIEL ELECTROSTATIQUE

5.3 Exercices :

EXERCICE 01 :

(a) calculer le potentiel électrostatique créé en un point M dans le plan Ozy par deux charges positives ¢; en
(1,0,0) et g2 en (—1,0,0) respectivement.

(b) en déduire le champ électrique créé par ces deux charges au point M.

(c) calculer ’énergie potentielle électrostatique d’une charge g3 placée en (0,1,0).

corrigé page : 76

EXERCICE 02 :

(a) calculer I’énergie électrostatique d’un systéme de quatre électrons réguliérement espacés sur un cercle de
rayon r au centre duquel se trouve un proton.

(b) si on abandonne un tel systéme, comment varie r ?

corrigé page : 77

EXERCICE 03 :

Calculer le potentiel électrostatique créé par un fil conducteur supposé infini chargé d’une densité linéique de
charge A\ en un point R par rapport au fil conducteur. corrigé page : 78

EXERCICE 04 :

Considérons une boule de rayon R et de charge ) répartie uniformément en volume.
(a) calculer le champ électrique a l'intérieur et a 'extérieur de la sphére et tracer son allure.
(b)
(c) en déduire I’énergie électrostatique du systéme.

)

d

en déduire les expressions du potentiel électrostatique et tracer son allure.

calculer I’énergie potentielle électrostatique emmagasinée dans le noyau d’uranium, sachant que pour cet
élément Z =92 et R =9fm.
corrigé page : 80

EXERCICE 05 :

Deux sphéres conductrices de rayons Ry et Ry portent des charges Q1 et Q2 réparties uniformément sur leurs
surfaces. La distance entre les deux boules est tellement grande qu’on peut les considérer comme isolées.

(a) calculer le potentiel électrostatique créé par une charge sur une sphére.

(b) en déduire I’énergie électrostatique emmagasinée par ce systéme.

(c) comparez-la avec ’énergie électrostatique d’une charge électrique @ répartie uniformément dans le volume
d’une sphére de rayon R. Commenter.

en déduire le champ électrique créé par cette méme charge.

=

N = o ~—

en déduire les potentiels électrostatiques et les champs électriques a la surface de chaque sphére.

quel serait le potentiel électrostatique des deux sphéres une fois mises en contact par un fil conducteur ?

PN
-

en déduire les champs électriques a la surface de chaque sphére. Commenter.

~~
o]

corrigé page : 82

EXERCICE 06 :

Un nombre infini d’ions de charges alternativement positives et négatives ¢ sont disposés & intervalle régulier
a le long d’une droite. Trouver I’énergie potentielle d’un ion. On donne ¢ = 2.8 x 10719 m et ¢ = 1.6 x 10718 C.
corrigé page : 85
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EXERCICE 07 :

(a) rappeler 'expression du potentiel V' créé par un dipoéle situé en O, en un point M de lespace, en fonction
de son moment dipolaire p’ et du vecteur 7= O

(b) en déduire le champ électrique E.

o
~

calculer le champ et le potentiel pour 7 = 1m, § = %, sachant que p = 0.5nC - m.

—~ -
o,
=

en quels points d’un plan méridien le champ électrique est-il perpendiculaire au moment dipolaire 7

corrigé page : 86

EXERCICE 08 :

La molécule d’eau H20O a un moment dipolaire de 1,85 D.
Sachant que la distance O — H est a = 97 pm et que ’angle que font entre elles les deux liaisons O — H vaut
0= 104.30 ", quelle est la fraction « de charge élémentaire du doublet O — H? O — H corrigé page : 88

EXERCICE 09 :

On superpose un champ électrique uniforme E, = F, €, et le champ d’un dip6le de moment p €, placé & I’origine
des coordonnées. A quelle condition le champ résultant présente-t-il une équipotentielle sphérique ? Trouver le
rayon de cette équipotentielle. corrigé page : 89

EXERCICE 10 :

(a) calculer I’énergie électrostatique propre d’un doublet de charges élémentaires (—e, e) et de moment p = ea.
AN:a=01nm.

(b) quelle est I’énergie potentielle d’interaction de ce méme dipole avec un champ appliqué de 105 V.m =1 ?

corrigé page : 89
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5.4. CORRIGES : CHAPITRE 5. POTENTIEL ELECTROSTATIQUE

5.4 corrigés :

EXERCICE 01 :

(a) Le potentiel électrostatique créé en un point M par une charge électrique ¢; en (1,0,0) est donné par :

I ¢
Vi(z,y) = ——
1) 4meg 1
avec 11 = +/(x — 1)? + y2 est la distance entre la charge ¢; et le point M. En remplagant dans ’équation
ci-dessus on obtient :
1 q1
Vi(z,y) =

dmeg \/(w— 1) + 2

D’autre part, le potentiel électrostatique créé en un point M par une charge électrique g2 en (—1,0,0) est

donné par :
I ¢
a(z,y) = ——
2@, y) 4dmeg 1o
avec o = /(x4 1)2 + y? est la distance entre la charge ¢2 et le point M. En remplacant dans I’équation
ci-dessus on obtient :
1 Q1
Va(z,y) =

dmeo \/(x +1)2 + y?

Selon le principe de superposition, le potentiel électrostatique créé par les deux charges électriques ¢; et ¢o
en M est la somme algébrique des deux potentiels électrostatiques Vi et V5, a savoir :

1 0 q1
Viey) =Wy + Vo) = oo [\/(x mSyeEr Vie+1)? +92

(b) Le champ électrostatique créé en M par les deux charges électriques ¢; et g2 est obtenu, en se rappelant que

-1

ov , oV ._ oV
Ble,y) = -9V o) = - | ot G 5Ll

M (z,y)

T2

A

q2 q1 x

FIGURE 5.1 — Deux charges électriques ¢; en (1,0,0) distant de r; par rapport au point M (x,y) et g2 en (—1,0,0)
distant de 7o par rapport au point M (z,y)

oV
Puisqu’on s’intéresse au champ électrostatique dans le plan Oxy, on a — = 0. Alors que

oV Qn z—1 q2 z+1

dr — 4Ameg [(z—1)2+ y2]3/2 " dmeg [(z41)2+ y2]3/2

et
ov q1 Y q2 Y

dy Ao [(z—1)2+ y2]3/2  4meg [(z+1) + y2]3/2
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(c) Dénergie potentielle électrostatique d’une charge g3 placée en (0,1,0) est donnée par
EE =q3V(0,1,0)

ou V(0,1,0) est le potentiel électrostatique créé en (0,1,0) par les deux charges ¢1 et go, égal &

1 (¢, @
V(0,1,0) = — | —+ —
( T ) 47T€0 |:7’1 +7’2:|

avec 7, = V2 et o = \/5, ce qui donne enfin :

1 1
V2 4meg

V(O,l,O) = (ql +(]2)

et ’énergie électrostatique s’écrit :

; qs 1
Ef =2
P \/§4F€O(Q1+Q2)

EXERCICE 02 :

ed \/i'r

FIGURE 5.2 — Quatre électrons placés aux sommets d’un carré d’aréte a et un proton au centre

(a) L’énergie électrostatique du systéme des 5 charges électriques ¢;,7 = 1,---5 est égale &

103
EP:§ZQiVi
=1

ou V; sont les potentiels électrostatiques créés en 7; par toutes les charges du systéme & ’exception de la

charge ¢;. En effet
1
Ep = 5[—6‘/1 —eVa —eVz — eV + eVs]
ou Vi, Vs, V3 et V4 sont les potentiels électrostatiques créés par les électrons sur le cercle a ’endroit ou se

trouve le proton. Par symétrie, ces potentiels sont égaux. En effet

e 1 e 1 e 1 e 1
dmegr  Ameg2r  4meg /2r  4meg 2r

Wi

ou encore

V= Los_ 3

dmeg T

alors que le potentiel électrostatique créé par les quatre électrons & la position du proton est égal &

1 4
Vs =— —
> dmeg T
Finalement :
Ep =4Vt +eW) 1621[4(05 V32) 4}
=—[—-4de e == ~ |—4(0.5 — —
P ! ° 24meg r
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5.4. CORRIGES : CHAPITRE 5. POTENTIEL ELECTROSTATIQUE

(b) si on abandonne le systéme a partir du repos, il évoluera de telle sorte que son énergie cinétique augmente.
Puisque ’énergie totale du systéme est conservée (elle ne dépend pas de la position des charges électriques

enr):
E.+E, 0
dr
ou encore
E. E,
dr — dr
mais on sait auparavant que
dE, -0
dr
car on vint de trouver que
A
E,=——
P r
1 62 .. . 5 . 9, . [P 9
avec A = 31 [—4(0.5 —V2) - 4] > 0 ce qui signifie que 'augmentation de 1’énergie cinétique s’accom-
TEQ
pagne avec une diminution du rayon r. Ainsi, les électrons une fois lachés convergeront vers le noyau.
dE.
— <0
dr

EXERCICE 03 :

On choisit deux éléments de charges sur le fil conducteur dq; et dgo symétriques par rapport & une origine O
(origine peut étre choisie n’importe ou sur le fil car supposé infini!). Le potentiel électrostatique créé par ces
deux éléments de charge au point M distant de R du fil est donné par :

{@+@}
1 r2

dV =dVy +dV, =

4meg

ry =19 = \/R2 + 22

Le potentiel électrostatique créé en M par la totalité des charge sur le fil(infini) est donné par :

avec

“+oo
2 dq
V(M) =
() 47T€0/\/R2+2:2
avec
dq = M\dz
d’on
oA [ d 2
z z 1®
e e
(M) 4#50/ R2+ 22 4meg arcsm(R) 0

On est confronté a ce niveau au probléme de la valeur infinie de 'intégrale. Ceci est due au fait que le potentiel
électrostatique a ’infini n’est pas nul, alors que par définition du potentiel, ceci est considéré nul a l'infini (pas
de charges électriques & l'infini alors que dans notre cas des charges électriques existent a ’infini). On peut
contourner ce probléme en calculant tout d’abord le champ électrostatique créé par les charges électriques sur
ce fil au point M, ensuite on en déduit le potentiel électrostatique. En effet, en utilisant le théoréme de Gauss
sur une surface de gauss sous forme de cylindre de hauteur h et de rayon r dont l’axe (selon la hauteur) est
suivant le fil chargé. Ce choix de la surface de gauss est dicté par le fait que le champ électrostatique créé par le
fil infini est perpendiculaire au fil et que son module est le méme sur la surface latérale d’un cylindre entourant

le fil. On a donc
7{E-d5: E-dS+ | E-dS+ £.ds = @it
s Sy S Sy, €0

Puisque le champ électrostatique est radial,
E-dS5i=FE-d5; =0

alors que
E-dS;, = EdSy,
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dq

FI1GURE 5.3 — Un fil conducteur supposé infini portant une charge électrique de distribution linéique A

avec dSy, = rdz df, ce qui donne

27

/SLE'dSO/hdZ/E(T)TdﬁszE(T)

0

et
Qint = Ah
d’on
Ah
2nrh E(r) = —
€0
ou encore, le module du champ électrostatique
Al
E(r) = -
2meg T

En coordonnées cylindriques, ceci s’écrit sous la forme

A1

= U
Qmeg T

E(7)

D’autre part, on sait que

ov_ 1oV _ IV |
*VV(f) = — (—UT + ;_EUG + guz)
Par identification, on trouve

o A1
or 2meg 1’
av
— =0
00 ’
et
oV
— =0
0z
On a donc
dV = — A ﬁ
2meg T
ce qui donne
V(r) e Inr + cste
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EXERCICE 04 :

(a) Le champ électrostatique s’obtient en utilisant le théoréme de Gauss, avec la surface de Gauss sous forme
d’une surface sphérique de rayon r concentrique & la boule chargée. Puisque la charge électrique est unifor-
meément répartie dans la boule, le champ électrostatique en tout point de I’espace est radial (suivant I’axe
portant 4,.) avec un module qui est constant en tout point de la surface sphérique concentrique a la boule
chargée. Cette symétrie nous permet d’écrire :

ant

€0

?{E dS = E,4mr? = X2

FIGURE 5.4 — Sphére de rayon R chargée uniformément avec une charge volumique p, et deux surfaces de Gauss
sphériques de rayon r : r < R et r > R.

i. Pour r > R, la charge électrique contenue dans le volume délimité par la surface de Gauss (surface
sphérique de rayon r) est égale & @, ce qui donne

L Q
2

ET (T) 47‘(’50

Le vecteur du champ électrostatique s’écrit donc sous la forme :

1 Q
B — &
(r) = 4meg P2t
Mais on sait que
dv 1 Q
=-VV=—-——= —
dr 47‘(6‘0 2
ou encore ) Q
dV = —
dreo r2
Ce qui donne
1 Q
|4 C!
(r) = dmeg T 2

Remarquons qu’a l'infini, le potentiel électrostatique est nul, ce qui donne Co = 0, et ’expression du
potentiel électrostatique dans cette région est donnée par :

1 @

V =
(r) dmeg T

ii. Pour r < R, la charge électrique contenue dans le volume délimité par la surface de Gauss (surface
sphérique de rayon r) est égale a
47 r\3
Qint = P?TB =Q (}—2)
ou @ est la charge totale de la boule. Ce qui donne

L Qr

ET(T) - 47‘(’50 R3
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Le vecteur du champ électrostatique s’écrit donc sous la forme :

1 Qr
E(r) = =y
(F) 47T€0 R3 b
D’autre part, on a
av 1 Qr
E=-VV=-—-= —
dr  4meg R3
ou encore L Q
dv = — —rd
47T€0 R3 rar
Ce qui donne
1 Q 4
V(r)=— — C
=g m” T
D’autre part, la condition de continuité en r = R (les deux expressions de V(1) donnent la méme valeur) :
Q o Q
V(R) =— — R+ Cy = =
B = G m® T g
Ce qui donne
3Q 1
Cy=2=% —
' 87w R

Cela nous permet d’écrire

1 @ /3 r2
Vv = X Z =
) dmeg R (2 2R2>
(b) L’énergie électrostatique du systéme est donnée par

Br =3 [[[ sV yar

Remarquons que la chargé électrique est totalement contenue dans la boule, c’est & dire que
p(r)=0 pour r>R

et

Ce qui donne

ou encore

L’énergie électrostatique du systéme s’obtient donc

5, _ QPR RQp _ QpR?
P T 4e, 20e0  beo

Mais on sait aussi que
_ 30
47 R3
Ce qui, en remplacant dans ’expression ci-dessus, donne
_QpR* RQp _ 3Q°

Ep = _ —
P e, 20e0  20meoR

p

(c) L’énergie potentielle électrostatique emmagasinée dans le noyau d’uranium est donnée par

3(92 x 1.6 x 10719)2

- Joul
207 x 8.85 x 10-12 x 9 x 10-15~ 7

Ep
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FIGURE 5.5 — Une charge électrique positive déposée sur la surface d’une sphére de rayon R.

EXERCICE 05 :
(a) La charge @ est répartie uniformément sur la surface d’une sphére de rayon R :
Q = o4 R?

o étant la densité surfacique. Cela entraine la fait que le potentiel électrostatique créé a 'extérieur de la
surface a une symétrie sphérique ; c’est & dire qu’il a la méme valeur en tout point sur une surface sphérique
de rayon r centrée en 0. En effet, chaque élément de charge électrique dgq avec

dq = 0dSr = o R? sin 0dfdy
contribue au potentiel électrostatique créé au point M avec une quantité égale &

oR?sinfdfdy 1
4meg NM

AV (M) =

ol ryp est la distance entre le point M et la position de ’élément de la charge dg. D’autre part, on a :
—
ON + NM = OM

ou encore
NM = OM — ON

ce qui donne : N N
NM? =12, = (OM — ON)? = OM? + ON? —2.0M - ON

2y =1+ R*—2rRcosf >0

Remarquons que la variation de rxjs en fonction de 6 est :
QTNJMCZTN]M =2rRcosf

Ce Qui nous permet d’écrire

dV = ——dTNMng
dmeg 1

ou en remplacant ’expression de rj;n ci dessus on trouve :

B oR? sin Odfdy
4dmeg/12 + R2 — 2rR - cos 0

dV (M)

Posons
u=1r?+R?>—2rRcos0

ce qui donne
du = 2rRsin 0d6
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ou encore
av

_ oR
" Areo

L’intégration donne

of 1 du,
V'’

r’+R242rR 1

8meg 1

r

27
1 _ =
-—/d(p- / u 2du
0

r24+R2—-2rR

R 1

V=200 [\/7“2
2¢g T

ou encore

cR 1

T2 T

+ R 20 R /2 + B2 = 2R

WO+ R? -V =R

Remarquons ici que la racine carrée d’une expression est toujours positive, ce qui permet de réécrire ’ex-

pression ci-dessus

V(T) - 260

oft 1

i+ R) = ((r = R))]

On doit prendre le signe + si r était supérieur & R et le signe — si r était inférieur & R, & savoir :

ﬂ: Q l 7«<R
Vr) = € 4meg R

ocR*1 Q1 R

—_— = - r

€ T 4dmeyr

Il est possible de retrouver le résultat précédent on procédant d’une autre maniére. En effet, le potentiel

électrostatique s’obtient en intégrant ¢ de 0 & 27 et ryas de |r — R| & |r + R|, & savoir :

R r+R 27 R
cR 1 o r+R
Vir)= — d dp =
(r) dmeg T / TNM/ 4 27r€g iy
r—R 0
i. Pour r < R, on aura
UR r+R UR Q 1
Vir) = _ v =
(r) 27reg [TNM]R_T €0 4meg R
ii. Pour » > R, on aura
_ oR +r R Q1
vir) = 2r€q rwnaly T = €0 Ameor

A Dextérieur de la sphére chargée, le potentiel électrostatique est le méme que celui d’une charge électrique
positionnée au centre de la sphére, alors qu’a l'intérieur de la sphére le potentiel électrostatique est constant
et est égal & au potentiel électrostatique & la surface de la boule. En remplacgant les valeurs des charges
électriques et de rayons pour chaque boule, on obtiendra les expressions du potentiel électrostatique pour

chaque boule en tout point de ’espace.

(b) L’énergie électrostatique du systéme est donnée par

Ep = %//U(T*)V(r)ds

Remarquons que la charge électrique est répartie uniformément sur la surface de la sphére ou le potentiel

électrostatique est constant et est égal &

Q 1
V(R) = —
(%) 4meg R
ce qui permet d’écrire
1 1o0Q 1 5 O0QR
Ep=- V(R)dS = = —4nR* =
P 2/0 () 2dmeg R 20
Mais on sait que
__Q
47 R?
L’expression de I’énergie électrostatique devient
QQ
Ep =
P 81 Reg
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C’est, ’énergie potentielle électrostatique d’une charge électrique @ répartie uniformément sur la surface
d’une sphére conductrice de rayon R. A comparer avec I’énergie potentielle électrostatique d’une charge
électrique @ répartie uniformément dans le volume d’une sphére conductrice de rayon R donnée par (voir
exercice précédent) :

3Q?
Ep— —%
P 20meg R
On voit bien que
3Q* Q?

>
20megR = 8mReg

Ce résultat montre clairement, qu’une charge électrique une fois déposée sur une sphére conductrice tend a
adopter une répartition sur la surface plutot que se répartir dans tout le volume, car la répartition surfacique
correspond & une énergie minimale !

le champ électrostatique créé par cette répartition surfacique des charges est donnée par :

E=-VV
Puisque V ne dépend que de r on a
v
ou encore
E = E, i,
avec )
o _[e®_e1 g
TS T T gor dmeg T
0 r<R

Le potentiel électrostatique correspondant & la sphére de rayon R; portant une charge électrique )1 est
donné par

Q1 1

— r<R
Vi(r) = 475(1) £ -
47’(’60; "z

alors que le potentiel électrostatique correspondant & la sphére de rayon R portant une charge électrique
Q- est donné par

Q2 i r<R
VQ(T) — 471'68 R2 i

=2 - >

dmeg 1 "

Le champ électrostatique créé par la sphére de rayon R; est donné par

2
o vy 01321: Q1 iQ r> Ry

P T T gor dmeg T
0 r< Ry

et celui créé par la sphére de rayon R,
2

g2 vy 02R22:Q2i2 "> R,

r = T T gor dreg T
r < Rs

Une fois les deux sphéres conductrices de rayons R; et R portant des charges électriques Q1 et @2, respecti-
vement, sont mises en contact, un nouveau équilibre électrique prend naissance moyennant un réarrangement,
des charges électriques sur le systéme composé maintenant de deux sphéres et un fil conducteur. Ce réarran-
gement se fait par un transfert de charges électriques entre les deux sphéres (le fil conducteur est considéré ici
seulement comme un moyen de transfert de charges : il n’accumule pas des charges sur sa surface!) jusqu’a
ce que le potentiel électrostatique sur les deux sphéres soit le méme. On peut faire ’analogie avec deux corps
portés & deux températures différentes qui une fois mis en contact retrouvent la méme température. Les
charges électriques seront ¢; sur la premiére et ¢o sur la deuxiéme, avec (conservation de la charge électrique
d’un systéme isolé)
h+Q2=q +q
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Le potentiel électrostatique sur chaque sphére est donné par

_ o b _ e 1
0 47T€0R1 47T€0R2

Les charges électriques sur chaque sphére est donnée par

_ Ri(@1+@2) _ Ro(@1+ Q@)
Gh=—F5" et ©2=—F 75
Ri+ R Ri+ Ro
avec
Vi — Q1 +Q2 1
0 dreg R1 + Ro

(f) Rappelons que le champ électrostatique créé sur la sphére de rayon R; et portant une charge g1 égal a

1 @ 1
ET(T>747T€0T_2

ce qui, en remplacant r par R; dans I’expression ci-dessus, donne

1 Q1+Q2 1 :VO

El s S Yo
)= e BT dme, BBt R R

alors que le champ électrostatique créé sur la surface de la sphére de rayon Ry et portant une charge ¢o est

donné par :
2, n . @2 1 Q1+Qo 1 W
E’!‘ (T) - D2 — — o
47T€0 R2 47T€0 RQ(Rl + RQ) RQ
EXERCICE 06 :
a M@ =0)

¢ —¢ +¢ —q¢ +q —q +q¢ —q¢ +g

FIGURE 5.6 — Une chaine supposée infinie de charges électriques de polarité alternée.

L’énergie potentielle électrostatique d’un ion a la position M (i = 0) sur la chaine est donnée par

oo

Ep(M) = Z qrmVi(M)
i=—00,1#0

ou gy est la charge de ion en M et V;(M) le potentiel électrostatique créé en M par la charge électrique en
i. La symétrie du systéme de charges électriques par rapport au point ¢ = 0 permet d’écrire

Ep(M) =23 quVi(M)

Remarquons que

g 1
Vi(M) = 2——
(M) dmeg T

ol g; est la charge électrique en 7 et r; la distance entre la charge électrique en ¢ sur la chaine et la charge
électrique en i = 0. Par exemple

—q 1
V1(0) = -<0
1(0) 47r50a<
et 1
q
V2(0) = —
2(0) 4dmeg 2a
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Ce qui donne

ou encore

Remarquons que

In(1 =r— =+ = - —
n(l+z)==x 2—|—3 4—|—
ce qui pour x = 1 donne
In(2)=1 1—|—1 1+
e R N

Ce résultat permet d’écrire 'expression de 1’énergie potentielle électrostatique de I’ion en ¢ = 0 comme

2

qg- 1 —16
Ep(M) = -1 Zin@)=-32x1
p(M) 27r50aln() 3.2 x 107** Joules
EXERCICE 07 :
M
Yy
,F'
A 0 B
:q a O a _Fq T

FIGURE 5.7 — Un dipole électrostatique dont les charges positive est en B et la charge négative en A avec une distance
2a entre les deux charges électriques.

(a) Le potentiel électrostatique créé par ces deux charges au point M est donné par :

1 (- 1
V() = (—2) (+9)
dreqg AM — 4mweqg BM

. q 1 7 1
V(F)*zxmo <BM AM>

Mais on sait que (relation de Chasles) :

BM? = (%+O_M)2 - (O—]\/}f@f

ou encore

ou encore

BM2=(5J\7—0’B>)-(5J\7—O.B))
BM? = OM? + OB% — 20M - OB = OM? + OB2 — 20M - OB cos 0

Ce qui donne

BM:\/r2+a272r~acos,9

En sortant r de la racine carrée, on obtient

2
BM =r 1+(9) —2%cosh
T T
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De la méme maniére, on obtient pour AM :

2
AM =r 1+(2) +22cost9
r r

1l serait utile de réécrire les expressions ci-dessus sous la forme :

11 1
BM r 2
\/1+ (2) 722(;059
r r
et
1 1 1

AM T a\ 2 a
\/1+(—) + 2—cos@
r r
Puisque r» >> 2 ou encore (— << 1), il serait judicieux de se contenter, avec une bonne approximation,
T

a
du premier ordre en —. En effet, en faisant un développement limité de la fonction

r
1 1 a\? a -3
24 (_) _9f
BM T( + r TCOSO)

. a .
en gardant seulement le premier ordre en —, on obtient :
T

ﬁ =~ % (1+ %cos@)
De la méme maniére, on trouve :
1 1 a
VY =~ - (17;(‘,089)
En remplacant les expressions de AM et BM dans I'expression du potentiel électrostatique, on obtient :
q 2acosf
V(r) = Imee 2

Rappelons que

AB AB
_’: BA: A :2 a
pP=q Q| ||B?A_| q @—'

Le produit scalaire entre p et 7 donne :
R Ly L LAYy
p-r= AB -7 = |AB|-rcosf =2qarcost
|AB| |AB|

Ou encore
1 1. q 2acost

= V(!

Donc, & la condition que le point M auquel un dipole électrostatique crée un potentiel électrostatique est
trés lointain, ce dernier peut se mettre sous la forme :

GE

ou p est le vecteur moment dipolaire du dipole électrostatique et » = |7 la distance entre le centre du dipole
et le point ot I’on veut mesurer le potentiel.

—— P =
4dmeg 13 dmeg 7

1 97

dmeg 13

Comme V(7) ne dépend que de 7 et 6 (coordonnées polaires)

V(=

seules les composantes E, et Ey du champ électrostatique E seront non nulles. En effet

ov 10V
E(m = —VV(f) = — (E’U/T + ;Eu‘g)

1 p-7

dmeg 13

ol on a utilisé le gradient en coordonnées polaires (car c’est le systéme de coordonnées le plus approprié
pour le cas présent!) Un simple calcul nous donne

P 2cosf sinf _
E(r) = -
() 4megr3 ( r3 Ur + 73 ue)
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s

(c) le champ électrostatique en r = 1m, 6 = T est égal &

E.=45V/m et Ey =3.9V/m

E=/E?+ E2=595V/m

alors que le potentiel électrostatique en ce point est égal &

avec

V =4.5Volt

(d) on voit bien sur la figure ci-dessus que le moment dipolaire s’écrit
p = —pcos i, + psin Oy

et
FE = E, cos 01, + Egsin 0ty

Si le champ électrique est perpendiculaire au moment dipolaire, on aura

E-p=0
ou encore
2p?cos® 0 2p?sin’ 6 B
4egrs dregrd
Cela donne
—2cos? 0 +sin?0 =0
ou encore

—3cos’0+1=0

1
On obtient enfin cos = +— = 0 = £55° Les points recherchés sont donc situés sur les droites faisant un

angle 55 “et —55 " avec la direction du dipole.

EXERCICE 08 :

+0
/ H
—26 6 = 104.30

"\
&

+6

FIGURE 5.8 — La molécule d’eau modélisée comme deux dipoles électrostatiques.

La liaison entre I'atome H et 'atome O dans la molécule d’eau n’est pas parfaitement covalente : elle a comme
méme un caractére ionique partiel. En fait, I’électron qui participe & la liaison passe plus de temps au voisinage
de O que de H, puisque atome O est plus électronégatif et a tendance & attirer la charge négatif. C’est comme
si 'atome H a perdu une partie de sa charge électrique au profit de I'atome O, ce qui est modélisé par une
charge partielle négative —de sur 'atome O et une charge partielle positive +de sur 'atome H. Par conséquent,
la molécule d’eau est le siége de deux dipoles électrostatiques partant de l'atome O et pointant chacun vers
I’atome H, avec des moments dipolaires p; et ps, respectivement. Le moment dipolaire total de la molécule
d’eau est donné par :

D= Pp1+ D2
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avec
p® =pi +p3 + 2p1p2 cosl

ot  est ’angle entre les deux doublets O — H et p; = ps = pg. On écrit donc :

6
p? =2p2 +2ptcosf = 2p3(1 4 cosh) = 4p? c0s2(§)

ou encore
D= 2po cos(g)
avec
Po=gqa

ol ¢ = «e est la valeur absolue de la charge partielle sur ’atome O (ou H) et e la charge électrique de 1’électron
et a la distance entre les deux atomes O et H. On a donc

_ _ p
Po =aea = 79
2 —
cos(2)
ce qui nous permet d’obtenir
a=—7=L  —032
2e acos(=)

EXERCICE 09 :

On superpose un champ électrique uniforme F, = F, €, et le champ d’un dipdle de moment p €., placé a ’origine
des coordonnées. A quelle condition le champ résultant présente-t-il une équipotentielle sphérique ? Trouver le
rayon de cette équipotentielle.

EXERCICE 10 :

(a) calculer I’énergie électrostatique propre d’un doublet de charges élémentaires (—e, e) et de moment p = ea.
AN :a=01nm.

(b) quelle est I’énergie potentielle d’interaction de ce méme dipole avec un champ appliqué de 105 V.m=1?
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Conducteurs en équilibre
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6.1. RAPPEL : CHAPITRE 6. CONDUCTEURS EN EQUILIBRE

6.1 Rappel:

6.1.1 Equilibre électrostatique :

I’équilibre électrostatique d’un conducteur est atteint lorsque aucune charge électrique ne se déplace plus &
I'intérieur du conducteur.

Conséquences :

— Puisque les charges ne bougent pas (Fs = 0 ), le champ électrostatique est toujours nul dans un conduc-
teur :F;,; = 0.

— Si le champ est nul, et puisque E = —gradV, le potentiel est constant & ’'intérieur du conducteur. C’est un

volume équipotentiel.

6.1.2 Capacité d’un conducteur en équilibre électrostatique :

Pour un conducteur en équilibre électrostatique, il y a un lien entre le potentiel auquel ce conducteur se trouve
et la charge qui est répartie sur sa surface. En effet, le potentiel en tout point M & l'intérieur du conducteur

peut s’écrire
1 dsS
BENIE
4meg s T

ou S est la surface du conducteur, oe est la densité surfacique de charge et r la distance du point M sélectionné
a I’élément de surface dS. Or, la charge totale Qest la somme des charges élémentaires :

Q://SaedS

Donc si 'on multiplie oe par un coefficient quelconque 3, puisque l'intégrale est une opération linéaire, V' et@
seront aussi multipliés par 5.

Donc le rapport Q/V est une constante. On lappelle capacité propre du conducteur isolé, c’est & dire seul
dans I'espace. Sa valeur dépend uniquement de la forme et de la grandeur de sa surface :

Q=CV
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CHAPITRE 6. CONDUCTEURS EN EQUILIBRE 6.2. EXERCICES :

6.2 Exercices :

EXERCICE 01 :

On parle d’influence totale entre deux conducteurs A et B lorsque toutes les lignes de champ partant de B
aboutissent sur A. Ceci est obtenu lorsque A entoure complétement B. L’application du théoréme des éléments
correspondants montre que la charge qui apparait sur la surface interne de A est égale et opposée & la charge
du conducteur B : Qp = Q'}*.

(a) retrouver ce résultat en utilisant le théoréme de Gauss.
(b) calculer la charge extérieure Q% dans les cas suivants :
i. le conducteur A est isolé et initialement neutre.

ii. le conducteur A porte une charge initiale q.

corrigé page : 95

EXERCICE 02 :

Soit un condensateur plan, constitué de deux conducteurs plans, portant respectivement des charges +@Q et —Q
réparties uniformément sur des surfaces S; = Sy = S, séparés par une distance d. Un partie de ’espace entre
les deux armatures est occupée par un matériau isolant de constante diélectrique e (deux régions d’air séparent
le matériau de part et d’autre des armatures).

(a) calculer la capacité du condensateur en supposant que les armatures sont portées a des potentiels V; et V.
(b) en déduire la capacité du condensateur dans les deux cas suivants :

i. le matériau isolant occupe tout I’espace entre les deux armatures.

ii. pas de matériau isolant entre les armatures (I’espace est vide).

(c) en déduire ’énergie potentielle électrostatique emmagasinée dans le condensateur en fonction de la différence
de potentiels entre les deux armatures.

corrigé page : 96

EXERCICE 03 :

Un condensateur plan de capacité C=10 uF', composé de deux armatures circulaires, est connecté a une source
de tension (pile) de 12V.

(a) quelle est la charge sur chaque armature ?

(b) en déduire I’énergie électrostatique emmagasinée dans le condensateur.

(c) quelle serait la charge sur les armatures si la séparation entre les armatures est doublée pendant que le
condensateur reste connecté a la pile ?

(d) répondre & la question précédente si on double les rayons des armatures sans modifier leur séparation.

corrigé page : 97

EXERCICE 04 :

Un condensateur sphérique est constitué d’une sphére conductrice de rayon R; entourée complétement d’une
coquille sphérique de rayon interne R5. En supposant que les deux conducteurs sont portés & des potentiels V;
et Vo et portant les charges @ et —@Q, écrire ’expression de la capacité du condensateur. corrigé page : 98

EXERCICE 05 :

Déterminer 'expression de la capacité d’un condensateur cylindrique constitué de deux cylindres conducteurs
coaxiaux de rayons R; et R, de hauteurs I (I > Rj, Rs), portant sur leurs surfaces des charges +Q et —Q.
AN. [l =10ecm, Ry = Imm et Ry = 3mm. corrigé page : 99
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EXERCICE 06 :

Un condensateur de capacité C' = 33 u F' a été chargé sous une tension de 24 V' ; armature A porte une charge
positive Q 4.
(a) calculer I’énergie emmagasinée dans ce condensateur.

(b) les bornes A et B sont reliées aux bornes E et D d’un condensateur complétement déchargé, de capacité
C =2.2u F (voir figure ci-dessous). Il apparait un courant transitoire trés bref, puis un équilibre électrique
s’établit. La tension Uap est alors égale & la tension Ugp ; armature A porte une charge g4 et 'armature

E la charge qg.

i. écrire une relation entre Q 4, ga et qg-

ii. écrire une seconde relation entre Q 4, g, Cq et Cs.
iii. en déduire numériquement g4 et qg.

(c) apreés la connexion, calculer I’énergie emmagasinée dans les deux condensateurs. Au cours de cette opération,
I’énergie a-t-elle été conservée ? Sous quelle forme une partie de I’énergie électrique s’est-elle transformée
dans les fils de jonction ? et en quelle quantité ?

corrigé page : 100
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CHAPITRE 6. CONDUCTEURS EN EQUILIBRE 6.3. CORRIGES :

6.3 corrigés :

EXERCICE 01 :THEOREME DES ELEMENTS CORRESPONDANTS

Considérons deux conducteurs A et B portant des charges Q4 et Qp et deux éléments de surfaces dS4 et dSp.
Un tube de flux est construit sur la base de ces deux surfaces élémentaires. Calculons le flux a travers la surface
fermé de ce tube. En fait, on sait d’aprés le théoréme de Gauss que :

j[l?'(igii C?nn

€0

7{E-d5=/ E-dS’—l—/ E-dS—l—/ E-dS
St Sa Sp

Mais on sait que F & 'intérieur d’un conducteur en équilibre est nul, d’ou :

avec

4
g ¥ )
E - Su ) conducteur [

conducteur A

FIGURE 6.1 — Théoréme des éléments correspondants

// E-dS’:/ E-d5=0
Sa Sp

Et le champ électrique entre les deux conducteurs est paralléle & Sy, , d’ou

/ E-d5=0
SL

C\?int

€0

Ce qui donne :

=0

;mais

Qnt=Qp+Qa=0

Dans le cas d’une influence totale (A entourant complétement le conducteur B) le conducteur B est chargé &
une distribution op, alors sur la face intérieure de A va apparaitre une charge —o 4 telle que :

[ [ anas— [ [ ap-as
SA SB
int

A lextérieur du conducteur A va apparaitre une charge Q2,, égale a la charge Q ' mais de polarité opposée.
C’est comme si la charge Q%' va nous révéler la quantité de charge du conducteur B a l'intérieur du conducteur
A.

(a) On applique le théoréme de Gauss en considérant une surface de Gauss S a 'intérieur du conducteur A.
Sachant que le champ est nul & intérieur du conducteur A (équilibre électrostatique) on a :

Q,)//SEmt.dSQintQB‘i’QiXtO

ce qui donne :

€0 €0
dot : Q=-Qp
(b) — cas ou le conducteur A est initialement neutre :
QR+ Q5" =0
T = =0

La charge portée par A sur sa surface externe est égale a la charge portée par le conducteur B.
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FIGURE 6.2 — Influence totale

— cas ot le conducteur A porte initialement une charge électrique ¢ :

int next __
AWWa =q

T=¢-Q% =q+Qs

EXERCICE 02 :

1. On sait d’aprés le résultat précédent que le champ électrique entre deux armatures chargées de méme
quantité de charge électrique mais mais de polarités opposées est ( dans lair) égal &

g
E=—
€o
alors que dans un matériau quelconque le champ
g
E=-
€

ol ¢ est la permittivité électrique du matériau et o la densité surfacique de la charge électrique.
Les deux armatures sont supposées portées a deux potentiels différents, d’ou :

V(d)V(O)/OdE~dF

1 x2 d
V(d)—V(O):/ 3~d:c+/ i~dgc+/ 7 dx
0 x T

1 €o 250
g g g

La charge électrique répartie sur une armature est donnée par
Q=08

et par définition la capacité du condensateur est le rapport entre la charge @ et la différence de potentiel
entre les deux armatures :

Q
¢= V(d) —V(0)

ou encore 5

o

N BT CORr e W C Y
€0 3 €0

Ce qui donne :

ceoS

1€ —+ (1‘2 — 1'1)50 + (d — 1'2)6

2.a cas ou le matériau isolant occupe tout ’espace entre les deux armatures : on a : x1 = 0 et x5 = d d’ou

Se
C=7

la valeur de C ne dépend que de la géométrie du condensateur et de la permittivité diélectrique du
matériau inséré entre les armatures
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3.

2.b cas ou l'espace entre les deux armatures est vide (air) x; = x2 d’ou :

7560
¢= d

L’expression de I’énergie potentielle électrostatique d’une charge distribuée sur une surface (avec une densité
o) est :

1
B, =3 [o)-V()-as

Ou V(7) est le potentiel électrostatique créé entre tous points sur la surface. Puisque chaque armature est
portée & un potentiel constant V(d) pour le plan en haut et v(0) pour le plan en bas nous aurons :

1
Ep:§/a-vd-ds+1/2/(—a)-vo-ds

Puisque V; et V[ sont constants :

1
— SV /o del/QVO/( o) - dS
E, %(Vd_%)'Q
avec
Q=CVy—W)
d’ou :

1
Ep = 5C(Va- Vo)?
Q est la charge portée par une seule armature, la charge totale du condensateur étant nulle

Q+(-Q) =0

EXERCICE 03 :

(a)

La capacité d’un condensateur est définie par

_Q
C=v

Q@ est la charge portée par une armature et V' la différence de potentiel entre les deux armatures :
Q=CV =10 x 107512 = 1210~°CCoulomb

L’énergie électrostatique emmagasinée dans le condensateur est donnée par
1
Ep= 5cv2 =5x107%144=72x107°J

La capacité d’'un condensateur a armatures planes est donnée par :

Se
C=7

ou S est la surface de 'armature, € la permittivité diélectrique de matériau inséré entre les deux armatures
et d la distance entre les deux armatures. D’autre part, on sait que

S
Q=Ccv="2v
d
Pour un condensateur d’épaisseur d; on a :
Se
=—V
@1 A
alors que pour le condensateur d’épaisseur do
Se
=—V
Q2 &
avec
dy = 2d,
ce qui donne
18
Qo= 1oy L 5Q1 = 6107°C
2 dy
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(d) Pour un condensateur de surface S; :

Sie
o=
et g
€
=y
avec
Sy = ﬂrg
et
ro = 2r]
on aura donc
Sy =45,

d’ou :
Q2 =4Q, =48-107°C

EXERCICE 04 :

La sphére (& l'intérieur) de rayon R; porte une charge +@Q et portée & un potentiel électrostatique Vi, placée
a lintérieur d’une coquille sphérique de rayon intérieur Rs et portant une charge —(Qs avec un potentiel Vs.
Le champ électrique entre les deux sphéres étant radial et de symétrie sphérique, il est possible d’appliquer le

FIGURE 6.3 — Capacité d’un condensateur sphérique

théoréme de Gauss, en prenant comme surface de Gauss la surface sphérique de rayon r. Cela nous permet

d’écrire :
fE-dS:ETam?: Qe _ &
€0 €0
ou encore e
E. = 4meg r2
et 10
E=FE, i = ET_QUT
D’autre part, on sait que
Ry
V(Ry) — V(Ry) = —/E dF
Ry

avec

V(R2) = Vs et V(R)=W
On obtient donc

R, Q ar
Vo Vi =— s
2 ! /471'50 r2
Ry

98



CHAPITRE 6. CONDUCTEURS EN EQUILIBRE 6.3. CORRIGES :

avec
= d, i, + rdfue + rsin Odpdi,
d’ou :
Ro R2
Vo -V = @ ﬁ _ ¢ 1
2 te 47eq 2 dwey |7 Ry
Ry
ce qui donne enfin :
Q 1 1
Vi—Vo = —_— - —
! 2 47‘(‘60 R1 R2

ou on a choisi V; — V5 plutot que Vo — V7, car ce dernier est négatif. La capacité du conducteur est donnée par :

__Q . Ry
Vo—Wi "Ry + Ry

C

EXERCICE 05 :

Supposons que la longueur du cylindre est trés grande devant les rayons des cylindres L >> Rj, Rs. Le champ

FIGURE 6.4 — Capacité d’un condensateur cylindrique

électrique est dans ce cas radial( E = E, i,.) et a une symétrie cylindrique de rayonr (sur une surface cylindrique
de rayon r le module de E est le méme). Cela nous permet d’appliquer le théoréme de Gauss, en choisissant
une surface cylindrique de rayon r ( Ry < r < Ry) comme surface de Gauss :

%E . dS — Qint
€0

avec

E//dSy,
en tout point sur la surface latérale

S, = 2nrL

et

E 1 dS;
et

E 1 dSs

avec dS; et dSs des éléments de surface sur les surfaces en haut et en bas du cylindre choisi. On a donc

%E~d5//SLE~dS+//SlE~dS+//SZE~dS

// E~d5:// E.dS=0

Sl SZ

%EVdS:// E -dS = FE.27rL
SL
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et

Eyomrl, = St
€0
avec
Qint = 02mrL
ce qui donne :
g =2
€0 T
ou encore Ro1
=212z
€0 r
D’autre part, on sait que :
Ro>
V(Rs) — V(Ry) = —/E i
Ry
R
Vo-Vi=-22 [ 2
€0 r
Ry
Vi—Vy=—[lnr|}
€o
O’R1 Rl
Vi—-Vo=—-In—
1 2 €0 n R,
mais on sait que
o= @
2nR1 L
d’ou : 0 R
Vi—Vy= n —2
LT oneel AR,
on obtient :
Q 27T€0L
C = -
i-1 In &
Ry

EXERCICE 06 :

(a) . La tension entre les points (bornes du condensateurs) A et B est égale & 24V, ce qui permet & une charge

électrique égale
Qa=CV =33x107%.24C =792 x 1076C

de se mettre sur une armature du condensateur (I’autre armature portera la méme charge Q4 mais de
polarité différente). L’énergie électrostatique emmagasinée dans le condensateur est donnée par :

1
E,= 5Cv2 =95.04 x 107*J

(b) les bornes A et B sont reliées aux bornes E et D d’un condensateur complétement déchargé.

a a l’état initial ( sans le condensateur entre F et D )le condensateur entre A et B porte une charge Q4
sur son armature proche de A. Aprés avoir connecté un deuxiéme condensateur entre E et D la charge
Q 4 se répartit sur les deux armatures proches de A et FE (sur les deux armatures proche de B et D la
meéme charge se répartit mais de potentiels différents). La conservation de la charge électrique donne

Qa=qa+qE

Aussi, le méme potentiel s’établit entre les deux condensateurs, d’ou :

qaA 4dE
y=4_4
Ci Oy
ou encore
Qa—qe _qm
Ch Cs
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La charge gqg s’obtient

Qa (1 1) Ci+ Oy
=@\t =wm—F
Ch

ce qui donne

= QaCo
(C1 + CQ)
Alors que
CQ Cl
= — = 1 _— ) = - - @

qa=Qa —qr = Qa( (C1+Cz)) QA(01+CQ)

avec
gr =49.5x107°C

et

qa =T42.5x 1076 C

d L’énergie emmagasinée dans le condensateur A aprés connexion est donnée par

EAflé

_ —4
» —201—83.53><10 J

alors que celle emmagasinée dans le condensateur E est

1q¢3
E) =5 =T57x10707
2

L’énergie emmagasinée dans les deux condensateurs & ’état final est égale a :
_ A E _ —4
E,=E,; +E;=91.1x107"J

On voit bien que cette valeur est inférieure & celle du condensateur A & 1’état initial (95.04 x 10=%J).
Ceci est di au fait qu’en réalité les fils de connexion utilisés ont une certaine résistance qui fait perdre
au systéme de ’énergie électrostatique sous forme de chaleur (énergie calorifique : effet Joule.). Cette
quantité d’énergie perdue est égale & :

AE, =95.04 x 107* - 91.1 x 107* = 3.96 J
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Magnétostatique
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7.1. RAPPEL : CHAPITRE 7. MAGNETOSTATIQUE

7.1 Rappel:

7.1.1 Phénoménes magnétiques

Les matériaux ferromagnétiques (ex oxyde de fer Fe3O4) sont naturellement aimantés. Ils présentent deux poles
qui ne peuvent pas étre isolés : deux poéles identiques se repoussent, deux poles différents s’attirent.

Les matériaux paramagnétiques (ex fer a l’état metallique) sont sensibles au magnétisme sans étre aiman-
tés eux-mémes.

Une force magnétique s’exerce entre un circuit parcouru par un courant et un matériau magnétique, et entre
deux circuits parcourus par des courants.

7.1.2 Les sources du champ magnétostatique

Il n’existe pas de charge magnétique comme il existe des charges électriques !La description des phénoménes
magnétostatiques peut-étre ramenée & ’action de courants, sources de champ magnétostatique, sur d’autres
courants

7.1.3 Champ magnétostatique
Force entre deux circuits

Soit deux éléments de circuits dl; en P et dlz en M respectivement parcourus par I; et I

,U/0[2d12 A\ (Ildll N PM)
dFi_o =

47w PM3
Formule de Biot et Savart
Mo Ildll A\ PM
Fi_ s :/ I>dls /\/ —_—— = I,dl; A By (M)
7 Mec, pec, 4m  PM? Mec,

Le champ magnétostatique créé au point M par un circuit

1o Idl A PM
B(M) = / 4r  PM3
preC

entesla (T) avec g = 47.1077 H.m~! perméabilité du vide.

Formule de Laplace

La force exercée sur un circuit plongé dans un champ magnétostatique vérifie

F = / Idl AB(M)
MecC

Exemples de calcul direct

Soit une portion de fil d’axe Oz parcouru par un courant d’intensité 7. Calculer le champ magnétostatique en
un point M situé & une distance r de ’axe. On donnera le résultat en fonction de a; et oo angles sous lesquels
M voit les extrémités du fil. /
pod , . .
B="—"(sinay —sinaj)e
47r7°( 2 1)eo

Si la longueur du fil est grande par rapport & r alors

Soit une boucle de rayon R parcouru par un courant d’intensité I. Calculer le champ magnétostatique en un
point M de I’axe de la boucle. On notera « I'angle sous lequel M voir la boucle.

pol . 3
= —sin“ae,
2r
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Lignes de champ

Une ligne de champ est tangente en chacun de ses points M au champ B(M).

Deux lignes de champ ne peuvent se couper que si B(M) = 0 ou B(M) non défini.

7.1.4 Invariances et symétries
Invariances

Comme son analogue électrostatique, le champ magnétostatique présente les mémes invariances que ses sources :
les courants électriques.

Si les courants sont invariants par rotation et/ou par translation, B ne dépend pas des variables associées.

Plan de symétrie et plan d’antisymétrie

Une distribution est symétrique par rapport & un plan I7 si, pour tout point M il existe un symétrique M’, et si
Idl(M) = symIdl(M")

Une distribution est antisymétrique par rapport & un plan IT* si, pour tout point M il existe un symétrique M’,
et si

Idl(M) = —symIdl(M")
Nous généralisons les observations des cartes de champ :
B est transformé en son antisymétrique par un plan I7
B(M') = —symB(M)

d’autre part
B(Mell)LIT

B est transformé en son symétrique par un plan IT*
B(M') = sym B(M)

d’autre part
B(M e ") e I

7.1.5 Potentiel vecteur

L’équivalent de V' appelé potentiel vecteur et noté A n’est pas au programme de premiére année.

7.1.6 Théoréme d’Ampére

La circulation du champ magnétostatique le long d’une courbe orientée fermée C est égal a la somme algébrique
des courants enlacés par ce contour

% B.dl = ,UOIenlace
C

Vérifions en calculant la circulation le long d’un cercle de rayon r enlagant un fil infini parcouru par un courant

d’intensité I :
I
]{B.dl - 7{ B0~ ey.rdfeg = pol
I I 27TT
10
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7.1. RAPPEL : CHAPITRE 7. MAGNETOSTATIQUE

7.1.7 Synthése - Flux du champ magnétostatique

E B
circulation $.Edl=0 ¢ B.dl = poleniace
Qint
fl E.ng;dS = Bn.:dS=0
ux fs Negt P fs Neot

E est & circulation conservative.

B tourne autour des courants.

E diverge (ou converge) a partir des charges.

Nous admettrons donc le caractére conservatif du flux de B.

Ce qui nous permet de montrer (sur un tube de champ) que lorsque les lignes de champ B se resserrent, le

champ augmente, lorsqu’elles sont paralléles le champ est constant et lorsqu’elles s’écartent, le champ diminue.
Idem pour E dans une zone vide de charge.
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7.2 Exercices :

EXERCICE 01 :

Soit un fil conducteur en cuivre de longueur L = 1 m et de diamétre d = 0.84 mm.
(a) Calculer la résistance du fil, sachant que la conductivité électrique du cuivre est égale &
0cu =58%x 10727 . m~ L,
\%4
(b) En appliquant une d.d.p aux bords du fil, un champ électrique constant £ = 0.5 — s’y installe. Calculer
m
I'intensité du courant électrique qui circule dans le fil.
(c) En déduire la d.d.p appliquée aux bords du fil.
(d) La densité volumique des charges électriques libres (électrons) du cuivre est égale a

c
p =136 x 10° —5, calculer la vitesse moyenne des électrons dans le fil.
m

(e) Calculer la puissance dissipée par effet Joule dans le fil conducteur.
(f) Calculer I’énergie dissipée par le fil pendant une minute.

corrigé page : 109
EXERCICE 02 :

Les expressions suivantes sont elles vraies ?
a) Il est possible de séparer les deux poles nord et sud d’un aimant.

—_— N~
o
~ =

b) La vertu d’attraction d’un aimant peut étre communiquer & une piéce en fer sans contact.
La propriété d’attraction des aimants n’est pas sensible au réchauffement a des températures élevées.
La force magnétique appliquée par un aimant sur une boussole est radiale.

2

Il est possible de créer un champ magnétique en faisant circuler un courant permanent dans un circuit
électrique fermé.

—
@
~

corrigé page : 109

EXERCICE 03 :

(a) On considére un fil conducteur, supposé infini (selon I’axe des z), parcouru par un courant permanent
(continu) d’intensité I. Calculer le champ magnétique B créé par ce courant en un point M situé & une
distance R du fil conducteur. Commenter.

(b) Calculer la circulation du champ magnétique le long d’un cercle de rayon R autour du fil conducteur.

corrigé page : 110

EXERCICE 04 :

(a) Considérons un fil conducteur sous forme d’un cercle (spire) de rayon R parcouru par un courant permanent I.
Calculer le champ magnétique B créé par ce courant en un point M sur I’axe z, passant perpendiculairement
par le centre de la spire.

(b) Un solénoide est constitué d’un enroulement d’un fil conducteur sous forme de cylindre, et qui peut étre
modélisé par une juxtaposition de spires coaxiales, avec [N spires par unité de longueur. Le solénoide est
parcouru par un courant permanent I. Utiliser le résultat précédent pour obtenir I’expression du champ
magnétique créé en un point M sur ’axe du solénoide (axe des z).

(c) Utiliser le théoréme d’Ampére pour obtenir ’expression du champ magnétique créé dans un solénoide de
longueur infinie et parcouru par un courant permanent I.

corrigé page : 111

EXERCICE 05 :

On dispose d’un cadre mobile ABCD, initialement dans le plan Oyz, pouvant tourner autour d’un fil suspendu
aux extrémités et fixés aux milieux des cotés AB et CD (voir figure ci-dessous). Le cadre est parcouru par un
courant permanent I dans le sens ABC DA, alors qu’un champ magnétique B = Bj constant.
(a) En utilisant la loi de Laplace, expliquer dans quel sens va tourner le cadre.
(b) Calculer le couple de rotation en fonction de 'angle de rotation.
(c) Calculer I’énergie potentielle du cadre.

corrigé page : 115
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B
A

I

c
D

FIGURE 7.1 — Cadre mobile parcouru par un courant permanent I et plongé dans un champ magnétique constant B.

7.3 corrigés :

EXERCICE 01 :

FIGURE 7.2 — Fil conducteur de longueur ¢ par un courant permanent I.

(a) La loi d’Ohm locale s’écrit :
j=0-FE

ou jest le vecteur densité du courant , o la conductivité électrique et F le vecteur champ électrique au sein
du conducteur, avec l'intensité du courant I :
I= / / j-ds

Considérons le cas ou J est constant dans toute la section S du fil conducteur, nous aurons donc :

=38
avec
j=0okF
ce qui donne
I=0FES

D’autre part, on sait que

puisque le champ électrique est constant. Ce qui donne
Vi—Va=E!

Mais on sait que

I
E—=—
oS
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En remplacant dans ’expression ci-dessus, on trouve

L
Vi—Vo=—1I
1 2= g
On reconnait la loi d’Ohm macroscopique
Vi—Va=RI
Par identification, on trouve ’expression de la résistance R du fil conducteur
L pt
oS S
ou encore
L 1

R= =0.031

om(d)?2 "~ 5.8x 107 1(0.42)2 x 109
(b) L’intensité du courant électrique est donné par
I=0FES=58x10" x 0.5 x 7(0.42)> x 107 = 16.1 A
(c) La d.d.p appliquée entre les bords du fil est égal a
Vi—Va=RI=0.031 x16.1 =0.50V
(d) la vitesse moyenne des charges est donnée par

_
v =
nq

ou n est le nombre de charge par unité de volume et ¢ la valeur absolue de la charge élémentaire. Le calcul
numérique donne

I 16.1
nqgS  m(0.42)2 x 10-6 x 13.6 x 10°

v = =214 x 10*m/s

(e) La puissance dissipée par effet joule est donnée par :
Py = (Vi — Va)I = 0.50 x 16.1 = 8.01 Joule/s
(f) L’¢nergie dissipée Fy par effet joule pendant une minute est égale &

Eq=P;T =8.01 x 60 = 480.6 Joule

EXERCICE 02 :

RAPPEL : un aimant est un matériau constitué de molécules, elles méme peuvent étre considérées comme des
aimants minuscules, qui attirent des objets extérieurs en fer, ou contenant du fer du cobalt ou du Nickel.
En présence d’un aimant, un clou de fer va se comporter comme un aimant. En temps normal, les atomes
qui composent le clou sont orientés de maniére aléatoire. En fait, ce sont les vecteurs moments dipolaires
des dipoles magnétiques des électrons non appariés qui sont dirigés dans des directions aléatoires, telle que
la somme vectorielle de tous les moments est nulle. Le clou n’a aucun pouvoir d’attraction. Si & présent on
approche du clou en fer un aimant permanent, les vecteurs moments dipolaires du clou vont s’orienter sous
Peffet du champ magnétique de I'aimant, le clou se comportera lui méme comme un aimant. Tous les métaux ne
sont pas des corps magnétiques, et tous les corps magnétiques ne sont pas des métaux. La terre elle méme est
un gros aimant. Les aimants permanents contiennent presque toujours des atomes d’au moins un des éléments
chimiques suivants : fer, cobalt, ou un membre de la famille des lanthanides( terres rares) comme le Néodyme
(Nd).
(a) Tl est impossible de séparer le pole sud et le pole nord d’un aimant : A chaque fois qu’on coupe un aimant
on obtient deux aimants plus petits contenant un pole nord et un pole sud. Il est en effet impossible d’isoler
les poOles magnétiques comme on isole des charges électriques.

(b) Oui, la propreté d’attraction des aimants peut étre communiquée & une piéce en fer, comme il a été déja
expliqué ci -dessus.

(c) En fait, la propriété d’attraction des aimants est sensible & la température. En effet, on définit la température
de curie, ou point de curie qui est la température T, au dessus de laquelle les matériaux (ferromagnétique)
perdent leur aimantation.
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Matériaux | T. (K)

Co (cobalt) | 1388
F, Fer 1043

N; (Nickel) 627
COq 386

(d) La force magnétique appliquée par un aimant sur une boussole n’est pas radiale. Elle n’est pas portée par
la droite reliant ’aimant et la boussole.

(e) C’est justement ce qu’a remarqué le physicien danois Hans Oersted en 1820 lors d’une expérience en présence
de ses étudiants sur 'utilisation de la pile de Volta dans un circuit électrique. Il remarqua qu’au passage
d’un courant électrique au voisinage d’une boussole, celle-ci se dévie de sa direction naturelle (elle pointe
vers le nord géographique de la terre). Cette expérience lui a fait comprendre qu’il était tout & fait possible
de produire du magnétisme & partir d’un courant électrique. On vient de découvrir une deuxiéme source de
magnétisme autre que les pierres naturelles, mais qui est complétement gérable & volonté!

EXERCICE 03 :

(a) Selon la loi de Biot et Savart, on a :

BOn) - 1 1de'n PM
4m |PM|3
avec
|FA_4)| - C(f:@

—
ot 0 est I'angle qu fait le rayon du cercle R et la droite PM. D’autre part, on a

\1de'A PM| = |1d¢||PM |sin(dr, PM)

ou encore N
|1de'A PM| = 1d¢ PM cos 6 = IRd¢

Aussi, on a

FIGURE 7.3 — Un fil conducteur supposé infini le long de ’axe des z parcouru par un courant permanent I.

OP ={ = Rtan(f)

Ce qui donne

R
al = 20 9d9

En remplacant ces expressions dans 1’équation ci-dessus, on obtient,

3
— Ko R cos edezﬁlcos&l@

dB(M) =
(M) 47 cos?f R 41 R

Le sens du champ magnétique créé par le fil conducteur en M est obtenu en utilisant la convention du tire-
bouchon. c’est ainsi que B est perpendiculaire au plan contenant I’élément d? et le vecteur PM. Le module
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du champ magnétique créé en M par un fil conducteur supposé infini, s’obtient en intégrant 1’expression

par rapport & 6 de 0 = —J et 0 = —Z, & savoir :

[SE]

I I
B(M):Z—;E cos@d@z%

[SIE]

Dans le systéme de coordonnées cylindriques, le champ magnétique B s’écrit, :

pol
B(R) = —
() 27TRU9
Le champ a une symétrie cylindrique puisqu’il ne dépend que de R.
(b) la circulation du champ magnétique B le long d’un cercle du rayon R est égale a :

2m

_ [ pl o
%B dri/27TR tg(RdOty) = pol
0

La circulation d’un champ magnétique B le long d’un circuit fermé (cercle de rayon R) est égale a pg fois
I'intensité du courant électrique qui traverse la surface du cercle. On vient de vérifier le théoréme d’Ampére
concernant la circulation d’un champ magnétique créé par un courant permanent le long d’un contour fermé!

EXERCICE 04 :

(a) On utilise le systéme de coordonnées cylindriques dans lequel un élément de déplacement sur la boucle s’écrit
comme :

dl'= dliy

D’autre part, le champ magnétique en un point sur ’axe des z est perpendiculaire & df’ Il a donc seulement

M,

FIGURE 7.4 — Un conducteur électrique sous forme de cercle (spire)est parcouru par un courant électrique permanent
I

deux composantes, une suivant @, et I’autre suivant i, & savoir
B(M) = B,t, + B,u,
On dit que le champ magnétique est poloidal. En effet, I’élément d? crée en M un champ magnétique :

1B () = 1o 1407 PM
4 |PM|3

avec N N
PM = OM — OP = OMi. - Ra,

Ce qui donne

I
dB(M) = —EC_qrig, A (OM. — RiT,)
Am|PM]3
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D’autre part, on sait que
et

Ce qui donne

I
dB(M R [z Rdbii, + R*d0i.]

)= 4m(2? + R2)

Le champ magnétique en M est la contribution de tous les éléments de courant électrique sur la boucle. I1
est donc obtenu en intégrant I’expression ci-dessus par rapport & 6 de 0 & 27 :

2 2m
I
B(M)=—2H1" zR/deap —RQ/dé‘ﬁz
4dm(2? + R?)% J J

27
Remarquons que le vecteur [ d0i, est nul car ¢’est la résultante d’une somme continue de vecteurs de méme
P
0

composante mais de directions qui s’annulent mutuellement en faisant le tour du cercle complet. Par contre,
les contributions des éléments df selon ’axe des z s’ajoutent, ce qui donne finalement ’expression du champ
magnétique créé en un point z par une boucle de rayon R parcourue par un courant électrique continue I
sous la forme :

ol R? -

B(z) 2 (21 ) Uy

Un solénoide est constitué d’un enroulement d’un fil conducteur autour d’un cylindre (les spires ne se
touchent pas car recouvertes d’une matiére isolante). On suppose que ce fil est suffisamment mince pour
pouvoir modéliser ce solénoide comme une juxtaposition de spires coaxiales, avec n spires par unité de
longueur. Chaque spire est parcourue par le méme courant permanent (continu) I. Dans ce cas, un élément

FARRRRRRRJVRIORIIRORS

FI1GURE 7.5 — Solénoide infini parcouru par un courant permanent I

de courant égal a ndzIdf (le produit de Id¢ par le nombre de spire selon z : ndz) crée en un point z sur
I’axe du cylindre un élément de champ magnétique égal a

dB(2) = @ndzld[/\P—]%
ST |PM 3

ou encore (en utilisant le résultat obtenu pour une boucle) :

B u_ol R?ndzdf _

2
d°B(z) = p (22+R2)%uz

Le champ magnétique créé en un point z sur ’axe du cylindre par un solénoide supposé infini est obtenu
par l'intégration de ’expression ci-dessus par rapport 4 6 de 0 & 2w et z de —o0 & 00 :

2 “+o00 “+o0
toln R? dz . toln R? dz N
B(z)=—— [ df — U, = 5 U
4 ) (22 + R2)2 2 (22 4+ R2)2
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On utilise le changement de variable suivant :

Rdt
z = Rtant avec dz = 5
cos“t
Aprés calcul simple, on aura
+oo
/ dz 1 z 2
(22+ R?)3 R?|R>+2%| R?
—0o0

Ce qui donne enfin
B(z) = nuoli,

Considérons un solénoide infini composé de n spires par unité de longueur, parcouru par un courant, per-
manent I. Etant donnée la géométrie du solénoide, on adopte le systéme de coordonnées cylindriques avec
I’axe z le long de I'axe du cylindre formé par le solénoide. La densité du courant électrique est suivant la
direction 1y, a savoir
I(pﬂ g, Z) = J(P)ﬁe

. Puisque le vecteur densité de courant J est suivant iy, le champ magnétique produit doit étre perpendi-
culaire & 4p. Sur 'axe du solénoide le champ magnétique créé par un courant continu parcourant celui-ci
est suivant 4,. En un point quelconque & l'intérieur du solénoide le vecteur champ magnétique est aussi
dirigé suivant I’axe des z. En effet, il est facile de vérifier que la plan (i, @) est un plan de symétrie pour
le champ magnétique ; c’est & dire qu’a un élément de courant & une distance z de ce plan créant un champ
magnétique en un point sur ce plan on peut toujours trouver un autre élément de courant en —z du plan
qui créé sur le méme plan un champ magnétique tel que la somme des deux vecteurs est suivant z. D’autre
part, le plan (@,,u.) est aussi un plan de symétrie par rapport au champ magnétique. Cela veut dire que le
champ magnétique ne peut pas avoir une composante suivant iy. Par conséquent, on a

B(p,0,z) = B(p)i:

. On applique le théoréme d’Ampére sur trois contours fermés différents : C; un contour rectangulaire de
longueur A/ situé entiérement & 'intérieur du solénoide, Cy entiérement & 'extérieur et Cs “ & cheval” sur
les spires.
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Eexi_—a (=) ; — g ﬁcxt_ﬁ
. = " g : = cste g i
® l g
O, i
Al ® ! Q
! (o) i ®
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D C2 A 8 B g
01 4, &
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8l || ¢
®
8 D 521’& ®

FIGURE 7.6 — Application du théoréme d’Ampére & un solénoide infini.

CONTOUR 1
La circulation du champ magnétique le long du contour fermé ABC D A est nul car aucun courant électrique
ne passe & travers la surface délimitée par ce contour (le contour étant & I'intérieur du solénoide) :

B c D A
%B'd[:/B'd[+/B'd[+/B'dF+/B'd[:0
A B c D

Les circulations du champ magnétique le long des troncons BC' et D A sont nulles car le champ magnétique
y est perpendiculaire (il a une seule composante suivant z)

c A
/B-quL/B-dF:O
B D
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Il nous reste donc

B D
/B-dF—F/B-dF:O
A C

Prenons ces droites de longueurs trés petites AB = CD = £ de telle facon que le champ magnétique y est
constant. On peut donc écrire

B-E-FB-@:BABK—BCDEZO

Oou encore
Bag = Bep

Le champ magnétique est le méme en tout point a l'intérieur du solénoide (uniforme) : il ne dépend ni de p
ni de 0 ni de z.

CONTOUR 2 :

Puisque aucun courant ne passe a travers la surface de ce contour, on obtient :

B c D A
%B'd[:/B'd[+/B'd[+/B'dF+/B'd[:0
A B c D

Le champ magnétique doit étre le méme en tout point & lextérieur du solénoide (méme en un point trés
éloigné du solénoide) ; mais puisque le champ magnétique en un point trés éloigné de la source doit étre nul,
on conclut qu’il doit étre aussi nul au voisinage du solénoide.

CONTOUR 3

Pour le contour 3 on a :

B c D A
%B-df‘:/B-df‘—f—/B-dZ‘—i—/B-dZ’—i—/B-df‘:—nEMOI
A B c D

Car le nombre de spires qui passent & travers la surface de ce contour est nf, donc nfl passent & travers. Le
signe moins indique que, selon la convention, le courant I positif correspondant au contour orienté devrait
sortir de la page et non pas rentrer, comme c’est le cas ici.

La circulation
B

/B'd[{“

A

est nulle car le champ B y est nul. Aussi, les circulations

c D
/B-dZ’z/B-dZ‘:O
B A

car le champ B y est perpendiculaire au contour. Il nous reste juste la circulation

D
/B ~dl’= —nlupl
e}
On choisit un droite CD = /¢ trés petite de telle sorte que le champ magnétique y est constant. On peut
écrire :

D
/B df=B-CD = B.(p)i. - {(—i1.) = —(B.(p) = —nlyol
C

ou encore
Bz (p) = n,U'OI

Finalement, le champ magnétique a l'intérieur du solénoide est donnée par :
B= nuolﬁz
alors qu’il est nul a 'extérieur du solénoide.
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EXERCICE 05 :

(a) Lorsqu’un fil conducteur, parcouru par un courant permanent I, est placé dans un champ magnétique B
constant) chaque élémen u fil subit une force de Laplace égale a :
tant) ch é1é t df’ du fil subit f de Laplace égale 3

dF =1dC'N B

On suppose que le cadre ABCD est sur le plan Oyz et le champ magnétique uniforme :

=}

FI1GURE 7.7 — Cadre mobile parcouru par un courant électrique permanent I plongé dans un champ magnétique
constant.

B = Bii,

A Tinstant ot on met le cadre dans la région ot régne le champ magnétique B, les 4 cotés du cadre subissent
les forces suivantes :
Force sur le coté AB : df'A B = 0 car d’est paralléle & B :

Fuyp=0

Force sur le coté C'D : d'A B = O car df’est paralléle & B :
Fep =0

Force sur coté DA :

dFpa =1d0A B = 1(dlii,) A (Bii,) = 1d¢B(—ii,) = —1d(Bi,

b
La force appliquée sur la ligne entiére DA est obtenue par intégration entre ) et 5
b
Fpa= —IB/dﬁ - Uy = —1 Bbil,
b
-3

La force Fpa est représentée par symétrie en A'.
Force sur le coté BC' :

dBpc = 1dU'A B = 1(dli,) A (Biy) = —1dli,
La force appliquée sur la ligne entiére BC' est obtenue par intégration entre g et fg
-4
Fgc=|-1IB / dal | - i, = 1Bbi,

b
2

On voit bien que la somme des forces qui s’appliquent sur le cadre Fpa et Fpc est nulle, et pourtant ca
tourne! Pour caractériser ce mouvement, on calcule le moment de ces deux forces par rapport a 'axe oz,
autour duquel le cadre tournera :

— —
M/o = QA" ANFpy +OB' A Fpe
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ou encore
a a
Myo = 5(=iiy) A (=1 Bb) - iy + iy A1B bil;

ce qui donne
M/O = abIB(ﬂfy A Uy)

Mo = —ablBi,

Ce moment M o donne naissance & une accélération angulaire qui fait tourner le cadre autour de 'axe z
dans la direction représentée sur la figure ci-dessous.

W
' B
A ; >
Fee

L

FIGURE 7.8 — Sens de rotation du cadre parcouru par un courant permanent I dans un champ magnétique uniforme
B.

(b) Ce moment va faire tourner le cadre a partir du repos, en faisant un angle a avec I’axe oy. Les forces Fpa
et Fpc sont représentées ci-dessous. Les moments des forces Fpa et Fpe sont donnés par :

FIGURE 7.9 — Sens de rotation du cadre en fonction d’un angle a.

— —
M/O = QA" ANFpy +OB' A Fpe

ou encore
a - a -
M/O = §FDA Sin(OA/, Fpa)i, + iFBC Sin(OB/, Fpe)(-U.,)

—
L’angle entre OA’ et Fpa est égal & m/2 + a avec
sin(m/2 4+ a) = cosa

On obtient donc :

Mo = —g(FABcosa—i—FBccosa)

M0 = —ablB cos i,

Remarquons que dans le cas ot a # 0, les éléments de forces dFap et dFpc ne sont plus nuls car sur les
cotés AB et CD, les éléments dZ et B ne sont plus paralléles entre eux.

dFap =1d0CAB £ 0

dFpc = 1d0A B # 0

mais ces forces sont dirigées suivant ’axe de rotation dans deux directions opposées : elles ne contribuent
pas donc a la rotation du cadre.
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(c) L’énergie potentielle d’un circuit parcouru par un courant I, placé dans un champ magnétique B est donnée

par :
E,=-m-B

m est le moment magnétique (mesuré en A.m?)du circuit donné par :
m = IS7

o S est la surface du circuit électrique (cadre) et I le courant électrique parcourant le circuit. Le vecteur 7
est un vecteur unité perpendiculaire & la surface selon la convention suivante :

S = abk

ce qui donne
—m - Bcos(m, B)

E, =
T
E,= —LS’Bcos(g, —a)

E,=-mS Bsina
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