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Avant- propos

Cet ouvrage s'adresse aux étudiants de la première année des �lières s
ienti�ques et te
hniques de l'université et

des é
oles d'ingénieurs d'Algérie. Il suit grosso modo le programme enseigné de "Physique 2 � éle
tri
ité �"

Ce poly
opie fournit à l'étudiant un résumé de 
ours et des exer
i
es ave
 
orrigés, dispensés à l'é
ole préparatoire

EPST Tlem
en depuis 2013. Le manus
rit est divisé en sept 
hapitres.

� Chapitre 1 : Systèmes de 
oordonnées et outil mathématique

� Chapitre 2 : Triboéle
tri
ité et 
harge éle
trique

� Chapitre 3 : Champ éle
trostatique

� Chapitre 4 : Théorème de GAUSS

� Chapitre 5 :Potentiel éle
trostatique

� Chapitre 6 : Condu
teurs en équilibre

� Chapitre 7 : Magnétostatique

Chaque rappel de 
ours est suivi d'une série de problèmes ave
 solutions détaillées permettant aux étudiants de

mieux assimiler les phénomènes physiques étudiés.

En�n nous tenons à pré
iser que nous tenons en 
ompte toutes les remarques et les 
ommentaire signalant des

erreurs éventuelles que 
e soit sur le fond ou même sur la forme.
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1.1. RAPPEL : CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE COORDONNÉES ET OUTIL MATHÉMATIQUE

1.1 Rappel :

Le système de 
oordonnées 
artésiennes est très utile dans l'étude de mouvement re
tiligne. Cependant, il existe

des situations physiques (rotations en mé
anique, 
al
ul du 
hamp éle
trique en éle
trostatique, magnétostatique,

mé
anique des �uides, physique atomique...) où l'utilisation de 
e système s'avère inutilement 
omplexe. Il serait don


plus utile de se pen
her sur d'autres systèmes de 
oordonnées a�n de fa
iliter l'étude de 
es situations. Dans 
e qui

suit on s'intéresse à trois systèmes de 
oordonnées physiques, à savoir : système de 
oordonnées 
artésiennes (dites

re
tangulaires) et systèmes de 
oordonnées 
ylindriques et sphériques (dites 
urvilignes).

1.1.1 Système de 
oordonnées 
artésiennes

Un repère 
artésien est dé�ni par un point origine O et trois axes (Ox,Oy,Oz) perpendi
ulaires entre eux. Les

ve
teurs unitaires portés par les axes sont : ~ux, ~uyet~uz.

Un point M de l'espa
e est repéré par les trois 
omposantes du ve
teur joignant O à M : (~r = ~OM )

~r(x, y, z) = x~i+ y~j + z~k

Un dépla
ement in�nitésimal du point M vers un point M ′
est donné par :

−−−→
MM ′ = d~l = dx~i + dy~j + dz~k

Un volume in�nitésimal est un parallélépipède de volume :

dV = dx dy dz

Figure 1.1 � Le système de 
oordonnées 
artésiennes

1.1.2 Système de 
oordonnées 
ylindrique

Un point M dans l'espa
e est repéré par trois 
oordonnées :ρ, θ et z auxquelles on a

orde trois ve
teurs unitaires

perpendi
ulaires entre eux, ~uρ, ~uθ et ~uz, respe
tivement, dirigés dans le sens de la variation des 
oordonnées (appelée

ligne de 
oordonnée), tels que :

0 ≤ ρ ≤ ∞, 0 ≤ θ ≤ 2π et −∞ ≤ z ≤ ∞

et

~uρ ∧ ~uθ = ~uz, ~uz ∧ ~uρ = ~uθ, et ~uθ ∧ ~uz = ~uρ

Le ve
teur position d'un point M s'é
rit : −−→
OM = ρ~uρ + z~uz

4



CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE COORDONNÉES ET OUTIL MATHÉMATIQUE 1.1. RAPPEL :

On peut exprimer les 
oordonnées 
artésiennes en fon
tion des 
oordonnées 
ylindriques 
omme suit :







x = ρ cos θ
x = ρ cos θ
z = z

ainsi que les ve
teurs unitaires







~uρ = cos θ~i+ sin θ~j
~uθ = − sin θ~i+ cos θ~j
~uz = ~k

Un dépla
ement in�nitésimal entre les points M et M ′
est donné par :

−−−→
MM ′ = d~l = dρ~uρ + ρdθ~uθ + dz~uz

Les surfa
es élémentaires sont :

dSρ = ρdθdz, dSθ = dρdz, et dSz = ρdρdθ

Le volume élémentaire est égal à :

dV = ρdρdθdz

Figure 1.2 � Volume et surfa
es élémentaires dans le système de 
oordonnées 
ylindriques

1.1.3 Système de 
oordonnées sphérique

Un point M dans l'espa
e est repéré par trois 
oordonnées :r, θ et ϕ auxquelles on a

orde trois ve
teurs unitaires

perpendi
ulaires entre eux, ~ur, ~uθ et ~uϕ, respe
tivement, dirigés dans le sens de la variation des 
oordonnées (appelée

ligne de 
oordonnée), tels que :

0 ≤ r ≤ ∞, 0 ≤ θ ≤ π et 0 ≤ ϕ ≤ 2π

et

~ur ∧ ~uθ = ~uϕ, ~uϕ ∧ ~ur = ~uθ, et ~uθ ∧ ~uϕ = ~ur

Le ve
teur position d'un point M s'é
rit : −−→
OM = r~ur

Contrairement au système de 
oordonnées 
artésiennes, les ve
teurs unitaires dans les systèmes de 
oordonnées 
y-

lindriques et sphériques ne sont pas �xes ; leurs dire
tions 
hangent selon la position du point 
onsidéré Un dépla
ement

in�nitésimal entre les points M et M ′
est donné par :

−−−→
MM ′ = d~r = dr~ur + r dθ~uθ + r sin θdϕ~uϕ

5



1.1. RAPPEL : CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE COORDONNÉES ET OUTIL MATHÉMATIQUE

Le volume élémentaire est égal à :

dV = r2 sin θ drdθdϕ

Les surfa
es élémentaires sont :

dSr = r2 sin θ dθdϕ, dSθ = r sin θ drdϕ, et dSϕ = r dr dθ

On peut exprimer les 
oordonnées 
artésiennes en fon
tion des 
oordonnées sphériques 
omme suit :







x = r sin θ cosϕ
y = r sin θ sinϕ
z = r cosϕ

ainsi que les ve
teurs unitaires







~ur = sin θ cosϕ~i+ sin θ sinϕ~j + cos θ~k
~uθ = cos θ cosϕ~i+ cos θ sinϕ~j − sin θ~k
~uϕ = − sinϕ~i+ cosϕ~j

Figure 1.3 � Le système de 
oordonnées sphériques

1.1.4 Opérateur gradient

� A tout 
hamp s
alaire f(M), on asso
ie un 
hamp ve
toriel

−−→
grad(f) tel que :

df(M) =
−−→
grad(f).d

−−→
OM

� La 
ir
ulation d'un gradient est indépendante du 
hemin suivi. En parti
ulier sur une 
ourbe fermée, la 
ir
u-

lation du gradient est nulle.

6



CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE COORDONNÉES ET OUTIL MATHÉMATIQUE 1.1. RAPPEL :

� Le gradient est perpendi
ulaire aux surfa
es équi-f.

−−→
grad(f) indique le sens des f 
roissant.

A tout 
hamp s
alaire f(M), on asso
ie un 
hamp ve
toriel

−−→
grad(f) tel que :

df(M) =
−−→
grad(f).d

−−→
OM

La 
ir
ulation d'un gradient est indépendante du 
hemin suivi. En parti
ulier sur une 
ourbe fermée, la 
ir
ulation du

gradient est nulle. Le gradient est perpendi
ulaire aux surfa
es équi-f.

−−→
grad(f) indique le sens des f 
roissant.

Expressions analytiques

En 
oordonnées 
artésiennes

On a en 
oordonnées 
artésiennes dans la base (e1, e2, e3) pour une fon
tion s
alaire f = f(x1, x2, x3) :

(
−−→
grad(f))i =

∂f

∂xi

En 
oordonnées 
ylindrique

On a dans la base (er, eθ, ez) :
−−→
grad(f) =

∂f

∂r
er +

1

r

∂f

∂θ
eθ +

∂f

∂z
ez

En 
oordonnées sphériques

On a dans la base (er, eθ, eφ) :

−−→
grad(f) =

∂f

∂r
er +

1

r

∂f

∂θ
eθ +

1

rsin(θ)

∂f

∂φ
eφ

1.1.5 Gradient d'un ve
teur

On peut dé�nir le gradient d'un ve
teur

−→
V de taille n. C'est une matri
e de taille n× n et on a :

(grad(
−→
V ))i,j =

∂Vi

∂xj

1.1.6 Opérateur divergen
e

� Soit un 
hamp ve
toriel

−→
V et soit dτ un élément de volume entourant un point M de l'espa
e. On dé�nit

div(
−→
V ) = dΦ

dτ où dΦ est le �ux élémentaire sortant du 
hamp

−→
V à travers la surfa
e fermée délimitant dτ .

M

−→
V (M)

dτ

−→
dS

−→n
div(

−→
V ) représente le �ux volumique en M . L'opérateur divergen
e 
onstruit un 
hamp de s
alaire à partir d'un


hamp de ve
teurs.

� Théorème de Green-Ostrogradski Soit Σ la surfa
e fermée délimitant le volume V , −→dS le ve
teur de surfa
e

élémentaire sortant du volume. On a alors pour tout 
hamp de ve
teur

−→
V :

∫ ∫

Σ

−→
V .

−→
dS =

∫ ∫ ∫

V
div(

−→
V )dτ

Expressions analytiques

En 
oordonnées 
artésiennes

On a :

div(
−→
V ) =

∂Vx

∂x
+

Vy

∂y
+

Vz

∂z

7



1.1. RAPPEL : CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE COORDONNÉES ET OUTIL MATHÉMATIQUE

En 
oordonnées 
ylindrique

On a :

div(
−→
A ) =

1

r

∂

∂r
(rAr) +

1

r

∂Aθ

∂θ
+

∂Az

∂z

1.1.7 Opérateur Rotationnel

Soit un 
hamp ve
toriel

−→
V et soit

−→
dS un élément de surfa
e en un point M de l'espa
e. En notant dC le 
ontour

élémentaire orienté asso
ié à

−→
dS selon la règle de Sto
kes, on dé�nit le rotationnel de

−→
V en M , par :

dC =

∫

dC

−→
V .

−→
dl =

−→
rot

−→
V .

−→
dS

M
dC

−→n

−→
dS

L'opérateur rotationnel 
onstruit un 
hamp de ve
teurs à partir d'un 
hamp de ve
teurs.

Expressions analytiques

En 
oordonnées 
artésienne

On a :

−→
rot

−→
A = (

∂A3

∂x2
− ∂A2

∂x3
)e1 + (

∂A1

∂x3
− ∂A3

∂x1
)e2 + (

∂A2

∂x1
− ∂A1

∂x2
)e3

En 
oordonnées 
ylindrique

On a ;

−→
rot

−→
A = [

1

r

∂Az

∂θ
− ∂Aθ

∂z
]er + [

∂Ar

∂z
− ∂Az

∂r
]eθ +

1

r
[
∂(rAθ)

∂r
− ∂Ar

∂θ
]ez

(Théorème de Sto
kes) Transforme ue intégrale 
urviligne en intégrale de volume. On intègre sur une surfa
e

S orientée quel
onque qui s'appuie sur le 
ontour fermé C orienté par la règle de sto
kes et on obtient :

∫

C

−→
V .

−→
dl =

∫ ∫

S

−→
rot

−→
V .

−→
dS

b

b

b

bb
b

b
b b b b b b b b

b b b b b b
b

b
b

b

b

−→
dS

C

le résultat est indépendant de la forme de S s'appuyant sur C.

Si un 
hamp de ve
teur

−→
W est à �ux 
onservatif (i.e. si div(

−→
W = 0) alors il existe un 
hamp de ve
teur

−→
V tel que−→

W =
−→
rot

−→
V

8
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1.1.8 Opérateur Lapla
ien

(Lapla
ien d'un 
hamp s
alaire) Transforme un 
hamp s
alaire en 
hamp s
alaire :

∆f = div(
−−→
gradf)

Expression analytique du Lapla
ien s
alaire

En 
oordonnées 
artésiennes

On a :

∆f =

n
∑

i=1

∂2f

∂x2
i

En 
oordonnées 
ylindrique

∆U =
1

r

∂

∂r
(r
∂U

∂r
) +

1

r2
∂2U

∂θ2
+

∂2U

∂z2

En 
oordonnées sphérique

∆U =
1

r

∂2

∂r2
(rU) +

1

r2sinθ

∂

∂θ
(sinθ

∂U

∂θ
) +

1

r2sin2θ

∂2U

∂φ2

(Lapla
ien d'un 
hamp ve
toriel) Transforme un 
hamp ve
toriel en 
hamp ve
toriel :

−→
∆
−→
V =

−−→
grad(div(

−→
V ))−−→

rot
−→
rot

−→
V

Expression analytique du Lapla
ien ve
toriel

En 
oordonnées 
artésiennes on a :

−→
∆
−→
V =

n
∑

i=1

∆Vxiei

1.1.9 Opérateur symbolique nabla

C'est un opérateur de dérivation ve
toriel. Ses 
omposantes en 
oordonnées 
artésiennes sont :

(
−→∇)i =

∂

∂xi

On peut é
rire le gradient, la divergen
e et le rotationnel grâ
e à 
et opérateur symbolique :

−−→
gradf =

−→∇f

−→
rot

−→
V =

−→∇ ∧−→
V

div(
−→
V ) =

−→∇.
−→
V

∆f =
−→
V 2f

−→
∆
−→
V =

−→
V 2−→V

Formulaire ralatif aux opérateurs

Soit f un 
hamp s
alaire et

−→
A et

−→
B deux 
hamps ve
toriels.

La divergen
e d'un gradient est égale au Lapla
ien

div(
−−→
gradf) = ∆f

Le rotationnel d'un gradient est nul

−→
rot(

−−→
gradf) =

−→
0

9



1.1. RAPPEL : CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE COORDONNÉES ET OUTIL MATHÉMATIQUE

La divergen
e d'un rotationnel est nulle

div(
−→
rot

−→
A )

Quelques formules supplémentaires

� −→
rot(

−→
rot

−→
A ) =

−−→
grad(div(

−→
A ))−∆

−→
A

� −−→
grad(fg) = f

−−→
gradg + g

−−→
gradf

�

div(f
−→
A ) = fdiv(

−→
A ) +

−→
A.

−−→
gradf

� −→
rot(f

−→
A ) = f

−→
rot

−→
A +

−−→
gradf ∧ −→

A

�

div(
−→
A ∧−→

B ) =
−→
B.

−→
rot

−→
A −−→

A.
−→
rot

−→
B

� −→∇ ∧ (
−→
A ∧ −→

B ) = (
−→∇.

−→
A )

−→
A − (

−→∇.
−→
A )

−→
B + (

−→
B.

−→∇)
−→
A − (

−→
A.

−→∇)
−→
B

10



CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE COORDONNÉES ET OUTIL MATHÉMATIQUE 1.2. EXERCICES

1.2 exer
i
es

Exer
i
e 01 :

1. 
al
uler l'intégrale suivante :

∞
∫

−∞

e−x2

dx (1.1)


orrigé page : 14

Exer
i
e 02

Véri�er l'égalité suivante dans le système de 
oordonnées 
artésiennes :

~A ∧ (~B ∧ ~C) = ~B(~A · ~C)− ~C(~A · ~B)


orrigé page : 14

Exer
i
e 03

On donne les ve
teurs unités dans le système de 
oordonnées 
ylindriques 
omme :







~uρ = cos θ~i+ sin θ~j
~uθ = − sin θ~i+ cos θ~j
~uz = ~k

Exprimer les ve
teurs en 
oordonnées 
artésiennes ~i, ~j et ~k en fon
tion de ~uρ, ~uθ, et ~uz. 
orrigé page : 15

Exer
i
e 04

1. Cal
uler la surfa
e latérale d'un 
ylindre de hauteur L et de rayon R, en utilisant deux systèmes de 
oordonnées

(
artésiennes et 
ylindriques).

2. Quel système de 
ordonnées est le plus approprié pour faire 
e 
al
ul ?


orrigé page : 15

Exer
i
e 05

Exprimer le ve
teur unité porté par un ve
teur

−−→
AB allant du point A(0, 0, h) sur l'axe des z au point B(ρ, θ, 0) en


oordonnées 
ylindriques. 
orrigé page : 37

Exer
i
e 06 :

Exprimer en 
oordonnées 
ylindriques le ve
teur ~A, donné en 
oordonnées 
artésiennes par :

~A = y~i+ x~j +
x2

√

x2 + y2
~k


orrigé page : 17

Exer
i
e 07 :

1. Exprimer les 
oordonnées sphériques r, θ et ϕ en fon
tion des 
oordonnées 
artésiennes x, y et z.

2. Retrouver l'expression du 
arré de l'élément di�érentiel dl2 dans 
e système de 
oordonnées.

3. Retrouver les expressions des ve
teurs unitaires en 
oordonnées sphériques :







~ur = sin θ cosϕ~i + sin θ sinϕ~j + cos θ~k
~uθ = cos θ cosϕ~i + cos θ sinϕ~j − sin θ~k
~uϕ = − sinϕ~i+ cosϕ~j

4. Faire les dérivées par rapport au temps des ve
teurs unitaires.

5. Utiliser les 
oordonnées sphériques pour trouver la surfa
e d'une aire dé
oupée sur une sphère de rayon R et

dé�nie par θ1 ≤ θ ≤ θ2 et ϕ1 ≤ ϕ ≤ ϕ2. Que devient 
e résultat quand θ1 = 0 et θ2 = π, ϕ1 = 0 et ϕ2 = 2π ?

6. Établir l'expression donnant le volume d'une sphère de rayon R à partir du volume di�érentiel.


orrigé page : 17
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Exer
i
e 08

Soit le 
hamp : ~E(x, y, z) = 1
x~i+

1
y~j +

1
z~k

Déterminer la fon
tion V (x, y, z) tel que : ~E = −~∇V 
orrigé page : 19

Exer
i
e 09

Un point M(x, y, z) étant repéré par le rayon ve
teur ~r = ~OM , de module r =
√

x2 + y2 + z2

1. 
al
uler :~∇r, ~∇(1r ) et ~∇ ln r.

2. quel sens physique peut-on donner à un gradient ?

3. tra
er les allures des 
hamps résultant. Commenter.


orrigé page : 20

Exer
i
e 10 :

En expli
itant la relation

dU = ~∇U · ~dl

donner l'expression du gradient :

1. en 
oordonnées 
ylindriques (ρ, θ, z) ;

2. en 
oordonnées sphériques (r, θ, ϕ).


orrigé page : 21

Exer
i
e 11 :

Donner la dire
tion de la variation maximale de la fon
tion f(x, y, z) = yz + xz + xy au point (1, 1, 1). (donnez le
ve
teur unitaire). 
orrigé page : 22

Exer
i
e 12 :

Trouver l'équation du plan tangent à la surfa
e 2xz2 − 3xy − 4x = 7 au point (1,−1, 2) 
orrigé page : 22

Exer
i
e 13 :

1. Donner l'expression du ve
teur ~∇rn où n ∈ Z et r =
√

x2 + y2 + z2.

2. En déduire les expressions des gradients des ve
teurs r4 et

1

r2
.

3. Pour quelle valeur de n le taux de variation de la fon
tion rn serait 
onstant ?


orrigé page : 22

Exer
i
e 14 :

Véri�er en 
oordonnées 
artésiennes l'égalité suivante :

~∇ ∧ (~∇∧ ~A) = ~∇(~∇ · ~A)−∆~A


orrigé page : 23

Exer
i
e 15 :

1. Cal
uler la divergen
e

a- du rayon ve
teur ~r = x~i + y~j + z~k,

b- du ve
teur unitaire ~u = ~r
r .

2. Déduire des 
al
uls antérieurs la valeur du Lapla
ien de r, ∆(r) au point (+1,+1,+1).


orrigé page : 23

12



CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE COORDONNÉES ET OUTIL MATHÉMATIQUE 1.2. EXERCICES

Exer
i
e 16 :

Soit la fon
tion : ϕ(x, y, z) = x y2 + y z2 + z x2

1. Cal
uler ~A = ~∇ϕ ; valeur de ~A au point (1, 1, 0).

2. Cal
uler ~B = ~RotA = ~∇∧ ~A

3. 
al
uler ~∇ ∧ ~A tels que ~A = x ~i, ~A = y ~i, ~A = ~uθ et ~A = 1
r~uθ

4. Véri�er 
e résultat dans le 
as général.

5. Véri�er que ~∇ · (~∇ ∧ ~C) = 0


orrigé page : 24

Exer
i
e 17

On donne le 
hamp de ve
teurs ~A(x, y) = −y~i+ x~j.

1. Tra
er sur le plan z = 0 le ve
teur ~A aux points (1,1,0), (1,-1,0), (-1,1,0) et (-1,-1,0), en pré
isant pour 
haque

ve
teur son ve
teur unitaire et son module.

2. Cal
uler la divergen
e du 
hamp ~A. Que signi�e 
e résultat ?

3. Cal
uler le rotationnel du 
hamp ~A. Que signi�e 
e résultat ?


orrigé page : 25

Exer
i
e 18

Le théorème de divergen
e (Green-Ostrogradsky) s'énon
e 
omme suit :

∮

S

~A · d~S =

∫∫∫

~∇ · ~AdV ;

1. Utiliser le ve
teur ~A(r, θ, ϕ) = r2~ur pour véri�er 
e théorème sur une sphère de rayon R.

2. Utiliser le ve
teur ~A(x, y, z) = x ~i+ y ~j + z ~k pour véri�er 
e théorème sur un 
ube d'arête a.


orrigé page : 26

Exer
i
e 19

On donne le potentiel V (x, y, z) = yz + xz + xy

1. Déterminer le 
hamp ~E qui dérive du potentiel V .

2. Cal
uler le �ux Φ qui sort de la surfa
e S.

3. Cal
uler la 
ir
ulation de ~E le long du 
ontour triangulaire OABO (voir �gure 
i-dessous).

4. Montrer que la 
ir
ulation du ve
teur ~∇rn le long d'un 
ontour fermé est nulle.

O(0, 0, 0) A(1, 0, 0)

B(0, 1, 0)

x

y

z

S


orrigé page : 27
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1.3. CORRIGÉS : CHAPITRE 1. SYSTÈMES DE COORDONNÉES ET OUTIL MATHÉMATIQUE

1.3 
orrigés :

Exer
i
e 01 :

1. 
al
uler l'intégrale suivante :

I =

∞
∫

−∞

e−x2

dx

L'obje
tif de 
et exer
i
e est de montrer qu'en passant d'un système de 
oordonnées, en l'o

urren
e le système de


oordonnées 
artésiennes vers le système de 
oordonnées polaires, il est possible de 
al
uler fa
ilement 
ette intégrale

gaussienne. En e�et, l'astu
e est de 
al
uler I2, 
'est à dire

I2 =

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

e−(x2+y2) dx dy

Ce
i est une intégrale de la fon
tion e−(x2+y2)
sur la surfa
e in�nie qu'est le plan xOy. L'élément in�nitésimal de 
ette

surfa
e dans le système de 
oordonnées 
artésiennes est dS = dx dy. On peut balayer 
ette même surfa
e in�nie en

utilisant les 
oordonnées polaires (ρ, θ), où ρ varie entre 0 et +∞ alors que θ varie entre 0 et 2π. L'élément de surfa
e

in�nitésimal est égal à dS = ρ dρ dθ et x2 + y2 = ρ2. Ce qui nous permet de réé
rire l'intégrale I2 sous la forme :

I2 =

2π
∫

0

dθ

∞
∫

0

e−ρ2

ρ dρ = 2π

∞
∫

0

e−ρ2

ρ dρ

En faisant le 
hangement de variable suivant u = ρ2 ave
 du = 2ρdρ ; ou en
ore ρdρ =
du

2
, nous obtenons

I2 = π

∞
∫

0

e−udu

I2 = π
[

−e−u
]∞
0

I2 = π

Ce qui en�n donne

I =
√
π

Exer
i
e 02 :

Véri�er l'égalité suivante dans le système de 
oordonnées 
artésiennes :

~A ∧ (~B ∧ ~C) = ~B(~A · ~C)− ~C(~A · ~B)

Prenons les ve
teurs :

~A = Ax~i+Ay~j +Az~k

,

~B = Bx~i+By~j +Bz~k

et

~C = Cx~i+ Cy~j + Cz~k

Le 
al
ul des produits s
alaires nous donne :

~A · ~B = AxBx +AyBy +AzBz

et

~A · ~C = AxCx +AyCy +AyCy

Ce qui nous amène à é
rire

~B(~A · ~C) = (AxBxCx +AyBxCy +AyBxCy)~i+ (AxByCx +AyByCy +AyByCy)~j + (AxBzCx +AyBzCy +AyBzCy)~k

et

~C(~A · ~B) = (AxBxCx +AyByCx +AzBzCx)~i+ (AxBxCy +AyByCy +AzBzCy)~j + (AxBxCz +AyByCz +AzBzCz)~k

14
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D'autre part, on 
al
ule le produit ve
toriel

~B ∧ ~C = (ByCz −BzCy)~i+ (BzCx −BxCz)~j + (BxCy −ByCx)~k

et

~A∧(~B∧~C) = (AyBxCy−AyByCx−AyBzCx+AyBxCz)~i−(AxBxCy−AxByCx−AzByCz+AzBzCy)~j+(AxBzCx−AxBxCz−AyBy

La 
omparaison entre les deux expressions nous permet de véri�er qu'elles sont bien identiques.

Exer
i
e 03 :

On donne les ve
teurs unités dans le système de 
oordonnées 
ylindriques 
omme :







~uρ = cos θ~i+ sin θ~j
~uθ = − sin θ~i+ cos θ~j
~uz = ~k

Cal
ulons les produits s
alaires suivants :

~i · ~uρ = cos θ, ~i · ~uθ = − sin θ, et ~i · ~uz = 0

~j · ~uρ = sin θ, ~j · ~uθ = cos θ, et ~j · ~uz = 0

~k · ~uρ = 0, ~k · ~uθ = 0, et ~k · ~uz = 1

Mais on sait que

~i = (~i · ~uρ)~uρ + (~i · ~uθ)~uθ + (~i · ~uz)~uz


e qui donne

~i = cos θ~uρ − sin θ~uθ

et

~j = (~i · ~uρ)~uρ + (~j · ~uθ)~uθ + (~j · ~uz)~uz


e qui donne

~j = sin θ~uρ + cos θ~uθ

et

~k = (~k · ~uρ)~uρ + (~k · ~uθ)~uθ + (~k · ~uz)~uz


e qui donne

~k = ~uz

Exer
i
e 04 :

1. Cal
ul de la surfa
e latérale d'un 
ylindre de hauteur L et de rayon R, en utilisant le système de 
oordonnées


ylindriques :

l'élément in�nitésimal de la surfa
e latérale d'un 
ylindre de rayon R est égal à

dSr = (Rdθ) · dz

d'où la surfa
e latérale d'un 
ylindre de hauteur L et de rayon R est égale à

S =

L
∫

0

dz

2π
∫

0

Rdθ = 2πRL

2. Cal
ul de la surfa
e latérale d'un 
ylindre de hauteur L et de rayon R, en utilisant le système de 
oordonnées


artésiennes :

l'élément in�nitésimal de la surfa
e latérale d'un 
ylindre de rayon R est égal à

dSL = ds · dz

ave


ds =
√

dx2 + dy2 = dx

√

1 +

(

dy

dx

)2
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et

x2 + y2 = R2


e qui donne

2 x dx+ 2 y dy = 0

ou en
ore

dy

dx
= −x

y

en remplaçant 
e
i dans l'expression de ds, on obtient

ds =
√

dx2 + dy2 = dx

√

1 +

(

x

y

)2

= dx

√

1 +
x2

R2 − x2
= dx

√

R2

R2 − x2
= R

dx√
R2 − x2

la symétrie du 
ylindre par rapport à l'axe des z nous permet de 
al
uler la moitié de sa surfa
e, ensuite la

multiplier par deux pour avoir l'expression de la surfa
e entière, d'où

1

2
S =

L
∫

0

dz

R
∫

−R

R
dx√

R2 − x2
= L

R
∫

−R

dx
√

1−
( x

R

)2

Faisons le 
hangement de variable suivant :

sin(t) =
x

R


e qui donne

d sin(t) = cos(t)dt =
dx

R

ou en
ore

dx = R cos(t)dt

et l'intégrale 
i-dessus devient

S = 2LR

π

2
∫

−
π

2

dt = 2πLR

3. il est don
 préférable de travailler dans le système de 
oordonnées 
ylindriques quand il s'agit d'un système de

symétrie 
ylindrique, ou qui a 
arrément la forme d'un 
ylindre.

Exer
i
e 05 :

Dans le système de 
oordonnées 
ylindriques, le ve
teur position du point A(0, 0, h) sur l'axe des z est donné par :

−→
OA = h~uz

alors que le ve
teur position du point B(ρ, θ, 0) est donné par :

−−→
OB = ρ~uρ

On obtient don


−−→
AB =

−→
AO +

−−→
OB = −−→

OA+
−−→
OB = −h~uz + ρ~uρ

Le ve
teur unité porté par le ve
teur

−−→
AB est donné par :

~u =

−−→
AB

|−−→AB|
=

−h~uz + ρ~uρ
√

ρ2 + h2
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Exer
i
e 06 :

Exprimer en 
oordonnées 
ylindriques le ve
teur ~A, donné en 
oordonnées 
artésiennes par :

~A = y~i+ x~j +
x2

√

x2 + y2
~k

Les relations entre les 
oordonnées 
artésiennes et les 
oordonnées 
ylindriques s'é
rivent sous la forme







x = ρ cos(θ)
y = ρ sin(θ)
z = z

Leurs variations in�nitésimales s'é
rivent don








dx = cos(θ)dρ − ρ sin(θ)dθ
dx = sin(θ)dρ+ ρ cos(θ)dθ
dz = dz

Un dépla
ement in�nitésimal s'é
rit 
omme

d~ℓ = dx~i + dy~j + dz~k

qui, après réarrangement, aura la forme

d~ℓ = (cos(θ)~i + sin(θ)~j) dρ+ (− sin(θ)~i + cos(θ)~j) ρdθ + ~kdz


e
i nous permet d'é
rire le dépla
ement in�nitésimal d~ℓ dans le système de 
oordonnées 
ylindriques sous la forme :

d~ℓ = dρ~uρ + ρdθ~uθ + dz~k

par identi�
ation, les ve
teurs unitaires orthogonaux formant le trièdre dire
t s'é
rivent sous la forme







~uρ = cos(θ)~i + sin(θ)~j
~uθ = − sin(θ)~i + cos(θ)~j
~uz = ~k

Rappelons que







~i = (~i · ~uρ) ~uρ + (~i · ~uθ) ~uθ + (~i · ~uz) ~uz = cos(θ)~uρ − sin(θ)~uθ

~j = (~j · ~uρ) ~uρ + (~j · ~uθ) ~uθ + (~j · ~uz) ~uz = sin(θ)~uρ + cos(θ)~uθ

~k = (~k · ~uρ) ~uρ + (~k · ~uθ) ~uθ + (~k · ~uz) ~uz = ~uz

Notons que

x2 + y2 = ρ2

et en remplaçant dans l'expression du ve
teur ~A, nous obtenons

~A = ρ sin(θ) [cos(θ)~uρ − sin(θ)~uθ] + ρ cos(θ) [sin(θ)~uρ + cos(θ)~uθ] + ρ cos2(θ)~uz

ou en
ore

~A = [ρ sin(θ) cos(θ) + ρ cos(θ) sin(θ)] ~uρ + [−ρ sin(θ) sin(θ) + ρ cos(θ) cos(θ)] ~uθ + ρ
[

cos2(θ)
]

~uz

après réarrangement, on obtient

~A = 2ρ sin(θ) cos(θ)~uρ + ρ
[

cos2(θ)− sin2(θ)
]

~uθ + ρ cos2(θ)~uz

Exer
i
e 07 :

1. Exprimer les 
oordonnées sphériques r, θ et ϕ en fon
tion des 
oordonnées 
artésiennes x, y et z.
Un point M dans l'espa
e est repéré dans le système de 
oordonnées sphériques par trois 
oordonnées :

(a) le rayon r qui est la droite reliant le point M à l'origine O et qui varie entre 0 et ∞
(b) la latitude θ qui est l'angle que fait le rayon r (droite OM) ave
 l'axe de z et variant entre 0 et π

(
) la longitude ϕ qui est l'angle que fait la droite résultant de la proje
tion du rayon r sur le plan xOy et l'axe

des x, et qui varie entre 0 et 2π. Ce
i est la 
onvention des physi
iens.

Les ve
teurs unitaires 
omposant le trièdre en 
oordonnées sphériques sont

17
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(a) ~ur est le ve
teur unitaire dans la dire
tion de la variation du rayon r.

(b) ~uθ est le ve
teur unitaire perpendi
ulaire à r dans la dire
tion de la variation de l'angle θ.

(
) ~uϕ est le ve
teur unitaire perpendi
ulaire à la droite résultant de la proje
tion de r sur le plan xOy dans la

dire
tion de la variation de l'angle ϕ.

Ces trois ve
teurs sont orthogonaux les uns aux autres selon les formules suivantes

~ur ∧ ~uθ = ~uϕ, ~uϕ ∧ ~ur = ~uθ et ~uθ ∧ ~uϕ = ~ur

Le ve
teur position d'un point est donné par ~OM = r~ur

En projetant 
e ve
teur sur l'axe des z, nous obtenons z = r cos(θ).
En projetant 
e ve
teur sur le plan xOy, nous obtenons r sin(θ), ensuite en projetant 
ette droite sur l'axe

des x, nous obtenons x = r sin(θ) cos(ϕ), et en projetant la même droite sur l'axe des y nous obtenons y =
r sin(θ) sin(ϕ)

2. Retrouver l'expression du 
arré de l'élément di�érentiel dℓ2 dans 
e système de 
oordonnées.

Dans le système de 
oordonnées 
artésiennes, l'élément di�érentiel (ve
teur de dépla
ement in�nitésimal) s'é
rit

sous la forme :

d~ℓ = dx~i + dy~j + dz~k

ave








dx = sin(θ) cos(ϕ)dr + r cos(θ) cos(ϕ)dθ − r sin(θ) sin(ϕ)dϕ
dy = sin(θ) sin(ϕ)dr + r cos(θ) sin(ϕ)dθ + r sin(θ) cos(ϕ)dϕ
dz = cos(θ)dr − r sin(θ)dθ

et

(dℓ)2 = d~ℓ · d~ℓ = (dx)2 + (dy)2 + (dz)2

Après un 
al
ul long mais dire
t, nous obtenons :

(dℓ)2 = (dr)2 + r2(dθ)2 + r2 sin2(θ)(dϕ)2

3. Retrouver les expressions des ve
teurs unitaires en 
oordonnées sphériques :

En utilisant les expressions des variations des 
oordonnées 
artésiennes établies 
i-dessus, nous pouvons é
rire

d~ℓ = dx~i + dy~j + dz~k = [sin(θ) cos(ϕ)dr + r cos(θ) cos(ϕ)dθ − r sin(θ) sin(ϕ)dϕ] ~i+
[sin(θ) sin(ϕ)dr + r cos(θ) sin(ϕ)dθ + r sin(θ) cos(ϕ)dϕ] ~j + [cos(θ)dr − r sin(θ)dθ] ~k


e qui, après réarrangement, donne

d~ℓ = [sin(θ) cos(ϕ)~i + sin(θ) sin(ϕ)~j + cos(θ)~k] dr+
[cos(θ) cos(ϕ)~i + cos(θ) sin(ϕ)~j − sin(θ)~k] rdθ + [− sin(ϕ)~i + cos(ϕ)~j] r sin(θ)dϕ

de l'expression de (d~ℓ)2 établie 
i-dessus, on déduit que

d~ℓ = dr~ur + r dθ~uθ + r sin(θ)dϕ~uϕ

par identi�
ation, on trouve les expressions des trois ve
teurs unitaires







~ur = sin θ cosϕ~i + sin θ sinϕ~j + cos θ~k
~uθ = cos θ cosϕ~i + cos θ sinϕ~j − sin θ~k
~uϕ = − sinϕ~i+ cosϕ~j

On peut véri�er que 
es trois ve
teurs sont unitaires ( de module unité) en 
al
ulant leurs modules respe
tifs.

D'autre part, la di�érentielle totale du ve
teur position est donnée par

d~ℓ =
∂~ℓ

∂r
dr +

∂~ℓ

∂r
dθ +

∂~ℓ

∂ϕ
dϕ

Par identi�
ation, on obtient les expressions suivantes

~ur =
∂~ℓ

∂r
, ~uθ =

1

r

∂~ℓ

∂θ
et ~uϕ =

1

r sin(θ)

∂~ℓ

∂ϕ

18
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4. Faire les dérivées par rapport au temps des ve
teurs unitaires.

d~ur

dt
= θ̇ cos(θ) cosϕ~i− ϕ̇ sin(θ) sinϕ~i + θ̇ cos(θ) sin(ϕ)~j + ϕ̇ sin(θ) cos(ϕ)~j − θ̇ sin θ~k

ou en
ore

d~ur

dt
= θ̇~uθ + ϕ̇ sin(θ)~uϕ

De la même manière, on peut véri�er que

d~uθ

dt
= −θ̇~ur + ϕ̇ cos(θ)~uϕ

et

d~uϕ

dt
= −ϕ̇ [cos(ϕ)~i + sin(ϕ)~j]

5. Utiliser les 
oordonnées sphériques pour trouver la surfa
e d'une aire dé
oupée sur une sphère de rayon R et

dé�nie par θ1 ≤ θ ≤ θ2 et ϕ1 ≤ ϕ ≤ ϕ2.

L'élément di�érentiel de surfa
e pour un rayon r 
onstant est donné par :

dSr = (rdθ) · (r sin(θ)dϕ)

On peut se 
onvain
re de la véra
ité de l'expression, en remarquant que

d~ℓ = dr~ur + r dθ~uθ + r sin(θ)dϕ~uϕ

et que sur une surfa
e où le rayon est 
onstant, la variation se fait ex
lusivement suivant les dire
tions ~uθ et

~uϕ. Pour un rayon r = R, la surfa
e d'une aire dé
oupée sur une sphère de rayon R et dé�nie par θ1 ≤ θ ≤ θ2
et ϕ1 ≤ ϕ ≤ ϕ2 est égale à

S =

ϕ2
∫

ϕ1

dϕ

θ2
∫

θ1

R2 sin(θ)dθ

ou en
ore

S = R2 (ϕ2 − ϕ1) (cos(θ1)− cos(θ2))

Dans le 
as où θ1 = 0 et θ2 = π, ϕ1 = 0 et ϕ2 = 2π, on aura

S = 4πR2

6. Établir l'expression donnant le volume d'une sphère de rayon R à partir du volume di�érentiel.

V =

R
∫

0

r2 dr

π
∫

0

sin(θ)dθ

2π
∫

0

dϕ =
4

3
πR3

Exer
i
e 08 :

Soit le 
hamp : ~E(x, y, z) =
1

x
~i+

1

y
~j +

1

z
~k

Par dé�nition, le gradient d'un s
alaire dans le système de 
oordonnées 
artésiennes est donné par :

~gradV = ~∇V =
∂V

∂x
~i+

∂V

∂y
~j +

∂V

∂z
~k

alors que le dépla
ement in�nitésimal est donné par :

d~ℓ = dx~i + dy~j + dz~k

et la di�érentielle totale de V est donnée par :

dV =
∂V

∂x
dx+

∂V

∂y
dy +

∂V

∂z
dz

Remarquons que

~gradV · d~ℓ =
(

∂V

∂x
~i+

∂V

∂y
~j +

∂V

∂z
~k

)

· (dx~i+ dy~j + dz~k) =
∂V

∂x
dx+

∂V

∂y
dy +

∂V

∂z
dz = dV
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Par hypothèse

~E(x, y, z) = −~∇V

Multiplions les deux membres de 
ette équation par d~ℓ,

~E(x, y, z) · d~ℓ = −~∇V · d~ℓ = −dV

L'intégrale par rapport à d~ℓ donne :
∫

dV = −
∫

~E(x, y, z) · d~ℓ = −
∫ (

1

x
~i+

1

y
~j +

1

z
~k

)

· d~ℓ


e qui donne

V = −
∫

dx

x
−
∫

dy

y
−
∫

dz

z
ou en
ore

V = − ln |x| − ln |y| − ln |z|+ 
ste = − ln |x y z|+ 
ste

La 
onstante est dé�nie par les 
onditions aux limites du problème traité.

Exer
i
e 09 :

Un point M(x, y, z) étant repéré par le rayon ve
teur ~r = ~OM , de module r =
√

x2 + y2 + z2

1. 
al
ul de ~∇r

~∇r =
∂r

∂x
~i+

∂r

∂y
~j +

∂r

∂z
~k

Cal
ulons les 
omposantes de 
e ve
teur :

∂r

∂x
=

x

r
,

∂r

∂y
=

y

r
et

∂r

∂z
=

z

r


e qui donne

~∇r =
x

r
~i+

y

r
~j +

z

r
~k =

~r

r
= ~ur

2. 
al
ul de ~∇
(

1

r

)

~∇r =

∂

(

1

r

)

∂x
~i+

∂

(

1

r

)

∂y
~j +

∂

(

1

r

)

∂z
~k

Cal
ulons les 
omposantes de 
e ve
teur :

∂

(

1

r

)

∂x
= − x

r3
,

∂

(

1

r

)

∂y
= − y

r3
et

∂

(

1

r

)

∂z
= − z

r3


e qui donne

~∇
(

1

r

)

= − x

r3
~i− y

r3
~j − z

r3
~k = − ~r

r3
= −~ur

r2

3. 
al
ul de ~∇ ln r

~∇ ln r =
∂ ln r

∂x
~i+

∂ ln r

∂y
~j +

∂ ln r

∂z
~k

Cal
ulons les 
omposantes de 
e ve
teur :

∂ ln r

∂x
=

x

r2
,

∂ ln r

∂y
=

y

r2
et

∂ ln r

∂z
=

z

r2


e qui donne

~∇ ln r =
x

r2
~i+

y

r2
~j +

z

r2
~k =

~r

r2
=

~ur

r

1. l'appli
ation de l'opérateur ∇ à une fon
tion s
alaire donne un ve
teur ( gradient de 
ette fon
tion) dirigé

dans la dire
tion de la variation maximale de 
ette même fon
tion dans l'espa
e. Son module donne le taux

de variation de 
ette fon
tion dans 
ette dire
tion. Le ve
teur gradient de la fon
tion est perpendi
ulaire à la

dire
tion de variation nulle. On peut véri�er ça sur le 
as du ~∇r.

2. tra
er les allures des 
hamps résultant. Commenter.
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Exer
i
e 10 :

En expli
itant la relation

dU = ~∇U · ~dl

donner l'expression du gradient :

1. en 
oordonnées 
ylindriques (ρ, θ, z) : la variation in�nitésimale d'une fon
tion U dépendant des 
oordonnés


ylindriques est donnée par (di�érentielle totale) :

dU =
∂U

∂ρ
dρ+

∂U

∂θ
dθ +

∂U

∂z
dz

mais on sait aussi que

dU = ~∇U · d~ℓ

Soient Aρ, Aθ et Az les 
omposantes du ve
teur gradient de la fon
tion U , tel que :

~A = ~∇U = Aρ~uρ +Aθ~uθ +Az~uz

et le dépla
ement in�nitésimal (élémentaire) d~ℓ dans le système de 
oordonnées 
ylindriques est donné par

d~ℓ = dρ~uρ + ρdθ~uθ + dz~uz

le produit s
alaire des deux dernières expressions 
i-dessus donne :

~∇U · d~ℓ = Aρdρ+Aθρdθ +Azdz = dU

d'autre part on a

dU =
∂U

∂ρ
dρ+

∂U

∂θ
dθ +

∂U

∂z
dz

par identi�
ation, on obtient les 
omposantes du ve
teur gradient de la fon
tion U sous la forme :

Aρ =
∂U

∂ρ
, Aθ =

1

ρ

∂U

∂θ
et Az =

∂U

∂z

2. en 
oordonnées sphériques (r, θ, ϕ) : la variation in�nitésimale d'une fon
tion U dépendant des 
oordonnés

sphériques est donnée par :

dU =
∂U

∂r
dr +

∂U

∂θ
dθ +

∂U

∂ϕ
dϕ

mais on sait aussi que

dU = ~∇U · d~ℓ

Soient Ar, Aθ et Aϕ les 
omposantes du ve
teur gradient de la fon
tion U , tel que :

~A = ~∇U = Ar~uρ +Aθ~uθ +Aϕ~uϕ

et le dépla
ement in�nitésimal (élémentaire) d~ℓ dans le système de 
oordonnées sphériques est donné par

d~ℓ = dr~ur + rdθ~uθ + r sin(θ)dϕ~uϕ

le produit s
alaire des deux dernières expressions 
i-dessus donne :

~∇U · d~ℓ = Ardr +Aθrdθ +Aϕr sin(θ)dϕ = dU

d'autre part on a

dU =
∂U

∂r
dr +

∂U

∂θ
dθ +

∂U

∂ϕ
dϕ

par identi�
ation, on obtient les 
omposantes du ve
teur gradient de la fon
tion U sous la forme :

Ar =
∂U

∂r
, Aθ =

1

r

∂U

∂θ
et Aϕ =

1

r sin(θ)

∂U

∂ϕ
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Exer
i
e 11 :

La dire
tion de la variation maximale de la fon
tion f(x, y, z) = yz+xz+xy est obtenue en 
al
ulant son gradient,

à savoir :

~∇f(x, y, z) =
∂f

∂x
~i+

∂f

∂y
~j +

∂f

∂z
~k

ou en
ore

~∇f(x, y, z) = (z + y)~i+ (z + x)~j + (y + x)~k

Le ve
teur donnant la dire
tion de la variation maximale de f en (1, 1, 1) est donné par :

~∇f(x, y, z) = 2~i+ 2~j + 2~k

Le ve
teur unité ~u porté par 
e ve
teur est donné par :

~u =
2~i+ 2~j + 2~k

2
√
3

=
1√
3
(~i+ ~j + ~k)

Exer
i
e 12 :

Trouver l'équation du plan tangent à la surfa
e 2xz2 − 3xy − 4x = 7 au point (1,−1, 2) :
trouvons l'expression d'une normale (ve
teur perpendi
ulaire) à la surfa
e au point (1,−1, 2). Pour 
ela 
al
ulons le

gradient de la fon
tion 2xz2 − 3xy − 4x,

~∇(2xz2 − 3xy − 4x) = (2z2 − 3y − 4)~i− (3x)~j + (4xz)~k

alors la normale à la surfa
e au point (1,−1, 2) est

~N = 7~i− 3~j + 8~k

L'équation d'un plan passant par un point de ve
teur de position ~r0 et perpendi
ulaire à la normale ~N est

(~r0 − ~r) · ~N = 0

Alors l'équation 
her
hée est

[(x~i + y~j + z~k)− (~i − ~j + 2~k)] · (7~i− 3~j + 8~k) = 0

ou en
ore

7(x− 1)− 3(y + 1) + 8(z − 2) = 0

Exer
i
e 13 :

1. On a

rn = (x2 + y2 + z2)
n
2

ave


~∇(rn) =
∂rn

∂x
~i+

∂rn

∂y
~j +

∂rn

∂z
~k

Mais, on a

∂rn

∂x
=

n

2
(2x)(x2 + y2 + z2)

n
2
−1

ou en
ore

∂rn

∂x
= nx rn−2


e qui, en généralisant pour les autres 
omposantes, donne :

~∇(rn) = n rn−2(x~i + y~j + z~k) = n rn−2~r = n rn−1~ur où ~ur =
~r

r

2. De 
ette expression générale, on peut déduire les expressions suivantes :

~∇r4 = 4 r3~ur et ~∇ 1

r2
=

−2

r3
~ur

3. Il est 
lair que le taux de variation de la fon
tion rn est 
onstant pour la valeur n = 1, 
ar pour 
ette valeur

~∇r = ~ur
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Exer
i
e 14 :

Véri�er en 
oordonnées 
artésiennes l'égalité suivante :

~∇ ∧ (~∇∧ ~A) = ~∇(~∇ · ~A)−∆~A

Pour 
ela, prenons le ve
teur

~A = Ax~i+Ay~j +Az~k

ave


~∇ · ~A =
∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z

et

~∇(~∇ · ~A) =
(

∂2Ax

∂x2
+

∂2Ay

∂x∂y
+

∂2Az

∂x∂z

)

~i+

(

∂2Ax

∂y∂x
+

∂2Ay

∂y2
+

∂2Az

∂y∂z

)

~j +

(

∂2Ax

∂z∂x
+

∂2Ay

∂z∂y
+

∂2Az

∂z2

)

~k

D'autre part,

~∇∧ ~A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
Ax Ay Az

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

(

∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

)

~i−
(

∂Az

∂x
− ∂Ax

∂z

)

~j +

(

∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)

~k

et

~∇ ∧ (~∇ ∧ ~A) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

En�n

∆~A = ∆Ax~i+∆Ay~j +∆Az~k

ou en
ore

∆~A =

(

∂2Ax

∂x2
+

∂2Ax

∂y2
+

∂2Ax

∂z2

)

~i+

(

∂2Ay

∂x2
+

∂2Ay

∂y2
+

∂2Ay

∂z2

)

~j +

(

∂2Az

∂x2
+

∂2Az

∂y2
+

∂2Az

∂z2

)

~k

En utilisant 
es expressions, il est fa
ile de véri�er l'égalité 
i-dessus.

Exer
i
e 15 :

1. Cal
ul de la divergen
e du ve
teur ~r = x~i+ y~j + z~k

div~r = ~∇ · ~r = (
∂

∂x
~i+

∂

∂y
~j +

∂

∂z
)(x~i + y~j + z~k) = 3

2. Cal
ul de la divergen
e du ve
teur unitaire ~u = ~r
r .

div~u = ~∇ · ~u =

(

∂

∂x
~i+

∂

∂y
~j +

∂

∂z

)

(x

r
~i+

y

r
~j +

z

r
~k
)

ou en
ore

~∇ · ~u =
∂
(x

r

)

∂x
+

∂
(y

r

)

∂y
+

∂
(z

r

)

∂z

ave


∂
(x

r

)

∂x
=

1

r
− x2

r3
,

∂
(y

r

)

∂y
=

1

r
− y2

r3
et

∂
(z

r

)

∂z
=

1

r
− z2

r3


e qui, après 
al
ul, donne

~∇ · ~u =
2

r
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3. L'expression du Lapla
ien est donnée par

∆r = div (~gradr) = ~∇ · ~∇r

ave


~∇r = ~ur


e qui donne

∆r = ~∇ · ~ur =
2

r

La valeur du Lapla
ien ∆(r) au point (+1,+1,+1) est don
 égale

∆r =
2√
3
=

2
√
3

3

Exer
i
e 16 :

Soit la fon
tion : ϕ(x, y, z) = x y2 + y z2 + z x2

1. Cal
ul de ~A = ~∇ϕ et son expression au point (1, 1, 0).

~∇ϕ = (y2 + 2zx)~i+ (2xy + z2)~j + (2yz + x2)~k

et au point (1, 1, 0), il est égal à 1~i+ 2~j + 1~k

2. Cal
ul de ~B = ~Rot~A = ~∇ ∧ ~A

~∇ ∧ ~A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
y2 + 2zx 2xy + z2 2yz + x2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= ~0.

Ce
i est un résultat général, à savoir le rotationnel d'un gradient est toujours un ve
teur nul. En e�et, si

~A = ~∇ϕ =
∂ϕ

∂x
~i+

∂ϕ

∂y
~j +

∂ϕ

∂z
~k

on aura

~∇∧ ~A =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
∂ϕ

∂x

∂ϕ

∂y

∂ϕ

∂z

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

ou en
ore

~∇ ∧ ~A =

(

∂2ϕ

∂y∂z
− ∂2ϕ

∂z∂y

)

~i−
(

∂2ϕ

∂x∂z
− ∂2ϕ

∂z∂x

)

~j +

(

∂2ϕ

∂x∂y
− ∂2ϕ

∂y∂x

)

~k = ~0

(a) 
al
ul de :

~∇ ∧ (x ~i) = ~0

La stru
ture de 
e 
hamp de ve
teur ~A = x ~i n'entraine pas de rotation d'un objet dans l'espa
e, 
'est pour

ça que son rotationnel est nul.

(b) 
al
ul de :

~∇ ∧ (y ~i) = −~k

La stru
ture de 
e 
hamp de ve
teur ~A = y ~i peut entrainer une rotation d'un objet dans l'espa
e dans le

plan xOy dans la dire
tion horaire, 
'est pour ça que son rotationnel est égal −~k.

(
) le rotationnel d'un ve
teur dans les 
oordonnées sphériques s'é
rit sous la forme :

~∇∧ ~A =
1

r sin θ

(

∂(sin θAϕ)

∂θ
− ∂Aθ

∂ϕ

)

~ur +
1

r

(

1

sin θ

∂Ar

∂ϕ
− ∂(rAϕ)

∂r

)

~uθ +
1

r

(

∂(rAθ)

∂r
− ∂Ar

∂θ

)

~uϕ

dans le 
as où ~A = ~uθ, on a Ar = 0, Aθ = 1 et Aϕ = 0, on aura

~∇∧ ~A =
1

r
~uϕ
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Cela signi�e qu'un objet plongé dans un 
hamp ve
toriel de la forme ~A = ~uθ va subir une rotation dont le

ve
teur est suivant ~ϕ ave
 un module égal à

1

r
.

Dans le 
as où ~A = 1
r~uθ, on aura

~∇ ∧ ~A = ~0

Un objet plongé dans 
e 
hamp ve
toriel ne subit au
une rotation.

3. Cal
ulons tout d'abord :

~∇ ∧ ~C =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
Cx Cy Cz

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

(

∂Cz

∂y
− ∂Cy

∂z

)

~i−
(

∂Cz

∂x
− ∂Cx

∂z

)

~j +

(

∂Cy

∂x
− ∂Cx

∂y

)

~k

Cal
ulons maintenant ~∇ · (~∇ ∧ ~C) :

~∇ · (~∇∧ ~C) =

[

∂

∂x
~i+

∂

∂y
~j +

∂

∂z
~k

]

·
[(

∂Cz

∂y
− ∂Cy

∂z

)

~i−
(

∂Cz

∂x
− ∂Cx

∂z

)

~j +

(

∂Cy

∂x
− ∂Cx

∂y

)

~k

]

ou en
ore

~∇ · (~∇ ∧ ~C) =

(

∂2Cz

∂y∂x
− ∂2Cy

∂z∂x

)

−
(

∂2Cz

∂x∂y
− ∂2Cx

∂z∂y

)

+

(

∂2Cy

∂x∂z
− ∂2Cx

∂y∂z

)

= 0

Exer
i
e 17 :

1. On donne le 
hamp de ve
teurs

~A(x, y) = −y~i+ x~j

Les points indiqués dans l'énon
é représentent les points d'appli
ation des quatre ve
teurs du 
hamp ve
toriel

~A en 
es points. Les ve
teurs sont donnés par :

~A(1, 1, 0) = −~i+ ~j, ~A(1,−1, 0) = ~i+ ~j, ~A(−1, 1, 0) = −~i− ~j, et ~A(−1,−1, 0) = ~i− ~j

Les quatre ve
teurs ont le même module, à savoir :

|~A(−1,−1, 0)| = |~A(1, 1, 0)| = |~A(1,−1, 0)| = |~A(−1, 1, 0)| =
√
2

Alors que les ve
teurs unités sont donnés par :

~u(1, 1, 0) = − 1√
2
~i+

1√
2
~j, ~u(1,−1, 0) =

1√
2
~i+

1√
2
~j, ~u(−1, 1, 0) = − 1√

2
~i− 1√

2
~j

et

~u(−1,−1, 0) =
1√
2
~i − 1√

2
~j

Pour les représenter on doit tra
er 
haque ve
teur à partir de son point d'appli
ation.

2. La divergen
e du 
hamp ~A est donnée par :

~∇ · ~A(x, y) = 0

Ce résultat signi�e que le bilan du �ux (�ux entrant+ �ux sortant) du 
hamp ~A est nul pour tout volume

in�nitésimal.

3. Le rotationnel du 
hamp ~A est donné par :

~∇∧ ~A(x, y) = 2~k

Ce résultat signi�e que le 
hamp ve
toriel ~A fournit une rotation autour d'un axe parallèle à ~k en tout point

de l'espa
e ave
 un module 2. Physiquement, 
e 
hamp peut faire tourner un objet qui y est plongé.
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Exer
i
e 18 :

Le théorème de divergen
e (Green-Ostrogradsky) s'énon
e 
omme suit :

∮

S

~A · d~S =

∫∫∫

~∇ · ~AdV ;

1. Pour le ve
teur ~A(r, θ, ϕ) = r2~ur sur une sphère de rayon R, la surfa
e in�nitésimale est donnée par

d~S = R2 sin θdθdϕ~ur


e qui donne

∮

S

~A · d~S =

∮

S

R2 R2 sin θdθdϕ = 4πR4

D'autre part, la divergen
e du ve
teur ~A en 
oordonnées sphériques est donnée par :

~∇ · ~A =
1

r2
∂

∂r
(r2Ar) +

1

r sin θ

∂(sin θAθ)

∂θ
+

1

r sin θ

∂Aϕ

∂ϕ


e qui, pour ~A(r, θ, ϕ) = r2~ur, donne

~∇ · ~A = 4 r

ave
 le volume in�nitésimal

dV = r2 dr sin θdθdϕ
∫∫∫

~∇ · ~AdV =

∫∫∫

4 r3 dr sin θdθdϕ = 4πR4

Le théorème est ainsi véri�é sur 
et exemple.

2. Utiliser le ve
teur ~A(x, y, z) = x ~i + y ~j + z ~k pour véri�er 
e théorème sur un 
ube d'arête a. Cal
ulons tout
d'abord

~∇ · ~A =
∂x

∂x
+

∂x

∂x
+

∂x

∂x
= 3

Ce qui donne

∫

~∇ · ~AdV =

a
∫

0

dx

b
∫

0

dy

c
∫

0

dz3 = 3abc

D'autre part, le 
ube 
onsidéré a 6 fa
es. de 
e fait, l'intégrale fermée s'obtient 
omme suit :

∮

~Ad~S =

∫∫

1

~A · d~S +

∫∫

2

~A · d~S +

∫∫

3

~A · d~S +

∫∫

4

~A · d~S +

∫∫

5

~A · d~S +

∫∫

6

~A · d~S

où les intégrales se font sur 
ha
une des 6 surfa
es du 
ube. En e�et, il est fa
ile de véri�er que

∫∫

1

~A · d~S =

∫∫

1

~A · dy dz d~i =
b

∫

0

dy

c
∫

0

Ax(a)dz,

∫∫

2

~A · d~S =

∫∫

2

~A · (−dy dz d~i) = −
b

∫

0

dy

c
∫

0

Ax(0)dz,

∫∫

3

~A · d~S =

∫∫

3

~A · dx dz d~i =
a

∫

0

dx

c
∫

0

Ay(b)dz,

∫∫

4

~A · d~S =

∫∫

4

~A · (−dy dz d~i) = −
a

∫

0

dx

c
∫

0

Ay(0)dz,

∫∫

5

~A · d~S =

∫∫

5

~A · dx dy d~i =
a

∫

0

dx

b
∫

0

Az(c)dy
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et

∫∫

6

~A · d~S =

∫∫

6

~A · (−dy dy d~i) = −
a

∫

0

dx

b
∫

0

Az(0)dy,

ave


Ax(a) = a, Ax(0) = 0, Ay(b) = b, Ay(0) = 0, Az(c) = c, et Az(0) = 0


e qui donne en�n

∮

~Ad~S = 3abc

Cela véri�e le théorème 
i-dessus.

Exer
i
e 19 :

On donne le potentiel V (x, y, z) = yz + xz + xy

1. Le 
hamp ~E qui dérive du potentiel V s'é
rit sous la forme :

~E(x, y, z) = ~∇V =
∂V

∂x
~i+

∂V

∂y
~j +

∂V

∂z
~k = (z + y)~i+ (z + x)~j + (y + x)~k

Le signe moins qu'on a l'habitude de mettre devant le gradient a une signi�
ation physique qu'on ne traite pas

i
i.

2. Le �ux élémentaire dΦ d'un ve
teur qui passe à travers une surfa
e d~S est donné par :

dΦ = ~E · d~S

Pour 
al
uler le �ux à travers la surfa
e ouverte 
onsidérée, on doit 
hoisir une dire
tion de la surfa
e, soit

d~S = dS~k, qui, dans le 
as de 
oordonnées 
artésiennes, s'é
rit :

d~S = dx dy~k

Le �ux total de ~E à travers la surfa
e 
onsidérée est égal à

Φ =

∫ ∫

~E · dx dy~k =

∫ ∫

(y + x)dx dy

Remarquons que la variable x varie entre x = 0 et x = 1, alors que la variable y varie entre y = 0 et y = −x+1,

e qui nous permet de réé
rire l'intégrale 
i-dessus 
omme

Φ =

1
∫

0

dx

−x+1
∫

0

ydy +

1
∫

0

dx

−x+1
∫

0

xdy

ou en
ore

Φ =

1
∫

0

(

(−x+ 1)2

2
+ x(−x + 1)

)

dx =
1

2

1
∫

0

(x2 − 2x+ 1− 2x2 + 2x)dx =
1

3

3. Cal
ul de la 
ir
ulation de ~E le long du 
ontour triangulaire fermé OABO :

Par dé�nition, la 
ir
ulation du ve
teur ~E le long d'un 
ontour fermé OABO est donné par :

∮

~E · d~ℓ =
A
∫

O

~E · d~ℓ+
B
∫

A

~E · d~ℓ+
O
∫

B

~E · d~ℓ

Le long de la droite OA, l'élément d~ℓ est égal à d~ℓ = dx~i et est égal à d~ℓ = −dx~i+ dy~j le long de la droite AB,

alors qu'il est égal à d~ℓ = −dy~j. Cela nous permet d'é
rire :

∮

~E · d~ℓ =
1

∫

0

(z + y)dx−
1

∫

0

(z + y)dx+

1
∫

0

(z + x)dy −
1

∫

0

(z + x)dy

La 
ir
ulation le long d'un 
ontour fermé d'un ve
teur dérivant d'une fon
tion est toujours nul.
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O(0, 0, 0) A(1, 0, 0)

B(0, 1, 0)

x

y

z

S
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2.1. RAPPEL : CHAPITRE 2. TRIBOÉLECTRICITÉ ET CHARGE ÉLECTRIQUE

2.1 Rappel :

2.1.1 La 
harge éle
trique

Propriétés

On appelle 
harge d'une parti
ule une grandeur qui 
ara
térise les intera
tions éle
tromagnétiques qu'elle exer
e ainsi

que 
elles qu'elle subit (voir masse et intera
tion gravitationnelle).

La 
harge est une grandeur s
alaire pouvant prendre des valeurs positives ou négatives.

La 
harge est quanti�ée :

q = Ze

où Z est un entier relatif et

e = 1, 6.10−19C

le 
oulomb étant l'unité de la 
harge.

La 
harge est une grandeur 
onservative : la 
harge totale d'un système fermé est 
onstante au 
ours du temps.

La 
harge totale d'un système ne dépend pas du référentiel dans lequel on la mesure (prin
ipe d'invarian
e de

la 
harge).

2.1.2 Distributions de 
harges

Distribution volumique

L'approximation des milieux 
ontinus permet de dé�nir une densité volumique de 
harge ou 
harge volumique :

ρ =
dq

dτ

où dq =
∑

qi est la 
harge 
ontenue dans le volume dτ petit à l'é
helle ma
ro et grand à l'é
helle mi
ro :

dq = ρdτ

Distribution surfa
ique

Si une des 3 dimensions est négligeable par rapport aux deux autres, on peut dé�nir une densité surfa
ique de


harge ou 
harge surfa
ique :

dq = ρ hdS = σdS

Distribution linéïque

Si deux des 3 dimensions sont négligeables par rapport à la troisième, on peut dé�nir une densité linéïque de 
harge

ou 
harge linéïque :

dq = λdl
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CHAPITRE 2. TRIBOÉLECTRICITÉ ET CHARGE ÉLECTRIQUE 2.2. EXERCICES :

2.2 Exer
i
es :

Exer
i
e 01 :

1. On frotte une tige en plastique ave
 un tissu en 
oton ou ave
 une fourrure et on l'appro
he (sans tou
her)

d'une petite sphère d'un pendule éle
trostatique. Le pendule est attiré. On remarque aussi que l'e�et d'attra
tion

diminue en éloignant la tige de la sphère. Commenter.

2. Donner une expli
ation physique au phénomène d'attra
tion entre la tige et la sphère.

3. Peut-on 
onsidérer l'ensemble 
onstitué de la tige en plastique et le tissu en 
oton 
omme un système isolé (lors

du frottement) ? Justi�er.

4. En appro
hant une tige de verre de la même sphère, 
elle-
i s'attire vers la tige ; alors qu'en présen
e d'une tige

métallique la sphère reste immobile. Expliquer.

5. On rappro
he deux sphères en plastique préalablement frottées par le même tissu de 
oton. Elles se repoussent.

Pourquoi ?

6. On frotte une tige d'ambre ave
 un mor
eau de laine ou de soie puis on le met en 
onta
t ave
 une sphère en

plastique. On frotte une deuxième tige d'ambre ave
 un matériau en 
elluloïd, puis on le met en 
onta
t ave


la deuxième sphère ; 
elles-
i s'attirent. Commenter.


orrigé page : 34

Exer
i
e 02 :

L'éle
tros
ope est un appareil qui permet de mettre en éviden
e qu'un objet est 
hargé éle
triquement. Il est


onstitué d'un plateau relié par un �l 
ondu
teur à deux feuilles 
ondu
tri
es de masse très faible. Une boite métallique

ave
 des fenêtres vitrées (pour l'observation des feuilles) sert d'é
ran éle
trostatique et protège les feuilles des 
ourants

d'air.

1. On frotte une tige en verre ave
 de la fourrure puis on la met en 
onta
t ave
 le plateau de l'éle
tros
ope ; les

deux feuilles s'é
artent. Expliquer.

2. On rempla
e le �l 
ondu
teur par un autre isolant puis on refait l'expérien
e. Que doit-on s'attendre des feuilles ?

Expliquer.

On se dispose maintenant de deux boules métalliques de même matière et de mêmes dimensions, mises en 
onta
t

l'une ave
 l'autre. On appro
he des boules une tige en plastique préalablement frottée.

3. Que va-t-il se passer au niveau des boules ? Expliquer.

4. Tout en gardant la tige à sa position, les boules sont maintenant é
artées. Dé
rire la situation physique a
tuelle

des boules.

5. Proposer une pro
édure expérimentale permettant de véri�er vos 
on
lusions en utilisant l'éle
tros
ope.


orrigé page : 34

Exer
i
e 03 :

Dans 
e qui suit on utilisera un ré
ipient métallique isolé de la terre et dont la surfa
e extérieure est reliée par un

�l 
ondu
teur à un éle
tros
ope. Une ouverture sur la fa
e supérieure du ré
ipient sert à introduire une tige isolante

à laquelle est atta
hée une boule métallique (voir �gure 
i-dessous).

1. Quel intérêt à isoler le ré
ipient de la terre ?

2. On 
harge positivement la boule puis on l'introduit (sans 
onta
t) dans le ré
ipient, les feuilles métalliques de

l'éle
tros
ope s'é
artent. Expliquer.

3. On met en 
onta
t la boule ave
 la surfa
e intérieure du ré
ipient, les feuilles de l'éle
tros
ope restent toujours

é
artées. Expliquer.

4. La boule est retirée du ré
ipient puis mise en 
onta
t ave
 un autre éle
tros
ope, les feuilles de 
e dernier ne

s'é
artent pas. Expliquer.

5. Pendant 
e temps les feuilles de l'éle
tros
ope relié à la surfa
e extérieure du ré
ipient restent toujours é
artées.

Expliquer.

6. En re
hargeant positivement la boule puis en l'introduisant de nouveau dans le ré
ipient (sans 
onta
t), les

feuilles métalliques de l'éle
tros
ope s'é
artent de plus en plus. Expliquer.

N.B : 
ette expérien
e, 
onnue dans la littérature anglo-saxonne sous le nom de Faraday's �I
e-pail� experiment, a été

montée pour la première fois en 1843 par Mi
hael Faraday. 
orrigé page : 35
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terre

éle
tros
ope

�l 
ondu
teur

tige isolante

ban
 isolant

boule métallique

ré
ipient métallique

Exer
i
e 04 :

Quatre 
harges q1 = q, q2 = 2 q, q3 = 3 q et q4 = 4 q sont pla
ées aux sommets d'un 
arré de 
�té 2a = 2.0×10−9m .

On donne q = +1.0× 10−9C .

1. 
al
uler le moment dipolaire, au 
entre du 
arré, des quatre 
harges.

2. en déduire le bary
entre de 
et ensemble de 
harges.

3. quelle serait l'expression du moment dipolaire si les 
harges avaient les mêmes valeurs ?

4. 
al
uler le moment dipolaire d'une distribution linéique uniforme de 
harge répartie selon un ar
 de 
er
le

d'angle 2α au 
entre O du 
er
le générateur de rayon R. Cas d'un demi-
er
le.

5. en déduire la position du bary
entre de 
ette distribution.


orrigé page : 35

Exer
i
e 05 :

Un segment porte une 
harge non uniforme dont la 
harge linéique varie spatialement selon :

λ(x) = λ0

[

1− cos
(

π
x

a

)]

pour − a

2
≤ x ≤ a

2

Ailleurs, le �l n'est pas 
hargé. Cal
uler la 
harge portée par le �l et sa 
harge linéique moyenne λm. 
orrigé page :

37

Exer
i
e 06 :

La densité de 
harge surfa
ique σ(r) d'une 
harge répartie sur un disque de 
entre O et de rayon R est donnée

par :

σ(r) = σ0
r2

R2
ave
 0 ≤ r ≤ R

σ0 étant une 
harge surfa
ique 
onstante et r la distan
e qui sépare le point 
onsidéré de O.
Cal
uler la 
harge totale sur la surfa
e du disque en utilisant les 
oordonnées polaires. 
orrigé page : 37

Exer
i
e 07 :

Une sphère de rayon R est 
hargée éle
triquement ave
 une 
harge surfa
ique σ0 cos θ, θ étant l'angle que fait un

rayon ave
 l'axe polaire de la sphère.

1. 
al
uler la 
harge de la 
alotte sphérique 0 ≤ θ ≤ α.

2. en déduire la 
harge surfa
ique moyenne d'une 
alotte demi-sphérique.

3. 
al
uler le moment dipolaire de 
ette 
harge sur la demi-sphère au 
entre O de la sphère génératri
e.
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4. en déduire la position de son bary
entre.

On donne : R = 5mm , σ0 = 0.26C.m−2
.


orrigé page : 39

Exer
i
e 08 :

Un modèle simple du noyau atomique 
onsiste à admettre que les Z protons et les A nu
léons qui le 
omposent

sont uniformément repartis en volume.

1. montrer que le rayon du noyau s'é
rit :

R = R0 A
1

3

R0 étant le rayon d'un nu
léon.

2. quelle est sa 
harge volumique ρ ? Cal
uler sa valeur dans le 
as du 
arbone sa
hant que R0 = 1.2 fm .


orrigé page : 39
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2.3 
orrigés :

Exer
i
e 01 :

1. Un pendule éle
trostatique est 
omposé d'une sphère métallique (ou même une boule re
ouverte par de l'alu-

minium) atta
hée à un �l de masse négligeable. En appro
hant la tige de la sphère, 
elle-
i s'attire vers la tige.

Il s'agit d'une a
tion à distan
e entre la tige et la sphère, qui dépend de leur distan
e mutuelle.

2. En frottant une tige ave
 du tissu des éle
trons passent du tissu vers la tige ou le 
ontraire. Ce
i est un transfert

de 
harges. Initialement neutres, 
'est à dire que le nombre de 
harges positives est égal au nombre de 
harges

négatives, une substan
e (tissu ou tige) va perdre des éle
trons et devient positivement 
hargée, 
ar elle a reçu

un surplus de 
harges qui va s'a

umuler sur sa surfa
e. Les deux 
orps sont don
 éle
trisés. Dans 
e pro
essus,

la 
harge totale est 
onservée. Il n'y a ni 
réation ni destru
tion de 
harges. D'autre part, le sphère est aussi

éle
triquement neutre : elle n'est pas 
hargée. Toutefois, 
onstituée d'atomes, elle possède des 
harges négatives

et positives en quantités égales. Lorsqu'on appro
he un 
orps 
hargé, les positions des 
harges sont légèrement

modi�ées. Par exemple, si on appro
he une tige en plastique 
hargée négativement par frottement ave
 un

mor
eau de tissu pur 
oton, des 
harges positives sont attirés tandis que des 
harges négatives sont repoussées.

Les 
harges positives sont alors plus pro
hes de la règle que les 
harges négatives. Comme l'intensité de la for
e

éle
trique dé
roit ave
 la distan
e, l'attra
tion l'emporte sur la répulsion.

3. On ne peut pas 
onsidérer l'ensemble 
onstitué de la tige en plastique et le tissu en 
oton 
omme un ensemble

isolé, 
ar en frottant, 
ertaines 
harges vont passer vers notre 
orps, et de là vers la terre.

4. La tige de verre se 
harge positivement (elle perd des éle
trons) par frottement ave
 de la laine ou de la soie.

Cette fois-
i les 
harges positives de la tige de verre sont plus pro
hes des 
harges négatives de la sphère et

l'attra
tion l'emporte en
ore. Dans le 
as d'une tige métallique, les éle
trons qui sont ex
ités par frottement ne

se maintiennent pas à la surfa
e du 
orps, 
omme le font les éle
trons des tiges en verre ou en plastique, 
ar

dans un métal les éle
trons ex
ités sont libres à se mouvoir dans tout les 
orps et ne s'a

umulent jamais sur

la surfa
e. Ce sont là des 
ondu
teurs. Alors que pour les tiges de verre ou en plastique, appelés isolants, les

éle
trons se maintiennent (restent 
on�nés) sur la surfa
e et permettent don
 le phénomène d'attra
tion. La

di�éren
e entre les deux types de matériaux est dans la mobilité des 
harges.

5. En rappro
hant deux sphères en plastique préalablement frottées par le même tissu de 
oton, elles se repoussent.

Ce
i est dû au fait qu'elles sont 
hargées par le même type de 
harges (positives ou négatives). Deux 
harges

de même type se repoussent, alors que deux 
harges de types di�érents s'attirent.

6. Mis en 
onta
t, deux 
orps frottés se 
hargent d'éle
tri
ité de signes 
ontraires. Les éle
trons des 
ou
hes

externes des atomes étant les 
harges les moins liées, il y a un transfert d'éle
trons d'une 
onifères, et utilisée

dans la fabri
ation d'objets ornementaux. Son nom provient de l'arabe anbar, alors que son appellation gre
que

élektron est à l'origine du terme éle
tri
ité), frottée ave
 de la laine ou du soie se 
harge négativement, tandis

que, frottée ave
 un matériau en 
elluloid (matière plastique utilisée dans la fabri
ation de man
hes de 
outeaux,

de tou
hes de piano, de barrettes, de peignes, de billes de billard...) elle se 
harge positivement.

Exer
i
e 02 :

1. En frottant une tige en verre ave
 de la fourrure, 
elle-là se 
hargera soit négativement (en re
evant un surplus

de 
harges négatives en provenan
e de la fourrure) soit positivement (en 
édant des 
harges éle
triques à la

fourrure). En mettant la tige en 
onta
t ave
 le plateau 
ondu
teur, les 
harges négatives - par exemple- vont

se dépla
er (transfert de 
harges) vers le plateau et de là vers les feuilles 
ondu
tri
es à travers le �l 
ondu
teur

( les 
harges éle
triques dans un 
ondu
teur ont une grande mobilité). Les feuilles auront don
 un surplus de


harges négatives sur leurs surfa
es. Les 
harges négatives sur les feuilles se repoussent don
, 
réant ainsi une

for
e mé
anique qui fait que les feuilles, de par leur légèreté, s'é
artent (voir �gure 
i-dessus).

2. En remplaçant le �l 
ondu
teur par un autre �l isolant, il n'y a au
une possibilité pour les 
harges de passer du

plateau vers les feuilles ou l'inverse, 
ar les éle
trons dans un isolant sont fortement liés aux atomes (mobilité

très faible), 
ontrairement à un 
ondu
teur où les éle
trons de valen
e (
ou
hes supérieures) sont libres de se

mouvoir dans le matériau.

3. Si on appro
he une tige en plastique 
hargée, par exemple, positivement de deux boules métalliques mises

en 
onta
t entre elles, des 
harges négatives dans les deux boules (qui 
onstituent un seul système) vont se

rappro
her de la tige, 
ar attirées par les 
harges positives sur la tige, laissant derrière elles des régions qui

manquent de 
harges négatives, don
 
hargées positivement (phénomène d'indu
tion). Par 
onséquent, la boule

à gau
he ( la plus pro
he de la tige) sera 
hargée négativement, ave
 un surplus égal de 
harges.

4. Une fois les boules é
artées, on obtient un système ave
 deux boules : l'une 
hargée positivement et l'autre


hargée négativement en quantité de 
harges égales. On vient de fabriquer un dip�le éle
trique (deux 
harges

de polarités di�érentes).
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5. On met en 
onta
t la boule métallique à gau
he en 
onta
t ave
 le plateau de l'éle
tros
ope, les feuilles de

l'éle
tros
ope vont s'é
arter puisque des 
harges négatives transférées depuis la boule s'y installent. Maintenant,

si on met en 
onta
t la boule à droite ave
 l'éle
tros
ope dont les feuilles sont déjà 
hargées négativement, 
elles-


i reviennent à leurs positions initiales 
ar les 
harges négatives des feuilles sont attirées par les 
harges positives

de la boule. La for
e de répulsion n'existe plus entre les deux feuilles de l'éle
tros
ope.

Exer
i
e 03 :

1. Le ré
ipient métallique est mis sur un ban
 isolant (mobilité faible des 
harges éle
triques au sein de l'isolant)

a�n d'éviter que des 
harges éle
triques sur le ré
ipient passent vers la terre ; 
elle-
i étant un objet (
orps)

parfaitement 
ondu
teur.

2. Une fois la boule métallique positivement 
hargée est introduite dans le ré
ipient (sans 
onta
t), les 
harges

négatives de 
e dernier vont être attirées par les 
harges positives sur la boule (une 
harge positive est en fait

une 
harge négative qui a déserté sa position !) Elles vont don
 s'a

umuler sur la surfa
e intérieure du ré
ipient,

laissant derrière elles des � endroits� sans 
harges négatives (don
 des 
harges positives). Puisque l'éle
tros
ope

est relié par un �l 
ondu
teur à la surfa
e externe du ré
ipient des 
harges négatives des feuilles vont elles aussi

être attirées par les 
harges positives sur la boule, les feuilles de l'éle
tros
ope se 
hargent don
 positivement ;


e qui fait qu'elles s'é
artent.

3. En mettant en 
onta
t la boule 
hargée positivement (manque de 
harges négatives) et la surfa
e externe du

ré
ipient, sur laquelle sont a

umulées des 
harges négatives, 
elles-
i vont passer vers la boule pour 
ombler le

manque de 
harges sur la boule. Les 
harges positives sur la fa
e externe du ré
ipient restent sur leurs positions,

et les feuilles de l'éle
tros
ope restent é
artées.

4. Après avoir mis en 
onta
t la boule 
hargée positivement au ré
ipient, les 
harges négatives � arra
hées� au

ré
ipient vont � s'installer� sur la boule, et 
elle-
i devient de nouveau neutre. En mettant don
 
ette boule en


onta
t ave
 un autre éle
tros
ope, les feuilles de 
elui-
i ne s'é
artent pas, 
ar ne re
evant pas de 
harges de

la boule.

5. En retirant la boule du ré
ipient, les 
harges positives sont toujours sur la surfa
e extérieure du ré
ipient.

Les feuilles restent don
 é
artées. On vient de 
harger positivement le ré
ipient par 
onta
t ave
 une boule

métallique 
hargée positivement.

6. En re
hargeant positivement la boule puis en l'introduisant de nouveau dans le ré
ipient (sans 
onta
t), les


harges négatives du ré
ipient, mais aussi 
elles sur les feuilles de l'éle
tros
ope vont être attirées vers la boule

(sur la surfa
e externe du ré
ipient). La quantité de 
harges positives sur les feuilles augmente, entrainant ainsi

une augmentation de la for
e éle
trostatique entre les deux 
harges positives sur les deux feuilles. Celles-
i

s'é
artent davantage. C'était-là l'idée de base des premiers moteurs éle
trostatique, rempla
és depuis par les

piles de volta.

terre

éle
tros
ope

�l 
ondu
teur

tige isolante

ban
 isolant

boule métallique

ré
ipient métallique

Exer
i
e 04 :

Si un objet possède une 
harge éle
trique totale nulle, il serai utile de dé�nir une grandeur physique qui dé
rit

la disposition ds 
harges dans l'espa
e (
'est l'idée même du moment d'inertie d'un 
orps rigide). On dé�nit don
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le dip�le éle
trostatique d'une distribution de 
harges dans l'espa
e, représenté mathématiquement par son moment

dipolaire. Ce dernier, noté par ~p, est donné par la formule :

~p =
∑

i

qi~ri

qi étant la 
harge à la position ~ri, dé�ni par rapport à une origine de 
oordonnées. Le moment dipolaire joue un

r�le important en éle
tromagnétisme 
ar il permet souvent de dé
rire le 
omportement, à grande distan
e, d'une

distribution quel
onque de 
harges.

1. Les ve
teurs positions des 
harges par rapport au 
entre O d'un 
arré de 
�té 2a sont donnés par :

~r1 = a~i+ a~j, ~r2 = a~i− a~j, ~r3 = −a~i− a~j, ~r4 = −a~i+ a~j

ave


~p = q1~r1 + q2~r2 + q3~r3 + q4~r4 = −4qa~i = −4× 10−18C.m~i

2. Le bary
entre est une notion permettant de déterminer une position (ou même une valeur) qui peut rempla
er

à elle seule une répartition dans l'espa
e (géométrique ou de valeurs) de masses, de 
harges ou de valeurs. En

physique le bary
entre est lui-même le 
entre de masse. On empreinte 
ette notion pour 
al
uler le 
entre de


harge d'un ensemble de 
harges réparties dans l'espa
e. Ce dernier est dé�ni par :

−−→
OB =

∑

i qi~ri
∑

i qi
=

~p

Q

Q étant la somme algébrique des 
harges, égale, dans 
e 
as, à Q = 1× 10−8C. La position du bary
entre est

donnée par le ve
teur- position : −−→
OB = −4× 10−10m~i

3. Si les 
harges avaient les mêmes valeurs, le moment dipolaire aura une valeur nulle. On peut raisonner en

utilisant la symétrie du problème. Puisque les 
harges sont les mêmes, on peut les sortir de la somme. On doit

don
 
al
uler la résultante des 4 ve
teurs. En e�et, la résultante des deux ve
teurs ~r1 = a~i+ a~j et ~r2 = a~i− a~j
est suivant ~i ave
 un module égal à 2a, alors que la résultante des ve
teurs ~r3 = −a~i− a~j et ~r4 = −a~i+ a~j est
suivant −~i ave
 un module égal à 2a. La résultante est don
 nulle, 
e qui donne un moment dipolaire nul. par


onséquent, le bary
entre du système de 
harges est en O.

4. Dans le 
as d'une distribution 
ontinue, le moment dipolaire est donné par :

~p =

∫

λ(~r)~rdℓ pour une distribution linéique,

~p =

∫

σ(~r)~rdS pour une distribution surfa
ique

et

~p =

∫

ρ(~r)~rdV pour une distribution volumique

Dans notre 
as, la 
harge est distribuée sur un ar
 d'un 
er
le d'angle 2α, d'où :

~p =

∫

λ(~r)~rdℓ

dℓ étant un élément in�nitésimal de l'ar
 égal à dℓ = Rdθ, ave
 θ allant de −α vers α, R le rayon du 
er
le

auquel appartient l'ar
, λ(~r) la distribution linéique de la 
harge sur la 
harge et ~r le ve
teur position d'une


harge in�nitésimale sur l'ar
 dq = λ(~r)dℓ. On obtient don


~p =

α
∫

−α

λ(~r)~rRdθ

Puisque la distribution des 
harges sur l'ar
 est uniforme, on peut é
rire λ(~r) = λ0. En remplaçant dans

l'intégrale 
i-dessus, on trouve

~p = λ0

α
∫

−α

~rRdθ

Dé�nissons tout d'abord la dire
tion du ve
teur ~p. En e�et, en utilisant la symétrie du problème, et en se basant

sur l'argument fait il est évident que le ve
teur ~p est dirigé du 
entre du 
er
le O vers le 
entre de l'ar
 (α = 0),

36



CHAPITRE 2. TRIBOÉLECTRICITÉ ET CHARGE ÉLECTRIQUE 2.3. CORRIGÉS :

pris suivant le ve
teur unité ~j. En 
al
ulant l'intégrale, on ne fait que sommer les 
omposantes suivant l'axe des

y, données par y = R cos θ, des ve
teurs position des 
harges in�nitésimales sur l'ar
. L'intégrale devient don
 :

~p =



λ0

α
∫

−α

R cos θRdθ



 ~j =



R2λ0

α
∫

−α

cos θdθ



 ~j = 2R2λ0 sinα~j

Dans le 
as d'un demi 
er
le, α =
π

2
, d'où :

~p = 2R2λ0~j

5. Le bary
entre de 
ette distribution est repéré par le ve
teur

−−→
OB =

~p

Q
=

2R2λ0~j

πRλ0
=

2R

π
~j

Exer
i
e 05 :

Un segment porte une 
harge non uniforme dont la 
harge linéique varie spatialement selon :

λ(x) = λ0

[

1− cos
(

π
x

a

)]

pour − a

2
≤ x ≤ a

2

La 
harge totale sur la partie du �l est donnée par :

Q =

a

2
∫

−
a

2

λ(x)dx =

a

2
∫

−
a

2

λ0

[

1− cos
(

π
x

a

)]

dx = λ0

[

x− a

π
sin

(

π
x

a

)]
a
2

− a
2

= λ0(a− 2
a

π

Exer
i
e 06 :

1. En 
oordonnées polaires, la surfa
e élémentaire s'é
rit 
omme :

dS = rdrdθ

La 
harge totale sur le disque est donnée par :

Q =

a

2
∫

−
a

2

σ(~r)dS =
σ0

R2

R
∫

0

r3dr

2π
∫

0

dθ =
π

2
σ0R

2

2. En 
oordonnées 
artésiennes, la 
harge totale sur le disque est donnée par :

Q =

a

2
∫

−
a

2

σ(~r)dS =
σ0

R2

R
∫

−R







√
R2−x2
∫

−
√
R2−x2

(x2 + y2)






dx

où on a pris le 
entre du disque 
omme origine du système d'axes en 
oordonnées 
artésiennes. Cal
ulons

l'intégrale

σ0

R2

R
∫

−R







√
R2−x2
∫

−
√
R2−x2

(x2 + y2)






dx =

[

(x2y +
1

3
y3)

]

√
R2−x2

−
√
R2−x2

= 2x2(
√

R2 − x2) +
2

3
(R2 − x2)

3

2

L'expression de la 
harge devient

Q =
σ0

R2

R
∫

−R

[

2x2(
√

R2 − x2) +
2

3
(R2 − x2)

3

2

]

dx
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ou en
ore

Q =
σ0

R2



2

R
∫

−R

2x2(
√

R2 − x2)dx +
2

3

R
∫

−R

(R2 − x2)
3

2



 dx

Posons

I =

R
∫

−R

2x2(
√

R2 − x2)dx et II =

R
∫

−R

(R2 − x2)
3

2 dx

Ce qui permet d'é
rire

Q =
σ0

R2

[

2I +
2

3
II

]

Pour 
al
uler l'intégrale I, on doit faire le 
hangement de variable

x

R
= sin t ave
 dx = R cos t dt


e qui mène à é
rire

I =

π
2

∫

−π
2

(R2 sin2 t)2R
(

1− (
x

R
)2
)

1

2

R cos tdt = R4

π
2

∫

−π
2

sin2 t(1− sin2 t)
1

2 cos tdt = R4

π
2

∫

−π
2

sin2 t cos2 tdt

Ce qui peut s'é
rire en
ore sous la forme

I = R4

π
2

∫

−π
2

(1 − cos 2t)

2

(1 + cos 2t)

2
dt =

R4

4

π
2

∫

−π
2

(1− cos2 2t)dt

ou en
ore

I =
R4

4

π
2

∫

−π
2

(
2− 1− cos 4t

2
)dt =

R4

8

π
2

∫

−π
2

(1− cos 4t)dt

Ce qui donne

I =
R4

8

[

t− 1

4
sin 4t

]
π
2

−π
2

=
πR4

8

Cal
ulons maintenant l'intégrale

II =

R
∫

−R

(R2 − x2)
3

2 dx

Pour 
ela on doit faire le 
hangement de variable suivant :

x

R
= sin t ave
 dx = R cos t dt

d'où

II =

π
2

∫

−π
2

R3
(

1− (
x

R
)2
)

3

2

R cos tdt = R4

π
2

∫

−π
2

(1− sin2 t)
3

2 cos tdt = R4

π
2

∫

−π
2

cos4 tdt

Après 
al
ul, on obtient

II =
3πR4

8


e qui donne

Q =
σ0

R2

[

2
πR4

8
+

2

3

3πR4

8

]

=
σ0πR

2

2
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Exer
i
e 07 :

1. La surfa
e in�nitésimale d'une sphère de rayon R est donnée par :

dSR = RdθR sin θdϕ

ave
, dans 
e 
as, θ allant de 0 à α et ϕ de 0 à 2π. La 
harge de la 
alotte sphérique s'obtient don
 intégrant

sur la surfa
e :

Q =

∫∫

σ(~r)dS =

2π
∫

0

dϕ

α
∫

0

σ0 cos θR
2 sin θdθ = 2πR2σ0

α
∫

0

sin θd(sin θ)


e qui donne

Q = 2πR2σ0 sin
2 α

2. La 
harge d'une sphère est don
 égale à

Q = 2πR2σ0 sin
2 π

2
= 2πR2σ0

3. La 
harge surfa
ique moyenne d'une demi-sphère est don
 égale à

σm =
Q

2πR2
=

2πR2σ0

2πR2
=

σ0

2

4. Le moment dipolaire, par rapport à l'origine, d'une distribution surfa
ique est donné par :

~p =

∫

σ(~r)~rdS

La symétrie du problème fait que le ve
teur ~p soit dirigé du 
entre de la sphère génératri
e de la demi-sphère

vers un point sur la surfa
e représentée par θ = 0, 
'est à dire suivant l'axe des z (à savoir ~k) ;suivant ~k est

R cos θ, la base de la demi-sphère étant dans le plan Oxy. La 
omposante du ve
teur ~r de 
harges est donné

par :d'où :

~p = R3σ0







π
2

∫

0

cos2 θ sin θdθ

2π
∫

0

dϕ






~k = −2πR3σ0







π
2

∫

0

cos2 θd(cos θ)






~k = 2πR3σ0~k

5. Le bary
entre de 
ette 
harge est donné par :

−−→
OB =

~p

Q
=

2πR3σ0~k

2πR2σ0
=

R

3
~k

Exer
i
e 08 :

1. Comme les nu
léons sont uniformément répartis, on a

4

3
πR3 = Avn

où vn désigne le volume d'un nu
léon. Il en résulte que

R =

(

3vn
4π

)
1

3

×A
1

3 = R0A
1

3

R0 étant le rayon d'un nu
léon.

2. la 
harge volumique ρ s'obtient alors aisément :

ρ =
Z e

4
3πR

3
=

3Z e

4ßR0A
= 1.33× 1025C.m−3

puisque Z = 6, A = 12 et R0 = 1.2fm (fm :femtomètre = 10−15m )
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3.1. RAPPEL : CHAPITRE 3. CHAMP ÉLECTROSTATIQUE

3.1 Rappel :

3.2 Champ éle
trostatique

3.2.1 Loi de Coulomb

Soit q1 en M1 et q2 en M2

F1→2 =
1

4πǫ0

q1q2

M1M2
2

M1M2

M1M2

ave


1

4πǫ0
= 9.109 SI

3.2.2 Champ d'une 
harge pon
tuelle

Soit q en O et q′ en M

Fq→q′ =
1

4πǫ0

qq′

OM 2

OM

OM
= q′

q

4πǫ0

OM

OM3
= q′ Eq(M)

où

Eq(M) =
q

4πǫ0

OM

OM3

est le 
hamp 
réé par la 
harge q en M .

3.2.3 Prin
ipe de superposition

Soit q1 en O1, q2 en O2, q3 en O3... De l'addition ve
torielle des for
es dé
oule le prin
ipe de superposition des 
hamps :

E(M) =
∑

i

Ei(M) =
∑

i

qi
4πǫ0

OiM

OiM3

En parti
ulier, la for
e ave
 laquelle interagissent deux 
harges n'est pas modi�ée par la présen
e d'une troisième


harge.

3.2.4 Champ d'une distribution

On dé
oupe la distribution en mor
eaux assez petits pour pouvoir 
onsidérer que la 
harge dq du mor
eau est lo
alisée

au point P ; 
ette 
harge 
rée alors un 
hamp :

E(M) =
dq

4πǫ0

PM

PM3

Le 
hamp 
réé par la distribution est alors la somme des 
hamps 
réés par les mor
eaux ; la distribution étant 
ontinue,

on rempla
e la somme par une intégrale

E(M) =

∫

dq

4πǫ0

PM

PM3

pour une distribution volumique :

E(M) =

∫

ρ(P )dτ

4πǫ0

PM

PM3

pour une distribution surfa
ique :

E(M) =

∫

σ(P )dS

4πǫ0

PM

PM3

pour une distribution linéïque :

E(M) =

∫

λ(P )dl

4πǫ0

PM

PM3
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CHAPITRE 3. CHAMP ÉLECTROSTATIQUE 3.3. INVARIANCES ET SYMÉTRIES

3.2.5 Lignes de 
hamp

Une ligne de 
hamp est tangente en 
ha
un de ses points M au 
hamp E(M).

Elle véri�e les propriétés suivantes :

1. Les lignes de 
hamp éle
trostatique divergent à partir des 
harges positives et 
onvergent vers les 
harges négatives.

2. Lorsqu'il est dé�ni, le 
hamp éle
trostatique est nul au point d'interse
tion de deux lignes de 
hamp (deux lignes

de 
hamp ne peuvent don
 se 
ouper que si E(M) = 0 ou E(M) non dé�ni).

3. Les lignes de 
hamp éle
trostatique d'une distribution

� partent à l'in�ni si la distribution est globalement positive

� proviennent de l'in�ni si la distribution est globalement négative

� n'aboutissent ni ne proviennent de l'in�ni si la distribution est globalement neutre

3.3 Invarian
es et symétries

3.3.1 Invarian
es des distributions de 
harges

Une distribution, illimitée dans la dire
tion de l'axe ∆, est invariante par translation suivant ∆ si, pour tout point

M et son translaté M', sa densité de 
harge véri�e ρ(M) = ρ(M ′).
exemple : distribution invariante par translation suivant Oz

ρ(r, θ, z) = ρ(r, θ)

Une distribution, est invariante par rotation autour d'un axe ∆ si, pour tout point M et M' obtenu après rotation,

sa densité de 
harge véri�e ρ(M) = ρ(M ′).
exemple : distribution invariante par rotation autour d'un axe Oz

ρ(r, θ, z) = ρ(r, z)

Une distribution à symétrie 
ylindrique est telle que :

ρ(r, θ, z) = ρ(r)

(invarian
e par rotation autour de Oz et invarian
e par translation suivant Oz)

Une distribution à symétrie sphérique est telle que :

ρ(r, θ, ϕ) = ρ(r)

(invarian
e par rotation autour de eϕ et invarian
e par rotation autour de Oz)

3.3.2 Plan de symétrie et plan d'antisymétrie

Une distribution est symétrique par rapport à un plan Π si, pour tout point M il existe un symétrique M', et si sa

densité de 
harge véri�e :

ρ(M) = ρ(M ′)

Une distribution est antisymétrique par rapport à un plan Π∗
si, pour tout point M il existe un symétrique M', et si

sa densité de 
harge véri�e :

ρ(M) = −ρ(M ′)

3.3.3 Conséquen
es pour le 
hamp éle
trostatique

Nous généralisons les observations des 
artes de 
hamp :

E est transformé en son symétrique par un plan Π

E(M ′) = symE(M)

d'autre part :

E(M ∈ Π) ∈ Π

E est transformé en son antisymétrique par un plan Π∗

E(M ′) = −symE(M)

E(M ∈ Π∗)⊥Π∗

D'autre part, le 
hamp éle
trostatique (e�et) possède au moins les invarian
es des distributions de 
harges (
ause).
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3.4. EXERCICES : CHAPITRE 3. CHAMP ÉLECTROSTATIQUE

3.4 Exer
i
es :

Exer
i
e 01 :

Cal
uler le rapport entre la for
e de répulsion éle
trique et la for
e de gravitation attra
tive entre deux parti
ules

α. On rappelle que la parti
ule α a la stru
ture du noyau de l'atome de Hélium ave
 une masse m = 6.64× 10−27 kg
et une 
harge q = +2e = 3.2× 10−19 C . Commenter. 
orrigé page : 46

Exer
i
e 02 :

Aux deux extrémités d'un �l de longueur l = 2m , sont atta
hés deux ballons sphériques gon�és ave
 de l'hélium

(l'hélium étant plus léger que l'air), et portent la même 
harge +q. On suspend au milieu du �l une masse m = 5 g .
Le système abandonné à lui même dans l'atmosphère o

upe alors une position d'équilibre stable dans un même plan

verti
al, telle que 
haque moitié du �l fait un angle α = π
4 rad ave
 l'horizontale. En négligeant les masses du �l et

des ballons, 
al
uler la valeur de la 
harge q sur les ballons. 
orrigé page : 47

Exer
i
e 03 :(Expérien
e de Millikan)

Une minus
ule goutte d'huile éle
trisée est pulvérisée entre deux armatures métalliques entre lesquelles règne un


hamp éle
trique uniforme ~E. En utilisant une modélisation simple des for
es agissant sur la goutte :

1. é
rire l'équation di�érentielle du mouvement de la goutte.

2. en supposant la vitesse initiale nulle, é
rire l'expression de la vitesse de la goutte.

3. en déduire la vitesse limite de la goutte en fon
tion de l'intensité du 
hamp ~E.

4. la vis
osité de l'air étant η = 1.8×10−5
Pa·s et le rayon de la goutte r = 2µm , l'expérien
e donne pour un 
hamp

nul une vitesse limite v = 0.392mm · s−1
et pour un 
hamp E = 28 kV ·m−1

une vitesse v = 0.458mm · s−1
.

Cal
uler la 
harge de la goutte.


orrigé page : 48

Exer
i
e 04 :

1. tra
er l'allure du 
hamp éle
trique 
réé par une 
harge pon
tuelle pla
ée à l'origine O.

2. établir l'équation des lignes du 
hamp éle
trique.

3. 
al
uler la densité des lignes sur la surfa
e d'une sphère en fon
tion de son rayon.


orrigé page : 50

Exer
i
e 05 :

1. établir l'expression du 
hamp éle
trostatique 
réé par deux 
harges pon
tuelles identiques, situées respe
tive-

ment aux points de 
oordonnées 
artésiennes (0, 0, a) et (0, 0,−a).

2. en déduire l'expression du 
hamp éle
trostatique dans le plan Oyz

3. expli
iter la 
omposante Ez(z) du 
hamp en fon
tion de z dans les deux 
as suivants : |z| < a et |z| > a.


orrigé page : 51

Exer
i
e 06 :

On 
onsidère une distribution linéique de 
harge, de densité λ, uniforme sur le 
er
le d'équations 
artésiennes

x2 + y2 = R2
, z = 0. Cal
uler le 
hamp éle
trostatique 
réé en un point M de l'axe Oz, de 
oordonnée z. 
orrigé

page : 53
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CHAPITRE 3. CHAMP ÉLECTROSTATIQUE 3.4. EXERCICES :

Exer
i
e 07 :

Un segment droit de longueur 2L porte une distribution de 
harge linéique, de densité λ, répartie uniformément

sur toute sa longueur.

1. 
al
uler le 
hamp éle
trique produit par 
e segment à une distan
e y sur sa médiatri
e.

2. que devient 
e 
hamp lorsque y ≫ L ?

3. que devient 
e 
hamp dans la limite L → ∞ ?

4. exploiter le résultat pré
édent pour 
al
uler le 
hamp éle
trique à une distan
e z du 
entre d'une bou
le 
arrée

de 
�té a sur laquelle est distribuée uniformément une 
harge de densité linéique λ.


orrigé page : 54

Exer
i
e 08 :

Trouver le 
hamp éle
trique généré par un disque de rayon R, de densité de 
harge surfa
ique uniforme σ, en un

point distant de x du 
entre du disque sur la normale à la surfa
e. 
orrigé page : 56
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3.5. CORRIGÉS : CHAPITRE 3. CHAMP ÉLECTROSTATIQUE

`

3.5 
orrigés :

Exer
i
e 01 :

Le rapport entre la for
e de répulsion éle
trique et la for
e de gravitation attra
tive entre deux parti
ules α est

donné par :

Fe

Fg
=

K
q2α
r2

G
m2

α

r2

où K = 1
4πǫ0

est une 
onstante de proportionnalité égale à K = 9× 109N.m2.C−2
ave
 ǫ0, la permittivité diéle
trique

du vide égale à ǫ0 ≈ 8.85418× 10−12 kg−1.m−3.A2.s4 ou en
ore Farad.m−1
, G la 
onstante gravitationnelle égale à

G = 6.67384 × 10−11m3.kg−1.s−2
, qα la 
harge de la parti
ule α égale à +2e = 3.2 × 10−19C , mα la masse de la

parti
ule α égale à 6.64× 10−27 kg et r la distan
e entre deux parti
ules α.
Le rapport devient

Fe

Fg
=

K

G

q2α
m2

α

=
9× 109

6.67384× 10−11

(3.2× 10−19)2

(6.64× 10−27)2
≈ 3.3× 1035

Comme on peut le 
onstater, la for
e éle
trique est très très forte devant la for
e de gravité. Un parti
ule α va don


a
quérir une a

élération égale à a = Fe

mα
qui est énorme. Le même raisonnement est valable pour toutes les parti
ules

massiques 
hargées qui 
onstituent la matière. Mais 
omment ave
 une telle a

élération entre 
harges la matière arrive

toujours à se maintenir. La for
e de gravité à l'é
helle atomique est trop faible pour permettre aux parti
ules de se

maintenir 
ontre la for
e éle
trique gigantesque. Alors qu'est 
e qui fait que les atomes ont toujours 
ette possibilité de

se regrouper dans des stru
tures 
ristallines ou non ? La réponse réside dans le fait qu'il existe deux types de 
harges :

positives et négatives. Celles de même 
harge se repoussent et 
elles de 
harges di�érentes s'attirent, 
ontrairement au


as de la gravité ou il y a seulement attra
tion.

R. Feynman expliquait 
e
i en disant : � un amas d'éléments positifs se repousserait ave
 une for
e énorme et

é
laterait dans toutes les dire
tions. Un amas d'éléments négatifs en ferait autant. Mais un mélange égal d'éléments

positifs et négatifs ferait quelque 
hose de tout à fait di�érent. Les éléments opposés seraient maintenus ensemble par des

attra
tions énormes. Le résultat global serait que les for
es terri�antes s'équilibreraient entre elles presque parfaitement

en formant des mélanges �ns et serrés d'éléments positifs et négatifs, et entre deux amas d'un tel mélange, il n'y aurait

pratiquement pas du tout d'attra
tion ou de répulsion. L'équilibre est si parfait 
ependant, que lorsque vous vous tenez

près de quelqu'un d'autre, vous ne sentez au
une for
e. S'il y avait un très léger déséquilibre vous le sauriez. Si vous

vous teniez à un bras de distan
e de quelqu'un et que 
ha
un de vous ait un pour 
ent d'éle
trons de plus que de

protons, la for
e de répulsion serait in
royable, su�sante pour soulever la Terre entière !

Ave
 des for
es aussi énormes et aussi parfaitement équilibrées dans 
e mélange intime, it n'est pas di�
ile de


omprendre que la matière, essayant de garder ses 
harges positives et négatives dans le meilleur équilibre, puisse avoir

une grande rigidité et une grande résistan
e.

D'autre part, le noyau 
ontient plusieurs protons qui sont tous positifs. Pourquoi ne se repoussent ils pas ? II s'avère

que dans le noyau il y a, en plus des for
es éle
triques, des for
es non éle
triques, appelées for
es nu
léaires, qui sont plus

grandes que les for
es éle
triques et qui sont 
apables de maintenir les protons ensemble malgré la répulsion éle
trique.

Les for
es nu
léaires, 
ependant, sont à 
ourt rayon d'a
tion - leur intensité dé
roit beau
oup plus rapidement que

1
r2 . Et 
e
i a une 
onséquen
e importante. Si un noyau 
ontient trop de protons, it devient gros, rendant l'équilibre si

fragile que le noyau est presque prêt a é
later sous l'a
tion de la for
e éle
trique de répulsion �

Autre e�et de 
e mélange de 
harges positives et 
harges négatives est le phénomène appelé �é
rantage� (s
reening).

En e�et, la for
e éle
trique 'sentie' par les 
harges au sein d'un gaz ou un 
ondu
teur due à la présen
e d'autre 
harges

n'a plus l'allure en

1
r2 mais plut�t en e−r/λ

, λ étant un paramètre dépendant du milieu 
onsidéré.

En�n, on peut résumer tout ça en disant que :

1. les for
es nu
léaires dominent sur une é
helle nu
léaire de l'ordre de 10−15m appelé femtomètre. Elles assurent

la 
ohésion des noyaux.

2. les for
es éle
trique dominent sur une é
helle de 10−10m appelé Angström. Ce sont 
es for
es-là qui assurent

la 
ohésion des atomes, des molé
ules, et partant la matière.

3. les for
es magnétiques sont plus faibles que les for
es éle
triques, mais sont dominantes à l'é
helle du système

solaire.

4. les for
es de gravité sont responsable de plusieurs manifestations naturelles : la 
hute des 
orps, les marées,

l'orbite des planètes autour du Soleil, la sphéri
ité de la plupart des 
orps. Elle est dominante à l'é
helle des

distan
es astronomiques.
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CHAPITRE 3. CHAMP ÉLECTROSTATIQUE 3.5. CORRIGÉS :

Exer
i
e 02 :

La position d'équilibre du système est donnée par

∑

~F = ~0

où

∑

~F = ~0 est la somme des for
es appliquées séparément sur l'un des objets du problème, à savoir la masse et les

deux ballons. Commençant par la masse m. En e�et les for
es qui s'appliquent sur la masse sont : son poids ~P les

deux tensions des �ls ~T1 et ~T2, la poussée d'Ar
himède étant négligeable. Ce qui nous permet d'é
rire

~P + ~T1 + ~T2 = ~0

Par proje
tion sur l'axe verti
al, on tire :

2T sin(α) − P = 0 ⇒ T =
P

2 sin(α)

Les for
es s'appliquant sur l'un des ballons sont : la for
e éle
trostatique exer
ée par le deuxième ballon 
hargée ~F , la
tension du �l ~T1 et la poussée d'Ar
himède ~R, puisque le ballon baigne dans l'air.

~F + ~T1 + ~R = ~0

Par proje
tion sur l'axe horizontal, on tire :

F − T cos(α) = 0 ⇒ F = T cos(α)

En 
ombinant les deux équations 
i-dessus, on trouve

F =
P cos(α)

2 sin(α)
=

P

2
cot(α)

D'après la loi de Coulomb, la for
e éle
trostatique qu'exer
e l'un des ballons de 
harge q sur le deuxième ballon de

même 
harge q séparés par une distan
e r est donnée par

F = K
q q

r2

En l'égalant à l'équation 
i-dessus, on trouve

K
q q

r2
=

P

2
cot(α)

ou en
ore

q = r

√

P cot(α)

2K
ave


r = 2 l cos(α)

L'expression de la 
harge devient don


q = 2 l cos(α)

√

P cot(α)

2K

En remplaçant dans l'équation 
i-dessus par les valeurs numériques suivantes :

P = 5× 10−2N ,

cot(
π

6
) = 1.732,

K = 9× 109 N.m2.C−2

et

2 l cos(α) = 1.732m

on trouve la valeur numérique de la 
harge sur un ballon égale à

q = 3.8× 10−6C = 3.8µC
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3.5. CORRIGÉS : CHAPITRE 3. CHAMP ÉLECTROSTATIQUE

~FE

~FA

~FR

~P

+ + + + + + + + + + + + + + + +

Figure 3.1 � Les quatre for
es appliquées sur la gouttelette d'huile.

Exer
i
e 03 :(Expérien
e de Millikan)

Dans le 
as d'une modélisation simple, une gouttelette d'huile est soumise à quatre for
es :

1. son poids : ~P = 4
3πr

3ρh~g où r est le rayon de la gouttelette, ρh la masse volumique de l'huile et ~g le ve
teur

a

élération de la pesanteur ;

2. la for
e éle
trostatique : ~FE = q~E ave
 q la 
harge de la gouttelette et ~E le 
hamp entre les armatures ;

3. la poussée d'Ar
himède :~FA = − 4
3πr

3ρa~g ave
 ρa la masse volumique de l'air ;

4. la for
e de traînée (résistan
e de l'air) dont l'expression dans le 
as de faibles vitesses est donnée par la loi de

Stokes : ~FR = −6πηr~v ave
 η le 
oe�
ient de vis
osité de l'air et ~v ve
teur vitesse de la gouttelette.

Rappelons que la vis
osité est dé�nie 
omme la résistan
e à l'é
oulement uniforme et sans turbulen
e se produisant

dans la masse d'une matière. Lorsque la vis
osité augmente, la 
apa
ité du �uide à s'é
ouler diminue. La vis
osité d'un

�uide varie en fon
tion de sa température et des a
tions mé
aniques auxquelles il est soumis.

1. le prin
ipe fondamental de la dynamique en proje
tion sur un axe verti
al s'é
rit don
 :

m
dv

dt
=

4

3
πr3g(ρh − ρa)− q E − 6πηr v

Ce
i est une équation di�érentielle linéaire du premier ordre non homogène, qu'on peut la réé
rire sous la forme

dv

dt
= A−B v

ou en
ore

dv

dt
+B v = A

ave


A =
4

3m
πr3g(ρh − ρa)−

q

m
E

et

B =
6πηr

m

La solution de l'équation di�érentielle 
i-dessus est la somme de deux solutions :

Solution sans se
ond membre de l'équation

dv

dt
+B v = 0

et une solution parti
ulière qui aura la forme du se
ond terme, 
'est à dire une 
onstante.

En e�et,

dv

dt
+B v = 0
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peut se mettre sous la forme

dv

dt
= −B v

ou en
ore

dv

v
= −B dt

Après intégration on trouve

ln(v(t)) = −B t+ cste

ou en
ore

v(t) = Ce−Bt

où C est une 
onstante à dé�nir par les 
onditions initiales de la vitesse.

D'autre part, la solution parti
ulière est obtenue en remplaçant dans l'équation di�érentielle générale la fon
tion

vitesse v(t) par une 
onstante, soit :
dD

dt
+BD = A

d'où

BD = A

,

dD

dt

étant nul. 
e qui donne

D =
A

B

La solution générale s'é
rit don
 :

v(t) = Ce−Bt +
A

B
ou en
ore

v(t) = Ce−
6πηr
m t +

1

6πηr

[

4

3
πr3g(ρh − ρa)− q E

]

Par 
onvention, on met τ = m
6πηr , qui a la dimension d'un temps.

2. en supposant une vitesse initiale nulle, la solution de l'équation donne :

v(0) = C +
1

6πηr

[

4

3
πr3g(ρh − ρa)− q E

]

= 0

ou en
ore

C = − 1

6πηr

[

4

3
πr3g(ρh − ρa)− q E

]

en remplaçant la 
onstante C par son expression dans l'expression de v(t), 
elle-
i devient

v(t) =
1

6πηr

[

4

3
πr3g(ρh − ρa)− q E

]

(

1− e−τt
)

3. La 
onstante du temps τ a un ordre de grandeur très faible ; on peut don
 admettre que le régime permanent

est atteint de façon instantanée. Autrement dit, la gouttelette atteint très vite une vitesse limite ne dépendant

plus du temps qui a pour valeur :

v
lim

(E) =
1

6πηr

[

4

3
πr3g(ρh − ρa)− q E

]

Soit v0 = v
lim

(0) la vitesse à 
hamp nul (E = 0). On peut alors réé
rire

v
lim

(E) = v0 −
qE

6πηr
.

4. l'expression de la 
harge q est donnée par

q =
6πηr(v0 − v

lim

(E))

E
=

6π.1.8× 10−5.2× 10−6(0.392× 10−3 − 0.458× 10−3)

28000
= − 4.4786× 10−14

28000

ou en
ore

q = −15.99× 10−19C ≈ 10e
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Millikan, par simple mesure de la vitesse par le rapport de la distan
e par
ourue sur le temps mis pour la par
ourir sur

une gouttelette d'huile qu'il ionisait en l'irradiant par rayonsX , observa expérimentalement que les valeurs d'ionisation

étaient toutes multiples entières de e = 1, 592 × 10−19C , 
onstante que l'on 
onnaît aujourd'hui sous le nom de


harge élémentaire (ave
 une valeur mise à jour légèrement di�érente : e = 1, 60217646× 10−19C et que l'on note

traditionnellement e ; 
ette expérien
e s'est avérée être la première preuve de la quanti�
ation de la 
harge éle
trique

qui est stri
tement toujours un multiple entier positif ou négatif de 
ette valeur fondamentale e. Cette expérien
e et
ses 
on
lusions sur la quanti�
ation des 
harges valurent à Millikan le Prix Nobel de physique en 1923.

Exer
i
e 04 :

1. le 
hamp éle
trique 
réé par une 
harge éle
trique q pla
ée en ~r1 en un point M repéré par le ve
teur position

~r est donné par

~E(~r) =
1

4π ǫ0

q

|~r − ~r1|2
~uq→M

où ǫ0 est la 
onstante diéle
trique du vide, ~uq→M ve
teur unitaire porté par la droite reliant la position de la


harge ave
 la position où l'on veut mesurer le 
hamp éle
trique, égal à

~uq→M =
~r − ~r1
|~r − ~r1|

L'expression du 
hamp éle
trique s'é
rit don
 sous la forme :

~E(~r) =
1

4π ǫ0

q

|~r − ~r1|3
(~r − ~r1)

Le 
hamp éle
trique est mesuré en N.C−1
ou en
ore en V olt.m−1

. Le 
hamp éle
trique est radial 
ar représenté

par un ve
teur porté par la droite reliant la sour
e (
harge q) et le point de mesure. Par 
onvention, il est

divergent (sortant de la 
harge) dans le 
as d'une 
harge positive, et 
onvergent (entrant vers la 
harge) dans

le 
as d'une 
harge négative. Sur une surfa
e de rayon r dont le 
entre 
oïn
ide ave
 la position de la sour
e,

l'intensité du 
hamp éle
trique est la même. On dit que le 
hamp éle
trique a une symétrie sphérique, 
ar ne

dépendant ni de θ ni de ϕ, mais plut�t en r (voir �gure 1.a).

+ +

−a− −b−

Figure 3.2 � a : variation du 
hamp éle
trique 
réé par une 
harge positif. L'é
helle utilisée ne re�ète pas la variation

en

1
r2 du 
hamp éle
trique, b : représentation de 6 lignes de 
hamp éle
trique 
réé par une 
harge positive

2. Les lignes de 
hamp éle
triques ~E sont les 
ourbes orientées telles que leur tangente, en 
haque point, ait même

dire
tion et même sens que le 
hamp éle
trostatique. Pour établir l'équation d'une ligne de 
hamp, il su�t

d'exprimer qu'un élément ~dl de la ligne est parallèle à ~E, soit :

~dl ∧ ~E = ~0
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En expli
itant 
ette équation dans le système des 
oordonnées sphériques, le plus adapté à 
ette situation

physique (symétrie sphérique), ave


~dl = dr ~ur + r dθ ~uθ + r sin θ dϕ~uϕ

et

~E(~r) =
1

4π ǫ0

q

|~r − ~r1|2
~ur

Si la 
harge est supposée à l'origine, ~r1 = ~0, d'où

~E(r) =
1

4π ǫ0

q

r2
~ur

on obtient

~dl ∧ ~E =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~ur ~uθ ~uϕ

dr r dθ r sin θ dϕ
1

4π ǫ0

q
r2 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

4π ǫ0

[

sin θ
dϕ

r
~uθ −

dθ

r
~uϕ

]

= ~0

d'où

~dl ∧ ~E =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~ur ~uθ ~uϕ

dr r dθ r sin θ dϕ
1

4π ǫ0

q
r2 0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

4π ǫ0

[

sin θ
dϕ

r
~uθ −

dθ

r
~uϕ

]

= ~0

sin θ
dϕ

r
= 0 soit ϕ = Cste et

dθ

r
= 0 soit θ = Cste

Ce
i veut dire qu'une ligne de 
hamp doit suivre, dans 
e 
as, une traje
toire sur laquelle r 
hange de 0 à∞ tout

en gardant θ et ϕ 
onstants. Ce sont là des droites radiales (suivant le rayon d'un 
er
le) orientées (émanant de

la 
harge lorsque 
elle-
i est positive et 
onvergeant vers la 
harge lorsque 
elle-
i est négative)(voir �gure 1.b).

3. la représentation de la topographie d'un 
hamp éle
trique 
réé par une ou plusieurs 
harges éle
triques par des

lignes orientées peut prêter à penser que l'information sur l'intensité du 
hamp éle
trique est perdue, puisqu'on

renon
e à représenter le 
hamp éle
trique par des ve
teurs qui, par leurs longueurs, indiquent approximativement

la norme du 
hamp en tout point. En fait, rien de 
ela n'est vrai, puisque l'information sur l'intensité du 
hamp

éle
trique est ré
upérée grâ
e à une grandeur physique qu'est la densité de lignes par unité de surfa
e. Cette

grandeur permet de mesurer l'intensité du 
hamp éle
trique sur une surfa
e donnée. Pour plus de 
larté, prenons

l'exemple simple du 
hamp éle
trique 
réé par une 
harge éle
trique positive, dont les lignes sont représentées

sur la �gure 1.b.
Notons tout d'abord qu'il est impossible de représenter toutes les lignes de 
hamp qui émanent de la 
harge,

puisque tout simplement leur nombre est in�ni ! Pour 
ela, nous avons 
hoisi de représenter juste six (6) lignes.
Sauf que pour être 
ohérent, il faudra doubler le nombre de lignes (dans notre 
as douze (12) lignes) si la

quantité de 
harge était doublée, 
ar l'intensité du 
hamp est linéairement proportionnelle à la quantité de


harge.

Remarquons que le nombre de lignes sur 
haque surfa
e sphérique de rayon r est le même, 
'est à dire 6, alors
que la surfa
e augmente en r2, et plus pré
isément en S = 4πr2. La densité de lignes est don
 égale, pour 
et

exemple, à

6
4πr2 . Ce
i est une mesure qui nous permet 
lairement de voir la variation de l'intensité du 
hamp

éle
trique, puisqu'elle diminue en

1
r2 en s'éloignant de la sour
e, 
omme l'est d'ailleurs la dé
roissan
e du 
hamp

éle
trique.

Exer
i
e 05 :

1. A�n d'établir l'expression du 
hamp éle
trique 
réé par deux 
harges en (0, 0, a) et (0, 0,−a), on doit faire appel

à la loi de Coulomb et au prin
ipe de superposition. En e�et, le 
hamp éle
trostatique 
réé en un point M de

ve
teur position ~r par une 
harge pla
ée en (0, 0, a) est donné par

~E1(~r) =
1

4π ǫ0

q

|~r − a~k|3 (~r − a~k)

où ǫ0 la 
onstante diéle
trique du vide, a~k le ve
teur position de la première 
harge q et ~r = x ~i + y ~j + z ~k le

ve
teur position d'un point quel
onque dans l'espa
e (point M où l'on veut mesurer le 
hamp éle
trique). De

même, le 
hamp éle
trostatique 
réé au même point M de ve
teur position ~r par une 
harge pla
ée en (0, 0,−a)
est donné par

~E2(~r) =
1

4π ǫ0

q

|~r + a~k|3 (~r + a~k)
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−a~k étant le ve
teur position de la deuxième 
harge q. Le 
hamp éle
trique total 
réé par les deux 
harges q,
selon le prin
ipe de superposition, l'expression suivante (voir �gure 2) :

~E(~r) = ~E1(~r) + ~E2(~r) =
q

4π ǫ0

(

~r − a~k

|~r − a~k|3 +
~r + a~k

|~r + a~k|3
)

Remarquons que la dire
tion et l'intensité du 
hamp éle
trique total dépend de la polarité (positive ou négative),

ainsi que de la quantité de 
harge.

x

z

y

Ma

−a

q

q

a~k

−a~k

~r − a~k

~r + a~k

~r

~E1

~E2

~E

Figure 3.3 � Champ éle
trique ~E(~r) 
réé en un point M repéré par le ve
teur position ~r par deux 
harges éle
triques

positives q pla
ées en (0, 0, a) et (0, 0,−a), respe
tivement.

2. dans le plan Oyz le ve
teur position ~r a la 
omposante suivant Ox nulle, d'où :

~r = y ~j + z ~k

En remplaçant ~r par son expression, on obtient

~E(~r) =
q

4π ǫ0

(

y ~j + (z − a)~k

(y2 + (z − a)2)3/2
+

y ~j + (z + a)~k

(y2 + (z + a)2)3/2

)

Ce qui donne un 
hamp éle
trique dont la 
omposante suivant Ox est aussi nulle.

~E =















Ex(y, z) = 0

Ey(y, z) =
q

4π ǫ0

(

y
|y2+(z−a)2|3/2 + y

|y2+(z+a)2|3/2
)

Ez(y, z) =
q

4π ǫ0

(

(z−a)
|y2+(z−a)2|3/2 + (z+a)

|y2+(z+a)2|3/2
)

Ce
i est du au fait que le 
hamp éle
trique à une symétrie un peu parti
ulière. En fait, le 
hamp éle
trique est

dans le plan 
ontenant les deux 
harges, et sur un 
er
le dont la génératri
e est l'axe des z (le 
entre du 
er
le

est un point de l'axe des z, tout en étant la normale à la surfa
e délimitée par 
e 
er
le) l'intensité du 
hamp

éle
trique est la même.

3. le 
hamp éle
trique 
réé sur l'axe des z par les deux 
harges a une seule 
omposante, puisque sur 
et axe-là la

valeur de y est nulle, d'où

~E =











Ex(z) = 0
Ey(z) = 0

Ez(z) =
q

4π ǫ0

(

z−a
|z−a|3 + z+a

|z+a|3
)

Remarquons que |z+ a| et |z− a| sont des quantités positives, qui peuvent être é
rites sous les formes suivantes

|z + a| =







−(z + a) z < −a
z + a −a < z < a
z + a a < z
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et

|z − a| =







−(z − a) z < −a
−(z − a) −a < z < a
z − a a < z

En remplaçant dans l'expression de Ez(z), nous obtenons

Ez(z) =



















q
4π ǫ0

(

− z−a
(z−a)3 − z+a

(z+a)3

)

z < −a

q
4π ǫ0

(

− z−a
(z−a)3 + z+a

(z+a)3

)

−a < z < a

q
4π ǫ0

(

z−a
(z−a)3 + z+a

(z+a)3

)

a < z

ou en
ore

Ez(z) =











− q
4π ǫ0

2(z2+a2)
(z2−a2)2 z < −a

− q
4π ǫ0

4 a z
(z2−a2)2 −a < z < a

q
4π ǫ0

2(z2+a2)
(z2−a2)2 a < z

Exer
i
e 06 :

Avant de passer au 
al
ul du 
hamp éle
trique 
réé par une distribution linéique de 
harges éle
trique sur un


er
le de rayon R, nous devons s
ruter la symétrie du problème posé. En e�et, 
e
i est un 
as parti
ulier très

simple, puisque en tout point sur l'axe des z, le 
hamp éle
trique a une seule 
omposante suivant l'axe des z (voir
�gure 3). Ce
i est du au fait que pour 
haque élément in�nitésimal dl sur le 
er
le portant une 
harge dq = λdl
et 
réant un 
hamp éle
trique d~E au point z le long de la droite reliant le point z à la position de la 
harge dq on
peut trouver un autre élément dl portant la même quantité de 
harge dq (puisque la distribution est uniforme)

et qui soit diamétralement opposé à 
elui-
i. Ce dernier 
rée un 
hamp éle
trique de même intensité mais dont

la 
omposante dans le plan Oxy est dans une dire
tion opposée, 
e qui, en sommant, annule la 
omposante du


hamp éle
trique total dans 
e même plan.

La pro
édure à suivre 
onsiste don
 à 
al
uler la 
omposante suivant z du 
hamp éle
trique 
réé par un élément

du 
er
le puis faire l'intégration sur tout le 
er
le, la dire
tion du 
hamp éle
trique étant déjà 
onnue.

Rappelons l'expression du 
hamp éle
trique élémentaire :

dE =
1

4πǫ0

dq

r2
=

1

4πǫ0

λdl

r2

où r est la distan
e entre la position de la 
harge dq sur le 
er
le et le point z où l'on veut mesurer le 
hamp

éle
trique, et dl = Rdθ, où θ va de 0 à 2π (a�n de balayer le 
er
le tout entier). Pour 
al
uler la 
omposante

suivant z on doit multiplier l'expression du 
hamp éle
trique par un cosα, où α et l'angle que fait la droite

portant r et l'axe des z, d'où

dEz = dE cosα =
1

4πǫ0

λRdθ

r2
cosα

ave


r2 = R2 + z2 dl = Rdθ et cosα =
z

r
=

z√
R2 + z2

,


e qui donne

dEz =
1

4πǫ0

λR dθ

R2 + z2
z√

R2 + z2
=

1

4πǫ0

λ z R dθ

(R2 + z2)3/2

La 
omposante du 
hamp éle
trique 
réé en z par la 
harge totale distribuée sur un 
er
le st donné don
 par :

Ez =
1

4πǫ0

λ z R

(R2 + z2)3/2

2π
∫

0

dθ =
1

2ǫ0

λ z R

(R2 + z2)3/2

qui peut s'é
rire sous la forme

Ez =
1

4πǫ0

q z

(R2 + z2)3/2

où q = λ 2π R est la 
harge totale sur le 
er
le.

Le 
hamp éle
trique 
réé en un point z sur l'axe des z par une distribution uniforme sur un 
er
le de rayon R
et d'équation x2 + y2 = R2

est donné par

~E(z) = Ez(z)~k =
1

4πǫ0

q z

(R2 + z2)3/2
~k
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x

y

z

R

rα

α

θ

dEzdEz

dq dq

Figure 3.4 � Champ éle
trique ~E(z) 
réé en un point z de l'axe des z par une 
harge uniformément distribuée sur un


er
le de rayon R, de densité linéique λ.

Exer
i
e 07 :

(a) A�n de pro�ter de la symétrie du problème, on va 
hoisir l'origine O de la trièdre Oxyz au milieu du

segment 
hargé, 
hoisi 
olinéaire à l'axe de x. En 
hoisissant deux éléments in�nitésimaux dl symétriques

par rapport à l'axe des y, les 
omposantes horizontales du 
hamp éle
trique s'annuleront deux à deux. La

seule 
ontribution sera la 
omposante suivant l'axe des y, donnée par

dEy = dE cosα

où α est l'angle fait entre la droite portant le ve
teur du 
hamp éle
trique 
réé en un point y et l'axe des

y. La norme du 
hamp élémentaire dE 
réé par une 
harge dq = λdl sur un élément in�nitésimal dl = dx
situé en x est égal à :

dE =
1

4πǫ0

dq

r2
=

1

4πǫ0

λdx

x2 + y2

De la �gure on voit bien que

cosα =
y

r
=

y
√

x2 + y2

d'où

dEy =
1

4πǫ0

yλ dx

(x2 + y2)3/2

Rappelons que l'élément symétrique 
rée lui aussi un 
hamp éle
trique en y de même intensité, 
e qui nous

permet d'é
rire le 
hamp total 
omme

Ey(y) =

L
∫

0

2 dEy =

L
∫

0

2

4πǫ0

yλ dx

(x2 + y2)3/2

ou en
ore

Ey(y) =
yλ

2πǫ0

L
∫

0

dx

(x2 + y2)3/2

Pour 
al
uler l'intégrale indé�nie

∫

dx
(x2+y2)3/2

, faisons le 
hangement de variable suivant

x = y tgt ave
 dx =
y dt

cos2 t
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L'intégrale 
i-dessus devient don


∫

y dt

cos2 t

1

(y2 + y2tg2t)3/2
=

1

y2

∫

dt

cos2 t(1 + tg2t)3/2

En remplaçant 1 + tg2t par 1
cos2 t dans le dénominateur, nous obtenons

∫

dt

cos2 t(1 + tg2t)3/2
=

∫

cos t dt = sin t+ cste

Rappelons que

sin t =
√

1− cos2 t =

√

1− 1

1 + tg2t
=

√

tg2t

1 + tg2t
=

√

(xy )
2

1 + (xy )
2
=

x
√

y2 + x2
,

d'où

L
∫

0

dx

(x2 + y2)3/2
=

1

y2

[

x
√

y2 + x2

]L

0

=
L

y2
√

y2 + L2

Finalement

Ey(y) =
1

4πǫ0

λ2L

y
√

y2 + L2
=

1

4πǫ0

q

y
√

y2 + L2

et le ve
teur du 
hamp éle
trique

~E(y) = Ey(y)~j =
1

4πǫ0

q

y
√

y2 + L2
~j

(b) lorsque y ≫ L, on peut réé
rire l'expression du 
hamp éle
trique 
omme

Ey(y) =
1

4πǫ0

q

y2
√

1 + (Ly )
2
≈ 1

4πǫ0

q

y2

ar

L

y
≪ 1

(
) dans la limite L → ∞ , l'expression du 
hamp éle
trique devient

Ey(y) =
1

4πǫ0

2Lλ

y L
√

1 + ( y
L)

2
≈ 1

4πǫ0

2λ

y

ar

y

L
≪ 1

x

y

rα

α dEydEy

dq dq

Figure 3.5 � Champ éle
trique ~E(y) 
réé en un point y de l'axe des y par une 
harge uniformément distribuée sur

un segment de longueur 2L, de densité linéique λ.
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3.5. CORRIGÉS : CHAPITRE 3. CHAMP ÉLECTROSTATIQUE

Exer
i
e 08 :

Le 
al
ul du 
hamp éle
trique 
réé en un point z du 
entre d'un disque de rayon R ( sur la normale) par

une 
harge surfa
ique σ0 est suivant l'axe des z, 
ar, par symétrie, on peut toujours trouver deux éléments de

surfa
e dS symétriques par rapport à l'origine du disque, 
ontenant la même quantité de 
harge dq = σ0 dS,
et 
réant, 
ha
une, en z un 
hamp éle
trique d2~E de même intensité, mais dont les 
omposantes dans le plan

Oxy s'annulent deux à deux. L'indi
e 2 dans d2~E indique que l'intégration est double.

Cal
ulons don
 la 
omposante suivant z 
hamp éle
trique 
réé en un point z sur la normale par un élément de

surfa
e dS = dr r dθ situé à une distan
e r de l'origine du disque, à savoir :

d2Ez =
1

4πǫ0

σ0 dr r dθ

(r2 + z2)2
cos θ

où dq = σ0 dr r dθ est la 
harge 
ontenue sur une surfa
e élémentaire d'un disque dS = dr r dθ, et

cos θ =
z√

z2 + r2

d'où

d2Ez =
1

4πǫ0

zσ0 r dθ dr

(r2 + z2)3/2

Intégrons par rapport à θ

dEz =
1

4πǫ0

zσ0 r dr

(r2 + z2)3/2

2π
∫

0

dθ =
z

2ǫ0

σ0 r dr

(r2 + z2)3/2

Réintégrons maintenant par rapport à r de 0 à R

Ez =
zσ0

2ǫ0

R
∫

0

r dr

(r2 + z2)3/2

Posons

r = zsht ave
 dr = cht dt

L'intégrale indé�nie

I =

∫

r dr

(r2 + z2)3/2

devient

I =
1

z3

∫

z2 sht cht dt

ch3t
=

1

z

∫

sht dt

ch2t

Posons maintenant

u = cht ave
 du = sht dt

d'où

I = −1

z

∫

du

u2
= −1

z

1

u

En utilisant la relation

ch2t− sh2t = 1 ou en
ore cht =
√

1 + sh2t =

√

1 +
( r

z

)2

nous obtenons don


I = −1

z

1
√

1 + ( rz )
2
= − 1√

r2 + z2
+ C

Le 
hamp éle
trique est donné par

Ez =
σ0 z

2ǫ0

[

− 1√
r2 + z2

]R

0

=
σ0

2ǫ0

[

z

|z| −
z√

R2 + z2

]

Finalement

~E(z) = Ez~k =
σ0

2ǫ0

[

z

|z| −
z√

R2 + z2

]

~k
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4.1. RAPPEL : CHAPITRE 4. THÉORÈME DE GAUSS

4.1 Rappel :

4.1.1 Théorème de Gauss

Le �ux du 
hamp éle
trostatique sortant d'une surfa
e fermée S est égal à la 
harge totale Qint enfermée dans


ette surfa
e divisée par ǫ0

Φ =

∮

S
E.nextdS =

Qint

ǫ0

Véri�ons en 
al
ulant le �ux sortant d'une surfa
e sphérique de rayon r enfermant une 
harge pon
tuelle q en

O :

Φ =

∮

S
E.next dS =

∮

S

1

4πǫ0

q

r2
er.er dS =

1

4πǫ0

q

r2

∮

dS =
1

4πǫ0

q

r2
4πr2 =

q

ǫ0
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CHAPITRE 4. THÉORÈME DE GAUSS 4.2. EXERCICES :

4.2 Exer
i
es :

Exer
i
e 01 :

(a) Une 
harge positive q est pla
ée au 
entre d'un 
ube d'arête a. Cal
uler le �ux du 
hamp éle
trique à travers

l'une des fa
es du 
ube.

(b) La même 
harge q est pla
ée maintenant au 
entre de l'une des fa
es du 
ube d'arête a. Cal
uler le �ux du


hamp éle
trostatique 
réé par la 
harge à travers la surfa
e du 
ube. En déduire le �ux à travers la surfa
e

du 
ube d'une 
harge surfa
ique σ répartie uniformément sur la surfa
e d'une fa
e du 
ube.


orrigé page : 60

Exer
i
e 02 :

Une sphère de rayon R est 
hargée positivement ave
 une distribution volumique 
onstante ρ.

(a) 
al
uler le 
hamp éle
trique à l'intérieur et à l'extérieur de la sphère.

(b) en utilisant le théorème de Gauss, et en 
onsidérant les analogies suivantes

1

ǫ0
≡ −4πG et ~E ≡ ~g et q ≡ MT

où ǫ0 est la permittivité diéle
trique du vide, G la 
onstante gravitationnelle, ~E le 
hamp éle
trique , ~g le


hamp d'a

élération gravitationnelle, q la 
harge éle
trique et MT masse de la terre, établir l'expression du


hamp d'a

élération gravitationnelle ~g à l'intérieur et à l'extérieur de la terre, en supposant une répartition

homogène de la masse terrestre.


orrigé page : 61

Exer
i
e 03 :

Un plan 
ondu
teur supposé in�ni est positivement 
hargé ave
 une densité de 
harge surfa
ique uniforme σ.

(a) 
al
uler le 
hamp éle
trostatique 
réé dans l'espa
e par 
ette distribution de 
harges éle
triques.

(b) utiliser 
e résultat pour déduire le 
hamp éle
trique régnant entre et à l'extérieur des deux armatures de


harges opposées σ et −σ.


orrigé page : 63

Exer
i
e 04

Une 
oquille 
reuse est 
ara
térisée par une densité de 
harge

ρ(r) =
k

r2
k,k est 
onstant

dans la région R1 < r < R2 et nulle ailleurs, et où k est une 
onstante.

(a) 
al
uler le 
hamp éle
trostatique dans les régions : r < R1, R1 < r < R2 et r > R2.

(b) représenter la variation du 
hamp éle
trique en fon
tion de r.

(
) 
al
uler la for
e éle
trique à laquelle est soumise 
ette même distribution de 
harges.


orrigé page : 65

Exer
i
e 05 :

Une sphère, de rayon R, porte une 
harge volumique ρ qui est répartie uniformément dans tout le volume qu'elle

o

upe à l'ex
eption d'une 
avité de rayon a. Le 
entre de 
ette 
avité est à la distan
e d du 
entre de la sphère.

La 
avité est vide de 
harges.

(a) en utilisant le théorème de Gauss et le prin
ipe de superposition, 
al
uler le 
hamp éle
trique en tout point

de la 
avité.

(b) 
on
lure.


orrigé page : 67
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4.3. CORRIGÉS : CHAPITRE 4. THÉORÈME DE GAUSS

4.3 
orrigés :

Exer
i
e 01 :

(a) L'expression du �ux Φ du 
hamp éle
trique à travers une surfa
e fermée est donnée par :

Φ =

∮

~E · d~S

Pour 
al
uler le �ux du 
hamp éle
trique 
réé par une 
harge éle
trique au 
entre d'un 
ube d'arête a, nous
nous proposons de 
al
uler 
e même �ux à travers deux surfa
es sphériques : la première d'une sphère,

ins
rite dans le 
ube, de rayon

a
2 et la deuxième d'une sphère, 
ir
ons
rite dans le 
ube, de rayon

√
3 a
2 (voir

�gure 1).

Rappelons qu'un 
hamp éle
trique 
réé par une 
harge q a la même intensité sur une surfa
e sphérique dont

le 
entre est 
onfondu ave
 la position de la 
harge (symétrie sphérique), et que sa dire
tion est radiale, d'où

~E =
1

4πǫ0

q

(a2 )
2
~ur sur une surfa
e sphérique de rayon

a

2

et que le ve
teur de la surfa
e élémentaire est donné par

d~S =
(a

2

)2

sin θdθ dϕ ~ur

Pour la première sphère de rayon

a
2 on a don


∮

~E · d~S =

2π
∫

0

π
∫

0

1

4πǫ0

q
(

a
2

)2 ·
(a

2

)2

sin θdθ dϕ =
q

4πǫ0

2π
∫

0

dϕ

π
∫

0

sin θdθ =
q

ǫ0

C'est un résultat très important, 
ar on vient de trouver que le �ux à travers une surfa
e sphérique ne

dépend pas du rayon de la sphère ; 
e qui nous amène à 
on
lure que le �ux à travers la surfa
e de la sphère


ir
ons
rite au 
ube et de rayon

√
3 a
2 est, lui aussi, égal à

q
ǫ0
. Rappelons à 
e niveau que la surfa
e du 
ube se

trouve 
omplètement entre les deux surfa
es et qu'au
une sour
e de 
harge n'existe entre 
es deux dernières.

C'est à dire que le �ux sortant de la petite surfa
e fermée va obligatoirement traverser la surfa
e du 
ube

pour ensuite sortir, sans 
hangement, à travers la grande surfa
e. On déduit don
 que le �ux à travers la

surfa
e fermée du 
ube est aussi égal à

q
ǫ0
. D'autre part, puisque la 
harge est au 
entre du 
ube, le �ux a la

symétrie du 
ube 
'est à dire pas de dire
tion privilégiée, et don
 à travers une fa
e du 
ube sort le sixième

(le 
ube a six fa
es) du �ux, ou en
ore

Φ
une fa
e

=
1

6
Φ
total

=
1

6

q

ǫ0

Nous venons de montrer sur un exemple simple que le �ux du 
hamp éle
trique à travers une surfa
e fermée

quel
onque est toujours égal à la 
harge à l'intérieur du volume délimité par 
ette même surfa
e. C'est bien

là l'énon
é du théorème de Gauss pour le �ux d'un 
hamp éle
trique.

+

Figure 4.1 � Une 
harge éle
trique positive pla
ée au 
entre d'un 
ube d'arête a. Deux surfa
es sphériques sont

représentées : la première est d'une sphère, ins
rite dans le 
ube, de rayon

a
2 et la deuxième d'une sphère, 
ir
ons
rite

dans le 
ube, de rayon

√
3 a
2 .
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CHAPITRE 4. THÉORÈME DE GAUSS 4.3. CORRIGÉS :

(b) Pour 
al
uler le �ux à travers un 
ube d'arête a d'un 
hamp éle
trostatique dû à une 
harge q pla
ée au


entre de l'une des fa
es du 
ube, on peut imaginer deux 
ubes mis 
�te à 
�te et dont la fa
e 
ommune

entre eux est 
elle sur laquelle est positionnée la 
harge q.
Selon le théorème de Gauss, le �ux à travers la surfa
e fermée externe des deux 
ubes (à l'ex
eption de la

fa
e interne entre les deux 
ubes) est égale à φ =
q

ε0
. Remarquons aussi que le �ux du 
hamp éle
trique à

travers la surfa
e de la fa
e 
ommune entre les deux 
ubes est nul φ
fa
e 
ommune

= 0, 
ar le 
hamp éle
trique

est parallèle au plan de 
ette surfa
e (il est don
 normal au ve
teur de l'élément de la surfa
e en tout point

sur 
e plan). Il nous reste don
 10 fa
es, 5 pour 
haque 
ube. Le �ux à travers les 10 fa
es est don
 égal à

φ
10 fa
es

=
q

ε0
. Les deux surfa
es sont symétriques par rapport à la 
harge, 
e qui nous permet de 
on
lure

que le �ux à travers les 5 fa
es d'un 
ube est égal à la moitié du �ux à travers les 10 fa
es, à savoir :

φ
5 fa
es

=
q

2ε0
. On peut 
on
lure que

φ

ube

= φ
fa
e 
ommune

+ φ
5 fa
es

= 0 +
q

2ε0
=

q

2ε0
.

Imaginons maintenant qu'au lieu d'une seule 
harge sur la fa
e, on a toute une distribution surfa
ique de


harges σ telle que q =
∫∫

σdS. Chaque élément de 
harge dq = σ ds 
réé dans l'espa
e un 
hamp éle
trique

dont le �ux à travers les 6 fa
es du 
ube est égal à

dφ =
dq

2ε0
=

σdS

2ε0

Selon le prin
ipe de superposition, le �ux 
réé par la 
harge totale sur la surfa
e est égal à la somme des

�ux 
réés par les éléments dq, 
e qui est obtenu par l'intégration sur dφ :

φ =

∫∫

dq

ε0
=

∫∫

σdS

2ε0
=

q

2ε0

Exer
i
e 02 :

(a) Pour appliquer le théorème de Gauss, on doit 
hoisir une surfa
e dite de Gauss à travers laquelle on 
al
ulera

le �ux du 
hamp éle
trique, et qui, de plus, aura la symétrie du problème. Dans notre 
as, on a une sphère

de rayon R 
hargée ave
 une distribution volumique 
onstante ρ. La symétrie du problème réside dans le

fait que le 
hamp éle
trique 
réé par 
ette distribution doit être radial et a une symétrie sphérique. En e�et,

isolons par imagination un élément de 
harge dans le volume et voyons 
e qu'il 
rée 
omme 
hamp éle
trique

en un point à l'extérieur du volume. Ce dernier n'est pas radial ; mais en faisant la somme (
ontinue) des

éléments de volume autour de l'axe qui relie le point de mesure au 
entre de la sphère nous remarquons que

le 
hamp éle
trique résultant est suivant 
et axe, 
'est à dire radial. On peut penser aussi qu'à une position

lointaine de la sphère, la 
harge portée par 
elle-
i apparait 
omme une 
harge pon
tuelle, ave
 tout 
e que


ela implique pour l'allure du 
hamp éle
trique. Choisissons don
 une surfa
e de Gauss imaginaire qui soit

sphérique ave
 un 
entre 
onfondu ave
 le 
entre de la sphère réelle.

i. pour 
al
uler le 
hamp éle
trique à l'intérieur de la sphère prenons une surfa
e sphérique de rayon r < R
(voir �gure 2) :

∮

~E · d~S =

harge 
ontenue dans une sphère de rayon r

ǫ0
Remarquons que sur 
ette surfa
e sphérique 
hoisie, le 
hamp éle
trique est radial, d'où

~E · d~S = Er · dS

et ne dépend ni de θ ni de ϕ de la surfa
e, 
e qui nous permet de sortir Er de l'intégrale

∮

~E · d~S = Er

∮

dS =

2π
∫

0

dϕ

π
∫

0

r2 sin θ dθ = Er 4πr
2

D'autre part, la quantité de 
harge 
ontenue dans le volume délimité par la surfa
e de Gauss 
hoisie est

égale à

Q
intérieur

= ρ · 4
3
π r3

Ce n'est pas la totalité de 
harge qui est prise en 
onsidération, mais juste la partie 
ontenue dans le

volume délimité par la surfa
e de Gauss qu'on a 
hoisie. Notons que la 
harge totale est donnée par

Q
totale

= ρ · 4
3
π R3
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4.3. CORRIGÉS : CHAPITRE 4. THÉORÈME DE GAUSS

En égalant les deux membres, on trouve

Er 4πr
2 = ρ · 1

ǫ0

4

3
π r3 =

1

ǫ0
ρ
4

3
π R3

( r

R

)3

=
1

ǫ0
Q

totale

( r

R

)3

ou en
ore

Er =
1

4πǫ0

Q
totale

R3
r

ii. pour 
al
uler le 
hamp éle
trique à l'intérieur de la sphère prenons une surfa
e sphérique de rayon

r > R(voir �gure 2) :

∮

~E · d~S =

harge 
ontenue dans une sphère de rayon r

ǫ0

En utilisant les mêmes arguments de symétrie que pré
édemment, tout en remarquant que 
ette fois-
i

la 
harge 
ontenue dans le volume délimité par la surfa
e de Gauss 
hoisie est elle même la 
harge totale,

on trouve

Er 4πr
2 =

1

ǫ0
ρ
4

3
π R3 =

1

ǫ0
Q

totale

ou en
ore

Er =
1

4πǫ0
ρ
4

3
π R3 1

r2
=

1

4πǫ0

Q
totale

r2

L'allure du 
hamp éle
trique radial en fon
tion de r est donnée dans la �gure 3.

(b) en utilisant le théorème de Gauss, et en 
onsidérant les analogies suivantes (voir table 1)

1

ǫ0
≡ −4πG et ~E ≡ ~g et q ≡ MT

où ǫ0 est la permittivité diéle
trique du vide, G la 
onstante gravitationnelle, ~E le 
hamp éle
trique , ~g le


hamp d'a

élération gravitationnelle, q la 
harge éle
trique et MT masse de la terre, l'expression du 
hamp

d'a

élération gravitationnelle ~g à l'intérieur de la terre (r < RT ) est donnée par

∮

~g · d~S = −4πGMT

ou en
ore

gr4πr
2 = −4πG

4

3
π r3µ0

où µ0 est la masse volumique de la terre, supposée 
onstante. On obtient don


gr = −4πG
4

3
π rµ0 = −G

4

3
π R3µ0

r

R3
= −GMT

r

R3

Le ve
teur ~g est donné par

~g = −GMT
r

R3
~ur


'est à dire pointant vers le 
entre de la terre.

A l'extérieur de la terre,

gr4πr
2 = −4πG

4

3
π R3µ0 = −4πGMT

ou en
ore

gr = −G
MT

r2

et

~g = −G
MT

r2
~ur

Ainsi, la terre 
rée à l'extérieur un 
hamp gravitationnel identique à 
elui d'une masse pon
tuelle MT pla
ée

au 
entre de la terre.

Pour l'appli
ation numérique, on 
onsidère la masse de la terre estimée à 5, 9736 × 1024kg, la 
onstante

gravitationnelle égale à G = 6, 67384 × 10−11m3 kg−1s−2
et le rayon de la terre RT = 6371km, d'où

l'intensité du 
hamp gravitationnel à la surfa
e de la terre est égale à

gr = 6, 67384× 10−11 5, 9736× 1024

(6371× 103)2
= 9, 8219m.s−2
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Éle
trique Gravitationnelle

q (
harge) m (masse)

~F1/2 = 1
4πǫ

q1 q2
r2 ~u1→2 (for
e) ~F1/2 = −Gm1 m2

r2 ~u1→2 (for
e)

1
4πǫ −G (
onstante gravitationnelle)

~E(~r) = 1
4πǫ

q1
r2 ~u1→2 (
hamp éle
trique) ~g = −Gm1

r2 ~u1→2 (
hamp d'a

élération gravitationnelle )

Φe =
q1
ǫ (�ux éle
trique) Φg = (−4πG)m1 (�ux gravitationnel)

Table 4.1 � Analogie éle
trostatique-gravitation

R

r

r

Figure 4.2 � Sphère de rayon R 
hargée uniformément ave
 une 
harge volumique ρ, et deux surfa
es de Gauss

sphériques de rayon r : r < R et r > R.

R

∝ r ∝ 1/r2

✲
r

✻
Er

Figure 4.3 � Allure de la 
omposante radiale du 
hamp éle
trique 
réé par une 
harge éle
trique de distribution

volumique 
onstante ρ 
ontenue dans une sphère de rayon R.

Exer
i
e 03 :

(a) puisque le plan est supposé in�ni le 
hamp éle
trique doit être dans les deux dire
tions suivant la normale

au plan. En e�et, à tout élément de surfa
e 
ontenant une dq sur le plan 
réant un 
hamp éle
trique en

un point M , 
orrespond un autre élément de surfa
e symétrique à 
elui-
i par rapport à la droite reliant le

point M et le plan selon la normale, qui 
rée un 
hamp éle
trique de même intensité mais dans une dire
tion

telle que la somme des deux 
hamps a une 
omposante suivant la normale. Il est don
 
onvenable de 
hoisir

une surfa
e de Gauss sous forme d'une surfa
e d'un 
ylindre de hauteur L et dont les deux surfa
es de base

(deux disques de rayon r) sont parallèles au plan (voir �gure 6). On a don
 trois surfa
es à travers lesquelles

le �ux du 
hamp éle
trique passera : une surfa
e latérale SL = 2π r L et deux surfa
es de base S1,2 = π r2.
Don
, le �ux éle
trique à travers 
ette surfa
e fermée est, selon le théorème de Gauss, égal à

∮

~E · d~S =

∫ ∫

SL

~E · d~S +

∫ ∫

S1

~E · d~S +

∫ ∫

S2

~E · d~S =
1

ǫ0
Qint =

1

ǫ0
σπ r2

puisque la 
harge 
ontenue dans le volume du 
ylindre délimité par la surfa
e de Gauss imaginée est justement

la 
harge 
ontenue dans la surfa
e obtenue par interse
tion du plan ave
 le 
ylindre.

Notre 
hoix de la surfa
e nous permet don
 d'obtenir un �ux nul à travers la surfa
e latérale du 
ylindre
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ar le 
hamp éle
trique y est perpendi
ulaire à la surfa
e en tout point :

∫ ∫

SL

~E · d~S = 0 
ar ~E = Ez~uz et d~S = dS ~ur

D'autre part, le �ux éle
trique à travers les deux surfa
es de base est donné par

∫ ∫

S1

~E · d~S =

∫ ∫

S1

E · dS = Ez(z)

∫ ∫

S1

dS = Ez(z)π r2


ar sur S1 le ve
teur du 
hamp éle
trique est égal à ~E = Ez(z)~uz et d~S1 = dS1 ~uz, et

∫ ∫

S2

~E · d~S =

∫ ∫

S2

E · dS = Ez(−z)

∫ ∫

S2

dS = Ez(z)π r2


ar sur S2 le ve
teur du 
hamp éle
trique est impair et est égal à ~E = Ez(−z)~uz = −Ez(z)~uz et d~S1 =
−dS2 ~uz. Le �ux éle
trique à travers la surfa
e de Gauss est donné par

2Ez(z)π r2 =
1

ǫ0
σπ r2

d'où

Ez(z) =
σ

2ǫ0
Dans des régions pro
hes du plan 
hargé le 
hamp éle
trique est 
onstant.

z

σ

r

SL

S1

S2−L
2

L
2

Figure 4.4 � Surfa
e de Gauss sous forme d'une surfa
e d'un 
ylindre de longueur L et de rayon de base r.

(b) 
onsidérons maintenant deux plans parallèles supposés in�nis, dont la normale est suivant l'axe des z,
l'un portant une 
harge surfa
ique σ(
harge positive) et l'autre portant une 
harge surfa
ique −σ (
harge

négative) (voir �gure 7). Selon le résultat 
i-dessus, le plan portant une 
harge positive 
rée un 
hamp

éle
trique

~E1 = Ez(z)~uz =
σ

2ǫ0
~uz

alors que le plan portant une 
harge négative 
rée un 
hamp éle
trique

~E2 = Ez(z)~uz =
−σ

2ǫ0
~uz

Remarquons que les deux 
hamps éle
triques entre les deux plans s'ajoutent

~E = ~E1 + ~E2 =
σ

ǫ0
~uz

alors qu'ils s'annulent mutuellement en dehors des plans

~E = ~E1 + ~E2 = ~0
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σ

−σ

E = σ
ǫ0

E = 0

E = 0

Figure 4.5 � Champ éle
trique 
réé par deux plans parallèles, l'un portant une 
harge surfa
ique positive σ et l'autre

portant une 
harge surfa
ique négative −σ. Le 
hamp en bleu, 
onstant partout, est 
réé par la 
harge négative et est

égal à E = −σ
2ǫ0

, alors que le 
hamp en rouge, 
onstant partout lui aussi, est 
réé par la 
harge positive et est égal à

E = σ
2ǫ0

. En utilisant le prin
ipe de superposition, on obtient un 
hamp égal à E = σ
ǫ0

entre les eux plans et un 
hamp

nul en dehors des plans.

Exer
i
e 04 :

Une 
oquille 
reuse est 
ara
térisée par une densité de 
harge

ρ(r) =
k

r2

dans la région R1 < r < R2 et nulle ailleurs, où k est une 
onstante.

R1

R2

Figure 4.6 � Une 
oquille 
reuse 
ara
térisée par une densité de 
harge ρ(r) = k
r2 entre R1 et R2. Les surfa
es de

Gauss (sphères en lignes dis
ontinues) pour di�érentes régions de la 
oquille sont représentées.

(a) Le problème posé a une symétrie sphérique, 
e qui fait que le 
hamp éle
trique devrait avoir la même

intensité sur une sphère de rayon r et dont le 
entre est 
onfondu ave
 le 
entre de la 
oquille. Le 
hamp

éle
trique devrait aussi avoir une seule 
omposante radiale : ~E = Er ~ur. La surfa
e de Gauss qui 
onvient

le plus serait don
 une surfa
e sphérique de rayon r (voir �gure 8).

i. pour r < R1 : le �ux éle
trique à travers la surfa
e de Gauss est nul 
ar il n'existe au
une 
harge à

l'intérieur du volume délimité par la surfa
e 
hoisie, d'où

∮

~E · d~S = 0

Le 
hamp éle
trique sur la surfa
e 
hoisie a la même intensité, 
e qui nous permet d'é
rire

Er

∮

dS = 0 ou en
ore Er = 0
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Le 
hamp éle
trique à l'intérieur d'une sphère 
reuse est nul.

ii. pour R1 < r < R2 :

∮

~E · d~S =
Q

int

ǫ0
=

1

ǫ0

∫

ρ(r′) dV ′ =
1

ǫ0

r
∫

R1

π
∫

0

2π
∫

0

k

r′2
r′

2
dr′dθ sin θdϕ =

1

ǫ0
4π k

r
∫

R1

dr′ =
1

ǫ0
4π k(r −R1)

Puisque le 
hamp éle
trique a la même intensité sur une surfa
e sphérique de rayon r et que les ve
teurs
unitaires portant l'élément de surfa
e et le 
hamp éle
trique sont dans la même dire
tion, on peut é
rire

∮

~E · d~S =

∮

Er · dS = Er

∮

dS = Er 4π r2

en égalant les deux membres de la la loi de Gauss, on obtient don


Er 4π r2 =
1

ǫ0
4π k(r −R1)

ou en
ore

Er =
1

ǫ0

k(r −R1)

r2

et le 
hamp éle
trique

~E = Er~ur =
1

ǫ0

k(r −R1)

r2
~ur

iii. pour r > R2 :

∮

~E · d~S =
Q

int

ǫ0
=

1

ǫ0

∫

ρ(r′) dV ′ =
1

ǫ0

R2
∫

R1

π
∫

0

2π
∫

0

k

r′2
r′

2
dr′dθ sin θdϕ =

1

ǫ0
4π k

R2
∫

R1

dr′ =
1

ǫ0
4π k(R2 −R1)


ar le volume délimité par la surfa
e de Gauss 
ontient la totalité de la 
harge sur la sphère.

D'autre part

∮

~E · d~S =

∮

Er · dS = Er

∮

dS = Er 4π r2 =
1

ǫ0
4π k(R2 −R1)

ou en
ore

~E = Er~ur =
1

ǫ0

k(R2 −R1)

r2
~ur

(b) la variation du 
hamp éle
trique en fon
tion de r est représenté sur la �gure 8.

R1 R2

E = 0

∝ 1/r2

✲
r

✻
Er

Figure 4.7 � Allure de la 
omposante radiale du 
hamp éle
trique 
réé par une 
harge éle
trique de distribution

volumique 
onstante ρ 
ontenue dans une 
oquille 
reuse.

(
) en voulant 
al
uler la for
e éle
trique à laquelle est soumise 
ette même distribution de 
harges, il faut se

rappeler qu'il s'agit de la for
e appliquée par une distribution de 
harges sur elle même !

Imaginons un élément de volume dV de la 
oquille 
ontenant une 
harge dq = ρ dV , laquelle est soumise à

deux for
es : une for
e due aux 
harges des autres parties de la 
oquille et une deuxième for
e due à la 
harge


ontenue dans l'élément lui-même. Con
ernant la deuxième for
e, on doit noter que les for
es appliquées

mutuellement entre les 
harges 
ontenues dans le volume dV (vu 
omme un seul système) s'annulent (prin
ipe

d'a
tion et de réa
tion de Newton), et 
'est ainsi que le volume élémentaire ne peut pas se faire pousser

par lui-même ! Cela simpli�e le 
al
ul puisqu'il nous permet d'in
lure le 
hamp éle
trique 
réé par toutes les
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harges y 
ompris les 
harges du volume élémentaire dV . En e�et la for
e appliquée sur un volume dV par

la distribution est égale à

d~F = dq~E

où ~E est le 
hamp éle
trique 
réé par la totalité de la 
harge à l'endroit où dq est pla
ée. Puisque dq = ρ dV ,

l'expression de la for
e devient

d~F = ρ~E dV = ρ~E dr dS

Il est utile de 
al
uler la for
e par unité de surfa
e appliquée par la distribution de 
harge sur elle-même,

d'où

~F =

∫

ρ~E dr =
k2

ǫ0





R2
∫

R1

1

r2
(r −R1)

r2
dr



 ~ur

ou en
ore

~F =
k2

ǫ0





R2
∫

R1

(r −R1)

r4
dr



 ~ur =
k2

ǫ0





R2
∫

R1

dr

r3
−R1

R2
∫

R1

dr

r4



 ~ur =
k2

ǫ0

[

4R1

R5
2

− 1

R4
1

− 3

R4
2

]

~ur

Cette for
e pointe toujours vers l'extérieur de la sphère quelque soit la polarité des 
harges (positive ou

négatives). Pour que 
es 
harges se maintiennent à leurs positions, il doit y avoir une autre for
e, non

in
luse i
i, qui 
ontrebalan
e la for
e appliquée par la distribution des 
harges et qui est évidemment dans

la dire
tion opposée.

Exer
i
e 05 :

Une sphère, de rayon R, porte une 
harge volumique ρ qui est répartie uniformément dans tout le volume qu'elle

o

upe à l'ex
eption d'une 
avité de rayon a. Le 
entre de 
ette 
avité est à la distan
e d du 
entre de la sphère.

La 
avité est vide de 
harges.

(a) 
e 
as physique montre bien les limites de l'appli
ation dire
te du théorème de Gauss, puisque la distribution

de la 
harge dans la sphère n'a pas la symétrie sphérique requise pour que le 
hamp éle
trique soit radial et

ait une symétrique sphérique. Rappelons que 
e sont là exa
tement les 
onditions qui nous permettaient à


haque fois de simpli�er le 
al
ul de l'intégrale

∮

~E ·d~S en passant du produit ve
toriel à un produit de deux

s
alaire, à savoir

∮

E dS (
ar le 
hamp éle
trique était radial en tout point), puis en faisant sortir le 
hamp

éle
trique de l'intégrale : E
∮

dS (le 
hamp éle
trique est le même sur toute la surfa
e sphérique). Pour


ontourner 
e problème, on peut modéliser la 
avité sphérique de rayon a 
reusée dans la sphère de rayon

R 
omme étant la superposition d'une sphère 
hargée de rayon a, de 
entre O2 et de densité −ρ, et d'une
sphère de rayon R de 
entre O1 et de densité volumique +ρ sur tout son volume. La superposition d'une


harge négative −ρ et d'une 
harge +ρ sur une sphère de rayon a donne une 
harge nulle sur 
ette sphère ;


e qui est le 
as i
i(voir �gure 9). Le 
hamp éle
trique ~E1 
réé par la distribution +ρ supposée répartie sur

la totalité du volume de la sphère de rayon R en un point M est radial, divergent (
ar la 
harge est positive)

et a une symétrie sphérique (voir �gure 10). D'autre part, le 
hamp éle
trique ~E2 
réé par la distribution

−ρ supposée répartie sur le volume de la 
avité de rayon a au même point M est aussi radial, 
onvergent

(
ar la 
harge est négative) et a une symétrie sphérique. En appliquant le prin
ipe de superposition au point

M de la 
avité, on obtient −→
E (M) =

−→
E 1(M) +

−→
E 2(M)

ave


−→
E 1(M) = E1(M)−→u 1 ave


−→u 1 =

−−−→
O1M

r1
et

−→
E 2(M) = E2(M)−→u 2 ave


−→u 2 =

−−−→
O2M

r2

Pour 
al
uler la 
omposante radiale du 
hamp éle
trique E1(M) on utilise une surfa
e de Gauss (
ontenant

le point M ) de rayon r1 et de 
entre O1, d'où

∮ −→
E 1 · d~S = E1(M) · 4πr21 =

1

ǫ0

4π

3
ρr31 ⇒ E1(M) =

ρ

3ǫ0
r1

et pour 
al
uler la 
omposante radiale du 
hamp éle
trique E2(M) on utilise une surfa
e de Gauss (
ontenant
le point M ) de rayon r2 et de 
entre O2, d'où

∮ −→
E 2 · d~S = E2(M) · 4πr22 =

1

ǫ0

4π

3
(−ρ)r32 ⇒ E2(M) = − ρ

3ǫ0
r2
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Le 
hamp éle
trique total en M est donné par

−→
E (M) =

ρ

3ǫ0
r1
−→u 1 −

ρ

3ǫ0
r2
−→u 2 =

ρ

3ǫ0
r1

−−−→
O1M

r1
− ρ

3ǫ0
r2

−−−→
O2M

r2
=

ρ

3ǫ0

−−−→
O1M − ρ

3ǫ0

−−−→
O2M

ou en
ore −→
E (M) =

ρ

3ǫ0

(−−−→
O1M +

−−−→
MO2

)

=
ρ

3ǫ0

−−−→
O1O2

(b) on remarque bien que le 
hamp éle
trique à l'intérieur de la 
avité est uniforme. Il a la même valeur

E1(M) = ρ
3ǫ0

d partout dans la 
avité, et y est dirigé suivant

−−−→
O1O2

Rr1
r2

M

d
a

O1

O2

ρ

Figure 4.8 � Une sphère, de rayon R, porte une 
harge volumique ρ répartie uniformément dans tout le volume qu'elle

o

upe à l'ex
eption d'une 
avité de rayon a. Le 
entre de 
ette 
avité est à la distan
e d du 
entre de la sphère. Les

deux surfa
es de Gauss de rayons r1 et r2 
ontenant 
ha
une le point M .
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O1

O2

M

~E1

~E2

~E

d

r1

r2

ρ+ (−ρ) = 0

Figure 4.9 � Champ éle
trique dans une 
avité non 
hargée de rayon a, entourée par une 
harge éle
trique de

distribution volumique 
onstante ρ.
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5.1. RAPPEL : CHAPITRE 5. POTENTIEL ÉLECTROSTATIQUE

5.1 Rappel :

5.2 Potentiel éle
trostatique

5.2.1 Cir
ulation de E

Rappelons l'expression de la for
e exer
ée par la 
harge q en O sur la 
harge q′ en M

F = q′ E(M)

Cal
ulons le travail de F en
ore appelé 
ir
ulation de F

W =

∫

F.dOM = q′
∫

E(M).dOM

Intéressons nous à la 
ir
ulation de E

∫ B

A

E(M).dOM =

∫

1

4πǫ0

q

r2
er.dr er =

∫

q

4πǫ0

dr

r2
=

q

4πǫ0

(

1

rA
− 1

rB

)

La 
ir
ulation de E est 
onservative, elle ne dépend pas du 
hemin suivi. Le prin
ipe de superposition permet

de généraliser 
e résultat à une distribution de 
harge quel
onque.

5.2.2 Potentiel éle
trostatique

La 
ir
ulation de E peut don
 s'é
rire

∫ B

A

E(M).dOM = V (A) − V (B)

où V est une fon
tion appelée potentiel éle
trostatique.

Dans le 
as parti
ulier de la 
harge pon
tuelle

V (r) =
1

4πǫ0

q

r

Le potentiel est dé�ni à une 
onstante près.

Connaissant le potentiel, on peut en déduire le 
hamp par

E = −gradV

Un 
hamp de ve
teur E à 
ir
ulation 
onservative est un 
hamp de gradient.

5.2.3 Potentiel 
réé par une distribution de 
harges

Pour une distribution de 
harges dis
ontinues

V (M) =
∑ 1

4πǫ0

qi
PiM

Pour une distribution volumique

V (M) =

∫

1

4πǫ0

ρ(P )dτ

PM

Pour une distribution surfa
ique

V (M) =

∫

1

4πǫ0

σ(P )dS

PM

Pour une distribution linéïque

V (M) =

∫

1

4πǫ0

λ(P )dl

PM
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5.2.4 Surfa
es équipotentielles

Le 
hamp est perpendi
ulaire aux surfa
es équipotentielles

dV = 0 ⇒ E.dOM = 0

Les lignes de 
hamp sont orientées dans le sens des potentiels dé
roissants

dV < 0 ⇒ E.dOM > 0

5.2.5 Énergie potentielle

Reprenons l'expression du travail

W = q′(V (A)− V (B)) = Ep(A) − Ep(B)

Ep(M) = q′V (M)

est l'énergie potentielle que possède la 
harge q′ du fait de sa position M dans le 
hamp s
alaire V .

L'énergie potentielle d'intera
tion entre deux 
harges q1 et q2 est égale à

Ep12
= q1V2(M1) = q2V1(M2) =

1

2
(q1V2(M1) + q2V1(M2)) =

1

4πǫ0

q1q2
M1M2
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5.3 Exer
i
es :

Exer
i
e 01 :

(a) 
al
uler le potentiel éle
trostatique 
réé en un point M dans le plan Oxy par deux 
harges positives q1 en

(1, 0, 0) et q2 en (−1, 0, 0) respe
tivement.

(b) en déduire le 
hamp éle
trique 
réé par 
es deux 
harges au point M .

(
) 
al
uler l'énergie potentielle éle
trostatique d'une 
harge q3 pla
ée en (0, 1, 0).


orrigé page : 76

Exer
i
e 02 :

(a) 
al
uler l'énergie éle
trostatique d'un système de quatre éle
trons régulièrement espa
és sur un 
er
le de

rayon r au 
entre duquel se trouve un proton.

(b) si on abandonne un tel système, 
omment varie r ?


orrigé page : 77

Exer
i
e 03 :

Cal
uler le potentiel éle
trostatique 
réé par un �l 
ondu
teur supposé in�ni 
hargé d'une densité linéique de


harge λ en un point R par rapport au �l 
ondu
teur. 
orrigé page : 78

Exer
i
e 04 :

Considérons une boule de rayon R et de 
harge Q répartie uniformément en volume.

(a) 
al
uler le 
hamp éle
trique à l'intérieur et à l'extérieur de la sphère et tra
er son allure.

(b) en déduire les expressions du potentiel éle
trostatique et tra
er son allure.

(
) en déduire l'énergie éle
trostatique du système.

(d) 
al
uler l'énergie potentielle éle
trostatique emmagasinée dans le noyau d'uranium, sa
hant que pour 
et

élément Z = 92 et R = 9fm.


orrigé page : 80

Exer
i
e 05 :

Deux sphères 
ondu
tri
es de rayons R1 et R2 portent des 
harges Q1 et Q2 réparties uniformément sur leurs

surfa
es. La distan
e entre les deux boules est tellement grande qu'on peut les 
onsidérer 
omme isolées.

(a) 
al
uler le potentiel éle
trostatique 
réé par une 
harge sur une sphère.

(b) en déduire l'énergie éle
trostatique emmagasinée par 
e système.

(
) 
omparez-la ave
 l'énergie éle
trostatique d'une 
harge éle
trique Q répartie uniformément dans le volume

d'une sphère de rayon R. Commenter.

(d) en déduire le 
hamp éle
trique 
réé par 
ette même 
harge.

(e) en déduire les potentiels éle
trostatiques et les 
hamps éle
triques à la surfa
e de 
haque sphère.

(f) quel serait le potentiel éle
trostatique des deux sphères une fois mises en 
onta
t par un �l 
ondu
teur ?

(g) en déduire les 
hamps éle
triques à la surfa
e de 
haque sphère. Commenter.


orrigé page : 82

Exer
i
e 06 :

Un nombre in�ni d'ions de 
harges alternativement positives et négatives ±q sont disposés à intervalle régulier

a le long d'une droite. Trouver l'énergie potentielle d'un ion. On donne a = 2.8× 10−10m et q = 1.6× 10−18C.

orrigé page : 85
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Exer
i
e 07 :

(a) rappeler l'expression du potentiel V 
réé par un dip�le situé en O, en un point M de l'espa
e, en fon
tion

de son moment dipolaire ~p et du ve
teur ~r =
−−→
OM .

(b) en déduire le 
hamp éle
trique ~E.

(
) 
al
uler le 
hamp et le potentiel pour r = 1m, θ = π
3 , sa
hant que p = 0.5nC ·m.

(d) en quels points d'un plan méridien le 
hamp éle
trique est-il perpendi
ulaire au moment dipolaire ?


orrigé page : 86

Exer
i
e 08 :

La molé
ule d'eau H2O a un moment dipolaire de 1, 85D.

Sa
hant que la distan
e O −H est a = 97 pm et que l'angle que font entre elles les deux liaisons O −H vaut

θ= 104.30�, quelle est la fra
tion α de 
harge élémentaire du doublet O −H ? O−H 
orrigé page : 88

Exer
i
e 09 :

On superpose un 
hamp éle
trique uniforme ~Ea = Ea ~ez et le 
hamp d'un dip�le de moment p ~ez pla
é à l'origine
des 
oordonnées. À quelle 
ondition le 
hamp résultant présente-t-il une équipotentielle sphérique ? Trouver le

rayon de 
ette équipotentielle. 
orrigé page : 89

Exer
i
e 10 :

(a) 
al
uler l'énergie éle
trostatique propre d'un doublet de 
harges élémentaires (−e, e) et de moment p = ea.
A.N : a = 0.1nm.

(b) quelle est l'énergie potentielle d'intera
tion de 
e même dip�le ave
 un 
hamp appliqué de 105V.m−1
?


orrigé page : 89
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5.4 
orrigés :

Exer
i
e 01 :

(a) Le potentiel éle
trostatique 
réé en un point M par une 
harge éle
trique q1 en (1, 0, 0) est donné par :

V1(x, y) =
1

4πε0

q1
r1

ave
 r1 =
√

(x− 1)2 + y2 est la distan
e entre la 
harge q1 et le point M . En remplaçant dans l'équation


i-dessus on obtient :

V1(x, y) =
1

4πε0

q1
√

(x− 1)2 + y2

D'autre part, le potentiel éle
trostatique 
réé en un point M par une 
harge éle
trique q2 en (−1, 0, 0) est
donné par :

V2(x, y) =
1

4πε0

q2
r2

ave
 r2 =
√

(x+ 1)2 + y2 est la distan
e entre la 
harge q2 et le point M . En remplaçant dans l'équation


i-dessus on obtient :

V2(x, y) =
1

4πε0

q1
√

(x+ 1)2 + y2

Selon le prin
ipe de superposition, le potentiel éle
trostatique 
réé par les deux 
harges éle
triques q1 et q2
en M est la somme algébrique des deux potentiels éle
trostatiques V1 et V2, à savoir :

V (x, y) = V1(x, y) + V2(x, y) =
1

4πε0

[

q1
√

(x− 1)2 + y2
+

q1
√

(x+ 1)2 + y2

]

(b) Le 
hamp éle
trostatique 
réé en M par les deux 
harges éle
triques q1 et q2 est obtenu, en se rappelant que

~E(x, y) = −~∇V (x, y) = −
[

∂V

∂x
~i+

∂V

∂y
~i+

∂V

∂z
~i

]

M(x, y)

y

x

r1

r2

q1q2

Figure 5.1 � Deux 
harges éle
triques q1 en (1, 0, 0) distant de r1 par rapport au point M(x, y) et q2 en (−1, 0, 0)
distant de r2 par rapport au point M(x, y)

Puisqu'on s'intéresse au 
hamp éle
trostatique dans le plan Oxy, on a

∂V

∂z
= 0. Alors que

∂V

∂x
= − q1

4πε0

x− 1

[(x − 1)2 + y2]
3/2

− q2
4πε0

x+ 1

[(x+ 1)2 + y2]
3/2

et

∂V

∂y
= − q1

4πε0

y

[(x − 1)2 + y2]
3/2

− q2
4πε0

y

[(x+ 1)2 + y2]
3/2
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(
) l'énergie potentielle éle
trostatique d'une 
harge q3 pla
ée en (0, 1, 0) est donnée par

Eq3
P = q3 V (0, 1, 0)

où V (0, 1, 0) est le potentiel éle
trostatique 
réé en (0, 1, 0) par les deux 
harges q1 et q2, égal à

V (0, 1, 0) =
1

4πε0

[

q1
r1

+
q2
r2

]

ave
 r1 =
√
2 et r2 =

√
2, 
e qui donne en�n :

V (0, 1, 0) =
1√
2

1

4πε0
(q1 + q2)

et l'énergie éle
trostatique s'é
rit :

Eq3
P =

q3√
2

1

4πε0
(q1 + q2)

Exer
i
e 02 :

r

√
2r

−e −e

−e −e

e

Figure 5.2 � Quatre éle
trons pla
és aux sommets d'un 
arré d'arête a et un proton au 
entre

(a) L'énergie éle
trostatique du système des 5 
harges éle
triques qi, i = 1, · · · 5 est égale à

EP =
1

2

5
∑

i=1

qi Vi

où Vi sont les potentiels éle
trostatiques 
réés en ~ri par toutes les 
harges du système à l'ex
eption de la


harge qi. En e�et

EP =
1

2
[−eV1 − eV2 − eV3 − eV4 + eV5]

où V1, V2, V3 et V4 sont les potentiels éle
trostatiques 
réés par les éle
trons sur le 
er
le à l'endroit ou se

trouve le proton. Par symétrie, 
es potentiels sont égaux. En e�et

V1 =
e

4πε0

1

r
− e

4πε0

1

2r
− e

4πε0

1√
2r

− e

4πε0

1√
2r

ou en
ore

V1 =
e

4πε0

1

r
(0.5−

√
2)

alors que le potentiel éle
trostatique 
réé par les quatre éle
trons à la position du proton est égal à

V5 = − 1

4πε0

4

r

Finalement :

EP =
1

2
[−4 eV1 + e V5] =

1

2

e2

4πε0

1

r

[

−4(0.5−
√
2)− 4

]
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(b) si on abandonne le système à partir du repos, il évoluera de telle sorte que son énergie 
inétique augmente.

Puisque l'énergie totale du système est 
onservée (elle ne dépend pas de la position des 
harges éle
triques

en r) :
Ec + Ep

dr
= 0

ou en
ore

Ec

dr
= −Ep

dr

mais on sait auparavant que

dEp

dr
> 0


ar on vint de trouver que

Ep = −A

r

ave
 A =
1

2

e2

4πε0

[

−4(0.5−
√
2)− 4

]

> 0 
e qui signi�e que l'augmentation de l'énergie 
inétique s'a

om-

pagne ave
 une diminution du rayon r. Ainsi, les éle
trons une fois lâ
hés 
onvergeront vers le noyau.

dEc

dr
< 0

Exer
i
e 03 :

On 
hoisit deux éléments de 
harges sur le �l 
ondu
teur dq1 et dq2 symétriques par rapport à une origine O
(l'origine peut être 
hoisie n'importe ou sur le �l 
ar supposé in�ni !). Le potentiel éle
trostatique 
réé par 
es

deux éléments de 
harge au point M distant de R du �l est donné par :

dV = dV1 + dV2 =
1

4πε0

[

dq1
r1

+
dq2
r2

]

ave


r1 = r2 =
√

R2 + z2

Le potentiel éle
trostatique 
réé en M par la totalité des 
harge sur le �l(in�ni) est donné par :

V (M) =
2

4πε0

+∞
∫

0

dq√
R2 + z2

ave


dq = λdz

d'où

V (M) =
2λ

4πε0

+∞
∫

0

dz√
R2 + z2

=
2λ

4πε0

[

arcsin(
z

R
)
]∞

0

On est 
onfronté à 
e niveau au problème de la valeur in�nie de l'intégrale. Ce
i est due au fait que le potentiel

éle
trostatique à l'in�ni n'est pas nul, alors que par dé�nition du potentiel, 
e
i est 
onsidéré nul à l'in�ni (pas

de 
harges éle
triques à l'in�ni alors que dans notre 
as des 
harges éle
triques existent à l'in�ni). On peut


ontourner 
e problème en 
al
ulant tout d'abord le 
hamp éle
trostatique 
réé par les 
harges éle
triques sur


e �l au point M , ensuite on en déduit le potentiel éle
trostatique. En e�et, en utilisant le théorème de Gauss

sur une surfa
e de gauss sous forme de 
ylindre de hauteur h et de rayon r dont l'axe (selon la hauteur) est

suivant le �l 
hargé. Ce 
hoix de la surfa
e de gauss est di
té par le fait que le 
hamp éle
trostatique 
réé par le

�l in�ni est perpendi
ulaire au �l et que son module est le même sur la surfa
e latérale d'un 
ylindre entourant

le �l. On a don


∮

S

~E · d~S =

∫

S1

~E · d~S +

∫

S2

~E · d~S +

∫

SL

~E · d~S =
Qint

ε0

Puisque le 
hamp éle
trostatique est radial,

~E · d~S1 = ~E · d~S2 = 0

alors que

~E · d~SL = E dSL
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dq1

dq2

O

r1

R

r2

M

λ

Figure 5.3 � Un �l 
ondu
teur supposé in�ni portant une 
harge éle
trique de distribution linéique λ

ave
 dSL = rdz dθ, 
e qui donne

∫

SL

~E · d~S =

h
∫

0

dz

2π
∫

0

E(r)r dθ = 2πr LE(r)

et

Qint = λh

d'où

2πr hE(r) =
λh

ε0

ou en
ore, le module du 
hamp éle
trostatique

E(r) =
λ

2πε0

1

r

En 
oordonnées 
ylindriques, 
e
i s'é
rit sous la forme

~E(~r) =
λ

2πε0

1

r
~ur

D'autre part, on sait que

~E(~r) = −~∇V (~r) = −
(

∂V

∂r
~ur +

1

r

∂V

∂r
~uθ +

∂V

∂z
~uz

)

Par identi�
ation, on trouve

∂V

∂r
= − λ

2πε0

1

r
,

∂V

∂θ
= 0,

et

∂V

∂z
= 0

On a don


dV = − λ

2πε0

dr

r


e qui donne

V (r) = − λ

2πε0
lnr + cste
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Exer
i
e 04 :

(a) Le 
hamp éle
trostatique s'obtient en utilisant le théorème de Gauss, ave
 la surfa
e de Gauss sous forme

d'une surfa
e sphérique de rayon r 
on
entrique à la boule 
hargée. Puisque la 
harge éle
trique est unifor-

mément répartie dans la boule, le 
hamp éle
trostatique en tout point de l'espa
e est radial (suivant l'axe

portant ~ur) ave
 un module qui est 
onstant en tout point de la surfa
e sphérique 
on
entrique à la boule


hargée. Cette symétrie nous permet d'é
rire :

∮

S

~E · d~S = Er4πr
2 =

Qint

ε0

R

r

r

Figure 5.4 � Sphère de rayon R 
hargée uniformément ave
 une 
harge volumique ρ, et deux surfa
es de Gauss

sphériques de rayon r : r < R et r > R.

i. Pour r > R, la 
harge éle
trique 
ontenue dans le volume délimité par la surfa
e de Gauss (surfa
e

sphérique de rayon r) est égale à Q, 
e qui donne

Er(r) =
1

4πε0

Q

r2

Le ve
teur du 
hamp éle
trostatique s'é
rit don
 sous la forme :

~E(~r) =
1

4πε0

Q

r2
~ur

Mais on sait que

~E = −~∇V = −dV

dr
=

1

4πε0

Q

r2

ou en
ore

dV = − 1

4πε0

Q

r2
dr

Ce qui donne

V (r) =
1

4πε0

Q

r
+ C2

Remarquons qu'à l'in�ni, le potentiel éle
trostatique est nul, 
e qui donne C2 = 0, et l'expression du

potentiel éle
trostatique dans 
ette région est donnée par :

V (r) =
1

4πε0

Q

r

ii. Pour r < R, la 
harge éle
trique 
ontenue dans le volume délimité par la surfa
e de Gauss (surfa
e

sphérique de rayon r) est égale à

Qint = ρ
4π

3
r3 = Q

( r

R

)3

où Q est la 
harge totale de la boule. Ce qui donne

Er(r) =
1

4πε0

Qr

R3
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Le ve
teur du 
hamp éle
trostatique s'é
rit don
 sous la forme :

~E(~r) =
1

4πε0

Qr

R3
~ur

D'autre part, on a

~E = −~∇V = −dV

dr
=

1

4πε0

Qr

R3

ou en
ore

dV = − 1

4πε0

Q

R3
r dr

Ce qui donne

V (r) = − 1

8πε0

Q

R3
r2 + C1

D'autre part, la 
ondition de 
ontinuité en r = R (les deux expressions de V (r) donnent la même valeur) :

V (R) = − 1

8πε0

Q

R3
R2 + C1 =

1

4πε0

Q

R

Ce qui donne

C1 =
3

8

Q

πε0

1

R

Cela nous permet d'é
rire

V (r) =
1

4πε0

Q

R

(

3

2
− r2

2R2

)

(b) L'énergie éle
trostatique du système est donnée par

EP =
1

2

∫∫∫

ρ(~r)V (r)dτ

Remarquons que la 
hargé éle
trique est totalement 
ontenue dans la boule, 
'est à dire que

ρ(r) = 0 pour r > R

et

ρ(r) = ρ pour r ≤ R

Ce qui donne

EP =
ρ

2

R
∫

0

V (r)dτ =
ρ

2

R
∫

0

1

4πε0

Q

R

(

3

2
− r2

2R2

)

4πr2dr

ou en
ore

EP =
3Qρ

4Rε0

R
∫

0

r2dr − Qρ

4R3ε0

R
∫

0

r4dr

L'énergie éle
trostatique du système s'obtient don


EP =
QρR2

4ε0
− R2Qρ

20ε0
=

QρR2

5ε0

Mais on sait aussi que

ρ =
3Q

4πR3

Ce qui, en remplaçant dans l'expression 
i-dessus, donne

EP =
QρR2

4ε0
− R2Qρ

20ε0
=

3Q2

20πε0R

(
) L'énergie potentielle éle
trostatique emmagasinée dans le noyau d'uranium est donnée par

EP =
3(92× 1.6× 10−19)2

20π × 8.85× 10−12 × 9× 10−15
Joules
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R

dq
N

M

r
rNM

θ

O

Figure 5.5 � Une 
harge éle
trique positive déposée sur la surfa
e d'une sphère de rayon R.

Exer
i
e 05 :

(a) La 
harge Q est répartie uniformément sur la surfa
e d'une sphère de rayon R :

Q = σ4πR2

σ étant la densité surfa
ique. Cela entraine la fait que le potentiel éle
trostatique 
réé à l'extérieur de la

surfa
e a une symétrie sphérique ; 
'est à dire qu'il a la même valeur en tout point sur une surfa
e sphérique

de rayon r 
entrée en 0. En e�et, 
haque élément de 
harge éle
trique dq ave


dq = σdSR = σR2 sin θdθdϕ


ontribue au potentiel éle
trostatique 
réé au point M ave
 une quantité égale à

dV (M) =
σR2 sin θdθdϕ

4πǫ0
· 1

rNM

où rNM est la distan
e entre le point M et la position de l'élément de la 
harge dq. D'autre part, on a :

−−→
ON +

−−→
NM =

−−→
OM

ou en
ore −−→
NM =

−−→
OM −−−→

ON


e qui donne :

NM2 = r2NM = (
−−→
OM −−−→

ON)2 = OM2 +ON2 − 2 · −−→0M · −−→ON

r2NM = r2 +R2 − 2rR cos θ > 0

Remarquons que la variation de rNM en fon
tion de θ est :

2rNMdrNM = 2rR cos θ

Ce Qui nous permet d'é
rire

dV =
σR

4πǫ0

1

r
drNMdϕ

ou en remplaçant l'expression de rMN 
i dessus on trouve :

dV (M) =
σR2 sin θdθdϕ

4πǫ0
√
r2 +R2 − 2rR · cos θ

Posons

u = r2 +R2 − 2rR cos θ


e qui donne

du = 2rR sin θdθ

82



CHAPITRE 5. POTENTIEL ÉLECTROSTATIQUE 5.4. CORRIGÉS :

ou en
ore

dV =
σR

8πǫ0
· 1
r
· du√

u
dϕ

V =
σR

4πǫ0
· 1
r

2π
∫

0

dϕ ·
r2+R2+2rR

∫

r2+R2−2rR

u
−
1

2 du

L'intégration donne

V =
σR

2ǫ0
· 1
r

[
√

r2 +R2 + 2rR−
√

r2 +R2 − 2rR
]

ou en
ore

V =
σR

2ǫ0
· 1
r

[

√

(r +R)2 −
√

(r −R)2
]

Remarquons i
i que la ra
ine 
arrée d'une expression est toujours positive, 
e qui permet de réé
rire l'ex-

pression 
i-dessus

V (r) =
σR

2ǫ0
· 1
r
[(r +R)− (±(r −R))]

On doit prendre le signe + si r était supérieur à R et le signe − si r était inférieur à R, à savoir :

V (r) =











σR

ǫ0
=

Q

4πǫ0

1

R
r < R

σR2

ǫ0

1

r
=

Q

4πǫ0

1

r
r > R

Il est possible de retrouver le résultat pré
édent on pro
édant d'une autre manière. En e�et, le potentiel

éle
trostatique s'obtient en intégrant ϕ de 0 à 2π et rNM de |r −R| à |r +R|, à savoir :

V (r) =
σR

4πǫ0

1

r

r+R
∫

r−R

drNM

2π
∫

0

dϕ =
σR

2 rǫ0
[rNM ]

r+R
|r−R|

i. Pour r < R, on aura

V (r) =
σR

2 rǫ0
[rNM ]

r+R
R−r =

σR

ǫ0
=

Q

4πǫ0

1

R

ii. Pour r > R, on aura

V (r) =
σR

2 rǫ0
[rNM ]

r+R
r−R =

σR

ǫ0
=

Q

4πǫ0

1

r

A l'extérieur de la sphère 
hargée, le potentiel éle
trostatique est le même que 
elui d'une 
harge éle
trique

positionnée au 
entre de la sphère, alors qu'à l'intérieur de la sphère le potentiel éle
trostatique est 
onstant

et est égal à au potentiel éle
trostatique à la surfa
e de la boule. En remplaçant les valeurs des 
harges

éle
triques et de rayons pour 
haque boule, on obtiendra les expressions du potentiel éle
trostatique pour


haque boule en tout point de l'espa
e.

(b) L'énergie éle
trostatique du système est donnée par

EP =
1

2

∫∫

σ(~r)V (r)dS

Remarquons que la 
harge éle
trique est répartie uniformément sur la surfa
e de la sphère où le potentiel

éle
trostatique est 
onstant et est égal à

V (R) =
Q

4πǫ0

1

R


e qui permet d'é
rire

EP =
1

2

∫

σV (R)dS =
1

2

σQ

4πǫ0

1

R
4πR2 =

σQR

2ǫ0

Mais on sait que

σ =
Q

4πR2

L'expression de l'énergie éle
trostatique devient

EP =
Q2

8πRǫ0
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C'est l'énergie potentielle éle
trostatique d'une 
harge éle
trique Q répartie uniformément sur la surfa
e

d'une sphère 
ondu
tri
e de rayon R. A 
omparer ave
 l'énergie potentielle éle
trostatique d'une 
harge

éle
trique Q répartie uniformément dans le volume d'une sphère 
ondu
tri
e de rayon R donnée par (voir

exer
i
e pré
édent) :

EP =
3Q2

20πε0R

On voit bien que

3Q2

20πε0R
>

Q2

8πRǫ0

Ce résultat montre 
lairement qu'une 
harge éle
trique une fois déposée sur une sphère 
ondu
tri
e tend à

adopter une répartition sur la surfa
e plut�t que se répartir dans tout le volume, 
ar la répartition surfa
ique


orrespond à une énergie minimale !

(
) le 
hamp éle
trostatique 
réé par 
ette répartition surfa
ique des 
harges est donnée par :

~E = −~∇V

Puisque V ne dépend que de r on a

~∇V =
∂V

∂r
· ~ur

ou en
ore

~E = Er~ur

ave


Er = −∂V

∂r
=







σR2

ε0r2
=

Q

4πε0

1

r2
r ≥ R

0 r < R

(d) Le potentiel éle
trostatique 
orrespondant à la sphère de rayon R1 portant une 
harge éle
trique Q1 est

donné par

V1(r) =











Q1

4πǫ0

1

R1
r < R

Q1

4πǫ0

1

r
r > R

alors que le potentiel éle
trostatique 
orrespondant à la sphère de rayon R2 portant une 
harge éle
trique

Q2 est donné par

V2(r) =











Q2

4πǫ0

1

R2
r < R

Q2

4πǫ0

1

r
r > R

Le 
hamp éle
trostatique 
réé par la sphère de rayon R1 est donné par

E1
r = −∂V1

∂r
=







σ1R
2
1

ε0r2
=

Q1

4πε0

1

r2
r ≥ R1

0 r < R1

et 
elui 
réé par la sphère de rayon R2

E2
r = −∂V2

∂r
=







σ2R
2
2

ε0r2
=

Q2

4πε0

1

r2
r ≥ R2

0 r < R2

(e) Une fois les deux sphères 
ondu
tri
es de rayons R1 et R2 portant des 
harges éle
triques Q1 et Q2, respe
ti-

vement, sont mises en 
onta
t, un nouveau équilibre éle
trique prend naissan
e moyennant un réarrangement

des 
harges éle
triques sur le système 
omposé maintenant de deux sphères et un �l 
ondu
teur. Ce réarran-

gement se fait par un transfert de 
harges éle
triques entre les deux sphères (le �l 
ondu
teur est 
onsidéré i
i

seulement 
omme un moyen de transfert de 
harges : il n'a

umule pas des 
harges sur sa surfa
e !) jusqu'à


e que le potentiel éle
trostatique sur les deux sphères soit le même. On peut faire l'analogie ave
 deux 
orps

portés à deux températures di�érentes qui une fois mis en 
onta
t retrouvent la même température. Les


harges éle
triques seront q1 sur la première et q2 sur la deuxième, ave
 (
onservation de la 
harge éle
trique

d'un système isolé)

Q1 +Q2 = q1 + q2
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Le potentiel éle
trostatique sur 
haque sphère est donné par

V0 =
q1

4πε0

1

R1
=

q2
4πε0

1

R2

Les 
harges éle
triques sur 
haque sphère est donnée par

q1 =
R1(Q1 +Q2)

R1 +R2
et q2 =

R2(Q1 +Q2)

R1 +R2

ave


V0 =
Q1 +Q2

4πε0

1

R1 +R2

(f) Rappelons que le 
hamp éle
trostatique 
réé sur la sphère de rayon R1 et portant une 
harge q1 égal à

E1
r (r) =

q1
4πε0

1

r2


e qui, en remplaçant r par R1 dans l'expression 
i-dessus, donne

E1
r (r) =

q1
4πε0

1

R2
1

=
Q1 +Q2

4πε0

1

R1(R1 +R2)
=

V0

R1

alors que le 
hamp éle
trostatique 
réé sur la surfa
e de la sphère de rayon R2 et portant une 
harge q2 est

donné par :

E2
r (r) =

q2
4πε0

1

R2
2

=
Q1 +Q2

4πε0

1

R2(R1 +R2)
=

V0

R2

Exer
i
e 06 :

+q −q +q −q +q −q +q −q +q

M(i = 0)a

Figure 5.6 � Une 
haine supposée in�nie de 
harges éle
triques de polarité alternée.

L'énergie potentielle éle
trostatique d'un ion à la position M (i = 0) sur la 
haine est donnée par

EP (M) =

∞
∑

i=−∞,i6=0

qMVi(M)

où qM est la 
harge de l'ion en M et Vi(M) le potentiel éle
trostatique 
réé en M par la 
harge éle
trique en

i. La symétrie du système de 
harges éle
triques par rapport au point i = 0 permet d'é
rire

EP (M) = 2

∞
∑

i=1

qMVi(M)

Remarquons que

Vi(M) =
qi

4πε0

1

ri

où qi est la 
harge éle
trique en i et ri la distan
e entre la 
harge éle
trique en i sur la 
haine et la 
harge

éle
trique en i = 0. Par exemple

V1(0) =
−q

4πε0

1

a
< 0

et

V2(0) =
q

4πε0

1

2a
> 0
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Ce qui donne

EP (M) = 2
q2

4πε0

(

−1

a
+

1

2a
− 1

3a
+

1

4a
− · · ·

)

ou en
ore

EP (M) = −2
q2

4πε0

1

a

(

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·

)

Remarquons que

ln(1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ · · ·


e qui pour x = 1 donne

ln(2) = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·

Ce résultat permet d'é
rire l'expression de l'énergie potentielle éle
trostatique de l'ion en i = 0 
omme

EP (M) = − q2

2πε0

1

a
ln(2) = −3.2× 10−16Joules

Exer
i
e 07 :

+q−q

A B

M

~r

Oa a

θ

x

y

Figure 5.7 � Un dip�le éle
trostatique dont les 
harges positive est en B et la 
harge négative en A ave
 une distan
e

2a entre les deux 
harges éle
triques.

(a) Le potentiel éle
trostatique 
réé par 
es deux 
harges au point M est donné par :

V (~r) =
1

4πε0

(−q)

AM
+

1

4πε0

(+q)

BM

ou en
ore

V (~r) =
q

4πε0

(

1

BM
− 1

AM

)

Mais on sait que (relation de Chasles) :

BM2 =
(−−→
BO +

−−→
OM

)2

=
(−−→
OM −−−→

OB
)2

ou en
ore

BM2 =
(−−→
OM −−−→

OB
)

·
(−−→
OM −−−→

OB
)

BM2 = OM2 +OB2 − 2
−−→
OM · −−→OB = OM2 +OB2 − 2OM · OB cos θ

Ce qui donne

BM =
√

r2 + a2 − 2r · a cos θ

En sortant r de la ra
ine 
arrée, on obtient

BM = r

√

1 +
(a

r

)2

− 2
a

r
cos θ
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De la même manière, on obtient pour AM :

AM = r

√

1 +
(a

r

)2

+ 2
a

r
cos θ

Il serait utile de réé
rire les expressions 
i-dessus sous la forme :

1

BM
=

1

r

1
√

1 +
(a

r

)2

− 2
a

r
cos θ

et

1

AM
=

1

r

1
√

1 +
(a

r

)2

+ 2
a

r
cos θ

Puisque r >> 2 a ou en
ore (

a

r
<< 1), il serait judi
ieux de se 
ontenter, ave
 une bonne approximation,

du premier ordre en

a

r
. En e�et, en faisant un développement limité de la fon
tion

1

BM
=

1

r

(

1 +
(a

r

)2

− 2
a

r
cos θ

)− 1

2

en gardant seulement le premier ordre en

a

r
, on obtient :

1

BM
≈ 1

r

(

1 +
a

r
cos θ

)

De la même manière, on trouve :

1

AM
≈ 1

r

(

1− a

r
cos θ

)

En remplaçant les expressions de AM et BM dans l'expression du potentiel éle
trostatique, on obtient :

V (~r) =
q

4πε0

2 a cos θ

r2

Rappelons que

~p = q
−−→
BA = q|−−→AB|

−−→
AB

|−−→BA|
= 2 q a

−−→
AB

|−−→AB|
Le produit s
alaire entre ~p et ~r donne :

~p · ~r =
2 q a

|−−→AB|
−−→
AB · ~r =

2 q a

|−−→AB|
|−−→AB| · r cos θ = 2 q a r cos θ

Ou en
ore

1

4πε0

1

r3
~p · ~r = q

4πε0

2 a cos θ

r2
= V (~r)!!

Don
, à la 
ondition que le point M auquel un dip�le éle
trostatique 
rée un potentiel éle
trostatique est

très lointain, 
e dernier peut se mettre sous la forme :

V (~r) =
1

4πε0

~p · ~r
r3

où ~p est le ve
teur moment dipolaire du dip�le éle
trostatique et r = |~r| la distan
e entre le 
entre du dip�le

et le point où l'on veut mesurer le potentiel.

(b) Comme V (~r) ne dépend que de r et θ (
oordonnées polaires),

V (~r) =
1

4πε0

~p · ~r
r3

seules les 
omposantes Er et Eθ du 
hamp éle
trostatique ~E seront non nulles. En e�et

~E(~r) = −~∇V (~r) = −
(

∂V

∂r
~ur +

1

r

∂V

∂θ
~uθ

)

où on a utilisé le gradient en 
oordonnées polaires (
ar 
'est le système de 
oordonnées le plus approprié

pour le 
as présent !) Un simple 
al
ul nous donne

~E(~r) =
p

4πε0r3

(

2 cos θ

r3
~ur +

sin θ

r3
~uθ

)
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(
) le 
hamp éle
trostatique en r = 1m, θ = π
3 est égal à

Er = 4.5V/m et Eθ = 3.9V/m

ave


E =
√

E2
r + E2

θ = 5.95V/m

alors que le potentiel éle
trostatique en 
e point est égal à

V = 4.5V olt

(d) on voit bien sur la �gure 
i-dessus que le moment dipolaire s'é
rit

~p = −p cos θ~ur + p sin θ~uθ

et

~E = Er cos θ~ur + Eθ sin θ~uθ

Si le 
hamp éle
trique est perpendi
ulaire au moment dipolaire, on aura

~E · ~p = 0

ou en
ore

−2p2 cos2 θ

4πε0r3
+

2p2 sin2 θ

4πε0r3
= 0

Cela donne

−2 cos2 θ + sin2 θ = 0

ou en
ore

−3 cos2 θ + 1 = 0

On obtient en�n cos θ = ± 1√
3
⇒ θ = ±55�Les points re
her
hés sont don
 situés sur les droites faisant un

angle 55 �et −55 �ave
 la dire
tion du dip�le.

Exer
i
e 08 :

O

H

H

θ = 104.30−2δ

+δ

+δ

Figure 5.8 � La molé
ule d'eau modélisée 
omme deux dip�les éle
trostatiques.

La liaison entre l'atome H et l'atome O dans la molé
ule d'eau n'est pas parfaitement 
ovalente : elle a 
omme

même un 
ara
tère ionique partiel. En fait, l'éle
tron qui parti
ipe à la liaison passe plus de temps au voisinage

de O que de H , puisque l'atome O est plus éle
tronégatif et a tendan
e à attirer la 
harge négatif. C'est 
omme

si l'atome H a perdu une partie de sa 
harge éle
trique au pro�t de l'atome O, 
e qui est modélisé par une


harge partielle négative −δe sur l'atome O et une 
harge partielle positive +δe sur l'atome H . Par 
onséquent,

la molé
ule d'eau est le siège de deux dip�les éle
trostatiques partant de l'atome O et pointant 
ha
un vers

l'atome H , ave
 des moments dipolaires ~p1 et ~p2, respe
tivement. Le moment dipolaire total de la molé
ule

d'eau est donné par :

~p = ~p1 + ~p2

88
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ave


p2 = p21 + p22 + 2 p1 p2 cos θ

où θ est l'angle entre les deux doublets O −H et p1 = p2 = p0. On é
rit don
 :

p2 = 2 p20 + 2 p20 cos θ = 2p20(1 + cos θ) = 4p20 cos
2(
θ

2
)

ou en
ore

p = 2p0 cos(
θ

2
)

ave


p0 = q a

où q = αe est la valeur absolue de la 
harge partielle sur l'atome O (ou H) et e la 
harge éle
trique de l'éle
tron
et a la distan
e entre les deux atomes O et H . On a don


p0 = αe a =
p

2 cos(
θ

2
)


e qui nous permet d'obtenir

α =
p

2e a cos(
θ

2
)

= 0.32

Exer
i
e 09 :

On superpose un 
hamp éle
trique uniforme ~Ea = Ea ~ez et le 
hamp d'un dip�le de moment p ~ez pla
é à l'origine
des 
oordonnées. À quelle 
ondition le 
hamp résultant présente-t-il une équipotentielle sphérique ? Trouver le

rayon de 
ette équipotentielle.

Exer
i
e 10 :

(a) 
al
uler l'énergie éle
trostatique propre d'un doublet de 
harges élémentaires (−e, e) et de moment p = ea.
A.N : a = 0.1nm.

(b) quelle est l'énergie potentielle d'intera
tion de 
e même dip�le ave
 un 
hamp appliqué de 105V.m−1
?
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6.1. RAPPEL : CHAPITRE 6. CONDUCTEURS EN ÉQUILIBRE

6.1 Rappel :

6.1.1 Équilibre éle
trostatique :

l'équilibre éle
trostatique d'un 
ondu
teur est atteint lorsque au
une 
harge éle
trique ne se dépla
e plus à

l'intérieur du 
ondu
teur.

Conséquen
es :

� Puisque les 
harges ne bougent pas (~Fs = 0 ), le 
hamp éle
trostatique est toujours nul dans un 
ondu
-

teur :~Eint = 0.
� Si le 
hamp est nul, et puisque ~E = −~gradV , le potentiel est 
onstant à l'intérieur du 
ondu
teur. C'est un

volume équipotentiel.

6.1.2 Capa
ité d'un 
ondu
teur en équilibre éle
trostatique :

Pour un 
ondu
teur en équilibre éle
trostatique, il y a un lien entre le potentiel auquel 
e 
ondu
teur se trouve

et la 
harge qui est répartie sur sa surfa
e. En e�et, le potentiel en tout point M à l'intérieur du 
ondu
teur

peut s'é
rire

V =
1

4πǫ0

∫ ∫

S

σedS

r

où S est la surfa
e du 
ondu
teur, σe est la densité surfa
ique de 
harge et r la distan
e du point M séle
tionné

à l'élément de surfa
e dS. Or, la 
harge totale Qest la somme des 
harges élémentaires :

Q =

∫ ∫

S

σedS

Don
 si l'on multiplie σe par un 
oe�
ient quel
onque β, puisque l'intégrale est une opération linéaire, V etQ
seront aussi multipliés par β.
Don
 le rapport Q/V est une 
onstante. On l'appelle 
apa
ité propre du 
ondu
teur isolé, 
'est à dire seul

dans l'espa
e. Sa valeur dépend uniquement de la forme et de la grandeur de sa surfa
e :

Q = CV
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CHAPITRE 6. CONDUCTEURS EN ÉQUILIBRE 6.2. EXERCICES :

6.2 Exer
i
es :

Exer
i
e 01 :

On parle d'in�uen
e totale entre deux 
ondu
teurs A et B lorsque toutes les lignes de 
hamp partant de B
aboutissent sur A. Ce
i est obtenu lorsque A entoure 
omplètement B. L'appli
ation du théorème des éléments


orrespondants montre que la 
harge qui apparaît sur la surfa
e interne de A est égale et opposée à la 
harge

du 
ondu
teur B : QB = Qint
A .

(a) retrouver 
e résultat en utilisant le théorème de Gauss.

(b) 
al
uler la 
harge extérieure Qext
A dans les 
as suivants :

i. le 
ondu
teur A est isolé et initialement neutre.

ii. le 
ondu
teur A porte une 
harge initiale q.


orrigé page : 95

Exer
i
e 02 :

Soit un 
ondensateur plan, 
onstitué de deux 
ondu
teurs plans, portant respe
tivement des 
harges +Q et −Q
réparties uniformément sur des surfa
es S1 = S2 = S, séparés par une distan
e d. Un partie de l'espa
e entre

les deux armatures est o

upée par un matériau isolant de 
onstante diéle
trique ǫ (deux régions d'air séparent

le matériau de part et d'autre des armatures).

(a) 
al
uler la 
apa
ité du 
ondensateur en supposant que les armatures sont portées à des potentiels V0 et Vd.

(b) en déduire la 
apa
ité du 
ondensateur dans les deux 
as suivants :

i. le matériau isolant o

upe tout l'espa
e entre les deux armatures.

ii. pas de matériau isolant entre les armatures (l'espa
e est vide).

(
) en déduire l'énergie potentielle éle
trostatique emmagasinée dans le 
ondensateur en fon
tion de la di�éren
e

de potentiels entre les deux armatures.


orrigé page : 96

Exer
i
e 03 :

Un 
ondensateur plan de 
apa
ité C=10 µF , 
omposé de deux armatures 
ir
ulaires, est 
onne
té à une sour
e

de tension (pile) de 12V .

(a) quelle est la 
harge sur 
haque armature ?

(b) en déduire l'énergie éle
trostatique emmagasinée dans le 
ondensateur.

(
) quelle serait la 
harge sur les armatures si la séparation entre les armatures est doublée pendant que le


ondensateur reste 
onne
té à la pile ?

(d) répondre à la question pré
édente si on double les rayons des armatures sans modi�er leur séparation.


orrigé page : 97

Exer
i
e 04 :

Un 
ondensateur sphérique est 
onstitué d'une sphère 
ondu
tri
e de rayon R1 entourée 
omplètement d'une


oquille sphérique de rayon interne R2. En supposant que les deux 
ondu
teurs sont portés à des potentiels V1

et V2 et portant les 
harges Q et −Q, é
rire l'expression de la 
apa
ité du 
ondensateur. 
orrigé page : 98

Exer
i
e 05 :

Déterminer l'expression de la 
apa
ité d'un 
ondensateur 
ylindrique 
onstitué de deux 
ylindres 
ondu
teurs


oaxiaux de rayons R1 et R2, de hauteurs l (l ≫ R1, R2), portant sur leurs surfa
es des 
harges +Q et −Q.
A.N. l = 10cm, R1 = 1mm et R2 = 3mm. 
orrigé page : 99
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6.2. EXERCICES : CHAPITRE 6. CONDUCTEURS EN ÉQUILIBRE

Exer
i
e 06 :

Un 
ondensateur de 
apa
ité C = 33µF a été 
hargé sous une tension de 24V ; l'armature A porte une 
harge

positive QA.

(a) 
al
uler l'énergie emmagasinée dans 
e 
ondensateur.

(b) les bornes A et B sont reliées aux bornes E et D d'un 
ondensateur 
omplètement dé
hargé, de 
apa
ité

C = 2.2µF (voir �gure 
i-dessous). Il apparaît un 
ourant transitoire très bref, puis un équilibre éle
trique

s'établit. La tension UAB est alors égale à la tension UED ; l'armature A porte une 
harge qA et l'armature

E la 
harge qE .

i. é
rire une relation entre QA, qA et qE .

ii. é
rire une se
onde relation entre QA, qE , C1 et C2.

iii. en déduire numériquement qA et qE .

(
) après la 
onnexion, 
al
uler l'énergie emmagasinée dans les deux 
ondensateurs. Au 
ours de 
ette opération,

l'énergie a-t-elle été 
onservée ? Sous quelle forme une partie de l'énergie éle
trique s'est-elle transformée

dans les �ls de jon
tion ? et en quelle quantité ?

C1

C2

A B

E D


orrigé page : 100
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6.3 
orrigés :

Exer
i
e 01 :Théorème des éléments 
orrespondants

Considérons deux 
ondu
teurs A et B portant des 
harges QA et QB et deux éléments de surfa
es dSA et dSB.

Un tube de �ux est 
onstruit sur la base de 
es deux surfa
es élémentaires. Cal
ulons le �ux à travers la surfa
e

fermé de 
e tube. En fait, on sait d'après le théorème de Gauss que :

∮

~E · d~S =
Q

int

ǫ0

ave


∮

~E · d~S =

∫ ∫

SL

~E · d~S +

∫ ∫

SA

~E · d~S +

∫ ∫

SB

~E · d~S

Mais on sait que E à l'intérieur d'un 
ondu
teur en équilibre est nul, d'où :

Figure 6.1 � Théorème des éléments 
orrespondants

∫ ∫

SA

~E · d~S =

∫ ∫

SB

~E · d~S = 0

Et le 
hamp éle
trique entre les deux 
ondu
teurs est parallèle à SL , d'où

∫ ∫

SL

~E · d~S = 0

Ce qui donne :

Q
int

ǫ0
= 0

;mais

Qint = QB +QA = 0


e qui donne :

QA = −QB

Dans le 
as d'une in�uen
e totale (A entourant 
omplètement le 
ondu
teur B) le 
ondu
teur B est 
hargé à

une distribution σB, alors sur la fa
e intérieure de A va apparaitre une 
harge −σA telle que :

∫ ∫

SA

σA · d~S = −
∫ ∫

SB

σB · d~S

A l'extérieur du 
ondu
teur A va apparaitre une 
harge QA
ext égale à la 
harge Qint

A mais de polarité opposée.

C'est 
omme si la 
harge Qext
A va nous révéler la quantité de 
harge du 
ondu
teur B à l'intérieur du 
ondu
teur

A.

(a) On applique le théorème de Gauss en 
onsidérant une surfa
e de Gauss S à l'intérieur du 
ondu
teur A.
Sa
hant que le 
hamp est nul à l'intérieur du 
ondu
teur A (équilibre éle
trostatique) on a :

φ =

∫ ∫

S

~Eint · d~S =
Q

int

ǫ0
=

QB +Qint

A

ǫ0
= 0

d'où : Qint

A =-QB

(b) � 
as où le 
ondu
teur A est initialement neutre :

Qint

A +Qext

A = 0

Qext

A = −Qint

A = QB

La 
harge portée par A sur sa surfa
e externe est égale à la 
harge portée par le 
ondu
teur B.
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Figure 6.2 � In�uen
e totale

� 
as où le 
ondu
teur A porte initialement une 
harge éle
trique q :

Qint

A Qext

A = q

Qext

A = q −Qint

A = q +QB

Exer
i
e 02 :

1. On sait d'après le résultat pré
édent que le 
hamp éle
trique entre deux armatures 
hargées de même

quantité de 
harge éle
trique mais mais de polarités opposées est ( dans l'air) égal à

E =
σ

ε0

alors que dans un matériau quel
onque le 
hamp

E =
σ

ε

où ε est la permittivité éle
trique du matériau et σ la densité surfa
ique de la 
harge éle
trique.

Les deux armatures sont supposées portées à deux potentiels di�érents, d'où :

V (d)− V (0) = −
∫ d

0

~E · d~l

V (d)− V (0) =

∫ x1

0

σ

ǫ0
· dx+

∫ x2

x1

σ

ε0
· dx+

∫ d

x2

σ

ε0
· dx

V (d)− V (0) =

[

σ

ǫ0
· x1 +

σ

ǫ0
· (x2 − x1) +

σ

ǫ0
· (d− x2)

]

La 
harge éle
trique répartie sur une armature est donnée par

Q = σ S

et par dé�nition la 
apa
ité du 
ondensateur est le rapport entre la 
harge Q et la di�éren
e de potentiel

entre les deux armatures :

C =
Q

V (d) − V (0)

ou en
ore

C =
σS

[

σ
x1

ε0
+

(x2 − x1)

ε
+

(d− x2)

ε0

]

Ce qui donne :

C =
εε0S

x1ε+ (x2 − x1)ε0 + (d− x2)ε

2.a 
as où le matériau isolant o

upe tout l'espa
e entre les deux armatures : on a : x1 = 0 et x2 = d d'où

C =
Sε

d

la valeur de C ne dépend que de la géométrie du 
ondensateur et de la permittivité diéle
trique du

matériau inséré entre les armatures
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2.b 
as où l'espa
e entre les deux armatures est vide (air) x1 = x2 d'où :

C =
Sǫ0
d

3. L'expression de l'énergie potentielle éle
trostatique d'une 
harge distribuée sur une surfa
e (ave
 une densité

σ) est :

Ep =
1

2

∫

σ(~r) · V (~r) · d~S

Ou V (~r) est le potentiel éle
trostatique 
réé entre tous points sur la surfa
e. Puisque 
haque armature est

portée à un potentiel 
onstant V(d) pour le plan en haut et v(0) pour le plan en bas nous aurons :

Ep =
1

2

∫

σ · Vd · dS + 1/2

∫

(−σ) · V0 · dS

Puisque Vd et V0 sont 
onstants :

Ep =
1

2
Vd

∫

σ · dS − 1/2V0

∫

(−σ) · dS

Ep =
1

2
(Vd − V0) ·Q

ave


Q = C(Vd − V0)

d'où :

Ep =
1

2
C(Vd − V0)

2

Q est la 
harge portée par une seule armature, la 
harge totale du 
ondensateur étant nulle

Q+ (−Q) = 0

Exer
i
e 03 :

(a) La 
apa
ité d'un 
ondensateur est dé�nie par

C =
Q

V

Q est la 
harge portée par une armature et V la di�éren
e de potentiel entre les deux armatures :

Q = C V = 10× 10−6.12 = 1210−5CCoulomb

(b) L'énergie éle
trostatique emmagasinée dans le 
ondensateur est donnée par

Ep =
1

2
CV 2 = 5× 10−6 144 = 72× 10−5 J

(
) La 
apa
ité d'un 
ondensateur à armatures planes est donnée par :

C =
Sε

d

où S est la surfa
e de l'armature, ε la permittivité diéle
trique de matériau inséré entre les deux armatures

et d la distan
e entre les deux armatures. D'autre part, on sait que

Q = C V =
Sε

d
· V

Pour un 
ondensateur d'épaisseur d1 on a :

Q1 =
Sε

d1
V

alors que pour le 
ondensateur d'épaisseur d2

Q2 =
Sε

d2
V

ave


d2 = 2d1


e qui donne

Q2 =
1

2

Sε

d1
V =

1

2
Q1 = 610−5C
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(d) Pour un 
ondensateur de surfa
e S1 :

Q1 =
S1ε

d
V

et

Q2 =
S2ε

d
· V

ave


S2 = πr22

et

r2 = 2r1

on aura don


S2 = 4S1

d'où :

Q2 = 4Q1 = 48 · 10−5C

Exer
i
e 04 :

La sphère (à l'intérieur) de rayon R1 porte une 
harge +Q et portée à un potentiel éle
trostatique V1, pla
ée

à l'intérieur d'une 
oquille sphérique de rayon intérieur R2 et portant une 
harge −Q2 ave
 un potentiel V2.

Le 
hamp éle
trique entre les deux sphères étant radial et de symétrie sphérique, il est possible d'appliquer le

Figure 6.3 � Capa
ité d'un 
ondensateur sphérique

théorème de Gauss, en prenant 
omme surfa
e de Gauss la surfa
e sphérique de rayon r. Cela nous permet

d'é
rire :

∮

~E · d~S = Er4πr
2 =

Qint

ε0
=

Q

ε0
ou en
ore

Er =
1

4πε0

Q

r2

et

~E = Er ~ur =
1

4πε0

Q

r2
~ur

D'autre part, on sait que

V (R2)− V (R1) = −
R2
∫

R1

~E · d~r

ave


V (R2) = V2 et V (R1) = V1

On obtient don


V2 − V1 = −
R2
∫

R1

Q

4πε0
· d~ℓ
r2
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ave


d~ℓ = dr~ur + rdθ~uθ + r sin θdϕd~uϕ

d'où :

V2 − V1 =
Q

4πǫ0

R2
∫

R1

dr

r2
=

Q

4πǫ0

[

1

r

]R2

R1


e qui donne en�n :

V1 − V2 =
Q

4πǫ0

[

1

R1
− 1

R2

]

où on a 
hoisi V1 −V2 plut�t que V2−V1, 
ar 
e dernier est négatif. La 
apa
ité du 
ondu
teur est donnée par :

C =
Q

V2 − V1
= 4πǫ0

R1R2

R2 +R1

Exer
i
e 05 :

Supposons que la longueur du 
ylindre est très grande devant les rayons des 
ylindres L >> R1, R2. Le 
hamp

Figure 6.4 � Capa
ité d'un 
ondensateur 
ylindrique

éle
trique est dans 
e 
as radial( ~E = Er ~ur) et a une symétrie 
ylindrique de rayonr (sur une surfa
e 
ylindrique
de rayon r le module de ~E est le même). Cela nous permet d'appliquer le théorème de Gauss, en 
hoisissant

une surfa
e 
ylindrique de rayon r ( R1 < r < R2) 
omme surfa
e de Gauss :

∮

~E · d~S =
Q

int

ǫ0

ave


~E//d~SL

en tout point sur la surfa
e latérale

SL = 2πrL

et

~E ⊥ d~S1

et

~E ⊥ d~S2

ave
 d~S1 et d~S2 des éléments de surfa
e sur les surfa
es en haut et en bas du 
ylindre 
hoisi. On a don


∮

~E · d~S =

∫ ∫

SL

~E · d~S +

∫ ∫

S1

~E · d~S +

∫ ∫

S2

~E · d~S

∫ ∫

S1

~E · d~S =

∫ ∫

S2

~E · d~S = 0

∮

~E · d~S =

∫ ∫

SL

~E · d~S = Er2πrL
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et

Er2πrL =
Qint

ǫ0
ave


Qint = σ2πrL


e qui donne :

Er =
σ

ǫ0

R1

r

ou en
ore

~E =
σR1

ε0
· 1
r
· ~ur

D'autre part, on sait que :

V (R2)− V (R1) = −
R2
∫

R1

~E · d~r

V2 − V1 = −σ ·R1

ε0

R2
∫

R1

dr

r

V1 − V2 =
σR1

ε0
[ln r]R2

R1

V1 − V2 =
σR1

ε0
ln

R1

R2

mais on sait que

σ =
Q

2πR1L

d'où :

V1 − V2 =
Q

2πε0L
· ln R2

dR1

on obtient :

C =
Q

V1 − V2
=

2πε0L

ln
R2

R1

Exer
i
e 06 :

(a) . La tension entre les points (bornes du 
ondensateurs) A et B est égale à 24V , 
e qui permet à une 
harge

éle
trique égale

QA = CV = 33× 10−6 · 24C = 792× 10−6C

de se mettre sur une armature du 
ondensateur (l'autre armature portera la même 
harge QA mais de

polarité di�érente). L'énergie éle
trostatique emmagasinée dans le 
ondensateur est donnée par :

Ep =
1

2
CV 2 = 95.04× 10−4J

(b) les bornes A et B sont reliées aux bornes E et D d'un 
ondensateur 
omplètement dé
hargé.

a à l'état initial ( sans le 
ondensateur entre E et D )le 
ondensateur entre A et B porte une 
harge QA

sur son armature pro
he de A. Après avoir 
onne
té un deuxième 
ondensateur entre E et D la 
harge

QA se répartit sur les deux armatures pro
hes de A et E (sur les deux armatures pro
he de B et D la

même 
harge se répartit mais de potentiels di�érents). La 
onservation de la 
harge éle
trique donne

QA = qA + qE

Aussi, le même potentiel s'établit entre les deux 
ondensateurs, d'où :

V =
qA
C1

=
qE
C2

ou en
ore

QA − qE
C1

=
qE
C2
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La 
harge qE s'obtient

QA

C1
= qE

(

1

C1
+

1

C2

)

= qE
C1 + C2

C1 C2


e qui donne

qE =
QA C2

(C1 + C2)

Alors que

qA = QA − qE = QA(1−
C2

(C1 + C2)
) = QA

C1

(C1 + C2)

ave


qE = 49.5× 10−6C

et

qA = 742.5× 10−6C

d L'énergie emmagasinée dans le 
ondensateur A après 
onnexion est donnée par

EA
p =

1

2

q2A
C1

= 83.53× 10−4 J

alors que 
elle emmagasinée dans le 
ondensateur E est

EE
p =

1

2

q2E
C2

= 7.57× 10−4 J

L'énergie emmagasinée dans les deux 
ondensateurs à l'état �nal est égale à :

Ep = EA
p + EE

p = 91.1× 10−4 J

On voit bien que 
ette valeur est inférieure à 
elle du 
ondensateur A à l'état initial (95.04 × 10−4J).
Ce
i est dû au fait qu'en réalité les �ls de 
onnexion utilisés ont une 
ertaine résistan
e qui fait perdre

au système de l'énergie éle
trostatique sous forme de 
haleur (énergie 
alori�que : e�et Joule.). Cette

quantité d'énergie perdue est égale à :

∆Ep = 95.04× 10−4 − 91.1× 10−4 = 3.96 J
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7.1 Rappel :

7.1.1 Phénomènes magnétiques

Les matériaux ferromagnétiques (ex oxyde de fer Fe3O4) sont naturellement aimantés. Ils présentent deux p�les

qui ne peuvent pas être isolés : deux p�les identiques se repoussent, deux p�les di�érents s'attirent.

Les matériaux paramagnétiques (ex fer à l'état metallique) sont sensibles au magnétisme sans être aiman-

tés eux-mêmes.

Une for
e magnétique s'exer
e entre un 
ir
uit par
ouru par un 
ourant et un matériau magnétique, et entre

deux 
ir
uits par
ourus par des 
ourants.

7.1.2 Les sour
es du 
hamp magnétostatique

Il n'existe pas de 
harge magnétique 
omme il existe des 
harges éle
triques !La des
ription des phénomènes

magnétostatiques peut-être ramenée à l'a
tion de 
ourants, sour
es de 
hamp magnétostatique, sur d'autres


ourants

7.1.3 Champ magnétostatique

For
e entre deux 
ir
uits

Soit deux éléments de 
ir
uits dl1 en P et dl2 en M respe
tivement par
ourus par I1 et I2

dF1→2 =
µ0I2dl2 ∧ (I1dl1 ∧PM)

4πPM3

Formule de Biot et Savart

F1→2 =

∫

M∈C2

I2dl2 ∧
∫

P∈C1

µ0

4π

I1dl1 ∧PM

PM3
=

∫

M∈C2

I2dl2 ∧B1(M)

Le 
hamp magnétostatique 
réé au point M par un 
ir
uit

B(M) =

∫

P∈C

µ0

4π

Idl ∧PM

PM3

entesla (T) ave
 µ0 = 4π.10−7H.m−1
perméabilité du vide.

Formule de Lapla
e

La for
e exer
ée sur un 
ir
uit plongé dans un 
hamp magnétostatique véri�e

F =

∫

M∈C
Idl ∧B(M)

Exemples de 
al
ul dire
t

Soit une portion de �l d'axe Oz par
ouru par un 
ourant d'intensité I. Cal
uler le 
hamp magnétostatique en

un point M situé à une distan
e r de l'axe. On donnera le résultat en fon
tion de α1 et α2 angles sous lesquels

M voit les extrémités du �l.

B =
µ0I

4πr
(sinα2 − sinα1) eθ

Si la longueur du �l est grande par rapport à r alors

B =
µ0I

2πr
eθ

Soit une bou
le de rayon R par
ouru par un 
ourant d'intensité I. Cal
uler le 
hamp magnétostatique en un

point M de l'axe de la bou
le. On notera α l'angle sous lequel M voir la bou
le.

B =
µ0I

2r
sin3 α ez
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Lignes de 
hamp

Une ligne de 
hamp est tangente en 
ha
un de ses points M au 
hamp B(M).

Deux lignes de 
hamp ne peuvent se 
ouper que si B(M) = 0 ou B(M) non dé�ni.

7.1.4 Invarian
es et symétries

Invarian
es

Comme son analogue éle
trostatique, le 
hamp magnétostatique présente les mêmes invarian
es que ses sour
es :

les 
ourants éle
triques.

Si les 
ourants sont invariants par rotation et/ou par translation, B ne dépend pas des variables asso
iées.

Plan de symétrie et plan d'antisymétrie

Une distribution est symétrique par rapport à un plan Π si, pour tout point M il existe un symétrique M', et si

Idl(M) = symIdl(M ′)

Une distribution est antisymétrique par rapport à un plan Π∗
si, pour tout point M il existe un symétrique M',

et si

Idl(M) = −symIdl(M ′)

Nous généralisons les observations des 
artes de 
hamp :

B est transformé en son antisymétrique par un plan Π

B(M ′) = −symB(M)

d'autre part

B(M ∈ Π)⊥Π

B est transformé en son symétrique par un plan Π∗

B(M ′) = symB(M)

d'autre part

B(M ∈ Π∗) ∈ Π∗

7.1.5 Potentiel ve
teur

L'équivalent de V appelé potentiel ve
teur et noté A n'est pas au programme de première année.

7.1.6 Théorème d'Ampère

La 
ir
ulation du 
hamp magnétostatique le long d'une 
ourbe orientée fermée C est égal à la somme algébrique

des 
ourants enla
és par 
e 
ontour

∮

C
B.dl = µ0Ienlace

Véri�ons en 
al
ulant la 
ir
ulation le long d'un 
er
le de rayon r enlaçant un �l in�ni par
ouru par un 
ourant

d'intensité I :

∮

C
B.dl =

∮

C

µ0I

2πr
eθ.rdθeθ = µ0I
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7.1.7 Synthèse - Flux du 
hamp magnétostatique

E B


ir
ulation

∮

C E.dl = 0
∮

C B.dl = µ0Ienlace

�ux

∮

S E.nextdS =
Qint

ǫ0

∮

S B.nextdS = 0

E est à 
ir
ulation 
onservative.

B tourne autour des 
ourants.

E diverge (ou 
onverge) à partir des 
harges.

Nous admettrons don
 le 
ara
tère 
onservatif du �ux de B.

Ce qui nous permet de montrer (sur un tube de 
hamp) que lorsque les lignes de 
hamp B se resserrent, le


hamp augmente, lorsqu'elles sont parallèles le 
hamp est 
onstant et lorsqu'elles s'é
artent, le 
hamp diminue.

Idem pour E dans une zone vide de 
harge.
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7.2 Exer
i
es :

Exer
i
e 01 :

Soit un �l 
ondu
teur en 
uivre de longueur L = 1m et de diamètre d = 0.84mm.

(a) Cal
uler la résistan
e du �l, sa
hant que la 
ondu
tivité éle
trique du 
uivre est égale à

σCu = 5.8× 107Ω−1 ·m−1
.

(b) En appliquant une d.d.p aux bords du �l, un 
hamp éle
trique 
onstant E = 0.5
V

m
s'y installe. Cal
uler

l'intensité du 
ourant éle
trique qui 
ir
ule dans le �l.

(
) En déduire la d.d.p appliquée aux bords du �l.

(d) La densité volumique des 
harges éle
triques libres (éle
trons) du 
uivre est égale à

ρ = 13.6× 109
C

m3
, 
al
uler la vitesse moyenne des éle
trons dans le �l.

(e) Cal
uler la puissan
e dissipée par e�et Joule dans le �l 
ondu
teur.

(f) Cal
uler l'énergie dissipée par le �l pendant une minute.
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Exer
i
e 02 :

Les expressions suivantes sont elles vraies ?

(a) Il est possible de séparer les deux p�les nord et sud d'un aimant.

(b) La vertu d'attra
tion d'un aimant peut être 
ommuniquer à une piè
e en fer sans 
onta
t.

(
) La propriété d'attra
tion des aimants n'est pas sensible au ré
hau�ement à des températures élevées.

(d) La for
e magnétique appliquée par un aimant sur une boussole est radiale.

(e) Il est possible de 
réer un 
hamp magnétique en faisant 
ir
uler un 
ourant permanent dans un 
ir
uit

éle
trique fermé.
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Exer
i
e 03 :

(a) On 
onsidère un �l 
ondu
teur, supposé in�ni (selon l'axe des z), par
ouru par un 
ourant permanent

(
ontinu) d'intensité I. Cal
uler le 
hamp magnétique ~B 
réé par 
e 
ourant en un point M situé à une

distan
e R du �l 
ondu
teur. Commenter.

(b) Cal
uler la 
ir
ulation du 
hamp magnétique le long d'un 
er
le de rayon R autour du �l 
ondu
teur.
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Exer
i
e 04 :

(a) Considérons un �l 
ondu
teur sous forme d'un 
er
le (spire) de rayonR par
ouru par un 
ourant permanent I.
Cal
uler le 
hamp magnétique ~B 
réé par 
e 
ourant en un point M sur l'axe z, passant perpendi
ulairement

par le 
entre de la spire.

(b) Un solénoïde est 
onstitué d'un enroulement d'un �l 
ondu
teur sous forme de 
ylindre, et qui peut être

modélisé par une juxtaposition de spires 
oaxiales, ave
 N spires par unité de longueur. Le solénoïde est

par
ouru par un 
ourant permanent I. Utiliser le résultat pré
édent pour obtenir l'expression du 
hamp

magnétique 
réé en un point M sur l'axe du solénoïde (axe des z).

(
) Utiliser le théorème d'Ampère pour obtenir l'expression du 
hamp magnétique 
réé dans un solénoïde de

longueur in�nie et par
ouru par un 
ourant permanent I.
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Exer
i
e 05 :

On dispose d'un 
adre mobile ABCD, initialement dans le plan Oyz, pouvant tourner autour d'un �l suspendu

aux extrémités et �xés aux milieux des 
�tés AB et CD (voir �gure 
i-dessous). Le 
adre est par
ouru par un


ourant permanent I dans le sens ABCDA, alors qu'un 
hamp magnétique ~B = B~j 
onstant.

(a) En utilisant la loi de Lapla
e, expliquer dans quel sens va tourner le 
adre.

(b) Cal
uler le 
ouple de rotation en fon
tion de l'angle de rotation.

(
) Cal
uler l'énergie potentielle du 
adre.


orrigé page : 115
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Figure 7.1 � Cadre mobile par
ouru par un 
ourant permanent I et plongé dans un 
hamp magnétique 
onstant ~B.

7.3 
orrigés :

Exer
i
e 01 :

Figure 7.2 � Fil 
ondu
teur de longueur ℓ par un 
ourant permanent I.

(a) La loi d'Ohm lo
ale s'é
rit :

~j = σ · ~E

où ~j est le ve
teur densité du 
ourant , σ la 
ondu
tivité éle
trique et ~E le ve
teur 
hamp éle
trique au sein

du 
ondu
teur, ave
 l'intensité du 
ourant I :

I =

∫∫

~j · d~S

Considérons le 
as où ~j est 
onstant dans toute la se
tion S du �l 
ondu
teur, nous aurons don
 :

I = jS

ave


j = σ E


e qui donne

I = σ E S

D'autre part, on sait que

V2 − V1 = −
2

∫

1

~E · d~ℓ = −E ℓ

puisque le 
hamp éle
trique est 
onstant. Ce qui donne

V1 − V2 = E ℓ

Mais on sait que

E =
I

σ S
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En remplaçant dans l'expression 
i-dessus, on trouve

V1 − V2 =
ℓ

σ S
I

On re
onnait la loi d'Ohm ma
ros
opique

V1 − V2 = R I

Par identi�
ation, on trouve l'expression de la résistan
e R du �l 
ondu
teur

R =
ℓ

σ S
=

ρ ℓ

S

ou en
ore

R =
ℓ

σ π(d2 )
2
=

1

5.8× 107 · π(0.42)2 × 10−6
= 0.031Ω

(b) L'intensité du 
ourant éle
trique est donné par

I = σ E S = 5.8× 107 × 0.5× π(0.42)2 × 10−6 = 16.1A

(
) La d.d.p appliquée entre les bords du �l est égal à

V1 − V2 = R I = 0.031× 16.1 = 0.50V

(d) la vitesse moyenne des 
harges est donnée par

v =
j

n q

où n est le nombre de 
harge par unité de volume et q la valeur absolue de la 
harge élémentaire. Le 
al
ul

numérique donne

v =
I

n q S
=

16.1

π(0.42)2 × 10−6 × 13.6× 109
= 2.14× 10−3m/s

(e) La puissan
e dissipée par e�et joule est donnée par :

Pd = (V1 − V2)I = 0.50× 16.1 = 8.01 Joule/s

(f) L'énergie dissipée Ed par e�et joule pendant une minute est égale à

Ed = Pd T = 8.01× 60 = 480.6 Joule

Exer
i
e 02 :

Rappel : un aimant est un matériau 
onstitué de molé
ules, elles même peuvent être 
onsidérées 
omme des

aimants minus
ules, qui attirent des objets extérieurs en fer, ou 
ontenant du fer du 
obalt ou du Ni
kel.

En présen
e d'un aimant, un 
lou de fer va se 
omporter 
omme un aimant. En temps normal, les atomes

qui 
omposent le 
lou sont orientés de manière aléatoire. En fait, 
e sont les ve
teurs moments dipolaires

des dip�les magnétiques des éle
trons non appariés qui sont dirigés dans des dire
tions aléatoires, telle que

la somme ve
torielle de tous les moments est nulle. Le 
lou n'a au
un pouvoir d'attra
tion. Si à présent on

appro
he du 
lou en fer un aimant permanent, les ve
teurs moments dipolaires du 
lou vont s'orienter sous

l'e�et du 
hamp magnétique de l'aimant, le 
lou se 
omportera lui même 
omme un aimant. Tous les métaux ne

sont pas des 
orps magnétiques, et tous les 
orps magnétiques ne sont pas des métaux. La terre elle même est

un gros aimant. Les aimants permanents 
ontiennent presque toujours des atomes d'au moins un des éléments


himiques suivants : fer, 
obalt, ou un membre de la famille des lanthanides( terres rares) 
omme le Néodyme

(Nd).

(a) Il est impossible de séparer le p�le sud et le p�le nord d'un aimant : A 
haque fois qu'on 
oupe un aimant

on obtient deux aimants plus petits 
ontenant un p�le nord et un p�le sud. Il est en e�et impossible d'isoler

les p�les magnétiques 
omme on isole des 
harges éle
triques.

(b) Oui, la propreté d'attra
tion des aimants peut être 
ommuniquée à une piè
e en fer, 
omme il a été déjà

expliqué 
i -dessus.

(
) En fait, la propriété d'attra
tion des aimants est sensible à la température. En e�et, on dé�nit la température

de 
urie, ou point de 
urie qui est la température Tc au dessus de laquelle les matériaux (ferromagnétique)

perdent leur aimantation.
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Matériaux Tc (K)

Co (
obalt) 1388

Fe Fer 1043

Ni (Ni
kel) 627

CO2 386

(d) La for
e magnétique appliquée par un aimant sur une boussole n'est pas radiale. Elle n'est pas portée par

la droite reliant l'aimant et la boussole.

(e) C'est justement 
e qu'a remarqué le physi
ien danois Hans Oersted en 1820 lors d'une expérien
e en présen
e

de ses étudiants sur l'utilisation de la pile de Volta dans un 
ir
uit éle
trique. Il remarqua qu'au passage

d'un 
ourant éle
trique au voisinage d'une boussole, 
elle-
i se dévie de sa dire
tion naturelle (elle pointe

vers le nord géographique de la terre). Cette expérien
e lui a fait 
omprendre qu'il était tout à fait possible

de produire du magnétisme à partir d'un 
ourant éle
trique. On vient de dé
ouvrir une deuxième sour
e de

magnétisme autre que les pierres naturelles, mais qui est 
omplètement gérable à volonté !

Exer
i
e 03 :

(a) Selon la loi de Biot et Savart, on a :

dB(M) =
µ0

4π

Id~ℓ ∧−−→
PM

|−−→PM |3
ave


|−−→PM | = R

cos θ

où θ est l'angle qu fait le rayon du 
er
le R et la droite

−−→
PM . D'autre part, on a

|Id~ℓ ∧ −−→
PM | = |Idℓ||−−→PM | sin(d~ℓ,−−→PM)

ou en
ore

|Id~ℓ ∧−−→
PM | = IdℓPM cos θ = IRdℓ

Aussi, on a

Figure 7.3 � Un �l 
ondu
teur supposé in�ni le long de l'axe des z par
ouru par un 
ourant permanent I.

OP = ℓ = R tan(θ)

Ce qui donne

dℓ =
R

cos2 θ
dθ

En remplaçant 
es expressions dans l'équation 
i-dessus, on obtient

dB(M) =
µ0

4π
IR

R

cos2 θ

cos3 θ

R
dθ =

µ0

4π

I

R
cos θdθ

Le sens du 
hamp magnétique 
réé par le �l 
ondu
teur en M est obtenu en utilisant la 
onvention du tire-

bou
hon. 
'est ainsi que ~B est perpendi
ulaire au plan 
ontenant l'élément d~ℓ et le ve
teur
−−→
PM . Le module
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du 
hamp magnétique 
réé en M par un �l 
ondu
teur supposé in�ni, s'obtient en intégrant l'expression

par rapport à θ de θ = −π
2 et θ = −π

2 , à savoir :

B(M) =
µ0

4π

I

R

π
2

∫

−π
2

cos θdθ =
µ0I

2πR

Dans le système de 
oordonnées 
ylindriques, le 
hamp magnétique ~B s'é
rit :

~B(R) =
µ0I

2πR
~uθ

Le 
hamp a une symétrie 
ylindrique puisqu'il ne dépend que de R.

(b) la 
ir
ulation du 
hamp magnétique ~B le long d'un 
er
le du rayon R est égale à :

∮

~B · d~l =
2π
∫

0

µ0I

2πR
· ~uθ(Rdθ~uθ) = µ0I

La 
ir
ulation d'un 
hamp magnétique ~B le long d'un 
ir
uit fermé (
er
le de rayon R) est égale à µ0 fois

l'intensité du 
ourant éle
trique qui traverse la surfa
e du 
er
le. On vient de véri�er le théorème d'Ampère


on
ernant la 
ir
ulation d'un 
hamp magnétique 
réé par un 
ourant permanent le long d'un 
ontour fermé !

Exer
i
e 04 :

(a) On utilise le système de 
oordonnées 
ylindriques dans lequel un élément de dépla
ement sur la bou
le s'é
rit


omme :

d~ℓ = dℓ~uθ

D'autre part, le 
hamp magnétique en un point sur l'axe des z est perpendi
ulaire à d~ℓ. Il a don
 seulement

Figure 7.4 � Un 
ondu
teur éle
trique sous forme de 
er
le (spire)est par
ouru par un 
ourant éle
trique permanent

I

deux 
omposantes, une suivant ~uρ et l'autre suivant ~uz, à savoir

~B(M) = Bρ~uρ +Bz~uz

On dit que le 
hamp magnétique est poloïdal. En e�et, l'élément d~ℓ 
rée en M un 
hamp magnétique :

d~B(M) =
µ0

4π

Id~ℓ ∧−−→
PM

|−−→PM |3

ave
 −−→
PM =

−−→
OM −−−→

OP = OM~uz −R~uρ

Ce qui donne

d~B(M) =
µ0I

4π|−−→PM |3
dℓ~uθ ∧ (OM~uz −R~uρ)
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D'autre part, on sait que

~uθ ∧ ~uz = ~uρ , ~uθ ∧ ~uρ = −~uz

et

OM = z , |−−→PM | =
√

z2 +R2 , dℓ = Rdθ

Ce qui donne

d~B(M) =
µ0I

4π(z2 + R2)
3

2

[

z Rdθ~uρ +R2dθ~uz

]

Le 
hamp magnétique en M est la 
ontribution de tous les éléments de 
ourant éle
trique sur la bou
le. Il

est don
 obtenu en intégrant l'expression 
i-dessus par rapport à θ de 0 à 2π :

~B(M) =
µ0I

4π(z2 +R2)
3

2



z R

2π
∫

0

dθ~uρ −R2

2π
∫

0

dθ~uz





Remarquons que le ve
teur

2π
∫

0

dθ~uρ est nul 
ar 
'est la résultante d'une somme 
ontinue de ve
teurs de même


omposante mais de dire
tions qui s'annulent mutuellement en faisant le tour du 
er
le 
omplet. Par 
ontre,

les 
ontributions des éléments d~ℓ selon l'axe des z s'ajoutent, 
e qui donne �nalement l'expression du 
hamp

magnétique 
réé en un point z par une bou
le de rayon R par
ourue par un 
ourant éle
trique 
ontinue I
sous la forme :

~B(z) =
µ0I

2

R2

(z2 +R2)
3

2

~uz

(b) Un solénoïde est 
onstitué d'un enroulement d'un �l 
ondu
teur autour d'un 
ylindre (les spires ne se

tou
hent pas 
ar re
ouvertes d'une matière isolante). On suppose que 
e �l est su�samment min
e pour

pouvoir modéliser 
e solénoïde 
omme une juxtaposition de spires 
oaxiales, ave
 n spires par unité de

longueur. Chaque spire est par
ourue par le même 
ourant permanent (
ontinu) I. Dans 
e 
as, un élément

Figure 7.5 � Solénoïde in�ni par
ouru par un 
ourant permanent I

de 
ourant égal à n dzId~ℓ (le produit de Id~ℓ par le nombre de spire selon z : n dz) 
rée en un point z sur

l'axe du 
ylindre un élément de 
hamp magnétique égal à

d~B(z) =
µ0

4π

n dzId~ℓ ∧ −−→
PM

|−−→PM |3

ou en
ore (en utilisant le résultat obtenu pour une bou
le) :

d2~B(z) =
µ0I

4π

R2 n dzdθ

(z2 +R2)
3

2

~uz

Le 
hamp magnétique 
réé en un point z sur l'axe du 
ylindre par un solénoïde supposé in�ni est obtenu

par l'intégration de l'expression 
i-dessus par rapport à θ de 0 à 2π et z de −∞ à ∞ :

~B(z) =
µ0InR2

4π

2π
∫

0

dθ

+∞
∫

−∞

dz

(z2 +R2)
3

2

~uz =
µ0InR2

2

+∞
∫

−∞

dz

(z2 +R2)
3

2

~uz
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On utilise le 
hangement de variable suivant :

z = R tan t ave
 dz =
Rdt

cos2 t

Après 
al
ul simple, on aura

+∞
∫

−∞

dz

(z2 +R2)
3

2

=
1

R2

[

z

R2 + z2

]

=
2

R2

Ce qui donne en�n

~B(z) = nµ0I~uz

(
) Considérons un solénoïde in�ni 
omposé de n spires par unité de longueur, par
ouru par un 
ourant per-

manent I. Étant donnée la géométrie du solénoïde, on adopte le système de 
oordonnées 
ylindriques ave


l'axe z le long de l'axe du 
ylindre formé par le solénoïde. La densité du 
ourant éle
trique est suivant la

dire
tion ~uθ, à savoir

~J(ρ, θ, z) = J(ρ)~uθ

. Puisque le ve
teur densité de 
ourant ~J est suivant ~uθ, le 
hamp magnétique produit doit être perpendi-


ulaire à ~uθ. Sur l'axe du solénoïde le 
hamp magnétique 
réé par un 
ourant 
ontinu par
ourant 
elui-
i

est suivant ~uz. En un point quel
onque à l'intérieur du solénoïde le ve
teur 
hamp magnétique est aussi

dirigé suivant l'axe des z. En e�et, il est fa
ile de véri�er que la plan (~uρ, ~uθ) est un plan de symétrie pour

le 
hamp magnétique ; 
'est à dire qu'à un élément de 
ourant à une distan
e z de 
e plan 
réant un 
hamp

magnétique en un point sur 
e plan on peut toujours trouver un autre élément de 
ourant en −z du plan

qui 
réé sur le même plan un 
hamp magnétique tel que la somme des deux ve
teurs est suivant z. D'autre
part, le plan (~uρ, ~uz) est aussi un plan de symétrie par rapport au 
hamp magnétique. Cela veut dire que le


hamp magnétique ne peut pas avoir une 
omposante suivant ~uθ. Par 
onséquent, on a

~B(ρ, θ, z) = B(ρ)~uz

. On applique le théorème d'Ampère sur trois 
ontours fermés di�érents : C1 un 
ontour re
tangulaire de

longueur ∆ℓ situé entièrement à l'intérieur du solénoïde, C2 entièrement à l'extérieur et C3 � à 
heval� sur

les spires.

Figure 7.6 � Appli
ation du théorème d'Ampère à un solénoïde in�ni.

Contour 1

La 
ir
ulation du 
hamp magnétique le long du 
ontour fermé ABCDA est nul 
ar au
un 
ourant éle
trique

ne passe à travers la surfa
e délimitée par 
e 
ontour (le 
ontour étant à l'intérieur du solénoïde) :

∮

~B · d~ℓ =
B
∫

A

~B · d~ℓ +
C
∫

B

~B · d~ℓ+
D
∫

C

~B · d~ℓ+
A
∫

D

~B · d~ℓ = 0

Les 
ir
ulations du 
hamp magnétique le long des tronçons BC et DA sont nulles 
ar le 
hamp magnétique

y est perpendi
ulaire (il a une seule 
omposante suivant z)

C
∫

B

~B · d~ℓ +
A
∫

D

~B · d~ℓ = 0
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Il nous reste don


B
∫

A

~B · d~ℓ +
D
∫

C

~B · d~ℓ = 0

Prenons 
es droites de longueurs très petites AB = CD = ℓ de telle façon que le 
hamp magnétique y est


onstant. On peut don
 é
rire

~B · −−→AB + ~B · −−→CD = BABℓ−BCDℓ = 0

ou en
ore

BAB = BCD

Le 
hamp magnétique est le même en tout point à l'intérieur du solénoïde (uniforme) : il ne dépend ni de ρ
ni de θ ni de z.
Contour 2 :

Puisque au
un 
ourant ne passe à travers la surfa
e de 
e 
ontour, on obtient :

∮

~B · d~ℓ =
B
∫

A

~B · d~ℓ +
C
∫

B

~B · d~ℓ+
D
∫

C

~B · d~ℓ+
A
∫

D

~B · d~ℓ = 0

Le 
hamp magnétique doit être le même en tout point à l'extérieur du solénoïde (même en un point très

éloigné du solénoïde) ; mais puisque le 
hamp magnétique en un point très éloigné de la sour
e doit être nul,

on 
on
lut qu'il doit être aussi nul au voisinage du solénoïde.

Contour 3

Pour le 
ontour 3 on a :

∮

~B · d~ℓ =
B
∫

A

~B · d~ℓ+
C
∫

B

~B · d~ℓ +
D
∫

C

~B · d~ℓ+
A
∫

D

~B · d~ℓ = −nℓµ0I

Car le nombre de spires qui passent à travers la surfa
e de 
e 
ontour est nℓ, don
 nℓI passent à travers. Le

signe moins indique que, selon la 
onvention, le 
ourant I positif 
orrespondant au 
ontour orienté devrait

sortir de la page et non pas rentrer, 
omme 
'est le 
as i
i.

La 
ir
ulation

B
∫

A

~B · d~ℓ

est nulle 
ar le 
hamp ~B y est nul. Aussi, les 
ir
ulations

C
∫

B

~B · d~ℓ =
D
∫

A

~B · d~ℓ = 0


ar le 
hamp ~B y est perpendi
ulaire au 
ontour. Il nous reste juste la 
ir
ulation

D
∫

C

~B · d~ℓ = −nℓµ0I

On 
hoisit un droite CD = ℓ très petite de telle sorte que le 
hamp magnétique y est 
onstant. On peut

é
rire :

D
∫

C

~B · d~ℓ = ~B · −−→CD = Bz(ρ)~uz · ℓ(−~uz) = −ℓBz(ρ) = −nℓµ0I

ou en
ore

Bz(ρ) = nµ0I

Finalement, le 
hamp magnétique à l'intérieur du solénoïde est donnée par :

~B = nµ0I~uz

alors qu'il est nul à l'extérieur du solénoïde.
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Exer
i
e 05 :

(a) Lorsqu'un �l 
ondu
teur, par
ouru par un 
ourant permanent I, est pla
é dans un 
hamp magnétique ~B
(
onstant) 
haque élément d~ℓ du �l subit une for
e de Lapla
e égale à :

d~F = Id~ℓ ∧ ~B

On suppose que le 
adre ABCD est sur le plan Oyz et le 
hamp magnétique uniforme :

Figure 7.7 � Cadre mobile par
ouru par un 
ourant éle
trique permanent I plongé dans un 
hamp magnétique


onstant.

~B = B~uy

A l'instant où on met le 
adre dans la région où règne le 
hamp magnétique ~B, les 4 
otés du 
adre subissent

les for
es suivantes :

For
e sur le 
oté AB : d~ℓ ∧ ~B = ~0 
ar d~ℓ est parallèle à ~B :

~FAB = ~0

For
e sur le 
oté CD : d~ℓ ∧ ~B = ~0 
ar d~ℓ est parallèle à ~B :

~FCD = ~0

For
e sur 
oté DA :

d~FDA = Id~ℓ ∧ ~B = I(dℓ~uz) ∧ (B~uy) = IdℓB(−~ux) = −IdℓB~ux

La for
e appliquée sur la ligne entière DA est obtenue par intégration entre − b

2
et

b

2

~FDA =






−IB

b
2

∫

− b
2

dℓ






· ~ux = −IBb~ux

La for
e ~FDA est représentée par symétrie en A′
.

For
e sur le 
oté BC :

d~BBC = Id~ℓ ∧ ~B = I(dℓ~uz) ∧ (B~uy) = −Idℓ~ux

La for
e appliquée sur la ligne entière BC est obtenue par intégration entre

b
2 et − b

2

~FBC =






−IB

− b
2

∫

b
2

dℓ






· ~ux = IBb~ux

On voit bien que la somme des for
es qui s'appliquent sur le 
adre ~FDA et ~FBC est nulle, et pourtant ça

tourne ! Pour 
ara
tériser 
e mouvement, on 
al
ule le moment de 
es deux for
es par rapport à l'axe oz,
autour duquel le 
adre tournera :

~M/O =
−−→
OA′ ∧ ~FDA +

−−→
OB′ ∧ ~FBC
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ou en
ore

~M/O =
a

2
(−~uy) ∧ (−IB b) · ~ux +

a

2
~uy ∧ IB b~ux


e qui donne

~M/O = a bIB(~uy ∧ ~ux)

~M/O = −a bIB~uz

Ce moment ~M/O donne naissan
e à une a

élération angulaire qui fait tourner le 
adre autour de l'axe z
dans la dire
tion représentée sur la �gure 
i-dessous.

Figure 7.8 � Sens de rotation du 
adre par
ouru par un 
ourant permanent I dans un 
hamp magnétique uniforme

~B.

(b) Ce moment va faire tourner le 
adre à partir du repos, en faisant un angle α ave
 l'axe oy. Les for
es ~FDA

et ~FBC sont représentées 
i-dessous. Les moments des for
es ~FDA et ~FBC sont donnés par :

Figure 7.9 � Sens de rotation du 
adre en fon
tion d'un angle α.

~M/O =
−−→
OA′ ∧ ~FDA +

−−→
OB′ ∧ ~FBC

ou en
ore

~M/O =
a

2
FDA sin(

−−→
OA′, ~FDA)~uz +

a

2
FBC sin(

−−→
OB′, ~FBC)(−~Uz)

L'angle entre

−−→
OA′

et ~FDA est égal à π/2 + α ave


sin(π/2 + α) = cosα

On obtient don
 :

~M/O = −a

2
(FAB cosα+ FBC cosα)

~M/O = −a bIB cosα~uz

Remarquons que dans le 
as où α 6= 0, les éléments de for
es d~FAB et d~FDC ne sont plus nuls 
ar sur les


otés AB et CD, les éléments d~ℓ et ~B ne sont plus parallèles entre eux.

d~FAB = Id~ℓ ∧ ~B 6= ~0

d~FDC = Id~ℓ ∧ ~B 6= ~0

mais 
es for
es sont dirigées suivant l'axe de rotation dans deux dire
tions opposées : elles ne 
ontribuent

pas don
 à la rotation du 
adre.
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CHAPITRE 7. MAGNÉTOSTATIQUE 7.3. CORRIGÉS :

(
) L'énergie potentielle d'un 
ir
uit par
ouru par un 
ourant I, pla
é dans un 
hamp magnétique ~B est donnée

par :

Ep = −~m · ~B
~m est le moment magnétique (mesuré en A.m2

)du 
ir
uit donné par :

~m = IS~n

où S est la surfa
e du 
ir
uit éle
trique (
adre) et I le 
ourant éle
trique par
ourant le 
ir
uit. Le ve
teur ~n
est un ve
teur unité perpendi
ulaire à la surfa
e selon la 
onvention suivante :

~S = ab~k


e qui donne

Ep = −m ·B cos(~m, ~B)

Ep = −IS B cos(
π

2
,−α)

Ep = −mS B sinα
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