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Avant-Propos

Ce polycopié est destiné aux étudiants inscrits en deuxieme année
formation préparatoire.

Le contenu de ce polycopié, correspond au programme officiel de la
matiére enseignée en semestre trois. Il contient des exercices résolus sur
la mécanique rationnelle 1. Les solutions sont détaillées et permettent a
I'éleve de compléter sa compréhension du cours. Ce polycopié contient
trois parties d’exercices corrigés :

1. Les outils mathématiques.
2. La Statique du solide (statique analytique, statique graphique et
statique avec frottement).

3. La cinématique du solide.
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| I. Outils Mathématiques

I.1. CALCUL VECTORIEL

EXERCICE 01 :

Soient trois points A(—3,4) ; B(—2,1) et C(1,—1) repérés dans un repére R(0,1,)).
1. Représenter graphiquement les vecteurs AB, AC et AD = AB + AC.

2. Calculer les composantes du vecteur AD.

CORRIGE :
1. Représentation graphique des vecteurs
a. On représente le vecteur AB d’origine le point A.

A y

A

5
/
A o~y

IR 4
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b. On représente le vecteur AC d’origine le point A.

c. On construit le représentant du vecteur AC d’origine le point B (point extrémité du
vecteur AB ). Ce vecteur a par conséquent méme direction, méme sens et méme norme
que le vecteur AC eta pour origine B et I'autre extrémité le point D.

Finalement on représente le vecteur AD d’origine A.

2. Calculons les composantes du vecteur AD.

XB _xA)

Le vecteur AB a pour coordonnées : (
p YB — Y4

2=

Le vecteur AC a pour coordonnées : (;? : ;j) = ( 143 ) = ( § )

D’otl le vecteur AD a pour coordonnées : ( 1 ) + ( 4 ) = ( > )

EXERCICE 02 :

Soit un parallélogramme ABCD de centre O.

1. Représenter les transformés respectifs des points A,B et O par la translation de
vecteur AB.

2. Représenter les transformés respectifs des points A4,B et O par la translation de
vecteur AD.

3. Représenter les transformés respectifs des points A,Bet O par la translation de

vecteur OC.

CORRIGE :

2 L. TENNOUGA & S. KHELLADI
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1. Représentons les transformés respectifs des points A,B et O par la translation de
vecteur AB.
e La translation du vecteur AB transforme le point A en B. On dit que le point B est

I’image du point A par la translation du vecteur AB.

A B

e Le point B est transformé en B’ par la translation de AB. En effet, le vecteur BB’ a
la méme direction, méme sens et méme norme que AB. Autrement dit, la

translation du vecteur BB’ et la translation du vecteur AB sont la méme

transformation.

v

AB

e Le point O est transformé en O’par la translation du vecteur AB . En effet, le
vecteur 00’ a méme direction, méme sens et méme norme que le vecteur AB.
Autrement dit, la translation de vecteur 00’ et la translation de vecteur AB sont
la méme transformation. On peut noter 100’ = 4B.

A _B
AB
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2. Représentons les transformés respectifs des points A, B et O par la translation de vecteur

AD.

e La translation de vecteur AD transforme le point Aen D.

A B
i >O< ;
D C

e Le point B est transformé en C par la translation du vecteur AD. En effet, le

vecteur BC a méme direction, méme sens et méme norme que le vecteur AD .

Autrement dit, la translation de vecteur BC et la translation de vecteur AD sont la

A B
f >O< ;
D C

e Le point O est transformé en O” par la translation de vecteur AD. En effet, le

méme transformation.

A - - A A o~
vecteur 00” a méme direction, méme sens et méme norme que le vecteur AD.

Autrement dit, la translation de vecteur 00” et la translation de vecteur AD sont

la méme transformation.

A B
f ;0< ;
D / C
O'F
4 L. TENNOUGA & S. KHELLADI
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3. Représentons les transformés respectifs des points A,B et O par la translation de
vecteur OC .

o Le point A est transformé en O par la translation de vecteur OC . En effet, le

vecteur A0 a méme direction, méme sens et méme norme que le vecteur OC.

Autrement dit, la translation de vecteur AO et la translation de vecteur OC sont

la méme transformation.

e Le point B est transformé en par la translation de vecteur OC. En effet, le
vecteur BB” a méme direction, méme sens et méme norme que le vecteur 0cC.

Autrement dit, la translation de vecteur BB” et la translation de vecteur 0C sont

la méme transformation.

e Latranslation de vecteur OC transforme le point O en C.

5 L. TENNOUGA & S. KHELLADI
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EXERCICE 03 :

A et B deux points de coordonnées cartésiennes: A(2, 3,—3), B(5,7,—3). Déterminer:
1. Les composantes du vecteur AB.

2. Le module de 4B.

3. La direction de 4B.

4.Le sens de AB.

5. Représenter graphiquement le vecteur AB

CORRIGE :
. . BT 5-2 3
1. Les composantes de AB: AB=|Yp—Ya|=|7-3|=|4
Zgp —Zp -3+3 0

2.Lemodulede 4B:  ||4B||=/(3)%2+ (4)2=>5

3. La direction :

. 4B = |7l ||[AB||. cosa = cosa === 0,6 = a = 53,13°; a = (1;4B)

—_—

\ 7. 4B = |IjII.|AB||. cosB = cosp === 0,8 = B = 36,87°; B = (J;AB)

oU‘lI-PU'lIUO

—_—

| k. 4B = ||k||. ||AB||. cosy = cosy = =02y =90%y= (k;4B)

Le support se trouve dans le plan (Oxy)

4. Le sens : Toutes les composantes sont positives, AB est orienté positivement suivant

les 2 axes (Ox) et (0y).

5. Représentation graphique de AB

6 L. TENNOUGA & S. KHELLADI
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EXERCICE 04 :

ABC est un triangle quelconque.

P

1. Placer les points D, E et F tels que AD = %E +%ﬁ ; BE = —%ﬁ?) et F estle
milieu de [AC].

2. Exprimer, en justifiant, le vecteur AB en fonction de FE .
3. a. Exprimer le vecteur AE en fonction de AB et AC.

b. En déduire un réel k tel que AD = k AE.

c. Que peut-on alors conclure ?

4. a. Placer le point M tel que : MA-3MB =0
b. Placer le point G symétrique de F par rapporta C.
c. Montrer quem = %Hf et GD = %ﬁ

d. En déduire la nature du quadrilatéere AMDG.

CORRIGE :

1. Plagons les points D, E et F

M D
E
. *
A F C G
7 L. TENNOUGA & S. KHELLADI
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2. Dans le triangle ABC, E est le milieu de [BC] et F est le milieu de [AC]

Donc d’apres le théoreme des milieux AB = 2 FE.

3. a. Exprimons le vecteur AE en fonction de 4B et AC

—_—

AB +

—_—

AE=AB+BE=AB—§CB=AB—§(CA+AB)= AC

N =
N| =

b. En déduire un réel k tel que AD =k AE.

— 3

—_— 3—> —_
AD_E B+§AC—3< AB +

N[ -
N =
al

) = 3 AE
c. Les vecteurs AD et AE sont colinéaires et les points 4, D et E sont alignés.

4. a. Plagons le point M tel que : MA - 3MB =0

R — R — —_— — R — —_— —_— 3 —_—
MA —-3MA—-34AB =0= —2MA =3AB = AM =§AB
b. Placons le point G symétrique de F par rapporta C
le point G symétrique de F par rapporta C, d’ou C estle milieu de [FG] et FC=CG

c. Montrons que GA = %E‘f et GD = %ﬁ

GA =GC+CA=CF+CA=§CA+CA=ECA

CD = CA+ 4D = SCA+ 4B + S4C = > 4B
- T2 2 )

d. En déduire la nature du quadrilatere AMDG.

—_—

Ona: GD =§ﬁ etﬂlff:%ﬁ = GD = AM

D’ou le quadrilatere AMDG est un parallélogramme.

8 L. TENNOUGA & S. KHELLADI
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EXERCICE 05 :
On considére dans le repére R(O, i,7, E) les vecteurs :

V,=1+2f—-3k

V, =31—2j+3k

Vs = 31— 4] + 2k

1. Calculer la norme des vecteurs 171, 172 et 173

2. Calculer les composantes et les normes des vecteurs A et B définis par:
A=V +V,+Vs et B=V, +V,—V;

3. Calculer le produit 171. 72

4. Déterminer les composantes du produit I71 A 172

5. Déterminer les composantes du produit 171 A ( 172 A 173)

CORRIGE :

1.Lanorme des vecteurs V;, V5, V3

7]l = V(D)? + (2?7 + (=3)2 = V14

IVl = V(3% + (=2)2 + 3)2 = V22

7]l = V32 + (=42 + (2)2 = V29

- -

2. Les composantes et les normes des vecteurs A et B:

7
A=Vi+V+V3=1+3+3)+Q2-2-4)]+ (=3+3+2)k =7i — 4] + 2k=|—4
2
= [|4] = V(72 + (=97% + (2)? = V69
- — - - = - 1
B=V+V,=V3=(14+3-3)I+2—-2+4)j+(-3+3-2)k=T+4j—2k=| 4
-2
9 L. TENNOUGA & S. KHELLADI
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= 1Bl = VA2 + (@)% + (—2)? = V21

3.V,.V, = (i + 2] = 3k).(3T = 2j + 3k) = 1.3+ 2.(=2) + (=3).3 = 10

! 3 (2).(3) = (=3).(-2) 0
4ViAV, =2 [A]|-2|=](=3).B)-D.(3) [=]-12
-3l 13 D.(-2) - 3).(2) -8

1 3 3 1 8 -3

5. Vin (VoA V) =] 2 /\(-2 /\—4>= 2|A|l3]|=|-18

-3 3 2 -3l -6l 1-13

EXERCICE 06 :

Pourlesvecteurs: V; =2t —j+5k ; V, = —3i+37—6k ; V;=—20+4j+k

Calculer: Vi.Vy; Vi.Vy; Vo.Vy; Vi AV s Vo AV VAV V. (Vo AVR); Vi A (VA V)

CORRIGE :
Vi.V, = (21 — j + 5k). (=37 + 3] — 6k) = 2.(=3) + (=1).3 + 5.(=6) = —39
Vi.V; =VE = (21 =] + 5k). (21 = j + 5k) = 2.2 + (=1).(=1) + 5.5 = 30

V. Vy = V§ = (=31 + 3] — 6k). (=37 + 3] — 6k) = (=3)2 + (3)2 + (=6)% = 54

2 3 |CDEe =36 (-9 )
VAV, =|=1|a] 3| =](=3).5) - 2).(=6)| = |-3| = =97 — 37 + 3k

51 I-6l [2).3-3).¢-1| I3
I = I B
VZ A V3 =|3(A[4]|=]15

—6 1 —6
I o’ I R —27 L
V3/\V2 =4 |A|3]|=]|-15]= —Vz/\Vg

1 -6 6
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2| |27

Vi.(iZAV5) =|-1|.|15|=54-15-30=9=V;.(V; AV3)
51 1-6

o 2| |27 |-69| _ . .

Vi A(Vo AVS) = |=1|A (15| = |147| = V,. (V. V5) = V5. (V1. V;)
51 1-6 57

EXERCICE 07 :

On donne les vecteurs suivants :
V,=31+5 ; V,=xi+4f+zk ; Vy=6i—yj—k et V, =20+5]+7k
1. Déterminer x et z pour que les vecteurs 171 et 172 soient colinéaires.

2. Déterminer la valeur de y pour que les vecteurs 173 et V; soient perpendiculaires.

CORRIGE :
1.V et V; sont colinéaires, alors: VAV, =0 |5|Al4|=| -3z |=|0|=> {x _12
ol 'z 12 — 5x 0 5
2.V3 et V, sont perpendiculaires, alors : V3.V, =0 & |—-y|.|5|=12-5y—-7=0=
—11 17

y=1

EXERCICE 08 :

Démontrer que :

(AAB).(CAD) = (4.6).(.5) - (4.5).(B.0)

CORRIGE :

— -

Posons: (AAB) =V

— =

(AAB).(CAD)=V.(CAD)=D.(VAC) = C.(DAV) permutation cirulaire

11 L. TENNOUGA & S. KHELLADI
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Le produit scalaire est commutatif, d’ou :

(AAB).(CAD) = (4.¢).(B.D) - (4.5).(B.¢)

EXERCICE 09 :

Démontrer que la surface d’un parallélogramme de cotés 4 et B est |4 A B||

CORRIGE :

La surface S d'un parallélogramme est :

s =|lAllx

sin(/f,l;—?)) =sina = ﬁ > h= ||§||.Sina

Soit: 5 = [|A]|.||B|-sina = |4 B|

EXERCICE 10:
Démontrer qu’étant donné trois vecteurs A B, Cona:
0

ANBAC)Y+C A(ANB)+B A(CA A) =

CORRIGE :

On utilise la formule du double produit vectoriel
An(BAd)=B.(A.8)-¢(A.F) - @

EA(AnE)=A(C.B)-B(C.A) - @

12 L. TENNOUGA & S. KHELLADI
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La somme de (1), (2) et (3) donne:
B.(A.6)=C.(A.F)+ 4. (C.B)~B.(C.4)+C.(B.A) —4.(B.0)
Le produit scalaire est commutatif alors :

(4.—A).(C.B) + (B—F).(A.0)+ (= ).(4.) =0

EXERCICE 11 :

Soit le repere orthonormé R(0,7,7, E) et (7)_() I/T/) trois vecteurs non nuls. Si on a

'égalité suivante : V A X = W. Rechercher I’équation vectorielle donnant X en fonction

de VetW.

CORRIGE :

V et W étant deux vecteurs connus non nuls, existe-t-il un vecteur X tel que: VAX=W
w

<!

et W doivent étre orthogonaux et X et W aussi par propriété du produit vectoriel.

Cherchons d’abord une solution particuliere avec )?p, tel que: V1 )?p = V. )_()p = 0.

Alorsona: V A )?p =W.

En multipliant vectoriellement par V I’équation VA )?p = W, on obtient :

—

FA(FAZ)=V AW ouben V.(V.%,) = %,.(7.V) =V W

14
. WAV
=>XP= V2
VAX, =W 1
Onaainsi:j_, f _ (1)
VAX=W (2)

D’ou (2) — (1) nous donne la solution générale X

13 L. TENNOUGA & S. KHELLADI
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VAX-VAX,=0 e VAX-X,)=0

EXERCICE 12 :

Soit un carré ABCD de c6té a, tel que I est le milieu de [AD]. Montrer que la mesure de

'angle ACI = a est indépendante de a.

CORRIGE :
Le triangle ABC est rectangle isoceleen Bona:
(CA)? = (AB)? + (BC)? = 2a?

De méme, le triangle DCI est rectangle en D :

a\? 5
2 _ 2 224 (2) 22,2
(CD? = (CD)? + (DI)? = a® + (2) =a
Or le produit scalaire de :
CA.CI = ||CA|| ||CI||.cosa = a\/E.E\/g. cosa = az\/;.cosa (D)
14 L. TENNOUGA & S. KHELLADI
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cA.tl = 5 (|| + el - |21 - CAl") = 5 (cr + car—at) =S ()

Enrésumé (1) = (2)

Sa? 2 SR (CA,CI) >
a® |=.cosa =—-a cosa = cos(CA, -
2 2 V10

Le cos(ﬁ,ﬁ) est constant donc la mesure de I'angle ACI est indépendante du c6té a.

EXERCICE 13 :

1. On consideére le point A(—2,4,1), les vecteurs 1(1,1,1), ¥(2,2,—4) et w(3,—1,1) et le
repére R'(A,U,¥,w).0n note x’,y’, etz les coordonnées dans ce repére. Donner les

formules analytiques du changement de repere exprimant x, y, z en fonction de x’,y’, z".

—z=3
2. on considere la droite (D) : {
xX+y=2

Utiliser le changement de repére pour donner une équation de D dans le repere
(A, 4,7, w).

3. Donner les formules analytiques du changement de repere inverse.

CORRIGE :

1. Notons R le repére initial (0,%,7,k). Un point M a pour coordonnées (x,y,z) dans
R signifie OM = x7 + yj + zk.

Si R’ désigne un autre repére (4,u, v,w) alors le méme point M a pour coordonnées
(x’,y’,z") dans R’signifie AM = x'li + y'D + z'w.

La formule de changement c’est écrire les coordonnées de I'égalité OM =04 + AM.

2l
I

N
+
<l
Il

< x

-2
=<4>+x'ﬁ+y'a+z'w
1

Mais on connait les coordonnées de u, ¥, w dans R.

15 L. TENNOUGA & S. KHELLADI
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x =2 1 2 3
(»)- ( ; >+x’<1>+y’( : >+zr<_1)
z 1 1 -4 1

D’ou I'égalité de changement de repere :

x=-2+x +2y +3z2"
y=4+x'+2y"—z' '
z=1+x —4y +2

2. Equation de D dans le repére R'(A, U, v, W)
On remplace x,y, z par la formule obtenue dans la premiére question, on obtient :

{(4+x’+2y"—z’)—(1+x'—4y’+z’)=3 > 6y —27 =0
(—2+x"+2y"+3z')+(4+x'+2y"—z')=2 => 2x +4y +22 =0

3y'—z' =0

ou encore { qui est 'équation de D dans le repere R'(A, U, v, w)

x'+2y'+z'=0

3. les formules analytiques du changement de repere inverse

Le changement de repére R’ vers R s’écrit :

x —2+x + 2y"+ 37 x+2 x+ 2y"+ 37"
yl=|4+x+2y-72 '|> y—4 |= x +2y =72
z 1+x'—4y'+z’ z—1 x'—4y'+Z’
=x+2 X x +2y +3z"
Posons { Y =y —4 = Y |= x'+2y"—z' '
Z=z-1 Z x —4y +7

1 2 3
M=|1 2 -1
1 -4 1

16 L. TENNOUGA & S. KHELLADI
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X x' x' X x4+ 2
Y|=M|y |=|y |=M1Yy|=M1y-4
Z ’ z z—1

7

. .. . e _ 1
Ou la matrice inverse du systeme s’écrit: M~ l1=—|1 1
y 12 3 3

EXERCICE 14 :

Montrer que :

CORRIGE :

Ay By
Soient: A = Ayl et B = B,
A, B,

d . a|M&FBe| |AtBx| o p 4B
1. E(A+B)=5Ay+3y =4, +B)| =—+—

. i dt dt
A, +B, A, + B,

4
-2
0

)

17 L. TENNOUGA & S. KHELLADI
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d, .- d
2. E(A.B) = g(AXBX +A,B, + A,B,)

_dAX B + dBX+dAy B+ A dBy+dAZ B+ A dB,
Tode YT de T oae 7Y VY de oA T T dt
dAy dA, dA, dBy dB, dB,
=By~ + B2+ B L Ayt Ay — A, —
_§d£+gd§
T dt " dt

4 (AyB, — A,B)) + (A B, — A,B)| |4,B,—4,B,| |4,B,-A4,B,
3' E(A AB) = (AZBX - AXBZ) + (AZBX - AXBZ) = AZBX - AXBZ + Asz - AXBZ
(AyB, — A,B,) + (A.B, — A B,)| |AxBy, —A,B| |AB), —A,B;

dB

dA - .
=— AB+AAN—
dt

dt

EXERCICE 15:

La résultante de deux forces 131 et ﬁz est égale a 50N et fait un angle de 30° avec la force

F1=15N. Trouver le module de ﬁz et I'angle entre les deux forces.

CORRIGE :
Dans le triangle rectangle ACD, nous avons :
AC? = AD* + DC*?

AD = AB + BD = F; + F,cos0

DC = F,sinf
On obtient :
R? = (F, + Fyco0s0)? + (F,sinf)? = FZ + F} + 2F,F,cos6 (1)

Nous avons aussi :

CD CD
sina = R = CD = Rsina et sinf = = = CD = Fsinf = Rsina = F,sinf (2)
2

18 L. TENNOUGA & S. KHELLADI
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Et

_AD  F; + Fycost - 9= Rcosa — F; 3
cosa == = R cosf = F) 3)

En remplagant (3) dans (1)

R? = F} + F} + 2F;(Rcosa — F;) = F, = JRZ — F? — 2F;(Rcosa — Fy)

F, = /502 — 152 — 2.15(50c0530° — 15) = 44,44N

La relation (3), nous donne :

9= 50co0s30°— 15 — 0636
COSY="4aaa

EXERCICE 16:

Soit un cube de 1m de coté et une force F de norme 100N. Calculer :

Z
A

el

v

X

1. Les composantes du moment de F par rapport au point A.
2.la norme du moment.

3. Les angles entre le moment et les axes du repere.

CORRIGE :

1. Les composantes du moment de F par rapport au point A

19 L. TENNOUGA & S. KHELLADI
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Les coordonnées des points : A(%, 1,%) ; B(1,0,1); €(0,1,1)

F= ||13>||17> ; U: vecteur unitaire

. BC _., |71 .

i=—-;BC=|1|> |BC|=J/(D2+1)2=+2
1Bl 0

D’ou

- —1,+ 1,

U=—T+—
2 2]

ET:

My(F) = AB AF = |-1| A |+50vZ| = |-25V2
: 0 —25V2

2.la norme du moment

|M,(F)|| = 25v2.v/3 Nm=61,23Nm

3. Les angles entre le moment et les axes du repére

M,(F).T = =25v2 = 25v2.4/3. cosa = cosqa = ——— = — = q = 125,26°
a(F) 25vV2.vV3 V3
My(F).J = —25V2 = 25v2.v/3.cosf = cosps _ D2 ot = B = 125,26°

a\n o v 25243 V3 '
— o\ = 25\/2 _1
M,(F).k = =25V2 = 25v2.V3.cosy = cosy = ———=— =y = 125,26°

a(F) v TN ARG Y
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EXERCICE 17 :

Soit le vecteur F une force d’intensité 195.103 N qui a comme support la droite (AB) sur

un solide (voir dessin ci-dessous).
1. Trouver le moment de F par rapport au point O.
2. Trouver les moments de F par rapport a chacun des axes Ox, Oy et Oz.

3. Trouver le moment de F par rapport a l'axe CE.

A
A 12m
3m
\ﬁ C
4m| \\ 2m
< *~
0] ~ E y

CORRIGE :

1. Le moment de F par rapporta O :

Les coordonnées des points : A(0,0,4); B(3,12,0),;C(3,12,4),; E(0,14,0)

F = ||ﬁ||1_i : U: vecteur unitaire

. AB _— |3 .

U= 5 AB = 12| = [|4B]| = V()2 + (12)* + (=) = 13
|4B]| Z4
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45000
180000
—60000

12 4 7

D'oir: F =195.10% (S7+ 57 — =k ) = 450001 + 180000] — 60000k =

Le moment du vecteur F par rapport au point O est :

0
0
4

45000
180000
—60000

—720000
+180000
0

Wiy(F) = 04 AF = _

A\

2. Les moments de F par rapport a chacun des axes 0x, Oy et Oz.

a. par rapport a Ox

—720000
+180000
0

1
0
0

—720000
0
0

ﬁOx(ﬁ) = (Mo(ﬁ).?).?= <

) -

!
).z=

a. Calculons le moment de F par rapport a C (C appartenant a CE)

b. par rapport a Oy

—720000
+180000
0

0
1
0

0
180000
0

Fioy (F) = (Fo(F).1).7 = (

¢. parrapporta Oz

—720000
+180000
0

0
0
1

0
0
0

i, (F) = (o (F).F).F = (

3.Le moment de F par rapport a 'axe CE

-3
CA = |-12| = ||CA| = V3T + 122=12,37
0

45000
180000
—60000

-3
—-12
0

720000
—180000
0

Wio(F) = CAATF = _

AN

b. Détermination du vecteur unitaire v:
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p=CE — 35425 +7%
el - v Vs T
Finalement :
3
o —720000 VF —260689,65
Mep(F) = (M (F).3).% = +18(())000 | & | |7 =467952,25.% = 1737(())3,10
4

V29

EXERCICE 18:

Soit fun scalaire et deux vecteurs AetB quelconques, vérifier les relations suivantes :
1. div(AnB) = B.rotd — A.7otB

2. rot (gradf) =0

CORRIGE :

d

ox
5 A8 - AxB,
div(AAB) = 5o| - [42Bx = AxB:
I |4.B, — A,B,

d

0z

9 9 9
= 5-(4)B, —4,B,) + @(AZBX = AxB;) + = (AyB, — A,B;)

_aAy B +aBZ 4 04, B 0B, 4 +6AZ B +an 4 dA, B

Cox P ax Y ax Y ox T oy Y oy TP oy T F
0B,  0A, 0B,  0A, 0B

— 3y A+ 97 .By + 97 A, —E.Bx By .Ay

(A A LY, (an aAZB)+B 94, A,
S \ay o9z YNoz ox " 7 Z\ox oy

A 0B, 0B, + A (aBZ an)+A 0B, 0B, 2
*\oz oy Y\ox 0z \Noay ox " *
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= div(A AF) = B.rotd - A.7otB

af] | 9*f 9*f
axl lox| loyoz ozoy 0
——— . |0 af 9%f  0%f _
2. ot (gradf) ~|oy| " oy 9z0x 0x0z 8 B
ol || |2 o
az! loz Oxdy 0dyodx
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I.2. TORSEURS

EXERCICE 01 :

Soit le torseur [7;], défini par les vecteurs Vi=1+2j—3k; V,=—T+47+4k ; Vs =

2% — 3] + 5k, définis dans un repére orthonormé R(0,7,],k) respectivement au points
R, =-31—j—5k

A(2,1,1), B(-1,1,0), C(-2,0,1) ; et le torseur [T,], = {j L TR
MZO =21—4j+3k

1. Déterminer les éléments de réduction du torseur [T;],.

2. Déterminer le pas et I'axe central du torseur|[T,],.

3. Calculer la somme et le produit des deux torseurs.

4. Calculer I'auto-moment du torseur somme.

CORRIGE :

1. Les éléments de réduction du torseur [T;],:

Les éléments de réduction de [T ],:

[T] _{ﬁlzl_/)1+‘7)2+‘73
1o 1\71)10=0_A)AI71+0_B)AI72+R')/\I73
- — — — 2
1= 1+V2+V3— 3
6

2l 1Y) - Y (-2 2 -S| 4] |3 |2
Mo=1{nl2|+|1|ala|+|o|n|-3|=]7|+|4|+]|12]=23
i =3l Tol T4l T10 Isl I=7 I=3l lel le
- 2 -
R, =3[ =2T+3]+6k
[T1]o = g
[sz 23| = 27 + 23] + 6k
6
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2. Déterminer le pas et I'axe central du torseur[T,],

a. Lepas:
, R,. M, 17
2 = = —_——
R? 35

b. L’axe central :

( 23 3
Y 3| |2 3 35
— Ry AM, = - - 1
0P, = — taR, = —|-1|A|-4|+ta|l-1l|={——=—-«
R5 35 _c 3 _c 35
14 .
\ 35 ¢
3. Calculer la somme et le produit des deux torseurs.
a. la somme des deux torseurs :
( R=Ri+ R, =|3[+|-1|=|2|=-T+2]+k
[Tlo = [Tilo +[Tlo = | 6l =5l 11
0 110 210 _ _ _ 2 2 4 R
My = My + Myp = |23| + [—4| = |19| = 4T + 19 + 9k
6 3 9
b. le produit des deux torseurs :
o o 2 2 =3] 12
[Tl]O'[TZ]O =R1.M20+R2.M10 = 3 . _4‘ + _1 . 23 =—49
6 3 =516
4, Calculer 'auto-moment du torseur somme
o 1] | 4
A=R.M=]21].]19| =43
1 9
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EXERCICE 02 :

Pour dégager une voiture en panne prise entre 2 automobiles stationnées, 3 personnes

exercent des actions aux points A, B et C.

1
250N/ |<165m~ 350N
‘ 30° | ]

1. Déterminer le torseur résultant de ces actions au point G.
2. Déterminer I'’équation de I’axe central du torseur.

3. Vérifier que ce torseur est un glisseur.

CORRIGE :

1. Les éléments de réduction du torseur résultant au pt G

By i
[T]lg = {_> 2i 5
Mg = ZiMl
. . [400| [250sin8| | O 525
R =Z-F" =B, +Fy+F.=| 0 | +|250c0s8] + |350| = |566,51
l 0 0 0 0
~ o0 |[250sin8| |165] | O
Mo =) M, =GANFy+GBAFy+GC A =|~09] A [250c0s6| + |-0,9 A[350
: 0 0 0 0
0 — - — — -
=| 0 | avec GANF, =0 (car GA // Ey)
690
| 525
(7 = [566.51
D'ou: [T]; = 00
M;=1|o0
690
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2. L’équation de I'axe central :

. R A MG . 525 0 525 0,65 + 525«
OP = + aR = ————1566,51|A| 0 |+ a|566,51| =|-0,6 + 566,51«
2 ) ) ) )
R 596558,58 0 690 0 0
0,65+ 5250 o q= X005
N x=0, a T

= 0P = (x —0,65)

y=-0,6+ 566,51a = y=-06+ 566,51T

z=20

Finalement: y =1,07x — 1,3
3. l'auto-moment est nul (ﬁ. M; = 0), le torseur est un glisseur.

En conclusion, la droite représente 1'axe central d'un torseur de type glisseur.

EXERCICE 03 :

Dans un repére orthonormé R(0,1,7, E), on considere le champ de vecteurs I7(M) dont

les composantes sont définies en fonction des coordonnées (x,y, z) de M par :

V, =2tz — 3x Ou t est un parameétre réel.

1. Calculer le vecteur V(M) au point O.
2. Pour quelles valeurs de t, ce champ est antisymétrique?
3. Pour chaque valeur trouvée de t, déterminer les éléments de réduction du torseur au

point O.

CORRIGE :

0 1
1. Le point O a pour coordonnées: 0 = <0) = V(0) = (0)
0 2

2. Ce champ est antisymétrique (équiprojectif), si :
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x 1 X 1+3y—tz
OM.V(0) =0M.V(M) = (y)(o) = <y>( 2tz — 3x )
z/ \2 z/ \2+tx—t’y
© x+2z=x+3xy—txy+ 2tyz—3xy + 2z + txz — t’yz
=>t2-2t=0=>t=0out=2
Le champ V(M) est antisymétrique (équiprojectif) pourt =0 ou t =2 = V(M) estun

torseur.

3. Les éléments de réduction du torseur en O.

a. Pour t=0:

[T1]o = {]—/(;)0

Pour calculer la résultante, on applique la formule des transports :

—

V(M) =V(0)+ MO AR

1+ 3y 1 —x R, 3y+yR, —2zR, =0
( —3x ) = (0) + <—y) ARy || —-3x+2zR,—xR, =0
2 2 -z R, XR, —yR, =0

On trouve apres la résolution du systeme d’équations :

R, =0
R, =0
R, = -3
D’ou:
. 0
(#=]0
[Tl]O = -3 1
VM), = |0
2

b. Pour t=2 (méme raisonnement que t=0) :
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-4
R=1|-2

[TZ]O = -3 1

k17(1\/1)0 = |o

2

EXERCICE 04 :

Soient V;, =37+] ; V, =—2f+k et V;=—5i+2k trois vecteurs définis dans un
repere orthonormé R(O,T,f, E) et liés respectivement aux points de coordonnées :
A(2,0,0),B(0,1,0),€(0,0,3).

1. Déterminer les éléments de réduction en O du torseur [T],.

2. Déterminer le pas et I'axe central du torseur [T],.

3. Calculer le moment de deux facons différentes au point D de coordonnées (2, 1,-2).

4. En déduire [T]).

CORRIGE :

1. Les éléments de réduction du torseur au point O

[T] _{ §=]71+I72+‘73
0 1\71)0=0_A)AI_/)1+0_B)AI72+W/\I73
. R, 3 0 -5 -2
R1=V1+V2+ 3=1+—2+ 0]1=1]-1
0 1 2 3
. 2 3 0 0 0 -5 0 1 0 1
My = 0| A 1|+ [L{A|-2]|+[O[A| O |=]0|+ O] +|—-15|=]|-15
0 0 0 1 3 2 2 0 0 2
R
( R=|-1
[T]O = { 31
L_)O =|-15
2
2. Le pas et I'axe central du torseur [T],
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a. Lepas:
R.M, 19
P = = = —_—
R2 14

b. L’axe central :

( 43
X=—-2a
5 = 21 |1 2 14
OP=—5—+aR=—|[-1|A|-15|+a|-1|=>{y==—«a
R? 4 3 2 3 2
_ 31
\Z—ﬁ+3a

3. Calculer le moment au point D de coordonnées (2, 1,-2)

a. On applique la formule du transport des moments

T O | 2] -2 0
My =My +DO AR = |-15| + |-1| A |-1| = [-13
2 2 3 2

B. Somme des moments des trois vecteurs : A(2,0,0), B(0,1,0), €(0,0,3)

Mp=DAAV, +DBAV, +DCAVs = |-1|A|1]+]| 0 [A|=2|+|-1|A| 0 |=]|-13
2 0 2 1 5 2 2
|2
(Rz -1
4Wb={ﬁ 3
L o= —13
2

EXERCICE 05 :

Soient les trois vecteurs V; = j+k ; V, =T+ k et V3 = ai + Bj — 2k, définis dans un
repere orthonormé R(O,T,f, E) respectivement aux points A (—% 1,0) ;B (0,0, —%) et

C (— %, 0, —1) a, f sont des nombres réels.
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1. Déterminer les éléments de réduction du torseur [Ty],.
2. Montrer que quel que soient «, 8 le torseur est un glisseur.

3. Pour quelles valeurs de «, 8 le torseur est-il nul ?

4. Calculer ( I71 A 172). 173 , pour ces valeurs de a et f3.

CORRIGE :
1. Les éléments de réduction du torseur au point O

§=V1+72+V3

M0=OA/\V1+OB/\V2+OC/\V3

o . 0 1 a 1+a
Ri=Vi+V,+Vs=[1|+[0|+|B|=|1+p
1 1 -2 0
1 0 1 ! +1
=S| 19 1ol [} [-35] 1¢ E 01 —ﬁ—1 —ﬁ—1
Mo =| 2[alt[+]| "y alo|+] 2|a|B =2 |+|-5|+]%] |=| {*
LUl =5 9 -2 | |2l |-z S+
0 2 -1 —3 0 2 2
(. 1+«
R=11+p
0
[Tlo = 1 p+1
]\7[)0: —1(0!+1)
—-=(1
L S(1+B)
2. Le torseur est un glisseur si : {_,R f 0
0R=0
p+1
1+a
R.M,=|1+p|. (@+1) =0 = [T]pestunglisseur
0 —-=(1
S4B
3. Valeurs de a, 8 pour lesquelles le torseur est nul :
~ [R=0
N L R

4. Calculer ( I71 A ‘72)- 73 pour ces valeurs de «, §3:
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‘71=j+E ; ‘7)2=-{+E, ]73=_?—j—2E,

o o |1\ |-1 11 1]-1
(A V). Vs=(|1|Alo]|.]-1|=|1|.]-1]| =
il I/ 1=2l =1l 1-2

EXERCICE 06 :

Soit un repére R(0,1,J, E) orthonormé direct. Sur une poutre OA de longueur ], encastrée

dans un mur a son extrémité O, s’exerce une action mécanique répartie, définie en tout
. i s Yr 2 - P - N 7

point M(x) de OA par sa densité linéique F (M) = — (I —x)j ou P représente la

pression de contact au point O.

1. Déterminer la résultante et le moment au point O du champ de vecteurs F (M) défini
en tout point M de OA.
2. En déduire l'expression du moment au point B(x = 1) de I'ensemble infini de

glisseurs.

CORRIGE :

1. La résultante et le moment au point O

a. La résultante

F (M) est la densité linéique de I'action mécanique, c’est la force mécanique qui s’exerce

sur la poutre OA par unité de longueur.

= F(M)=%=—§(l—x)f =  df =F(M)dx
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D’ou la résultante de toutes les forces qui s’exercent sur OA est :

0
!
S — p . PL, Pl
R—fdf—jo _T(l_x)dx]__fj_ -5
0
b. Le moment en O
0
— —_— —_ L > P > Plz—’ O
M0=f0M/\df=fxl/\(——(l—x))dx]=——k= P2
0 l 6 -
6
2. Le moment au point B
0 0 0
o~ o — o pi| |A 0
Sl Lol 0 7043

EXERCICE 07 :

Soit le champ des moments M qui a pour valeur : 1l7fA =(a,2,—1); 1l7fB = (1,b,0); MC =
(1,1,C) ou A, B et C sont les points : A(1,0,0); B(0,1,0) et €(0,0,1).
1. Calculer a, b, c. Que représente le vecteur (a,b,c)?

2. Déterminer les éléments de réduction en O du torseur dont M est le moment.

3. Déterminer le moment résultant en un point N quelconque.

CORRIGE :

1. Calculdea,betc:

Le champ des moments est antisymétrique (équiprojectif) alors :

a| |-1 1] |-1
M. AB=Myz. 4B () =|2]|.[1]|=p|.|1|=-a+2=-1+b=>a+b=3
-1 0 0 0
a -1 1] |-1
My.AC=M,.4AC @) =|2|.lo|=[1].l0o|e-a-1=-1+c=>a+c=0
-1 11 cl I'1
1 0 1 0
Mg.BC= M;.BC (3) = |p|.|-1|=|1].|-1] @e-b=-14+c=2b+c=1
0 1 c 1
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a=1
D'ou: {b=2

c=-1

De méme soient a, § et y les composantes du moment au point 0(0,0,0). 1\70 vérifie :

a1 a1

M,.0A=M,.04 (4 = |B[.lo]=|2].]o0] © a=a=1
Y110 -1 {0
al |0 1] |0

M,.0B= Myz.0B (5) = |B|.]1|=|b|.]1|] o B=b=2
Yi10 ol 10
al 10 1| |0

My.0C= M;.0C (6) = |Bl.]o]=]|1].]0] & v=c=-1
Yl cl 11

Donc le vecteur de composante (a, b, ¢), représente le moment au point
0(0,0,0).

2. Les éléments de réduction du torseur [T], :

Soient (R,, Ry, R,) les composantes de la résultante R du torseur.

R=R.T+R,7+R,k
[T]0={_> l v ‘

Pour déterminer les composantes de la résultante, on applique la formule du

transport des moments :

_ L 1 1 1| |[Rx
My = My+ OAAR=|2|=| 2|+ |0|A|Ry] =R, =0etR, =0
-1l 1-1l fol |R,
_ ~ . 11111 0] [R«x
My = Mg+ OBAR= |2 |[=]2|+[1|A|Ry] =R, =1
—1l ol lol |R,
D’ou:
R=1
T =3 — -
Tlo {M0=T+Zf—k

3- Le moment résultant en un point N quelconque
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Soient (x,y, z) les coordonnées du point N. En appliquant la formule du transfert des

moments pour déterminer le moment en ce point.

My = My+ NOAR=|My[=|2|+|-y[A|0|=2{M,=2~-2
M, -1 —Z 0 M,=y-—
D’ou:
1
MN— 2_Z
y—1

EXERCICE 08 :

Soient deux torseurs [T;], et [T,], définis au méme point O par leurs éléments de

-

réduction dans un repére orthonormé (0,1, J, k):

Ry = cosal + sinaj R, = cosal — sinaj
[Tilo =1 - L ,oet [T]p=1_ o .
Mo = —asinai + acosaj M,y = —asinai — acosaj

a et a sont des constantes non nulles données avec a € 0, 7| .

1. Préciser la nature des torseurs [T;]y et [T:]p.

2. A et A, étant deux réels, soit [T]y = A4 [T1]p + A2 [T2]o. Trouver I'invariant scalaire
Ide [T],.

3. Trouver le comoment de [T;], et [T:]p.

4. Trouver une relation entre I et ce comoment.

CORRIGE :

1. La nature des torseurs [T;]y et [Tz]o

= - . -> = - . -

7] { R, = cosai + sinaj " T, ] {Rz = cosal — sinaj
itlo =1- L ., ¢ 210 =)= . >
Mo, = —asinai + acosaj M,, = —asinai — acosaj

Calculons les invariants scalaires I; et I, des deux torseurs :
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— — . . - —
I; = R{.M p = —cosa.asina + sina.acosa =0 et I, = R,. Mo =0
Or R, et R, ne peuvent étre nuls, donc les deux torseurs sont des glisseurs.

2. Les éléments de réduction de [T],

[T]lo = A1 [T1]o + A2 [T2]o

—

(7], = {I—?> = (4 + A).cosal + (A4 — Ay)sinaj
0 My = —(A1 + Ay).asinai + (4, — Ay).acosaj

L’invariant scalaire I de [T],

—

I=R. 0 = —(A; + Ay)% acosa.sina + (A1 — A,)?. acosa. sina = —4al;A,cosa. sina
3. Trouver le comoment de [T;]p et [T;]o.
C = [Tl]O . [T2]0 = ﬁl'MZO + ﬁz.ﬁlo = —4acosa. sina

4. Relation entre [ et C

I
=>1=M414,.C = C=m

EXERCICE 09 :

Un panneau indicateur est soumis a son propre poids et a 'action du vent sur sa partie

rectangulaire. Le poids linéique des montants OA et AB est § = —qj . Le poids du
panneau CDEF est P= —Mgj. L'action du vent sur CDEF est représentée par une
densité surfacique d’efforts p = —pz.

Calculer le torseur d’action mécanique en O du sol sur cette structure. On donne :

0A =7.5m; AB =3m; DC = 3m; DE = 4m
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q =750N.m™1; P =5.10°N.m™%; Mg = 7.103N

CORRIGE :

1. Le torseur d’action mécanique en O

y
A D E
A G B G3
r
C F
G

R=
M, =

S
F;
_

[T]o = { i,

)
2

S

0 0 0 0
R =Goa+ Gag + Peper + Brenr = |—5625| + |—2250| + |—7000| +| o0
0 1 0 —6000
0
= |—14875
—6000
Mo(F) = My(Goa) + Mo(dus) + MO(ﬁCDEF) + My (Brent)
ﬁo(ﬁi) = 0—5)1 AGoa + ﬁz AGap + 0—6)3 A ﬁCDEF + 0—G>3 A Byent
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. 0 0 1,5 0 5 0 5 0
My = |3,75| A |-5625| + |7,5| A |—2250( + |7,5]| A [—7000| + |7,5| A 0
0 0 0 1 0 0 0 —6000
. 0 7,5 0 —45000 —44992,5 —45000
My =10+ —-1,5 | + 0 + ] 30000 | =] 29998,5 [ = | 30000
0 —3375 —35000 0 —38375 —38375
(. ] 0
R =1|—-14875
_ —6000
Tlo =9 -45000
My =1 30000
—38375
Le torseur [T;], d’action mécanique en O du sol sur cette structure
. 0
R = 114875
_ _ 6000
[Tl]O - [T]O - _ 45000
My, = 1—-30000
38375
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| I1. Statique du Solide

I1.1. STATIQUE ANALYTIQUE

EXERCICE 01 :

Un systeme de deux tiges AB et AC de longueurs identiques (/) articulées en A, B et C
formant toutes les deux un angle 8 = 60°et soumis a l'action d'une charge P =
5000Nappliquée en E comme l'indique la figure. On donne x =1,5m et a =8m.

Déterminer les actions aux différentes articulations.

=4

X
CORRIGE :
Zﬁ;x =0=>R,+Rz+P=0
ZFex/ox =0 & RBx _RCx =0
= RBx - RCx
Et
ZFE"/W:O@RBy*'RCy:P = Ry =P — Rgy
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B et P.x
ZMB(F)=0 = P.x—RCy.a=O<=)RCy =T

Donc, Rgy =P——==P(1-3)

AN:

~5000.1,5

1,5
b= "= 9375N Ry, =5000(1--2) = 40625 N

8

Pour déterminer I'effort appliqué au point A, nous séparons la structure en deux sous-

structures indiquées comme suit :

Rex
Schéma (1) Schéma (2)
Pour le schéma (1) :
D =GR +R+F =0
ZFex/onO c>RBJC"'RAxZO = Rsz_RAx
Et
ZFex/oy =0 R, +Ryy =P = Ry, =P —Ry,
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a
ZFF — 0= P.x—Ryyst Ry lsind =0 R _ g P
B( )_ - X Ay-z Ax- L. SINU = Ax — l.sin®
On a:
0= 6O°—4:>l— 4 =8
cosO = cos =1 = 0s60° m
AN:

Ry, = 5000 —4062,5 =937,5N

937,5.% —5000.1,5
R, = = 54112 N
Ax 8.5in60° >4,

Rgy = Rey = —Ray = 541,12 N

Ry = R, = 108245 N Rp = 4098,37 N

EXERCICE 02:

Un siege pliant assimilé a un cadre plan repose sur un plancher lisse horizontal. Ce siege
est chargé par une force verticale P. Déterminer les efforts agissants sur I'axe (E) reliant

les barres AD et BC.

Ondonne CI = A.a
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CORRIGE :

Et
EFEX/O)'=O@RBy+RAy=P $R3y=P—RAy

Zm(ﬁ) =0=P.la—Rz,.a=0< Rz, =P. A

Donc, Ry =P—Rg, =P—P.A=P(1- 7).

—_— — a a a a a
ZME(F)zo > P.(E—A.a)+R3y.§—RAy.§+RAx.§—RBX.§=0

Et puisque: Rp, = Ry,

Zm(ﬁ) =0 = Rg, =Ry =0
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Pour déterminer l'effort appliqué au point E, nous séparons la structure en deux

sous-structures :

Structure (1) Structure (2)

Structure (1):
Zf;x=3 = R,+Rp+R;=0
ZFex/onO © Rpy +Ryx + Rpy =0 = Rpy = —Rp,
Et
ZFex/oyzo S RDy+RAy+REy=O

—_— — a a
ZMD(F) =0 = —Ry.a—Rgy.5+Rg5 =0 2Ry = Rpy—Rpy = 2P(1-21)
Structure(2):

N — a a
ZMc(F) =0=Rp.a=R'py.5—Rp5 =0 2Rp = Rip +R'py = 2PA

ZRA = REx_REy = 2P(1 - /1)
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2Rg = R'gx+R'gy = —Rp,—Rg, = 2P

D’ou on peut additionner les deux derniers termes, et on aura :
2R4 + 2Rp = 2P(1 — A) + 2PA = —2Ry,

Etde ce fait,ona: Ry, = —P

Et finalement :

Rgy—Rpy = 2Ry = Rgy =2P(1—A) +P

EXERCICE 03:

Deux barres AC et BD de longueurs égales sont articulées entre elles en D et a un mur
vertical en A et B. La barre AC est soumise a I'effort P = 20 kN au point E, et sur la barre

BD on applique un autre effort Q = 20 kN au point F (centre de BD).

Une charge R =50 kN est appliquée au point C et faisant un angle f = 30° avec

I'horizontale.
Ondonne: AE=a=2m, AC=BD =b=6m, 6 = 60°.

Déterminer les réactions R, Rp et Rp sachant que le systéme reste en équilibre.
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CORRIGE :

D R =0F+ R 4P+ G+R=0; ) Fujor =0 © Ryy + Ry, + R.0530° = 0
Et

ZFex/oy=0 & Rg, +Ryy — P —Q—Rsin30°=0

—_— > — b
ZMA(F) =0 = —P.a - Q.3.5in60° - R. bsin30° + Rp. b. cos60° = 0

D’ou, on peut tirer :

b . .
Rp, = W’(P' a+ Q.E.Sm60° + R. bsin30°)

AN:

b
Rg, = ——| P. .=.SI °+ R.bsi °) = N
Bx b.cos60°( a+Q > sin60° + bsm30) 80,7 k

Et

Ry, = —Rp, — R.c0s30° = Ry, = —80,7 — 50.c0s30° = —124 kN
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L’effort appliqué au point D, sera déterminé par une séparation de la structure en

deux sous-structures (1) et (2) :

v A
=
RﬂwA P Roy
IR
e

Rex X A Rax D R‘Dx ? ;

Sous-Structure (1) Sous-Structure (2)

Sous-Structure (1) et (2) :
D h=05Ro+Rs++G=0 et ) Fajor =0 & Rp, —Rp =0

ZFex/oy=Oc>RBy_RDy_Q=O

s o b
ZMD(F) =0= Q.E.cos30°— Rp,y,. b.sin60° + Rp,.b.cos60° = 0

D’ou:
1 b . .
By — m}(Q.E.COS?)() + RBx.b.COS6O )
A.N:
Ry, = 1 (2060866+807605)—566kN
By T 6.0866\" 27 SRy A
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La projection des efforts sur I'axe y, concernant la structure assemblée nous permet

de déterminer :
Ryy = —Rp, + P + Q + Rsin30°
A.N:
Ry, = —56,6 + 20 + 20 + 50.0,5 = 8,4 kN
Puisque, Rp, —Rp, = 0= Rp, = Rp, = 80,7 kN

Et  Rp, —Rp, —Q =0=Rp, =Rp, —Q =56,6—20=36,6kN

EXERCICE 04:

Soit un arc ABC a trois articulations de poids négligeable sollicité par une force verticale

P. Toutes les dimensions sont indiquées sur la figure.

Déterminer les réactions aux articulations A, B et C.

e B

CORRIGE :

X
8 B Yc
y'e
C Xc
(c)
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Du schéma (a), on tire :
ZFx=0=>XA+XC=O (1)
ZFy=O:>K4+YC=P (2)

—_— —_ P-a
ZMA(F)=O:>—Pa+Yc.L=O=>Yc=T 3)

Et Yy=P-Y,=P-Y_P-"2=p(1-%
(1)@XA=—XC
Du schéma (c), on détermine :
ZFX=O=>XC+X1}=0 (4)
ZFy=O=>—Yl;+YC=O (5)
— > - ’ L !
ZMC(F)=O:—YB.§+XB.h=O 6)

5) = Yp=v.=2%

EXERCICE 05:

Un socle en cheval, articulé au point A et s’appuyant en B sur un appui fixe servant a
maintenir au pied C un cable tendu par une force tension T horizontale dont l'intensité
est donnée. Déterminer analytiquement les valeurs des actions en A et B exercées par les

appuis sur le socle. Frottement et poids propre du socle négligés.

Ondonne T =500 N.
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. 45m . 15m \

30m

CORRIGE :

Zﬁ;x=6=> ZFex/ox=0 SRy, —T=0 = Ry, =T=500N
Et

ZFex/oy =0@RB_RAy =0 :RAy =RB

e — T
EMA(F)=O = —30.T+60.R; =0 Ry =5 =250N

Donc, Ry, = Rp =250 N
Ry = |Rj, +Rj, =+/500% + 250% = 559,01 N

EXERCICE 06:

La structure suivante composée de deux barres AB et CD solidaires entre elles et
reposant sur trois appuis comme c’est indiqué sur la figure. Déterminer les efforts

agissants sur I'ensemble des deux barres aux points A, B, C, D et E. On donne :

Q=2P, a=b,c =
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CORRIGE :

ZFJCZO:RAX-I_REJC:O:RAJC:_REJC (1)

EFy=O=>RAy+REy+RD=P+Q (2)
— > — — a b

ZMA(F) =0=0=>—PE+REy(a+c)—Q<a+E)+RD(a+b) =0 (3)
4a 7a

@?RE},‘FZG..RD =P7

4 7
(= §RE}1 + ZRD = EP
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Pour pouvoir déterminer l'effort appliqué au point de contact (B) des deux barres,

nous sommes obligés de dissocier la structure en deux sous structures (A) et (B)

indiquées sur la figure suivante :

Sous-structure (A) :

= —

Foy Ri+Rz+P=0
> =0 Ray + Rgy = 0 Ryy = =Ry,
ZF;/=O$RAY+RB)’=P

—_— > — a
ZMA(F)=O = —PZ+ Rp.a=0

@R3y= ﬁRAy=P_RBy=_

2 2

Le point B est en méme temps le point C, ce qui nous permet d’écrire :

P
Rpy = =R, et RBy = _RCy = 2
Sous-structure (B) :
Zé =0 R +Ry+Rz+Q =0
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> F =02 —Re, + Ry =05 Re, = Ry,
ZFy=0:>—RCy+REy+RD=Q

—_— > — b
ZME(F)=0:Rcy(c)—Q(E—c)+RD(b—c)=0

a a 2a
= Rey5=Q(5)+ Ro(5) = 0

3P
:>RD:T

Dongc, on peut en déduire que :

4 7 3P
§REy + ZRD =§P iREy =7
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I1.2. STATIQUE GRAPHIQUE

EXERCICE 01:

Soit une barre rigide AB articulée en A et soutenue par un cable BC (voir figure). Une
charge étant supportée en B exerce en ce point un effort P = 2000N, on donne : ¢ = 30°

et f = 45° Déterminer graphiquement les efforts qui sollicitent la structure.

CORRIGE :

Isolons le cable BC sollicité par deux efforts aux extrémités B et C ce qu'il le ramene a

étre soit tendu ou comprimé:

R N\
B

20

—

R; =—-R, et Rz =R,

Isolons par la suite la barre AB sollicitée par trois efforts (efforts concourants):
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P R, Ry
sina siny’  sinf’

Ol a=a =30%tB=y =45° eta' +8' +y' =m
Dot B =180°—a —y =105°
a=a =30° B=y =45° B =105°

PsinB’ 2000.sin105°
A= =

— = = 3863,7N
sina sin30°

Psiny’  2000.sin45°
c= =

— = = 2828,4N
sina sin30°

R, = 3863,7N et R = 2828,4N

EXERCICE 02:

On considere une structure composée de deux barres AB et CD articulées

respectivement en A, D et C et dont le poids est négligeable. On applique a I'extrémité B
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une charge P = 1000N. Déterminer graphiquement les efforts qui sollicitent les deux

barres.
3,5m 1m
AAS Lo > B
N c 1
\ -
2,5m | \| P
N
N
v N
ND
N
CORRIGE :
Surlabarre CD,ona: Rp =R, avec R_D) = —TC

A

Rc

o
7L

[solons par la suite la barre AB sollicitée par trois efforts (efforts concourants):

3
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Le théoréme des sinus est tiré a partir du polygone des forces.

Ry, R, _ P
sina  siny  sinf

On a:

BC 1 AC 35

Y9 =1 =1~ ap 25

D’ou

IB = ! =0,714
T1a M

=14 = oa=5446° =54°27

4,5 ’ ’
tg(a + ) = —— = 6,30 = (a + ) = 80,98° = 80°84 = 81°24

0,714
p =80,98°— 54,46° = 26,52°
y=n—(a+f)=180°-180,98°=99,02°

a=5446° B =2652° y=99,02°

__ Psiny 1000.sin99,02°

= = = 2260 N
¢ sinf sin 26,52°

_ P sina _ 1000.sin 54,46°
A7 sinB ~ sin26,52°

= 18455N

Ry=18455N et R, =2260N
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EXERCICE 03:

Un socle en cheval, articulé au point A et s’appuyant en B sur un appui fixe servant a
maintenir au pied C un cable tendu par une force tension T horizontale dont l'intensité
est donnée. Déterminer graphiquement les valeurs des actions en A et B exercées par les

appuis sur le socle. Frottement et poids propre du socle négligés.

Ondonne T =500 N.

30m

CORRIGE :

Polygone des forces :
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Théorémes des sinus :

Ry T _ Ry "

sina  siny sinf

avec B =90°

45+ 15
30

tgy = =2 =y =6343°

a+pf+y=nm=>a=180°—(f +y)=180°—(90°+ 63,43°) = 26,57°

1) = R LB _ s00—L — 55028 N
A7 siny 70894 77

(1) = Rp= Lsne _ 5002227 _ 550
B™ siny ~— 70894

EXERCICE 04:

Une barre homogene (AB) de poids (P) est articulée en A a la paroi verticale. Trouver la

tension T du cable ainsi que la réaction au point A de 'articulation.

Ondonne: AC = AB.
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CORRIGE :

On commence par isoler le cible BC: Ry = R, avec R—B> = —R—C)

Re
“4
C

N

Rp

Le cable est soit sollicité par une traction, soit par une compression.

La barre AB est sollicitée par les efforts suivants :

Le polygone des forces, nous donne :

Le théoréme des sinus est déterminé a partir du polygone des forces :
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P T Ry
sin% sin% sinf8
Avec
Sy =n=180°don: y =2 -2
2 2 )/—77.'— ou.y—z 2
9+7T 9+ +9_ R T 0
;T3 g Bty =m=6=5-7
g = m 7]

TVE573

P T R,

T = Psi i
= sm2
Pshm%-%) T 6 9
RA=—n=P5in(———)=Pcos—
sin= 2 2 2
2
T = Psi 6 R, =P 2
= Psin5 4 = Peoso

EXERCICE 05:
Soit un chevalet a deux montants indiqué sur la figure suivante, avec un effort T exercé
au point A égal a 400 N.

a. Déterminer les efforts qui s’exercent en B et C si les deux montants sont articulés en B

et C, (1°cas).

b. Déterminer les efforts qui s’exercent en B, C et D si les deux montants sont articulés

en B CetD, (2°cas).

Ondonne: AE =130cm et DE = 108 cm.
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CORRIGE :
1°cas:

Au début, comme d’habitude, on isole la barre AC ou AB, le point A est un point de
concours présenté sous forme de nceud et qui est sollicité par des efforts de traction ou
de compression des deux barres AC et AB agissants sur ce nceud, et qui sont représentés

aux schémas suivants :

1"-Cas

Le théoreme des sinus est appliqué a partir du polygone des forces schématisé comme

suit:

=l

130 130
tga == =325 a="7289° et tgf = =1625=p="5839°
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y=n—(a+f)=180°—(72,89°+ 58,39°) = 48,72°
a=17289°, fp = 58,39° et y =48,72°

Ry T R

sina siny sinf

R — T.sinf 400 sin58,39° 45333 N
€7 siny sin48,72° '
T.sina sin 72,89°

— = 40 = 508,71 N
B~ siny sin 48,72°

Ry =50871N et R.=45333N

2°Cas:

En ce second cas, on procede de la méme maniere, en commengant par isoler la barre DC
sollicitée par deux efforts aux points extrémes Cet D traduisant ainsi une sollicitation de
cette barre soit par une traction ou une compression ou le point D présente un nceud en
contact avec la barre AB, et le point (I) est un point de concours des différentes forces

agissantes sur ce dernier ou on représente les deux barres comme suit:

H st F A
T T ?=.
7 I )
Ro®y D : |3]5 i
X1 D
|
| I
108| | l
C I I
_Q% I I \
Re 8 ! =
; BUE dﬂc

108
tga = —— et AB = /802 + 1302 = /23300 = 152,64

CE

tg0 = 20 — 1625 = 6 = 58,39°

9% =80 ~ " - %
o108 108_ 108
9% =BE tgd 1625
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BE = 66,46

CE = BC — BE =120 — 66,46 = 53,54

8
= 2,017 > a = 63,63°

t9a =534

130
tgﬁ=ﬁ douHl = HF —IF = BE — IF
D’oll on peut tirer a partir de :

DF—22=>1F— 22 =10,90
T IF T IF 2017

Donc, en revenant sur 'expression précédente: HI = HF — [F = BE — IF
HI = 66,46 — 10,90 = 55,56
Et finalement, on a:

130 13
== —— 2 = °
tgp HI ~ 5556 ,33 = B = 66,85

Pour le dernier angle (y),ona: y=m—(a+p) =18°—(63,63°+ 66,85°) = 49,52°
Finalement: ¢ = 63,63° 8 = 66,85°y = 49,52°¢et 6 = 58,39°
a = 63,63° B =66,85° et y =4952°

Le théoreme des sinus nous permet de déterminer les efforts demandés :

Ry T R

sine  siny sinf
(puisque R; = Rp), cela nous permet d’écrire :

_ T.sinp _ sin 66,85°
~ siny sin49,52°

R, =R, = 670,56 N
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R. — T.sina — 400 sin 63,63° 60941 N
B~ siny sin49,52° ’

R.=R,=67056 N et Rz=60941N

EXERCICE 06:
Une force horizontale P est appliquée au point A d'un mécanisme composé de deux tiges
AB et AC de poids négligeables.

L’effet de cette force horizontale entraine le glissement vertical vers le bas du piston

C créant une force de pression sur le corps M.

Déterminer graphiquement la force de pression sur le corps M pour les angles

aetp.

CORRIGE :

Le méme principe d’isolement s’applique que ce soit a la barre AB ou la barre AC qui

nous permet d’écrire: R4 = Roavec Ry = —Ro ou Ry = Rg avec Ry = —Rp

Par la suite, on peut isoler le nceud A sollicité par les efforts agissants de la part des

deux barres AB et AC.
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o7 Rz R
N
A A\
Rar;’/ :\\QR_;

B

Pour le triangle (BDA) : a + a' +§=n=>a =-—a

Pour le triangle (CDA) : B + B +§= T=p = %_ I

s

T
ST ato—fty=m

Pour le triangle des forces,ona: a +B +y=n=>
>y=a+f
T
a =-—a; ﬁ=§—ﬂ; y=a+p

Le théoreme des sinus tiré a partir du triangle des forces :

P R Ry P Rc Ry
- = — = — = — prmee = - = —
siny  sinf’  sina’  sinifo + B) Sin;f@f’zl ~B) Singf@g — @)

R; Rp P

cosf  cositt sina.cosf + cosa.sinf

D’ou:

Pcosf ¢ R Pcosir
e = — ,
5 7 sina. cosf + cos a.sinf

R =— -
¢ sina.cosp + cos a.sinf
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La force de pression sur le corps (M) est calculée suite a la sélection du piston (C)

sollicité par trois efforts dus a la paroi, au corps (M) et a la barre AC.

R
cosf} = SN Ry = Rycosf
Ry

EXERCICE 07:

Un appareil de manutention est représenté par la (figure ci-dessous) doit soulever une
charge maximale de 8000N. Il est maintenu en B par un cable BC et il s’articule en E.

a. Etudier graphiquement I’équilibre du cable BC et son action sur le mécanisme.

b. Trouver I'action de contact du sol sur 'appareil au point E.

On donne : AE = 6m, CE = 4m.
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CORRIGE :

I[solons le cable BC sur lequel agissent deux efforts aux extrémités B et C ce qu'il le

ramene a étre soit sous une tension ou une compression:

5\ i
Re

TN\

RB=_R—C) et RB=RC

[solons par la suite la barre AE sollicitée par trois efforts (efforts concourants):

PRy Ry
sina  sinf  sinf

Ou: a+p=60°et a+pf+0=m

68 L. TENNOUGA & S. KHELLADI
2018-2019



MECANIQUE RATIONNELLE 1 Exercices Corrigés

AN
sin60° = 1E = AN = AE.sin60° = 6.0,866 = 5,196m

a+p=60°=>a+pf+0=nm=>60°+0=m donc 6 =180°—-60°=120°

Psinf
E =

sina

Puisque :

EN
sin30° = 1E = EN = AE.sin30° = 6.0,5 = 3m
t EN t tg30° IN IN = 7tg30° = 4,041
= — = = = =
gh=7y et & 4+3 g R

EN 3 . R
ﬁtgﬂ—m—m—o,'ﬁlz dou f = 36,58

a=1m—(f+06)=180°—(36,58°+ 120°) = 23,42°

Calcul des efforts :

_ Psinf _ 8000.sin120°

g = = 17430N

sina  sin23,42°

_ PsinB 8000.sin36,58°

5= = 11994N

sina sin23,42°
Rp = 17430N et Rz = 11994N

a = 23,42° B = 36,58° et 6 = 120°
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I1.3. STATIQUE AVEC FROTTEMENTS

EXERCICE 01:

Une échelle de longueur 2L est appuyée en A contre un mur vertical rugueux, et repose
en B sur un sol rugueux. Son inclinaison par rapport au sol est de 60°. Un homme de

poids P monte sur I'échelle.

Trouver le coefficient de frottement en B tout en négligeant le poids de I’échelle et en

supposant que ’homme se trouve au milieu de I'échelle.

Ondonne: a = 60°et f; =0,16.

¥

CORRIGE :

fa

A

0
Z;FB@R“RBH?:B
Forjpe =0 & Ny—Fp =0 (1)
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= Ny = fpNp (2)
Puisque tgp = u = fp = :—Z

Et

> Faxjoy =0 N+ faly =P =0

Zm(ﬁ) =0 = P.L.cosa — 2L Nysina — 2L. Fycosa = 0

Dongc, P.L.cosa — 2L.Ny(sina + fycosa) =0
D’ou:

Pcosa
Ny

- 2(sina + fycosa)

Remplacons dans (2), on aura:

Ng

Pcoca facoca
=P—fi5— =Ph— ,
2(sina + fycosa) 2(sina + fycosa)

facoca + 2sina
2(sina + fycosa)

2f,coca + 2sina — fAcosa]
2(sina + fycosa)

P — fyNy
Enfin,

Ny Pcoca
" Ng  facoca + 2sina

/5

EXERCICE 02:

Une barre homogene AB de longueur (L) et de poids (P), repose en son extrémité B sur

le plan horizontal OB et en son point D sur la surface d'un demi-cylindre de rayon R.

Les surfaces du plan horizontal et du demi-cylindre sont rugueux de méme
coefficient de frottement p.

Quelle force horizontale F doit-on appliquer en B pour maintenir I'équilibre de la

barre ? On donne BD = %
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CORRIGE :

Zéx=6@R_D’+E’+ﬁ+ﬁ=6

Z Fexjox =0 © Fp — F + Fpcos6 + Npsind = 0 (D
Et
Z Fexjoy =0 & Np — P — Fpsin + Npcos =0 (2)

—_— > — L 2
ZMB(F) =0=> P.E.COSQ —§LND =0
3 3
= Np = ZPCOSQ et Fp = Z,uPcosB
(2) < N =P+ Np(—cosf + usinf)

3 3 .,
Np = P(g,u.smze - ZCOS 6+1)
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Dong,
3 , . 3 )
Fp = P(gy .sin26 — g H-cos 0+ uw
Enfin la valeur maximale de l'effort F :

F < Fg + FpcosO + Npsinf

EXERCICE 03:

Déterminer la valeur maximale de la force F qu'on peut appliquer a la barre AB de
longueur (L) et de poids P sans perturber son équilibre (coefficient de frottement aux

points A et Best u = 0,5).

CORRIGE :
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Zﬁ;x=6@R_A’+R_B’+ﬁ+ﬁ=6

Z Fexjoy =0 & —Fp + F — Fycos60 — Nysinf + Psing = 0 (D

Et

Z Fex /oy = 0 © Np — Pcost — F;sin@ + Nycos = 0 (2)
—_ > - L

ZMB(F)=0=>P.§.0050+3.FA—4.NA=O (3)
—_ > — L

EMA(F)=O:—P.E.COSH +Ng.L=0 (4)

ou

3
tgl = i 0,75 = 6 = 36,86°
(4) © N = g.cose d'ou Fp = pu.Np

(3) © P.2.cos6 + (3.u—4)N; =0

P.%.cose
AN:

Ny = § c0536,86° = 0.4.P et Fy = 0,5.0,4.P = 0,2.P

L=+3%2+42 =5m.
5 0
P. 5 c0s36,86
Np = 4305 =08.P
et

F,=05.08P=04.P

F < Fg + Fycos0 + Nysinf — Psinf

A.N:
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F <0,2P +0,4P.08+0,8.P.0,59 —0,59.P < 0,402.P

EXERCICE 04:

Une tige cylindrique homogene de poids (P) et de longueur (L) s’appuie en B et A sur la
paroi intérieure et sur le bord d’un tube vertical creux. La tige fait un angle (6 = 45°)
avec I'axe vertical du cylindre. Le coefficient de frottement au contact tige-cylindre est

de 0,15.

Entre quelles limites doit-étre comprise la longueur de la tige pour rester en

équilibre ?

CORRIGE :

Sens (1) :

75 L. TENNOUGA & S. KHELLADI
2018-2019



MECANIQUE RATIONNELLE 1 Exercices Corrigés

Y =GR +R+P=0

Z Fex jox =0 © Nyqi + Fgysinf — Ngicosd =0 (D)
Z Fexjoy =0 & Fyq — P + Fgysinf + Npycosd =0 (2)
Em(ﬁ) =0 = Ny,.AB — PAGysinf = 0

(1) © Np1 = Npicost(1 — p)

Or: 8 = 45°= cosf = sinf = \/77

(2) & uNgicosO(1 —pu) + uNgysind + Ngicosf = P

P
ucos6(1 — u) + usinb + cosb

— NBl =
A.N:
Ng; = % =1,11.P et Fg =0,16.P

& Nyy = 1.11. Pcos45°(1 — p) = 0,67.P

, d .
sinf = 1B = d = ABsinf

_ Ni.AB_111.P.AB
1™ psin45° "  Psin45°

AGy =2,22.d

EXERCICE 05:
Une force P est appliquée sur un fil passant autour d’un arbre cylindrique comme c’est
indiqué sur la figure.

Trouver qu’elle doit étre la force minimale Q qu'’il faudrait appliquer a l'autre

extrémité du fil pour avoir I'équilibre.

R étant le rayon du cylindre
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Arc AB = d¢
OA=0B=R

CORRIGE :
dl=R.do

La différence de tension AT du fil aux points A et B, est équilibrée par la force de

frottement.
dF = u.dN et AT = dF = u.dN

Projection sur I'axe (0x) :

- de - de
—(T+AT).Sm?—Tsm7+ dN =0

- de - deé
S dN = (T + AT).sm7 + TSlTl7

) . s . . do _ do
L'angle 6 étant tres petit, = sin— ~ —

Donc; dN = (T+AT)%+T§

deo deo
©dN=T—+T—=T.do
2 2
Puisque AT = dF = u.dN
Donc; AT = u.T.d6
AT
Et T =M do
Ce qui nous permet d’écrire : f; % =u foa do = Logg =a.u
P _ a.u
Etonaura: i e
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Finalement I'effort Q sera:

EXERCICE 06:

Une courroie plane passe par deux poulies folles entourant un tambour de 8 cm de
diametre ayant un coefficient de frottement de 0,3 et animé d’'un mouvement de
rotation. L’axe de tambour peut se déplacer le long d’une rainure verticale mais il est
soumis a la tension du ressort qui maintient le tambour en contact avec la courroie.
Quelle est la force minimale développée par le ressort si on veut éviter le glissement de

la courroie lorsqu’un couple € = 30 N.m est appliqué au tambour.

Ondonne: P > Q

support de
fixation

CORRIGE :

Et
ZFex/oy=O<:>P+Q—F=O & F=P+Q
zﬂTo(ﬁ)zﬁzQ.R—P.R+30=o & R(Q—-P)=-30Nm

P = Qe*® avec 6O=m
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—30

D,Ol\l R(Q - Qe'ug) = _30 Nm = Q = 0’04(1_60,3.7{)

Q=573N;P=1473N;F = 204,6 N

EXERCICE 07:

Une haussiere lancée d’'un navire est enroulée deux fois autour d’un cabestan, I'effort de
tension appliqué par le navire sur la haussiere est P = 7500 N en exercant un effort au
bout libre, Q = 150 N. Un débardeur peut tout juste empécher la haussiére de glisser en

cas d’un glissement imminent. Déterminer :
1. Le coefficient de frottement de la haussiere et du cabestan.

2. L’effort de tension que la haussiere est capable de développer si on I'avait roulé trois

fois autour du cabestan.

CORRIGE :

Cabestan

Haussiére

1.
P = QeH? :g=e“9 @Logg=u.9

P
R Loga
D’ou h=—

avec 6 = 4m (n = 2 tours)

AN:
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Log 7500

150
=——=10.31

H 4.1t

2.Pourn = 3 tours; (0 = 6m)

0 =6m =6.3,14 = 18,84

P P
—=el = Q=—=P.e* =7500.e%1188* = 52500 N
Q el
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| II1. Cinématique du Solide

EXERCICE 01 :

Un repére mobile R;(0x;y;z;) = (1) tourne autour de l'axe (0Oy,) dun repére
fixe Ry (0xY0Zo) = (0) ala vitesse angulaire 6. Soit un vecteur #(xy, y;,2;) projeté dans
le repere R;.

—

e _l

1. En exprimant i}, j; et k; en fonction de Iy, J, et ko

2. Al'aide de la dérivée d’un vecteur

Yo, y1

CORRIGE :
Ry(0xyv02y) = (0): Repére fixe
R{(0x1y,21) = (1): Repére mobile

Le vecteur taux de rotation du repére (1) par rapport au repere (0) :

0
0
0

- —
Wi/0 =

(1),(0)

u
Calculons I
0)

X1,V et z; sont les composantes de % dans Ry:
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X1
u=|(n = xﬁl + ylfl + Zlkl
“la
di dx1| ) diy dyi| . df; dzi| - dk,
- =57 utxi;o +—| it Y1 +—| ki+z——| (1)
dtf,, — dtlo dt © dt | dt © dt 1o dt o
1. Exprimant i, J; et k; en fonction de 7y,j, etk
Z1 Z0
A
0
k2T ko
X()L ZO
- 9 <
[
X1
Rotation autour de (0yy) = J1 =Jo
7 cos® 0 =—sinb\ /3, 7, = cosO Ty — sin kg
Al=l o 1 o0 Jo|e<S7i=Te
ky sinf 0 cos@ ko Kk, = sinf Ty + cos6 ky
di, —0sind dj, 0 % fcosb
©  1—fcosh! ) © 10l © 1—-8sindl
di; -
- = —le
dt ©
dk, .
| — o
)
On remplace dans (1), on obtient :
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d‘l_j Pl - . xl -I._ Zlg
a = X101 —x10ky + Yy + 21k + 2000 = | 0
) Zl - x10 (1)
2. La dérivée d’'un vecteur
ai| 4z . |a o M i1+ 21
—_ =— +w1/0/\u= V1 + |0 A V1 = V1
dt dt . z _ )
© M Z1lqy 10ly 121y [z; — x40 o)

EXERCICE 02 :

Une bille de centre de gravité C se déplace a I'intérieur d'un tube creux. Ce tube pouvant
étre mis en rotation autour de I'axe (0z;) a l'aide d’'un moteur par une vitesse angulaire
constante . On donne = 4. Déterminer la vitesse et 'accélération du centre de gravité C
par rapport au repere fixe Ry(0x¢VoZo)-

Zo,Z1
A

Y1

v

X1

Xo

CORRIGE :
1. La vitesse du centre de gravité C par rapport au repere fixe Ry (0x¢Y0Zo)-

a. Si on prendra R; (0x;y121) = (1) comme repeére de projection :

A
0C = 0 et & = constante
0

®

Le vecteur taux de rotation du repére (1) par rapport au repere (0) est:
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0
W10 = |0
ala, o
. doc doC I, 0 A A
V(C)/0=W =F + w10 AN0C =10 +10 Ao = |aa
(0) (€] 0 ) a 1) 0 (1) 0 )

2. L’accélération du centre de gravité C par rapport au repere fixe Rq(0x(y0Z2o)-

. dv(€)/,
F(C)/OZT
0)
v | . A0 |4 1—a?a
=~ | tT@ipA V(O)/o=|aA| +|0| Alaa|l =1 2ai
€y 0 al(y 01 0

1) €y

b. Si on prendra Ry (0xyyz,) = (0) comme repére de projection :

. Acosa
0C = |Asina
0

0)

La vitesse de C :

Acosa — Aasina
Asina + Aacosa
0

- do
V() /o= I

0

©)

L’accélération de C:

= _dV(©)/| qusa - Z/i.c'?sina — Ac'x.zzco_sa
) /o= T = | Asina + 2Accosa — Aa“sina
0) 0

)

EXERCICE 03 :

Une échelle double est posée sur le sol. Un de ses points d’appui reste constamment en
contact avec le coin O d’'un mur. La position de I'échelle a l'instant t est repérée par
I'angle 6. L’extrémité B glisse sur le sol. L’échelle est telle que OA = AB = L. On prendra

RO comme repére de projection :
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1. Exprimer les vecteurs vitesse et accélération du point A en fonction de L, 6, 9,0.

2. Exprimer les vecteurs vitesse et accélération du point B en fonction de L, 6, 0,0.

Yo

v

CORRIGE :

OA=AB =1L

1. La vitesse et I'accélération du point A

7y /= 0
0= .
dt ©)

. _  |Lsin®

Le vecteur OA s’écrit dans le repere Ry(0xyy9zo) = (0) : OA = |Lcos8
0 lo
- d0A L6cos
VA o=—| =|-Lbsing
© 0 o
Et'accélération
_ AV (4)/, Lbcos® — LO%sind
P/ o=—g7—| =|-L6sin6 —L6%cosd
0 0 )
2. La vitesse et I'accélération du point B
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., __, |Lsin® Lsinf 2Lsinf
OB = 0OA+ AB = |Lcos6| + |—Lcos6 = 0
0 1o 0 o 0 o
_ dOB 2LOcosb
VB o=——| = 0
dt
© 0 o
o dv(B)/, 2L8cosf — 2L6%sind
0) 0

©

EXERCICE 04 :

Le parallélogramme ABCD est en rotation dans le plan Axy, autour du point A. Si a est
constant, calculer la vitesse et 'accélération de son centre de masse G en fonction de
6,0 et . Utiliser :

1. La méthode de dérivation.

2. Les formules de distribution des vitesses et des accélérations.

3. Calculer la I7(D)/0 par application de la loi de composition des vitesses.

On donne:

3L
AB=LetBC=T

v
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CORRIGE :

1. La vitesse etl’accélération du centre de masse G par dérivation

a. La vitesse :

V(G)/ dAG
0= "3,
dt ©

Le vecteur taux de rotation du repére (1) par rapport au repere (0) est:

0
0

0

W10 =

(1).(0)

Si on prendra (Ry) = (Axyz) = (0) comme repeére de projection :

—

— AC —
AG=7 et AC = AB + BC
3L 0 L 0 3L 9
_|Lcost o Tcos( +a) o Ecos + gcos( + a)
AB = |L sinf et BC =|3L . 04 => AG=|L | 9+3L, o+
0 lo 2 sin( a) zsms 3 sin( a)
0 ©) 0 Q)
Lé ind 3L9 in(6 + )
- —=0sinf — —0@sin a
_ dAG 2 8
= V(@G)/)o=——| =|L. 3L .
©/o dt |y | 50c0s0 +—6cos(6 + a)

2 8
0 (0)

b. L’accélération :

" dv(6)/o
F(6) /o= 3
()
L. . L., 3L .. . 3L .,
—Eesme - 59 cosf — gesm(G +a) - 36 cos8(0 + a)

L. L., 3L .. 3L .,
—0cosf —=0°sinf + —0Ocos( + a) ——04sin(6 + a)
2 2 8 8

0 ©)

2. La vitesse et 'accélération du centre de masse G par la méthode de distribution
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a. La vitesse

V(G)/o=V(A)/o+ @10 NAG

L 3L L. 3L,
0 Ecos@ + ECOS(Q + a) —Eesmse - gesm(e + a)
V(&) /o=l0| A |L 3L =|L. 3L .
0 © Esmse + ?sm(e +a) 590059 + gecos(e +a)
0 ) 0 )
b. L’accélération
- dv(4)/, dd1o — _  dAG
F(G)/():T +T NAG + W10 /\7
0) 0)
L 3L
B 0 Ecos@ + ?cos(ﬁ +a) 0
[@G) /=10 A L | 0+3L_ o+ 0
6l o 5 Sins 3 sin(0 + a) 6l o)
0 ©)
L. 3L .
—Eesinse - gﬂsin(e +a)
L. 3L .
580050 + §9COS(9 + a)
0 ©)
L. . 3L .. . L., 3L .,
—Eesmse - gesm(e +a) —56 cosf — 39 cos(6 + a)
TG /o= | L. 3L .. + | L., 3L ., .
590059 + ?QCOS(Q +a) —59 sins6 — EQ sin(8 + a)
0 ©) 0 ©)
L., L. 3L ., 3L .. .
—59 cosf — EQsmsQ - EQ cos(f0 + a) — gesm(e + a)
F(6)/o= | L

} L., . 3L ., . 3L .
=0cosf — -0“sins@ ——0°sin(0 + a) + —0cos(0 + a)
2 2 8 8
0 ©)
Si on prendra (R;) = (Ax1y12z1) = (1) comme repére de projection :

1. La vitesse et I'accélération du point G par dérivation
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L+ 3L
. 2 8 cosa
AG=| 3L
3 Sina
0 €))
L+ 3L
N —+ —cosa
_dAG dAG I | 0 2" 8
© ) Oly 16l g Sina
0 ¢h)
3L9 ,
8 Sina
P bcosa + 6
3 cosa >
0 1)
ﬁ dv(6)/o dv(6)/o I
F(G)/O=T =~ | t9A V(G)/o
(0) ¢))
3L, 3L,
—gesma: 0 —Eesma
= 3L9 p +0| A 3L9 5
? coscr+2 0 @ ? cosa+2
0 1) 0 1)
3L9 3L g2 LH2
8 sina 8 cosx 2
= 3Lé +L9. 3L92 ,
3 cosa ) 3 Sina
0

®

2. La vitesse et I'accélération du centre de masse G par la méthode de distribution

L 4 3L 3L9. ]
B B . 0 0 > 3 cosa 3 sina
0l 6l ?Slna Eecosa + = > 9
0 €Y 0 €Y
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dwl/o dAG

dV(A)/o

T(6)/, = o

(U]

_dV(A)/,
T dt

. dAG
dt

0
0
0

—

+(1)1/0/\V(A)/0+ dt NAG +(1)1/0
@D

+61/0/\ﬁ>

€Y

L, 3L
) 3 cosa
Al 3L +
— Sina
® 8

0
0
6

0
0
Z

0
0
0

0
0
6

+
@

L 3L
0 §+ ?cosa

(o
Al lo| +|o| Al 3L =
Olgy l16lyy | g5
0 ¢))

3L s 3L o L 3L 3L 4 Lo
8 Sina 8 cosa 2 8 sma 8 cosa 2
=|L5, 3Ly + 3L o =| 3L, LLg 3L,
2 8 cosa 8 sina 8 cosx 2 8 sina
0 @ 0 (1) 0 )

A
®

+
®

1

0 €))

3.La I7(D)/0 par application de la loi de composition des vitesses

Ona: V(D)/o= V(D)/1+V,

v(D)/ 44D
= —
dt W

3L
. TCOSCI B 0
AD = [3L = V((D)/;=|o

— Slna 0

4 ®

0 Ty

Soit un point D’ lié a R; = (1) et qui coincide avec D al'instant t:
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L dAD’

5 _ dAD
¢ dt B

) ®

alinstant t: D=D" = I7e=w1/0/\ﬁ

Dots V(D)/o= | L gcosa

EXERCICE 05 :

+51/0/\A—D;: 51/0 /\A—D;

3L
— cosa

Al3L
4 Sina

Le schéma présenté ci-dessous représente un bras manipulateur d'atelier flexible,

chargé de transporter des pieces d'un poste de travail a un autre est composé de :

Un bras (0A), de longueur 2a, lié au bati par une liaison pivot en O.

Un bras (AB), de longueur 2a, lié au bras (OA) par une liaison pivot en A. Un vérin

d'épaule (CD) lié au bati par une liaison pivot en C ainsi qu’au bras (0OA) par une

liaison pivot en D (situé a la moitié de (OA).

Un vérin d'épaule (DE) lié au bras (OA) par une liaison pivot en A ainsi qu’au bras

(AB) par une liaison pivot en E (situé a la moitié de AB). On consideére les vitesses de

sortie des vérins constantes et égale a V = 1mm/s. Déterminer la vitesse de B en

fonctionde a,B etV .

Ondonne: OC = a\/z—7
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CORRIGE :

La vitesse de B

On applique la loi de distribution des vitesses

0 0 0
W0 =0 et Wy =0 > Wy = Way1 + Wy = . 0
al),0 = (2),(1),(0) a—p (1),(0)
V(B)/o=V(A)/o+ Bayo N AB
v4)/ 404
0= 3,
dt ©
Si on prend R; comme repere de projection :
. |?a q dOA|  dOA — |9 2a 0
OA=|0 = V(A)/o= It = + W1 ANOA=10] A|O = 2aa
0 Iy 0) ® alm 0 Iy 0 I
. 2acosp
AB = |-2asinp
0 1w
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. 0 0 2acosf 2a(d — B)sinf
V(B)/o= |2aa| +| O | Al|-2asinf| = |2ad+ 2a(a — B)cospB (1)
0l a—p @ 0 ® 0 1)
Exprimant & et 8 en fonction de V
7] = d||cD]]
dt
Or:
2 2 2 v oy SR P 2.3
CD*=0D“+0C*—-20C.0D =a +Ea —a?V2.cosa = a (E—\/E.cosa)
1 5 5. . 1
dcD 5a’V2asina . (3-2VZcosa)z.V
a3 =V = a= asina @
G a? — a?\2cosa)z
De méme:
7] = d||DE]|
dt
DE? = DA% + AE? + 2DA.AE = a® + a% + 2a2.cosp = 2a2(1 + cosp)
. 1
dDE —a’fsin . —(2+2cosp)z.V
SWE__SOhE o DG 3
(2a2(1 + cosp)? asinf;
On remplace & et § dans I'équation (1) :
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1 1
- [ (3=2V2cosa)z (2 + 2cosp)z
2aVsinf - + -
asina asinfs
V(B) /o= 1 1 1
B)/o (3 — 2/2cosa)? (3 — 2\2cosa)z (2 + 2cospP)?
2aV - + 2aVcosf - + ;
asina asina asinf
0 (€Y

EXERCICE 06 :

Un bipendule est constitué de deux barres (OA) et (AB), de longueurs respectives L, et

L,. Déterminer les vecteurs vitesse et accélération des centres de masses G; et G, par
leurs composantes sur (Rp); (Rq) et (R,) sachant que le point O est fixe et que le
systéeme oscille dans le plan vertical (Oxy). On donne: (R;) = (Oxyz) repere fixe,

(R1) = (Axq1y1zx) repére lié a la barre (AB) et (R,) = (0x3y,2,) repere lié a (0A) avec

0x,//0A.
y2
0 >y
Y1
6 G1
A
G2
@ B
X1
\ 4
X X2
CORRIGE :
(Ry) = (0xpyp29) = (0): Repeére fixe
(Ry) = (Ax1y12z1) = (1): Repére lié a la barre AB
(Ry) = (0x3y52,) = (2) : Repere lié a la barre OA
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Ona:

0
0
Pl

0
0

012),0

0
0
0+ ¢

Le vecteur taux de rotation de Ry /R, : @y, =

Le vecteur taux de rotation de R, /Ry : W,/ =

D’oli le vecteur taux de rotation de Ry /Ry: @q/9 =

®

1. Les vecteurs vitesse de G; et G,

a. Projection sur R

doG,

dt o)

V(G1)/o=

L1 st b1 bsing

L > cos B > sin
0G; =|L = V(G =\|L .

! %sin@ (/o 716c056

0 Yo 0 )

0G,
dt

o d
V(Gy) /o=

(0)

L,

> cositP + @)

L,cosf
Lysinf
0

0—G>2=E4>+E2=

+ (L, . 0+
o |7 sm@+e)

0 (0

. L, .
— L,6sind — 72 O + ¢)sin(0 + @)

= V(G = . L, .
(G2)/0 L,0cos6 + 72(9 + ¢)cos(8 + @)

0 0)

b. Projection sur R4
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Ly
oA |27 , docG,| - —
0G, =5 = —hsimp = V(G /o= i + W10 A 0Gy
2 @®
0 T
Ly, . Ly Ly . .
- 7gosmgo 0 ?cosgo ?Bsmgo
=| L, . +| 0 Al Ly =L, .
_7<pc05(p 0+¢ o —7sm<p 79COS§0
0 €)) 0 o 0 T

0G,

_— == —

L,
Licosp + —
0G, = 04 + 4G, = 2

. d L
= V(G)/o= + W10 A O0G,

—L4Sing dt (1)
0 1)
. L
—Lipsing 0 Licose + 72
=|-Lygcosp| +| O -
N L —Lqsing
0 0+¢ !
1 (D 0 o)
L,0sing
. L, 5 .
= |L,Ocose + 72(9 +¢)
0 €))
¢. Projection sur R,
Ly 0 Ly 0
— > . d0G, . — ) Ly .
OGl = 0 = V(Gl)/(): dt + w30 A OGl = 0 A 0 = 79
)] 0l 0
0l 0l @
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L,
Ly + 7cosg0 2
O—G>2=m>+ﬁz = L2 i = V(Gz)/0= 2 +52/0 /\O—G)Z
—sing dt |,
2
0 @)

Ly . .
—7(9+g0)sm<p

. Ly .
L6 + ?2(9 + @)cosp
0 @

2. Les vecteurs accélération de G; et G,

a. Projection sur R

Ly . Ly .,
. — —0sin — —04cosf
o dV(G1)/o 2 2
FGofo=—gr| =Ly o Lig .
) > cos > sin
0 )

N dV(Gy)/o
F(G2)/o= —gt

(0)

" . L, . L, .
— L,0sinf — L,6%cosf — 72(9 + @)sin(8 + @) — 72(9 + @)*cos(8 + ¢)

. . Ly . L, .
L,0cosO — L,6%sinf + ?2(9 + @)cos(® + @) — ?2(6 + (/’))zsin(B + @)
0 ©)

b. Projection sur R;

= AV(G)/o| _ dVGDH| o o
['(G1)/o= —a | T T a | T@uA V(G1)/o
(0) ®
Ly, . Ly, L. |
79511140 + 79<pc05(p 0 7951n<p
=|Lq . Li. +( O ALy .
—16c05(p - —19<psin<p O+ ¢ —19cos<p
2 2 ol |2
0 @ 0 T
L. Li.
%Hsingo - 7192005(/)
==L . L.
716003<p + %stimp
0 €))
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- AV(G)/o| _ VG| - o
['(G2) /o= at = it + wi0 A V(G2)/o
(0) €3]
L,Gsing + Li8¢cose 0 L,0sing
.. . L, . . Ly, .
= |L10cosp — L18¢psing + 72(0 +¢)| T P 0 | AN |Li6cosp + 72(9 +¢)
+o
0 ) W 0 €Y}
. . Ly . .,
L0sing — L 6°cosep — > 0+ o)
== " . L, .
L,6cosg + L,6%sing + 72(9 + ¢)
0 e
c. Projection sur R,
dv dv 0 0 0
- V(G V(G - - L. Ly .
F(Gl)/O=M - &/ +@an A V(G /o= |=6| +[0| A|=6
at dt e 2 0l
0 1) 0 1@
Ly .
——p02
2
= L1 .
—0
2
0 Y@
- dV(G)/o| _ AV(GD/o| |~
F(Gz)/0=T =~ | T9nA V(G2)/o

(0) 2

L .. . . L, . .
—7(9 + @)sing — ?go(Q + @)cose

0
= L 9 LZ (9 ) LZ . 9 . . + 0
10 + > + @ )cosp — > @0 + @)sing 6l
0 @

L, . . .
—?(9+<p)sm<p
. Ly .
L6 + ?(6 + @)cosp
0 @
L, .. L . . Ly, .. .
—?2(9 + @)sing — 724')(9 + @)cosp — L,16% — 726(6 + ¢)cose
. Ly .. L . Ly, .. .
L6+ 72(9 + <p)cos<p - 724)(9 + @)sing — 729(9 + q'))sin(p
0 @
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EXERCICE 07 :

Soit Ry(0x(yp2z¢) un repére lié au solide S,. Le solide S; tourne par rapport a S, autour
de I'axe (0y,). Soit Ry (Ax1y,z,) un repére lié 4 Sy, avec 04 = aj, et @ = (2, z1) . Soit un

point B de S, avec AB = r?l. On prendra R;comme repere de projection.

1. Déterminer la vitesse et I'accélération du point A par rapport au repere Ry.

2. Déterminer la vitesse et I'accélération du point B par rapport au repere Ry,.

3. Ecrire le torseur de §; /S, au point A et au point B. Quelle est la particularité du point
A?

4. Retrouver V(A) /o I7(B) /o f(A) /o et f(B) /o, en utilisant les lois de composition des

vitesses et des accélérations.

CORRIGE :
1. La vitesse et I'accélération du point A par rapport au repere R,

a. La vitesse

0
Le vecteur O4 s'écrit dans le repere Ry: 04 =|a
0l
" dOA dOA o |9 0 0 .
V(A)/():W =? +(1)1/0/\0A= a Nla =10 =0
0) 6)) Oly 10lqy 10l
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b. L’accélération
[(A)/o=0

2. La vitesse et I'accélération du point B par rapport au repére R

a. La vitesse

0
OB = 04 + 4B = |a
Tl
. dOB dOB | 0 ra
(0) ™ Oly Irlgy 0 Iep
b. L’accélération
, VB /| B . o ra
I'(B)/o= 2t | T @ | T V(B)/o=| 0
© €Y —ra?l(y
3. Le torseur de S; /S, au point A
( 0
L - matiaue : | _ Wi =|a
a. Le torseur cinématique : [ 51/So]A =4 0l (o)
\V(4)/0=0
( 0
W10 = |d
o 0lc1),0
b. Le torseur cinématique : [651/5013 =9 B e
V(B)/o=10
\ 0 Iy
@y £ 0
Au point 4, le torseur est un glisseur car : o o
w1,0-V(A)/o=0
4. La loi de composition des vitesses et accélérations :
1. La vitesse absolue de 4
V(A /o= V(A)/1+7.
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a. la vitesse relative de 4

dOA L
e | .

@®

V(A)/1=

b. la vitesse d’entralnement de R{/R,

Soit un point A’ lié a Ry et qui coincide avec A a l'instant t donné (A = A’), la vitesse

d’entrainement s’écrit :

0
0
0

_  dOA

; _ doA’
¢ dt B

+51/0 /\m):
€9

©) €Y
= V(A /o= V(A)/1+V, =0

2. L’accélération absolue de A

[(4)/o= TA)/1+ T+ T,

a. I'accélération relative de 4

B, dV (A -
fn=T20 =0
1

b. 'accélération de Coriolis
ﬁC = 251/0 A ‘7(14)/1: 6

c. 'accélération d’entralnement

101
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podl _dR| o

e — = 0)1/0 e —
at |y dt |y

['(A)/o=0

3. La vitesse absolue de B

V(B)/o= V(B)/1+7V,

a. la vitesse relative de B

dOB
dt |,

Il
ol

V(B)/1=

b. la vitesse d’entrainement de R;{/R,
Soit un point B’ lié a R; et qui coincide avec B a l'instant t donné (B = B’), la vitesse

d’entrainement s’écrit :

_ doB| aoB| _ |0 0 r
Ve =0 =0 +a)1/0AOB=a Ala =(0
dt
O ) Oley Irlqy 101w
= V(B)/o=V(B)/1+V. =|0
URICH
4. 1’accélération absolue de B
[(B)/o= T(B)/1+ T¢c + T,
a. l'accélération relative de B
, dV(B) /1 -
I'(B)/1= 2 | = 0
(€D)
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b. 'accélération de Coriolis
Te = 2@, AV(B)/1=0

c. 'accélération d’entrailnement

. dv dv . ra 0 ra ra
re=d—: =d: +dy oAV, =[0]| +|a| Al0] =[ 0
(0) €)) 0 Iy 0l 0 Iy —rd? 1)
. ra
= I'(B)/o=| O
—ra? (1)

EXERCICE 08 :

Pour simplifier I'étude, le radar est modélisé par trois éléments : le piédestal (0), I'arbre
de rotation azimut (1) et 'émetteur récepteur noté (2) comprenant la parabole fixée sur
I'axe (IB). Une masse (3) fixée sur (2) en B assure le role de contrepoids. L’arbre (1) est
en rotation par rapport au piédestal (0), I'angle azimut est noté a. L’émetteur-récepteur
(2) est en rotation par rapport a I'arbre (1), I'angle site est 3.
e Lerepere (Ry) = (0xgyyzo) = (0) estlié au piédestal O.
e Lerepeére (R) = (0x1y1z1) = (1) estlié a'arbre de rotation azimut (1).

Onaa = (xg,%1) = Vo, ¥1)-
e Lerepere (Ry) = (Axyy,2,) = (2) estlié al’émetteur récepteur (2).

Onap = (y1,¥2) = (21,22).
Ondonne: OA =h, AC = aet BC = b.
1. Tracer les figures de changement de base.
2. Donner un vecteur position du point B(projeter dans R;)
3. Que peut-on dire de la trajectoire du point B (dans son mouvement par rapporta Ry)?
4. Déterminez le vecteur taux de rotation @, ode 'ensemble (2) par rapport au piédestal
(0).
5. Déterminer le vecteur vitesse du point B lié a 2 par rapport a Rj. Le résultat devra

étre exprimé dans R,.
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6. Déterminer le vecteur accélération du point B lié a 2 par rapport a R,. Le résultat
devra étre exprimé dans R,.

7. Déterminer le vecteur vitesse du point B lié a 2 par rapport a R, en utilisant la loi de
composition des vitesses.

8. Déterminer le vecteur accélération du point B lié a 2 par rapport a Ry, en utilisant la

loi de composition des accélérations.

CORRIGE :

1. Les figures de changement de base

yO Zl
Y1 * Z A
¢ X1 B y2
/u ﬁ
0 X0 A :yl
2. Le vecteur position du point B
104 L. TENNOUGA & S. KHELLADI

2018-2019



MECANIQUE RATIONNELLE 1 Exercices Corrigés

0 0 0 0
OB = 0A+ AC + CB = |hsing| +|0| +|-b| =|hsinf—»b
hcosf al) 0ly lhcosp +a

@ @

3. La trajectoire du point B (dans son mouvement par rapport a R)

a.Si [ = cste, alors la trajectoire de B est un cercle d’axe (A, EO).
b.Si a = cste, alors la trajectoire de B est un cercle d’axe (4, 7;).
La trajectoire de B est donc sur la sphére de centre A et de rayon AB.

4. Le vecteur taux de rotation @, yde 'ensemble (2) par rapport au piédestal (0)

Wy0 = Wy/1 + W10

Ona: wq, = |0 et w211 = |0 = Wy = |0

al),0) 0'2),@ alm
Les composantes de &5 /o dans R
. p
Wy = |asinf

acosf @

5. Le vecteur vitesse du point B lié a 2 par rapporta R
- dOB dOB — ; .
V(B)/(): —dt :_dt +52/0/\OB = h,BCOSﬂ + dsinﬂ N hSlnIB_b

©) @) —hpsing|,, lacosp|, Ihcosp +al,,

a(asinf + bcosp)
= |4 —ap
—bp @
6. Le vecteur accélération du point B par rapporta R,
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T(B)/o= % o % o T V(B)/o
@(asinf + bcosp) + af (acosf — bsinf) B
= —af + |asinf
—bf @) acosf @
a (asinf + bcosf)
A —af
~bp @

@ (asinf + bcospB) + ap (acospB — bsinf) — bBasinf + afacosp
= —af + a?cospB(asinf + bcospB) + bB?

—bf — ap? — a’sinf(asinf + bcosf) @

& asinf + abcosp — 2bfasinf + 2afacosp
T(B)/o= |/ —af + d%acosPsinp + a%bcos?p + bf?

—bf — af? — a*asin®B — a*bcosfsinf @

7. Le vecteur vitesse du point B

La loi de composition des vitesses s’écrit :

V(B)/o= V(B)/1+7,

a. la vitesse relative de B

— dOB dOB g A .
V(B)/1=7 =~ + @y AOB = | hBcosB |+ o[ A|hsinf—b
) @) ~hpsinB|,, loly) Ihcosp +aly
0
V(B)/1=|~ab
—bBl
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b. la vitesse d’entrainement de R{/R
Soit un point B’ lié a R; et qui coincide avec B a l'instant t donné (B = B’), la vitesse

d’entrainement s’écrit :

=5 =5 0 0
- dOB dOB — . .
Ve == = ar + @19 A OB = |asinf A |hsing — b
(0) &) acosp @ hcosp + a @
aasinfs + bacosf
= 0
0 @)
a (asinf + bcosp)
>V(B) /o= VB 1+ V, =|4  —ap
—bp 0}
8. L’accélération absolue de B
[(B)/o= T(B)/1+ T + T,
a. 'accélération relative de B
— — 0 5 0
5 av(B dV(B . o .. - )
F(B)/1=% =% + 0)2/1/\V(B)/1= _aﬁ +10 A _aﬁ
€ @) =bfl, 10 la) |-bBl,
0
= |—af — bp?
s o
bp + af @
b. 'accélération de Coriolis
. . 0 0 —bafsing + adfcosf
FC = 261/0 N V(B)/1= 2 aSlnﬁ N —a,B =2 0
acosply  |=bB| 0 @
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c. 'accélération d’entrailnement

ATlinstant considéré S = cste

r v, all + By AV
e = T = w2/0 e
dt © dt @
adsinfs + bacosf B aasinfs + bacosp
= 0 + [asinf| A 0
0 @ 0 @

acosf @
adasinfs + bacosp

= | ad?cospBsinf + bd*cos?p

—ad?sin’B — ba?sinBcosf @

adsinf + bacosp + 2aafcospf — 2bafsinf
= ['(B)/o= I(B)/1+ Tc+ L. =| ad?cosBsinf + ba?cos?p — afi — b3

—ad?sin®B — ba*sinBcosp — bf +ap* |,

EXERCICE 09 :

Une tige mince (AB) de longueur 3L est reliée par deux glissieres a deux droites
perpendiculaires (Ox;) et (Oy;) qui tournent dans un plan fixe (Ox,y,). On choisit
R1 (0x1y1z1) comme repere de projection.

Déterminer les vecteurs vitesse et accélération du centre G de la tige AB, en utilisant :

1. La méthode de dérivation directe.

2. La formule de distribution des vitesses et dans un solide.
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X1

v

CORRIGE :

1. La vitesse et 'accélération du centre G par dérivation directe

3L P L p
N 3L.cosO -5 cos 5l cos
0G = 04+ AG = 0 +| 3L 0 =|3L 0
0 |y 5 sin 5 sin
0 ) 0 T
3Ly o 3L
. . ——@0sin —cos
V(6)/ d0G doG +@B1,0A 06 3L2 + 8 A 32L
0= —— = — (1)1/0 = . .
dt ©) dt o 700059 @ W 751110
0 1) 0 '
3L .
- (6@ + @)sind
=|3L .
> (@ + @)cosO
0 @
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= dv(6)/ V&, . o
['(G)/o= gt | = " a | t@pA V(G)/o
(0) ®
3L . 3L. .
—7(0 + ¢)sinf — 70(9 + ¢)cosb 0
= 3L 6+ ¢)cost = Lo+ gysime | |3
> ¢ )cos > (@ + @)sin ¢l

0 1)

3L .
- (@ + @)sind
NE
> (@ + @)cosO
0 ™
3L, .. 3L ,. .
—7(9 + $)sind — - (62 + $?)cosd — 3LO¢cosh
3L .. 3L,
- (6 + @)cos — - (62 + @?)sin® — 3LO¢psind
0 &)

2. La vitesse et 'accélération du centre G par la formule de distribution

V(6)/o=V(A)/o+ @20 N AG

_ . |3Lcosé
Le vecteur 0OA = 0
0 lw
. d0A dOA __ |-3L6sind 0 3LcosH
= VA /o=—-| =—73-| +®10A04= 0 +[0] A 0
dt dt .
() €3] 0 @ 1Pl 0 €))
N —3L0sinf
= V(A)/o= | 3L¢cosh
0 'm
3L 3L .
_3L0sing 0 —7c059 -5 (6 + ¢)sinb
V(6)/o=|3Lpcoso| +| O | A|3L =|3L .
0 o (¢ —0) o 7Sln9 > (6 + ¢)cosO
€)) 0 €)
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~ dvV(6)/, dv(A4)/, d@a0 — dAG
[G). = | =——7—| +t—5— NG + &y N——
0 dt |, dt |, = dt dt |,
AVl . ddy —
ZT +(1)1/0/\V(A)/0+ qt NAG +(1)2/0
€Y
/\(dﬁ + 3@ /\ﬁ)
— w1/0
dt |,

3L
—3L0sind — 3LO?%cosH 0 —— cost 0
=>T(6)/, = |3Lycosd —3Lgbsing | +| O | A 3L +| 0
0 (1) ((P - 6) 1) 2 sing ((P - 9) @
0 €

3L, 3L

7951119 0 —7(:059
A 3L9. P + {0 Al 3L 0

> cos ol > sin

0 6)) 0 o)

3L ,.. 3L . .
- (6 + @)sind — 7(92 + @?)cos® — 3LO¢pcosh

=7 =| 3L,.. 3L . :
I/, 7(0 + ¢)cost — > (62 + ¢?)sind — 3LO¢sind
0 1)

EXERCICE 10:

Une toupie tourne autour de son axe de révolution a la vitesse angulaire ¢; cet axe fait
l'angle 6 constant avec la verticale et tourne autour de celle-ci a la vitesse angulaire 1.
Déterminer le module de la vitesse angulaire de la toupie par rapport au sol et I'angle

que fait cette vitesse avec la verticale.
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AZo
Z

QA

X0

CORRIGE :

(Ry) = (0xgyp2zy) = (0): Repeére fixe

(Ry) = (0x1y121) = (1): Repére mobile

(R,) = (0x3y,2,) = (2) : Repére mobile

(R3) = (Ox3y323) = (3): Repére lié a la toupie

Ona:
0 2] 0
Wi/0 = 0 ; W1 = |0 ; W32 = 0
Pl 0 ®

2),(1) 3

La toupie tourne avec une vitesse angulaire totale :

W30 = W3/, + Wz/q + Wy o

Or 6 = constante = @/ = 0

D’ou
0 0
W30 = W10+ W3y = |0 + a3, = (0
1,0 Pleane
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Zo, Z1
A

72,173

X1, X2 X3

Les composantes de & o dans le repére (3) :

0 0
W0 = |Wsind = Wipn=| Ysind = Wsindj; + (Pcosd + ¢)ks
Ycosh 3) YcosO + ¢

3)

1. Module de & /g

W30 = \/(?’sin@)z + (Wcosh + (j))z = \/(‘i’sin@)z + (?’cos@)z + ()2 + 2¢¥cosh

= J¢2 + @% + 2¢¥cosb

2. Soit « I'angle que fait w3 s0 avec la verticale E)O ou ﬁl

N — N — - -
(1)3/0 'kO = (1)3/0 'kl = ||(L)3/0 ” ||k0||COSQf

0 0
Ysinf | Wsind
W30 - ko Wcosd + ¢l gy 1Weoshlzy Y + ¢pcosh

= cosa =

@30 || "EOH - VW2 + @2 + 29Wcosh Nz - V2 + ¢2 + 29¥cosH
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EXERCICE 11 :

Les extrémités A et B d'une barre homogene de masse M et de longueur 2L glissent sans
frottement : 4 sur un axe vertical et B sur un axe horizontal.

1. Déterminer le centre instantané de rotation I du mouvement de S; par rapport a S, de
maniére analytique puis graphique.

2. Trouver la base et la roulante du mouvement de S; par rapport a S.

Ylv\ﬂ yo

A
X1

v

CORRIGE :

1. Recherche du CIR du mouvement de S; par rapporta S,

De fagon graphique

Le (CIR) I est tel que V(I € 51/Sp) = 0. Sa position est repérée en tracant deux droites,
I'une perpendiculaire a la vitesse I7(A € S1/Sp) au point A et 'autre perpendiculaire a

V(BE S1/Sp) au point B. Le point d’intersection de ces deux droites est le (CIR) de la

barre.

On déduit facilement les coordonnées du point I tel que :

. 2Lsina
Ol = | 2Lcosa

0 ko
Analytiquement
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. 0 _, |2Lsina
OA = |2Lcosa et OB= 0 On en déduit que :
0 o 0 o
_ dOA o
V(A)/o=——/0= |- 2L&sina
dt
0 o
R dOB 2Lacosa
V(B)/o= ¢ /0= 0
t
0 lo
" L — O] j*o | avo
Ona V(B)/Oz V(I)/0+ 51/0/\ IB=|(0]| A Yo | = de (1)
a 0 0
_ _ O] x| @yo
V(A /o=V(D/o+ @A A= 0| A Yo | =] axg (2)
a 0 0
_ 0
(1) : Par identification avec la vitesse du pt B on trouve : Bl = | 2Lcosa
0 o
(2) : Par identification avec la vitesse du pt A.
. 2Lsina
On retrouve bien le résultat de la méthode graphique : Ol = | 2Lcosa
0 o
2. Base et roulante
Laroulante est la trajectoire du point I dans le repere associé a S;.
. 0
Ona Bl = |2Lcosa| = 2Lcosa j, = 2Lcosa (sinai; + cosaj;)
0 o
On passe en angle moitié
— . 5 o _ 2LsinZa | 1+ cos2a)
Bl = 2Lcosa. sinaiy + 2Lcos“a j; = — i+ (T)h

On en déduit la relation :

xf+ (yy —L)* = L?
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Il s’agit de I'équation d'un cercle de centre (0, L) dans R; et de diamétre la tige AB. Le

point C centre du cercle est donc au milieu de la tige.

La base est la trajectoire du point I dans le repere associé a S.

. 2Lsina
Ona Ol = | 2Lcosa = x;7p + yijo -
0 lo

On en déduitlarelation x7 + y,? = 412

qui est 'équation d'un cercle de centre (0,0) dans R, (donc le point O) et de rayon
AB (2L).

V(A)/o

Roulante
X1

Base

EXERCICE 12 :

On considere le roulement d’'un disque (D) de centre C et de rayon r sur un axe (0, x;).
Lerepere R(C,x,y,z) estlié au disque.

1. Ecrire la condition de roulement sans glissement de (D) au point de contact I avec
I'axe (0, xp).

2. Ecrire le torseur cinématique au centre C du disque.
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CORRIGE :
1. La condition de roulement sans glissement de (D) au point de contact I :

—

La vitesse de glissement V; est nulle :

V,=0 ©V(1D/=0

On applique la relation de distribution des vitesses dans un solide, on obtient :
V(D/o=V(C)/o+1IC A Wy = 0

(Ry) = (Oxyz) = (0): Repere fixe
(Ry) = (Cxyy121) = (1): Repere lié au disque (D)

Le disque est en mouvement hélicoidal (translation+rotation), 6 est 'angle de rotation

0

de (D) autour de I'axe (Cz), le vecteur taux de rotation est donné par: ;0 = (0
HO¥E)

V(C)/o= 9 avec 0C= Ol+ IC=|r

(0) 0oy
. x
= V(C)/o= |0
O
D’ou:
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N X 0 0 x+ 716
= V({D/o=|0[ +|[r] Al0] =] o0
0ly 101y 1810 0 lo

Finalement: x + 76 = 0

2. Le torseur cinématique au centre C du disque

( 0
w10 = (0
AOXe!
Ve = - s
V(C)/o= |0
0

0

EXERCICE 13 :

ol

Un disque (D) de centre C et de rayon r est situé initialement au sommet d'un demi

cerceau (C) fixe de centre O et de rayon R. Le disque est légérement déplacé de telle

sorte qu’il roule sans glisser sur (C). On désigne par ¢ la vitesse angulaire de rotation du

disque et par @ l'angle que fait OC avec l'axe horizontal (Oxy). Outre le repere

fixe Ry (0, %y, Vo ,Z9) = (0), on définit le repére R;(0,x1,y1,21) = (1) avec (Ox;) selon

0C et (0z;) confondu avec (0z), ainsi que le repere R,(C,x; ,y,,2,) = (2) lié a (D)

(voir figure ci-contre).

1. Déterminer la vitesse du point C par rapport a R.

2. Ecrire la condition de roulement sans glissement de (D) sur (C).

yO A

y2

Y1

X1

X2

»
|

X0
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CORRIGE :
1. La vitesse du point C par rapport a R,.

docC

V() /o=—

)

Si on prendra R; comme repére de projection

R+r
0C= 0I+1IC=| 0
0 o
ﬁ doc doc 9 R+ o
= V(C)/():F = F + (1)1/0/\0C= O Al O =|[(R+1r)0
(0) 1 0101 0 Iy 0

@
2. La condition de roulement sans glissement de (D) sur (C)

V,=0 ©V(1D/=0

On applique la relation de distribution des vitesses dans un solide, on obtient :

V(D/o=V(C)/o+1IC A Wa0 = 0

T r 0 0

0l 0ly lo 1) 0 ey
D’ou :
VID/o=V(CQ)/o+ICABy0=0=|R+7)0| +|-r¢| =0

0 I 0 lw
Finalement:
. . . re

R 0 — =0> 0 =
(R+7) re (R+71)

EXERCICE 14 :

On considere un demi-disque (D) homogeéne, de centre C, de centre de masse G, de rayon

R et de masse m. Tout en restant dans le plan vertical (Oxy), (D) roule sans glisser sur le
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plan horizontal et on désigne par I le point de contact entre le sol et (D). On repeére la

position de (D) par 'abscisse x de son centre C et par 'angle a = (?f, C_G)) A1 instant

N A . o . 4R
initial, on lache (D) sans vitesse initiale dans la position @ = 3. Ondonne: CG = b = P

1. Exprimer les composantes de la vitesse et de I'accélération du centre de masse G

par rapport a Ry(0Oxyz) = (0).

2. Etablir une relation entre x et & exprimant le roulement sans glissement.

CORRIGE :

1. Les composantes de la vitesse du centre de masse G par rapporta R,

" doG
V(G)/o=

dt ©
. . _. |x+tbsina
OG = 0C+ CG =|R — bcosa
0 )
. d X + bacosa
= V(G)/o= T =| basina
0) 0

(0)

Les composantes de 'accélération du centre de masse G par rapporta R

R dV(6)/, ¥ + bdcosa — ba?sina
= [(@)/o=—17| =| bisina+bd*cosa
(0) 0

()

2. Larelation entre x et @ exprimantle roulement sans glissement

V,=0 ©V(1/=0
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On applique la relation de distribution des vitesses dans un solide, on obtient :

V(D)/o=V(C)/o+1IC A Wy = 0

v(C)/ doc 0
O: —_— =

dt () 0l
0 _ 0 0 Ra
IC = |R = ICA(31/0=R A0 =10

010y Oly lalwy 101
D’ou:
~ ~ . %+ Rd ~
VID/o=V(O)/o+ICAB1o=| © =0
0 lo
Finalement: x+Ra =0
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