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Résumé :

Le travail de ce mémoire s’inscrit dans le contexte d’analyse d’observabilité et la
recherche de méthodes de synthèse d’observateurs pour les systèmes à événements
discrets décrits par les réseaux de Petri . Une nouvelle caractérisation algébrique
de l’observabilité basée sur l’utilisation des techniques d’observation des systèmes
descripteurs a été présentée. Nous proposons une méthode pour la synthèse d’un
observateur à entrée inconnue afin d’estimer à la fois le vecteur des marquages des
places et le vecteur des transitions. L’idée principale est basée sur l’utilisation des
techniques d’observation des systèmes descripteurs. L’utilisation de la théorie des
systèmes descripteur est motivée par la capacité de formuler l’évolution du mar-
quage d’un RdP sous forme d’un système descripteur. Un système de production
a été présenter comme un exemple d’application pour montrer l’efficacité de l’ap-
proche proposé.

Mots clés : Observabilité,Observateurs, Réseaux de Petri, Systèmes à
évènements discrets.
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Abstract :

This work nvestigates observability and observer design for discrete events sys-
tems described by partially observed Petri net (POPN). Two major contributions
are presented. A novel characterization of observability for POPN systems is presen-
ted and a new and simple method to construct an Unknown Input (UI) observer for
POPN systems in order to estimate both the marking vector and the firing vector of
transitions. The proposed observer is derived from the description of the evolution of
markings in a POPN by a descriptor system. The introduction of descriptor systems
to describe the evolution of the marking of POPN allows the use of the same ideas
and techniques used in dynamical linear systems. A production system is presented
as an example of application to demonstrate the effectiveness of the proposed ap-
proach.

Keywords : Observability, Observer design, Petri nets, Discrete events
systems.
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qui est aujourd’hui absent à mes yeux, mais toujours présent dans mes pensées et
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1.2 Systèmes à événements discrets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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2.3.2 Les approches basées sur les RdP . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.4 Présentation des SED modélises par les réseaux de Petri partiellement
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2.5.2 Causalité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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1.3 Automate à états finis déterministe. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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Introduction Générale

Contexte et motivations

Un système peut être décrit comme un ensemble de composants, interagissant
entre eux, formant une entité complexe. L’automatique est la discipline qui traite
de la modélisation, de l’analyse et de l’identification de ces systèmes. Elle propose
de considérer un système connu, que l’on est capable de synthétiser sous forme d’un
modèle mathématique, et de lui appliquer une configuration d’entrées de façon à ce
qu’il exécute une fonction donnée.

En fonction du type de modèles mathématiques obtenu lors de la modélisation,
les systèmes peuvent être classés en plusieurs catégories. La théorie classique des
systèmes continus s’intéresse à des systèmes obéissant essentiellement aux lois de la
physique, et descriptibles par des équations différentielles ou aux dérivées partielles.
Le vocable systèmes à événements discrets (SED) recouvre des systèmes également
dynamiques, mais dont la dynamique échappe totalement à ce genre de description.
En réalité, au lieu de s’intéresser au déroulement continu des phénomènes, on ne se
soucie que des ‘’débuts” et des ‘’fins” de ces phénomènes (les événements discrets)
et de leur enchâınement dynamique, logique ou temporel. Au cours de ce travail, on
s’intéressera à la catégorie des Systèmes à Événements Discrets (SED).

A partir des années 80, les notions de systèmes à évènements discrets ont fait
leur apparition et se sont imposées comme des modèles pertinents de beaucoup de
systèmes industriels. Les modèles SED sont utilisés dans le domaine de la production
manufacturière, la robotique, les trafics des véhicules, la logistique, les réseaux de
communications,. . .etc. L’étude des SED peut être menée avec différents outils tels
que la simulation sur ordinateur, réseaux de files d’attente, les langages de program-
mation parallèle/temps réel, des modèles dynamiques algébriques, comme l’algèbre
”Max Plus” et finalement les réseaux de Petri, les automates et les langages qui
reposent sur l’ordre exact d’occurrence des événements.

Parmi ces différents formalismes, les RdP qui offrent un grand pouvoir de modélisation
des phénomènes complexes liés au fonctionnement du système, et ceci de manière
compacte par rapport aux automates à états finis. Ils sont modulaires et donc parfai-
tement adaptés aux systèmes actuels composés de plusieurs modules qui interagissent
entre eux. Ils sont aussi évolutifs dans le sens où ils peuvent facilement être mis à
jour pour s’adapter aux changements que peut subir le système durant son cycle de
vie (ajout de nouveaux composants ou modules, reconfiguration. . .).
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16 Introduction Générale

Objectifs de la mémoire :

La théorie de l’estimation d’état occupe une place importante en automatique.
La connaissance des variables d’état du système étudié est nécessaire, afin de conce-
voir des méthodes de surveillance, de détection et de localisation de fautes. Sur
le plan pratique, il est difficile de mesurer toutes les variables d’état du système,
pour des raisons physiques (capteur nécessaire indisponible, capteur irréalisable...)
ou économiques (installer un minimum de capteur afin de réduire les coûts d’ins-
trumentations). Le problème de l’estimation d’état pour les SED n’est pas limité à
l’estimation d’état, mais aussi au problème de la reconstitution de la séquence de
franchissement de transitions qui conduisent à un état donné d’où la nécessité de
faire recours à un système dynamique auxiliaire, appelé observateur, qui a pour rôle
d’estimer l’état du système. En effet, plusieurs travaux ont été présentés dans le cadre
d’estimation d’état notamment dans le cas où seules des informations partielles sur
les événements sont disponibles. Ce mémoire a pour but d’analyse d’observabilité et
la recherche de méthodes de synthèse d’observateurs pour quelques classes de SED.
On s’intéresse particulièrement aux classes de SED modélisées par les RdP.

Contributions de la mémoire :

Ce mémoire contribue à :

La présentation d’une nouvelle caractérisation algébrique d’observabilité et la
synthèse d’un observateur à entrée inconnue pour une classe de SED modélisée par
des réseaux de petri partiallement observables (RdPPO). L’idée principale est basée
sur l’utilisation des techniques d’observation des systèmes descripteurs. L’utilisa-
tion de la théorie des systèmes descripteurs est motivée par la capacité de formuler
l’évolution du marquage d’un RdP sous forme d’un système descripteur. Le traite-
ment que nous allons présenter est purement algébrique et donc facile à comprendre.
Parallèlement à l’élaboration de résultats théoriques, une attention est également ac-
cordée à la facilité des résultats pour le calcul numérique.

Organisation des chapitres :

Ce mémoire est organisé en 4 chapitres qui traitent l’analyse d’observabilité et
la recherche de méthodes de synthèse d’observateurs pour des systèmes décrits par
les RdP.

Ce mémoire est organisé en quatre chapitres, comme suit :
Dans le premier chapitre, nous introduirons les notions fondamentales relatives aux
SED. D’abord, nous présenterons les deux formalismes les plus utilisés pour l’ana-
lyse des SED : les automates à états finis et les RdP. Nous mettrons l’accent sur
les RdP, les différentes notions et notations nécessaires dans la suite du document
seront données.
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Le deuxième chapitre est divisé en deux parties, la première partie de ce cha-
pitre sera consacrée à l’analyse d’observabilité. En effet, la propriété d’observabilité
consiste à garantir que les mesures faites sur un système sont suffisamment informa-
tives pour pouvoir en déduire toutes les variables non mesurées du système. Nous
nous présentons par la suite un état de l’art plus complet mais aussi moins détaillé
sur l’observabilité des SED modélisés par les automates finis et les RdPs. Dans la
deuxième partie de ce chapitre, nous consacrons à l’analyse d’observabilité des SED
modélisés par des RdPPO. Une nouvelle caractérisation algébrique de l’observabi-
lité basée sur l’utilisation des techniques d’observation des systèmes descripteurs
sera présentée.

Dans le troisième chapitre, nous présentons tout d’abord un état de l’art concer-
nant l’estimation d’état des SED, et plus particulièrement pour les SED modélisés
par des RdPPO. Ainsi, deux méthodes de synthèse d’observateurs sera présentée,
une méthode développée dans [33] qui traite du problème de l’estimation du mar-
quage d’un réseau, et autre développée dans [40] pour la synthèse d’un observateur
de Luenberger d’ordre réduit pour les RdPPO.

Dans le quatrième chapitre, nous proposons une méthode de synthèse d’un ob-
servateur à entrée inconnue afin d’estimer à la fois le vecteur des marquages des
places et le vecteur des transitions. Nous allons étudier par la suite deux systèmes
déférents en vue de faire montrer l’efficacité de l’observateur proposé. Pour cela une
modélisation fonctionnelle des systèmes étudiés sera réalisée et une conception d’ob-
servateur à entrée inconnu sera synthétisé. Finalement des simulations sous Matlab
permettent de vérifier le bien-fondé de la méthode proposée.

Enfin une conclusion générale et des perspectives seront données.
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Chapitre 1

Généralités sur les systémes à
événements discrets

1.1 Introduction

Dans ce premier chapitre nous ferons un survol des aspects logiques des systèmes
à événements discrets (SED). Nous évoquerons tout d’abord quelques notions re-
latives aux langages formels. Puis nous présenterons brièvement les deux outils de
base pour l’étude et la modélisation des SED à savoir les automates à état fini et les
réseaux de Petri (RdP). Nous mettrons l’accent sur les RdP dans la mesure où c’est
le modèle de base utilisé dans ce mémoire pour lequel on donnera les principales
propriétés.

1.2 Systèmes à événements discrets

Un système à événements discrets est un système dans lequel l’espace des états
est discret. Un tel système est à opposer à un système continu pour lequel l’état est
représenté par des grandeurs qui prennent des valeurs dans un domaine continu.

Les SED sont des systèmes qui sont fondamentalement asynchrones, c’est-à-dire
que ceux-ci ne sont pas cadencés par une horloge. La dynamique de ces systèmes
est assurée par l’occurrence des événements, ils se produisent de manière instan-
tanée. En l’absence d’événement, l’état du système demeure inchangé et l’évolution
du temps entre deux occurrences ne provoque aucun effet détectable sur le système.
L’évolution d’un SED peut être décrite par un ensemble de couples : (e,t) où ”e”
représente un événement et ”t” représente l’instant d’occurrence de cet événement.
Un ensemble ordonné de couples constitue ce que l’on appelle une séquence. Une
telle description se place à un niveau temporel dans le sens où l’instant d’occurrence
des événements est une information considérée comme pertinente. En revanche, si
l’on considère un modèle logique pour décrire le SED, seul l’ordre d’occurrence des
événements importe[66].

En général, un SED peut avoir un comportement non déterministe. Nous en-
tendons ici le ”non-déterminisme” par le fait que nous ne pouvons pas prévoir, a
priori, quelle sera l’évolution du système. En d’autres termes, pour un état donné
du système, plusieurs événements différents sont supposés susceptibles de se pro-

19
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duire. Donc une séquence unique ne suffit alors plus pour décrire le comporte-
ment du système. Ainsi, l’évolution d’un SED sera en général décrite par un en-
semble de séquences d’événements. Cet ensemble de séquences constitue un langage
sur l’ensemble des événements possibles dans le système. Dans la suite, nous nous
intéresserons uniquement à des modèles logiques[66].

— Spécification : Avant de concevoir un système, il faut déterminer ce qu’on
veut lui faire, que doit être sa réponse dans certain nombre de situations-type.

— Conception, architecture : Une fois spécifié le comportement fonctionnel
du système, il faut le concevoir, notamment du point de vue de son architec-
ture : composants, agencement et articulations, mécanismes de synchronisa-
tion et d’exécution.

— Validation logique : Il faut ensuite vérifier que le système ainsi conçu répond
bien aux spécifications désirées, et qu’il n’engendre pas d’autres comporte-
ments indésirables.

— Evaluation de performance : A cette étape, la notion de temps intervient.
On cherche alors à répondre à des questions du type : combien d’événements
d’un type donné se produisent en une heure ? à quelle date de produira le
nième événement ?

— Ordonnancement : L’ordonnancement a pour but d’établir des politiques
de priorité, de routage. destinées à résoudre les problèmes posés par les
phénomènes de concurrence[39].

1.2.1 Propriétés des systèmes à événements discrets

Les systèmes dynamiques à événements discrets (SDED) ou plus largement, les
systèmes à événements discrets, satisfont aux deux propriétés suivantes :

— L’espace d’état est un ensemble discret.
— Le mécanisme de transition d’état est piloté par les événements.
Un SED est un système à états discrets, piloté par les événements, c’est-à-dire,

l’évolution de son état dépend entièrement de l’occurrence d’événements discrets
asynchrones dans le temps. Un évènement représente indifféremment une action
(une personne appuyant sur un bouton d’urgence), un début ou une fin de tâche (fin
de cycle de nettoyage d’une machine à laver).Un événement peut être provoqué par
un être humain, par une machine, par la nature ou par toute combinaison possible
d’actions[16].

La figure suivante montre un exemple d’une trajectoire d’un système a événement
discret :

La trajectoire est constante par morceaux, et le changement d’un état a un autre
se fait par l’occurrence d’un événement. Dans cette trajectoire, on peut remarquer
que :

— Des événements différents (e2 et e6) peuvent conduire à un même état.
— Des événements (e3) peuvent se produire et être inactifs pour le système.
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Figure 1.1 – Changement d’état par occurrence des événements dans un SED

De nombreux systèmes, en particulier les systèmes technologiques, sont en fait
des systèmes à événement discrets. Même si ce n’est pas le cas, pour de nombreuses
applications d’intérêt, une vue à événement discrets d’un système complexe peut
être nécessaire. Voici quelques exemples simples de systèmes à événement discrets :

— L’état d’une machine peut être sélectionné dans un ensemble tel que {ON,
OFF} ou {BUSY, IDLE, DOWN}.

— Un ordinateur exécutant un programme peut être considéré comme étant
dans l’un des trois états suivants : {ATTENTE D’ENTRÉE, EXÉCUTION,
ARRÊT}. En outre, l’état RUNNING peut être décomposé en plusieurs états
individuels, par exemple, de la ligne de code en cours d’exécution à un moment
donné.

— Tout type d’inventaire constitué d’entités discrètes (par exemple, des pro-
duits, des unités monétaires, personnes) possède un espace d’état naturel
dans les entiers non négatifs {0, 1, 2, .....}.

— La plupart des jeux peuvent être modélisés comme ayant un espace d’état
discret. Aux échecs, par exemple, chaque configuration possible du plateau
définit un état , l’espace d’état résultant est énorme, mais il est discret[16].

L’étude des SED peut être menée avec différents outils tels que : les langages de
programmation parallèle/temps réel, les modèles dynamiques algébriques, comme
l’algèbre Max Plus, les automates à états finis et les RdP. Ces deux derniers seront
présents en détail dans la suite de ce chapitre.

1.3 Automate à états finis

La technique la plus ancienne et la plus classique pour représenter les comporte-
ments dynamiques d’un SED est d’utiliser un automate a états finis. Un automate
fini (on dit parfois machine à états finis), en anglais finite state automaton ou finite
state machine (FSA, FSM).
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Un automate a états finis est constitué d’états et de transitions. Son comporte-
ment est dirigé par un mot fourni en entrée : l’automate passe d’état en état, suivant
les transitions, à la lecture de chaque lettre de l’entrée. Un automate fini possède
un nombre fini d’états distincts : il ne dispose donc que d’une mémoire bornée. Une
automate à état fini peut être représentée graphiquement par un graphe étiqueté.
Les états sont des cercles et les transitions sont des flèches orientées de leur état de
départ vers leur état de destination [24]. Avant de présenter les automates a états
finis, nous rappelons quelques notions de base de la théorie des langages.

1.3.1 Langage et automate

1.3.1.1 Événement , châıne et langage

Pour formaliser les systèmes à événements discrets sous forme de langage, on
représente les événements par des symboles. L’ensemble de tous ces symboles (σ1, . . .. . .. . ., σn)
est fini et constitue un alphabet noté Σ.
Toutes les séquences finies d’événements, ou trace, peuvent alors être représentées
par une séquence de symboles s = σ1.σ2... appelée châıne (ou mot) sur l’alphabet Σ.

On appelle alphabet (ou vocabulaire), un ensemble fini de symboles noté Σ. Dans
le cas d’un SED, l’alphabet pourra représenter l’ensemble des événements possibles
dans le système. Cet ensemble est composé de tous les événements qui font évoluer
le SED.

Une châıne (ou mot ou séquence) définie sur un alphabet Σ est une suite finie
d’éléments de Σ notée s [4], fabriquée par concaténation,s1,s2,. . .. . ..sn de symboles
inclus dans Σ. Pour la simplification, l’écriture s1s2 : est considéré comme équivalente
à s1.s2. Le mot vide est un mot particulier et est communément noté ε.

L’ensemble de tous les mots qu’il est possible de créer avec les symboles de l’al-
phabet Σ est appelé Σ∗ ( ε est inclus dans Σ∗ ).

Un langage noté L, est un ensemble de mots constitués avec les symboles de l’al-
phabet Σ. Par conséquent, un langage L est inclus ou égal à l’ensemble Σ∗ constitue
par tous les mots réalisables sur l’alphabet Σ [8].

La relation entre un système et sa traduction sous forme de langage peut être
comme Suite :

— Evénement : symbole σ ∈ Σ
— Trace : séquence s
— Comportement du système : langage L

De façon générale, un automate est une machine qui a des entrées et des sorties
discrètes et qui réagit à une modification de ses entrées en changeant ses sorties.
Formellement un automate fini A peut être défini de la façon suivante :

Définition 1. Un automate fini A est un quintuplet A = (Q,Σ, δ, q0, Qm) où :
Q est l’ensemble fini des états.
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Σ est un ensemble fini de symboles d’entrée (ensemble des événements), appelé al-
phabet d’entrée.
δ est la fonction de transition d’états de Q × Σ → Q qui associe un état d’arrivée
qk, à un état de départ qi et à un symbole d’entrée σj : δ(qi, σj) = qk.
q0 ∈ Q est l’état initial.
Qm ⊆ Q est l’ensemble des états marqués (états finaux).

1.3.1.2 Représentation graphique

Un automate a états finis peut être décrit par son graphe de transition d’états.
Dans ce graphe :

— Les états sont symbolisés par des cercles : l’état initial est figuré par un cercle
avec une flèche entrante et les états finaux sont indiqués par des doubles
cercles.

— La fonction de transition d’états est représentée par des arcs orientés associés
aux événements de Σ.

La figure (1.2) représente le graphe de transition d’états d’un automate fini.
Nous pouvons identifier Q = {q0, q1, q2, q3, q4, q5, q6, q7, q8},Σ = {a, b, c} et Qm =

Figure 1.2 – Graphe de transition d’états d’un automate fini.

{q3}. La transition d’état δ(q0, a) = q1 est figurée par un arc oriente de q0 à q1 et
étiqueté par le symbole a.
La fonction de transition d’état est définie par :

δ(q0, a) = q1
δ(q0, c) = q6
δ(q1, b) = q4
δ(q1, c) = q2
δ(q2, b) = q3
δ(q4, c) = q3
δ(q6, b) = q7
δ(q7, a) = q8
δ(q8, a) = q3
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Remarque 1. Dans le cas de ce modèle, la fonction de transition d’état est partielle,
dès lors qu’elle n’est pas définie pour tout élément de produit cartésien Q × Σ. Par
exemple δ(q0, b) = ∅ .

1.3.1.3 Automate déterministe

Un automate est dit déterministe, si l’état initial est unique, et si la relation de
transition, appliquée à un couple (q0, σ), définit toujours un état unique δ : Q×Σ →
Q.

On remarque que, l’automate de la figure (1.2) satisfait cette condition donc, il
est déterministe.

1.3.1.4 Propriétés

Accessibilité :

Un état q ∈ Q est dit accessible s’il existe une châıne s ∈ Σ∗ telle que q = δ(q0, s),
c’est à dire que l’automate peut y accéder depuis l’état initial. Par extension, l’au-
tomate A est accessible si tout états q ∈ Q est accessible.

Co-Accessibilité :

Un état q ∈ Q est dit co-accessible s’il existe une châıne s ∈ Σ∗ telle que
δ(q0, s) ∈ Qm, c’est-à-dire qu’à partir de cet état l’automate peut atteindre un
état marqué. Par extension, l’automate A est co-accessible si tout état q ∈ Q est
co-accessible.

Automate bloquant / non bloquant :

Un état q ∈ Q est dit bloquant s’il est accessible mais pas co-accessible , Un
automate A est dit non bloquant si tous ses états sont non bloquants.

Exemple 1. Soit l’automate suivant :

Figure 1.3 – Automate à états finis déterministe.
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Dans l’automate A tous les états sont accessibles et co-accessibles. C’est pour-
quoi cet automate et accessible et co-accessible.
Dans l’automate B, les etats (x1, x2, x3, x5, x6, x8) sont des états accessibles mais x4

n’est pas accessible. Aussi, tous les états de l’automate B sont co-accessibles sauf x3

qui n’est pas co-accessible. Donc, l’automate B est ni accessible, ni co-accessible.

1.4 Les Réseaux de Petri

Dès leur création en 1962 par Carl Adam Petri, les réseaux de Petri (RdP)
constituent un outil très approprié pour étudier les systèmes à événements discrets
en raison de la puissance de modélisation et de leurs propriétés mathématiques. Les
modèles obtenus, leur représentation graphique de la structure du système étudié,
permettent une analyse des propriétés et par conséquent une validation de leurs
spécifications [51]. Par leur relation avec les automates à états finis, qui représentent
un puissant formalisme de modélisation des SED, leurs avantages sont néanmoins
atténués par leur grande sensibilité au problème de l’explosion combinatoire du
nombre d’états (même dans le cas de systèmes simples), la modélisation par RdP
offre la possibilité de dépasser cet inconvénient, en fournissant des structures de
modélisation beaucoup plus riches. En outre, les RdP sont aussi plus adaptés à la
modélisation des activités distribuées au sein des systèmes complexes, permettant
une représentation beaucoup plus concise et claire des différents sous-systèmes im-
pliqués et de leurs interdépendances [4].

Dans la suite, nous présentons d’abord les concepts de base des RdP et les no-
tations correspondantes, utilisées dans la suite de ce travail.

1.4.1 Notations et définitions de base

Un réseau de Petri est un graphe orienté comportant un ensemble fini de places
(symbolisées par des cercles) et un ensemble fini de transitions (symbolisées par des
traits), avec des arcs orientés qui assurent la liaison d’une place vers une transition ou
d’une transition vers une place. Les transitions, les places et les arcs reliant celles-ci
définissent les composants de base de la structure graphique d’un RdP. L’ensemble
des places permet de représenter l’état du système et l’ensemble des transitions sont
associées à des événements dont l’occurrence provoque le changement d’état du SED
[35].

Autrement dit, un RdP est un graphe biparti, c’est-à-dire qu’il y a alternance
des places et des transitions sur un chemin formé d’arcs consécutifs. Et tout arc doit
obligatoirement avoir un nœud à chacune de ses extrémités.
Un exemple de RdP d’une machine à trois états est illustré à la figure (1.4). Un
exemple de réseau de Petri est illustré dans la figure (1.4) où l’ensemble des places
est P = {p1, p2, p3}, avec p1 représentant l’état d’arrêt, p2 l’état de marche, et p3
l’état de panne. Les transitions, T = {t1, t2, t3}, representent respectivement, début
de cycle d’usinage, fin de cycle d’usinage, panne et la réparation de la machine.
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Figure 1.4 – Modèle RdP d’une machine à trois états.

Définition 2. Un RdP ordinaire non marqué est défini par un quadruplet R =
{P, T, Pré, Post} tel que :

— P = {p1, p2, . . . , pn} est un ensemble fini et non vide de places.
— T = {t1, t2, .....tm} un ensemble fini non vide de transitions . P ∩ T = ∅

c’est-à-dire que les ensembles P et T sont disjoints (avec P ∪ T ̸= ∅ ).
— Pré : P × T −→ {0, 1} est la fonction de pré-incidence qui précise le

poids d’arcs dirigés des places vers les transitions (appelés arcs ”Pré”) et
est représentée par une matrice m× n.

— Post : P × T −→ {0, 1} est la fonction de post-incidence qui spécifie le poids
de arcs dirigés des transitions vers les places (appelés arcs ”Post”) et est
représentée par une matrice m× n.

— Pré(Pi, Tj) est le poids de l’arc Pi −→ Tj, ce poids est égal à 1 si l’arc existe
et 0 sinon.

— Post(Tj, Pi) est le poids de l’arc Tj −→ Pi.

Les applications ”Pré” et ” Post” sont relatives à la transition Tj du couple (Pi, Tj).

Remarque 2. Lorsque le poids des éléments dans les matrices Pré, Post est soit
nul, soit égal à 1, le réseau est dit sauf.

Définition 3. Un RdP généralisé R est défini comme un RdP ordinaire non marqué
R, sauf que : Pré : P × T −→ N et Post : P × T −→ N (N est l’ensemble des
entiers naturels).
Les applications Pré (respectivement Post), font correspondre à tout couple (pi, tj)
∈ P × T (respectivement (tj, pi) ∈ P × T ) un entier qui est le poids de l’arc.
Lors de la représentation graphique, en règle générale, si un arc n’a pas de poids
associé (appelé aussi valuation), c’est que ce poids vaut 1, sinon l’arc est biffé et une
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valuation lui est attribuée.

Figure 1.5 – Un exemple d’un RdP.

Exemple 2. Soit le RdP de la figure (1.5).
On a Pré(p1, t1) = 1, Pré(p2, t1) = 2 , Pré(p2, t2) = 1. Post(t1, p3) = 1 , Post(t2, p4) =
1.

1.4.2 Marquage d’un RdP.

Chaque place pourra contenir à un instant donné une plusieurs ou pas de marques
(jetons). La distribution des jetons dans les places détermine le marquage du réseau.
Ce marquage M associe un nombre entier M(pi) (positif ou nul) à chaque place
pi du réseau. On dira qu’un marquage M est binaire si toutes les places du réseau
contiennent au plus un jeton.

Définition 4. (Réseau de Petri marqué) :
Un RdP marqué est défini par ⟨R,M⟩ avec R un RdP généralisé, M une application
de P dans N où pour toute place pi ∈ P,M(pi) est le nombre de marques contenues
par la place pi. Le marquage initial est noté M0.
Les notations suivantes sont adoptées :
∗tj : l’ensemble des places en amont de la transition tj (appelées aussi places en
entrée de tj).
t∗j : l’ensemble des places en aval de la transition tj (appelées aussi places en sortie
de tj).
∗pj : l’ensemble des transitions en amont de la place pi(appelées aussi transitions en
entrée de pi).
p∗j : l’ensemble des transitions en aval de la place pi (appelées aussi transitions en
sortie de pi).
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1.4.3 Franchissement d’une transition et séquence de fran-
chissement.

L’évolution du marquage simule la dynamique de système. Ce changement d’état
se fait par franchissement d’une transition. Le frachissement d’une transition peut
s’éffectuer seulement si les places en amont de cette transition contiennent au moins
un nombre de jeton égale au poid de l’arc reliant la place à la transition. Une tran-
sition tj est validée si et seulement si :

M(pi) ≥ Pré(pi, tj)

avec pi ∈ ∗tj et
∗tj représente l’ensemble de places en amont de tj. Le franchissement

d’une transition validée modifie le marquage des places en amont et en aval de cette
transition. Le franchissement d’une transition a pour conséquences le retrait d’un
nombre de marques égale aux poids des arcs pour les places en amont de cette tran-
sition et l’ajout d’un nombre de marques égale aux poids des arcs pour les places
en aval. Si le RdP considéré est ordinaire alors, le nombre de marques à ajouter et
à retirer est égal à 1. La figure (1.6) illustre le franchissement d’une transition.
Une séquence de franchissement σ est représentée par une suite de transitions va-

Figure 1.6 – Franchissement d’une transition.

lidées et franchies séquentiellement à partir d’un marquage donnée. Si nous considérons
le RdP de la figure (1.7) et son marquage initial M0 = [ 1 0 0 0 ]T , nous dirons
que nous sommes passés de M0 à M3 = [ 0 0 0 1 ]T en effectuant le tirage de la

séquence σ = ⟨t1t2t3⟩ et nous écrivons M0
σ−→ M3.

Le nouveau marquage M ′ obtenu par le franchissement de la transition tj est donné :

M ′(pi) = M(pi)− Pré(pi, tj) + Post(tj, pi) (1.1)

Avec l’application d’incidence avant Pré peut être représentée par une matrice
n×m (n = |P | et m = |T |) notée W− ∈ Nn×m) comme suit :

W−(pi, tj) =

p1
...
pn

t1 · · · tm Pré(p1, t1) · · · Pré(p1, tm)
... · · · ...

Pré(pn, t1) · · · Pré(pn, tm)


L’application d’incidence arrière peut être représentée par une matrice notée

W+ ∈ Nn×m comme suit :
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Figure 1.7 – Séquence de franchissement d’un RdP.

W+(pi, tj) =

p1
...
pn

t1 · · · tm Post(p1, t1) · · · Post(p1, tm)
... · · · ...

Post(pn, t1) · · · Post(pn, tm)


On peut alors introduire la matrice d’incidence W ∈ Nn×m telle que :

W (pi, tj) = Post(tj, pi)− Pré(pi, tj) ∀pi ∈ P et ∀tj ∈ T

W = W+ −W−

On en déduit alors que l’équation fondamentale qui permet de représenter l’évolution
du marquage d’un RdP M s’écrit comme suit

Mk = Mi +Wσ

Nous appelons une séquence de franchissement une suite de transitions qui sont
franchissables successivement. Achaque séquence de franchissement, on associe un
vecteur caractéristique noté σ. C’est un vecteur de dimension m (le nombre de
transitions) où, la composante numéro j correspond au nombre de franchissements
de la transition tj dans la séquence S.

Exemple 3. Soit RdP de la figure (1.8). Le vecteur du marquage initial est donné

par M0 =


1
0
0
0

.
A partir du marquage initial de ce RdP, on peut avoir les séquences de transitions
suivantes :
S1 = ⟨t1t3t5⟩ ou S2 = ⟨t2t4t5⟩.
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Figure 1.8 – Réseaux de petri places –transitions.

On associe un vecteur caractéristique (le vecteur de franchissement ) à chacune

de ces séquences. Le vecteur caractéristique de S1 est σ1 =


1
0
1
0
1

,

et celui de σ2 est σ2 =


0
1
0
1
1

.

La matrice d’incidence avant de ce RdP est :W− =


1 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

,

celle d’incidence arrière est : W+ =


0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 1 1 0



et la matrice d’incidence est : W =


−1 −1 0 0 1
1 0 −1 0 0
0 1 0 −1 0
0 0 1 1 −1

 .

Le franchissement de la séquance σ1 depuis le marquage initial permet d’atteindre
le marquage

M1 =


1
0
0
0

+


−1 −1 0 0 1
1 0 −1 0 0
0 1 0 −1 0
0 0 1 1 −1




1
0
1
0
1

 =


1
0
0
0

.
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1.4.4 Propriétés structurelles et comportementales des RdP

Dans cette section, Nous présentons quelques propriétés des RdP :

Les propriétés structurelles

Les propriétés dépendent uniquement de la structure du réseau. Il s’agit ici de
faire ressortir les propriétés statiques du système étudié. Les différentes propriétés
sont indépendantes du marquage. Ainsi, il est possible de faire apparâıtre, entre
autres, les caractéristiques de synchronisation (a) ou de précédence (b) (1.9).
Parmi les propriétés structurelles nous pouvons citer :

Figure 1.9 – Synchronisation et précédence dans un RdP.

— Les conflits dans un RdP (figure 1.10), lorsqu’une place se trouve en amont
de plusieurs transitions. On note le conflit de la place Pi : K = (pi, {t1, t2, . . ...}) ;
Où K est l’ensemble des marquages accessibles K =∗ M0 et t1,t2. . .. . . sont
les transitions en concurrence.
On parle de conflit structurel car cela ne dépend pas du marquage. Dans cer-
tains cas, le franchissement de l’une des transitions peut empêcher le franchis-
sement de l’autre. Le conflit devient conflit effectif quand il y a effectivement
conflit, cela dépend du marquage.

Figure 1.10 – Conflit ou pas.

— Le choix libre dans un RdP (figure 1.11(a)) : lorsque pour tout conflit
K = (Pi, {t1, t2, . . ...}), aucune des transitions ne possède d’autres places
d’entrée que Pi.
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— RdP simple(figure1.11 (b)) : lorsque chaque transition n’est concernée que
par un conflit au plus.

— RdP pur (figure1.11 (c)) : lorsqu’il n’existe pas de place amont d’une tran-
sition qui soit aussi une place aval.

— Un RdP est un graphe d’état (figure1.11(d)) : lorsque toute transition de
cet RdP a une place d’entrée et place de sortie.

— Un RdP est un graphe d’événement (figure1.11(e)) : lorsque toute place
de cet RdP a exactement une transition d’entrée et une transition de sortie.

Figure 1.11 – Les propriétés structurelles d’un RdP.

Les propriétés comportementales

Ces propriétés dépendent à la fois du marquage initial M0 et de la structure du
réseau. Parmi les propriétés comportementales nous pouvons citer :

— L’accessibilité : un marquage Mi est dit accessible à partir du marquage
M0, s’il existe (au moins) une séquence exécutable S qui mène de M0 à Mi

, c’est-à-dire M0[S⟩Mk, l’ensemble de marquages accessibles à partir de M0

est noté par ∗M0.

— Le blocage : lorsqu’un marquage ne valide aucune transition. Le RdP ne
peut plus évoluer. On parle alors d’état puit ou de blocage mortel.

— La persistance : (Figure 1.12) un RdP est appelé persistent si, pour n’im-
porte quelle paire de transitions validées, le franchissement de l’une ne rend
pas l’autre infranchissable.
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— Le RdP borné : Une place pi est dite bornée pour un marquage initial M0

s’il existe un entier naturel k, tel que pour tout marquage accessible à partir
de M0, le nombre de marques dans pi est inférieur ou égal à k (on dit que pi
est k- bornée). Un RdP est borné pour un marquage initial M0 si toutes les
places sont bornées pour M0(le réseau est k- borné si toutes les places sont
k- borneés).

— Le RdP sauf : lorsque pour tout marquages les places contiennent au plus
un jeton.

— Le RdP conservatif : lorsque le nombre de jetons reste inchangé quel que
soit le marquage.

— Le RdP vivant : lorsque toutes les transitions sont franchissables par une
séquence de tirs à partir de n’importe quel marquage atteignable par le mar-
quage initial M0.

— Le RdP quasi-vivant : lorsque toutes les transitions sont franchissables par
une séquence de tir à partir du marquage initial M0.

— Un RdP a un état d’accueil Ma : lorsque pour un marquage initial M0 si
pour tout marquage accessible Mi ∈∗ M0, il existe σi tel que Mi[σi⟩Ma .

— Le RdP réinitialisable : lorsque pour tout marquage Mi atteignable par le
marquage initial M0, il existe au moins une séquence de tir permettant de
revenir au marquage initial M0 [31].

Figure 1.12 – Exemple de RdP persistant.

1.4.5 Analyse des propriétés d’un réseau de Petri

Pour vérifier qu’un réseau de Pétri possède ces propriétés, il existe trois méthodes
principales :

— l’analyse par énumération (Arbre de couverture et énumération de marquages) ;

— l’analyse structurelle (Calcul des composantes) ;
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— l’analyse par transformation (Réduction).

1.4.5.1 Analyse énumérative

L’analyse énumérative permet la validation d’un RdP. Elle consiste à établir le
graphe des marquages accessibles du réseau. Ce graphe d’accessibilité se compose
de nœuds, correspondant aux marquages accessibles, et d’arcs, correspondant aux
franchissements des transitions permettant le passage d’un état à un autre.

Dans le cas d’un réseau borné, le graphe d’accessibilité est donc fini, et les pro-
priétés facilement vérifiées. Par contre, dans les cas d’un réseau non borné, le graphe
sera infini et impossible à construire. On utilise alors un autre graphe appelé graphe
de couverture.

Cette méthode est donc parfois difficile, voire impossible à appliquer en raison
de l’explosion combinatoire du nombre d’états.
1.4.5.2 Analyse structurelle

L’analyse structurelle se base sur l’algèbre linéaire puisqu’on se base sur l’équation
d’état permettant d’utiliser des algorithmes étudiant les propriétés du RdP. Ces
méthodes reposent sur la recherche d’invariants, qui permettent de caractériser les
propriétés des marquages atteignables et des transitions franchissables, quelle que
soit l’évolution du marquage.
Il existe deux types d’invariants :

— les p-invariants, également appelés p-semiflots ou composantes conservatives.

— les t-invariants, également appelés t-semiflots ou séquences répétitives.

Ils permettent de repérer les comportements cycliques, ces séquences de franchisse-
ment permettent de revenir au marquage initial lorsqu’elles sont appliquées à celui-ci.
1.4.5.3 Analyse par transformation

Dans le cas de RdP de grande taille, l’analyse des propriétés peut devenir difficile
à cause de l’explosion combinatoire du nombre d’états. Il peut ainsi être judicieux
de diminuer la taille du RdP marque initial afin d’étudier une propriété particulière
au moyen de règles de réduction. Dans ce cas, le RdP réduit ne peut s’interpréter
comme le modèle d’un système ; il ne sert qu’à l’étude d’une propriété particulière.

1.4.6 Extension des Réseaux de Petri

Contrairement à d’autres formes de modélisation, notamment les réseaux de file
d’attente, les premiers résultats fournis par les RdP sont de nature qualitative. De-
puis les années 1970, le concept de RdP a été largement développé par de nom-
breux auteurs à travers le monde, intégrant notamment des aspects temporels et
stochastiques dans les modèles initiaux. La théorie des graphes et la théorie des
processus stochastiques sont donc utilisées pour l’évaluation des performances. Ci-
tons des œuvres de Brams [11], Murata [55], Zhou [74], et d’autres. [1], Wang [70],
Lindemann [46], Diaz [25] et Haas [29], qui traitent de la théorie, de la pratique et
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des applications des réseaux de Petri. Des articles et des écrits tels que [55] et [20]
décrivent les mutations que les réseaux de Petri ont subies depuis leur création. Les
paragraphes suivants sont consacrés à la présentation de quelques extensions à la
définition initiale des RdP.

1.4.6.1 Réseaux de Petri temporisés :

Les RdP temporisés introduisent la notion de temps dans le processus réseau,
ce qui permet de décrire un système à événements discrets dont le fonctionnement
dépend du temps [70].

Il existe deux grandes familles de RdP étendus en temps : les RdP temporels
introduits par Ramchandani [61] et les RdP temporisés introduits par Merlin [53].
Pour les RdP temporisés, les temporisations ont d’abord été associées aux transitions
(T-temporisés), puis aux places (P-temporisés). La temporisation représente alors la
durée minimale de franchissement ou le temps de séjour minimum d’un jeton dans
une place [68]. Les RdP T-temporisés fonctionnent de la manière suivante : lors-
qu’un jeton franchit une transition, celui-ci est réservé pendant un certain temps.
C’est seulement après ce temps d’attente que le jeton franchira effectivement la
transition. Les RdP T-temporisés et P-temporisés sont équivalents. Concernant les
RdP temporels, l’extension temporelle s’exprime sous la forme d’un intervalle as-
socié principalement aux transitions (T-temporel) [53], ou aux places (P-temporel).
Contrairement aux RdPs P-temporisés et T-temporisés, l’expressivité des RdPs T-
temporels et P-temporels n’est pas équivalente.

1.4.6.2 Réseaux de Petri stochastiques (SPN) :

Les RdP stochastiques ont été introduits par Florin dès 1978 pour répondre
à certains problèmes d’évaluation liés à la sûreté de fonctionnement de systèmes
informatiques. Ces problèmes faisant intervenir des phénomènes aléatoires, les tran-
sitions du RdP ont comporté des temps de franchissement aléatoires, distribués par
une loi exponentielle. Cette distribution exponentielle permet d’exploiter les pro-
priétés mathématiques d’un processus de Markov [68].

Bien entendu, le concept s’est largement développé depuis le début des années
1980 [56], [54], [27] pour répondre à des besoins de modélisation de plus en plus
complexes, comme la modélisation des systèmes de production. Les concepts de
base ainsi que les principales propriétés se retrouvent dans de nombreux ouvrages
[29],[1], [46] et [25]. De nombreuses classes de RdP stochastiques sont proposées pour
l’analyse des performances des systèmes de production.

Les caractéristiques des différentes classes de RdP stochastiques se situent essen-
tiellement dans la nature des transitions utilisées. Initialement un RdP stochastique
a toutes ses transitions temporisées avec un temps aléatoire qui est distribué avec
une loi exponentielle, mais nous retrouvons d’autres types de transitions.

1.4.6.3 Réseaux de Petri colorés :

Un RdP coloré est un RdP dans lequel le joton est coloré. La couleur est une
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information attachée au jeton. Ces informations permettent de distinguer les jetons
et peuvent être de tout type [30],[36]. Malgré leur forte utilité, les réseaux colorés
n’offrent aucun pouvoir descriptif supplémentaire par rapport aux RdP classiques,
ils permettent simplement de condenser les informations.

Tout RdP coloré étiqueté correspond à RdP qui lui est isomorphe. De nombreux
auteurs ont développé des extensions aux types aléatoires : Color Random RdP [17]
et Generalized Random Color RdP [26]. Ce type de RdP est essentiellement utilisé
comme outil de simulation.

1.4.6.4 Réseaux de Petri continus et hybrides :

Les approximations continues des phénomènes et des variables sont intéressantes
dans le cas de systèmes avec un grand nombre de ressources et/ou des temps de fonc-
tionnement variables dans le temps. La modélisation continue traite les transferts
physiques comme des flux et remplace donc les variables discrètes par des variables
continues. En ce sens, les réseaux de Petri continus (RdPC) ont été introduits à
partir de RdP discrets par David et Alla [19]. RdPC est constitué de positions suc-
cessives et de transitions successives, et son fonctionnement est lié à la notion de
vitesse, liée aux transitions, qui peuvent être constantes ou variables. De tels RdP
conduisent à une autre classe appelée ( les RdP Hybrides ). Le RdP hybride est une
combinaison de la sémantique RdPC et de la sémantique RdP normale (discrète).
Ils sont adaptés à la modélisation de systèmes dynamiques hybrides, et les RdPs
Lots [22], [23] étendent les RdPs hybrides [21] en définissant un nouveau type de
nœud, le nœud lot. Ils sont spécialement dédiés pour la modélisation et la simulation
des systèmes de production à haute cadence ayant des éléments de transfert avec
possibilité d’accumulation des entités (convoyeurs).

1.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre un bref synopsis de la théorie générale des
SED, en nous passons à la description des deux outils de modélisation et d’analyse
des SED les plus largement utilisés qui sont les automates à état finis et les RdPs,
nous accordons une attention particulière aux RdPs. Ce formalisme est caractérisé
par des structures de modélisation beaucoup plus riches, sont plus adaptés pour la
modélisation des activités distribuées au sein des systèmes complexes, et permettant
aussi une représentation beaucoup plus pratique et claire des différents systèmes. La
dernière partie du chapitre a été consacré sur les défférents extentions des RdP uti-
lisé pour la modélisation et l’analyse de comportement des systèmes.

Dans le prochain chapitre, nous nous intéresserons aux méthodes d’analyse d’ob-
servabilité pour les SED en mise l’accent sur les SED modélisé par les RdP .



Chapitre 2

Analyse d’observabilité des
systèmes à événements discrets

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’analyse d’observabilité des SED
modélisés par les RdPs. En effet, la propriété d’observabilité consiste à garantir que
les mesures faites sur un système sont suffisamment informatives pour pouvoir en
déduire toutes les variables non mesurées du système. Nous présentons dans la suite
de ce chapitre quelques approches et travaux présentés sur l’observabilité des SED
modélisés par les automates finis et les RdPs. Nous consacrons la dernière partie à
l’analyse d’observabilité des SED modélisés par des RdP partiellement observables
(RdPPO) c’est à dire les RdP équipés par des capteurs des places qui indiquent le
nombre de jetons contenus dans certaines places (places mesurables ou connues) et
des capteurs des transitions qui détectent les franchissements de certaines transitions
(transitions mesurables ou connues).

2.2 Principe d’observabilité

Le problème fondamental de l’analyse d’observabilité d’un système physique est
de pouvoir dire si l’état du système peut être déterminé en fonction des entrées et
des sorties. Dans l’affirmative, la théorie de l’estimation fournit alors des outils pour
reconstruire cet état, nous rappelons que la connaissance des composantes de l’état
non mesurées est en général nécessaire pour régler un système ou pour détecter des
fautes du système.

La valeur initiale de l’état d’un système est, en général, inconnue. On peut alors
se poser la question : sous quelles conditions l’état du système peut-il être déterminé
à partir des sorties et des entrées ? Ce problème est appelé problème d’observabilité.

L’observabilité d’un système est la possibilité de reconstruire l’état initial à partir
des mesures et des entrées effectuées sur le système pendant un intervalle de temps
fini.

Avant de passer en revue différents travaux concernant l’observabilité des SED,
nous rappellerons la notion d’observabilité d’un système linéaire continu.
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2.2.1 Observabilité des systèmes linéaires

Les critères d’observabilité d’un système linéaire sont décrits dans de nombreuses
références [58, 28, 9]. Nous présenterons uniquement ceux concernant les systèmes
linéaires réguliers. Considérons le système dynamique linéaire :

{
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = Cx(t)

(2.1)

avec x ∈ Rn est le vecteur d’état, u ∈ Rm est le vecteur d’entrée et y ∈ Rp est le
vecteur de sortie. A,B,C sont des matrices constantes de dimension appropriée.

En général, la notion d’observabilité a été introduite par Kalman [38] pour les
systèmes linéaires. Le système (3.1) est dit observable à l’instant t1 si à partir de la
connaissance du vecteur de sortie y et du vecteur d’entrée u, il est possible en un
temps fini t2 > t1 de déterminer l’état x(t1). Le critère d’observabilité de Kalman
est donné par la matrice d’observabilité :

O =


C
CA
...

CAn−1

 (2.2)

La dimension du sous-espace d’état observable est égale au rang de la matrice
d’observabilité. Le résultat classique d’observabilité du système (3.1) énoncé par
Kalman est le suivant :

Théorème 1. Le système linéaire(3.1) est observable si et seulement si la matrice
d’observabilité de Kalman est de rang complet c’est-à-dire :

rang(O) = n

avec n étant la dimension du vecteur d’état x(t).

On dit alors que la paire (A,C) est observable. Si un système linéaire est complétement
observable, il est globalement observable, c’est-à-dire que toutes les composantes du
vecteur d’état du système sont observables, et donc peuvent être reconstruites par
un observateur. Si le système est non linéaire, nous devons distinguer l’observabilité
globale de l’observabilité locale.

Exemple 4. Soit un système linéaire décrit par les équations suivantes :

 ẋ(t) =

(
0 1
0 0

)
x(t) +

(
0
1

)
u(t)

y(t) =
(
1 0

)
x(t)
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On a :

O(C,A) =

(
1 0
0 1

)
D’où, rang O(C,A) = 2, donc la paire (C,A) est observable.

2.3 Observabilité des systèmes à événements dis-

crets

L’observabilité est une propriété d’un système dynamique qui définit s’il est
possible ou non de reconstruire l’évolution temporelle de la trajectoire d’états in-
ternes d’un système à partir de la connaissance des entrées du système, des sor-
ties et de la structure. D’autre manière l’observabilité est une propriété importante
des représentations structurelles des systèmes dynamiques qui permettent, par l’in-
termédiaire d’une entité appelée observateur, le calcul de valeurs de variables d’état
des systèmes dynamiques qui ne peuvent pas être mesurées directement. Dans le
domaine des SED, plusieurs définitions et notions d’observabilité ont été présentées.

2.3.1 Les approches basées sur les automates à état finis

Pour les SED représentés comme des automates à état finis, Ramadge [60] a été
abordé le problème de la détermination de l’état actuel du système sous l’hypothèse
de la connaissance partielle de l’état du système et d’une partie des événements.

Caines et al [15] ont été présentée une approche pour reconstruire un ensemble des
états cohérents avec le comportement observé en utilisant des informations fournies
par les séquences d’observations précédentes. Certaines définitions de l’observabi-
lité ont été formulées en langage régulier, où le notion d’observabilité est associée à
l’existence de superviseur. Par exemple, dans[72] le problème de l’observabilité a été
étudié en termes de contrôle sous l’observation partielle d’événements à l’aide des
automates à états finis.

Özveren et Willsky [59] définissent l’observabilité comme une connaissance complète
de l’état actuel à des instants séparés par un nombre borné de transitions à partir de
l’observation d’un sous-ensemble des événements. Ils sont Proposent une approche
pour construire des observateurs qui permet de reconstruire l’état d’automates finis
après qu’un mot de longueur limitée a été observé, montrant qu’un observateur peut
avoir un nombre exponentiel d’états.

Une propriété appelée observabilité locale est donnée par Tripakis dans [69], Tri-
pakis a montré que la propriété est décidable pour les langages arbitraires lorsque
les mots sont d’une longueur limitée. Inversement, dans le cas où la longueur d’un
mot peut être arbitrairement longue, la propriété est indécidable même lorsque les
langages sont réguliers.

Finalement, l’observabilité est définie dans [57] comme la capacité de déterminer
l’état actuel du système basé uniquement sur la sortie du système et les événements
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liés à l’état actuel courant.

2.3.2 Les approches basées sur les RdP

L’utilisation des RdP s’est révélée beaucoup plus avantageuse dans la résolution
de problèmes de type états et transitions inobservables. Leurs propriétés mathématiques
et structurelles sont alors d’un grand intérêt pratique. Cependant, De nombreuses
techniques et des travaux enquêtent sur le problème de l’observabilité dans le contexte
des RdP [33, 34].

Dans le contexte des SED représentés par des RdP, le problème de l’observa-
bilité a attirée beaucoup d’attention et plusieurs résultats sont disponibles dans la
littérature. Généralement, les capteurs dans un RdP peuvent être classés en deux
grandes catégories [65] : capteurs de places (par exemple, des capteurs qui comptent
les jetons contenus dans une place) et des capteurs de transitions (capteurs qui
peuvent détecter l’occurrence d’un événement, par exemple, des détecteurs de mou-
vement). En effet, plusieurs travaux ont été présentés dans le cadre d’estimation
d’état notamment dans le cas où seulement des informations partielles sur les tran-
sitions sont disponibles.

En particulier, l’approche de (Giua et Seatzu, 2002) ont été présentées plusieurs
notions d’observabilité. La notion, ”uniformément observable” signifie qu’il possible
de récupérer le marquage des places s’il existe une observation de séquence de fran-
chissement et si le marquage initial est connu. Contrairement à l’observabilité uni-
forme qui repose sur la connaissance du marquage initial, l’observabilité structurelle
est donnée dans le même papier [52] et ne dépend que de la structure du RdP. L’ob-
servabilité structurelle est définie de telle sorte que l’état actuel peut être reconstruit
s’il existe une observation de séquence de franchissement pour n’importe quel mar-
quage initial.

Dans Ramirez-Treviňo et al l’observabilité est définit comme la possibilité de
récupérer le marquage initial d’un RdP lorsque, seules des informations partielles de
la séquence de franchissement de transitions sont disponibles. Tentent de résoudre
le problème du calcul du marquage initial d’un RdP lorsque seulement des infor-
mations partielles de la séquence de franchissement de transitions sont disponibles.
Dans ce cas, une définition de l’observabilité a été donnée et un observateur prend
en compte les informations de sortie du système a été synthétisé.

Dans [62] où il a été démontré que l’observabilité défini comme dans [52] est
équivalent à l’observabilité dans [33] et il a été montré comment construire un ob-
servateur pour les réseaux de Petri Interprétés binaires lorsque la propriété d’obser-
vabilité est vérifiée.

Zhang et Holloway [73] ont utilisé un modèle de RdP contrôlé pour l’évitement
d’état interdit en observation partielle d’événements, en supposant que le marquage
initial soit connu.

Lorsque les capteurs des places et des transitions sont disponibles, l’estimation
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discrets 41

du vecteur du marquage doit être unique et précise. Dans ce cas, le RdP est appelé
un RdP partiellement observable. Dans ce contexte, le concept d’observabilité struc-
turelle est formulé dans[65] comme la capacité de déterminer de manière unique le
vecteur du marquage à chaque instant, en se basant sur la connaissance du marquage
initiale et sur les informations fournies par les capteurs des places et des transitions.
Cette méthode a été utilisée pour sélectionner le nombre minimal des capteurs afin
de maintenir l’observabilité structurelle.

Dans un RdP, les modifications du marquage ont effectué par les franchisse-
ments des transitions. Ainsi, si chaque changement produit une modification dans le
symbole de sortie, alors l’apparition d’un événement du système peut être détectée
par ces modifications. Cela signifie que les informations fournies par les capteurs
des places sont suffisantes pour distinguer le passage d’un état à un autre et, en
conséquence, la détection des franchissements des transitions. Cette discussion mo-
tive la notion de détectabilité des événements. Cette notion est définie comme suite :

Définition 5. Un RdP est dit événement détectable si tout franchissement de tran-
sitions peut être déterminé uniquement en se basant sur des informations fournies
par les capteurs des places et des transitions.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour la notion de détectabilité des événements
sont données dans le lemme suivant :

Lemme 1. [2, 49] Un RdP est dit événement détectable si et seulement si :

1. ∀ti, tj ∈ T tel que η(ti) = η(tj) ou η(ti) = ε ⇒ φW (:, i) ̸= φW (:, j), et

2. ∀tx ∈ T ⇒ φW (:, x) ̸= 0.

Où η(t) est une fonction de franchissement de la transition t
ε représente une transition non observable et
φW (:, i) est la ieme colonne de la matrice formée par la ligne de la matrice d’inci-
dence W correspondant aux places mesurables du RdP.

Ce résultat peut être expliqué comme suit :
Si la matrice φW a une colonne nulle, cela veut dire que la transition associée à cette
colonne n’a pas une place d’entrée ou de sortie mesurable et dans ce cas, le fran-
chissement de cette transition ne produit pas un changement dans la sortie. Donc,
le franchissement de la transition ne peut pas être détecté. D’autre part, s’il y a
deux colonnes égales dans la matrice φW , les transitions correspondantes ont une
ou plusieurs places mesurables communes et cela veut dire que leurs franchissements
produisent le même effet dans la sortie du système. Alors, les franchissements de
ces transitions ne peuvent pas être distingués les uns des autres, à moins que leurs
symboles d’entrée soient différents.
En se basant sur la notion de détectabilité des événements, une caractérisation
géométrique de l’observabilité a été généralisée dans [49] de sorte que la séquence
de marquage atteinte par le système peut être déterminée de façon unique pour
toute séquence des signaux d’entrée-sortie. Une autre définition de l’observabilité
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a été donnée dans [63] comme la possibilité de récupérer le marquage initial d’un
RdP lorsque seules des informations partielles de la séquence de franchissement de
transitions sont disponibles.

2.4 Présentation des SEDmodélises par les réseaux

de Petri partiellement observables

La classe des SED a été largement étudiée dans la littérature. Son intérêt est
justifié par l’existence d’un grand nombre de systèmes réels évoluant à l’occurrence
d’événements. Plusieurs outils de modélisation des SED ont été proposés permet-
tant l’étude et l’analyse des SED dans divers contextes. Dans notre travail, nous
nous intéressons à une classe de SED modélisée par des RdPPO. Nous introduisons
d’abord les RdPPO d’une manière formelle.
Nous montrons ensuite que l’évolution du jeton dans un RdPPO est présentée par
des équations d’états similaires à celles utilisées pour les systèmes descripteurs.

2.4.1 Réseaux de Petri partiellement observables

Un RdPPO est un RdP équipé de capteurs des places et des transitions. En
général, les capteurs dans un RdP peuvent être classés en deux grandes catégories
[65] :

— Capteurs des places qui indiquent le nombre de jetons contenus dans une
place.

— Capteurs des transitions qui peuvent détecter l’occurrence d’un événement.

Remarque 3. Le terme ”état observable” classiquement utilisé pour les SED signi-
fie que l’état est mesurable ou connu (appartient à l’ensemble des sorties), et non
observable signifie inconnu (n’appartient pas à l’ensemble des sorties).

Définition 6. Un RdPPO Q peut être défini par un quadruplet {R, Po, To,M0} tel
que :

— R est un RdP généralisé avec n places et m transitions.
— Po ⊆ P est l’ensemble de n1 places observables avec 0 ≤ n1 ≤ n.
— To ⊆ T est l’ensemble de m1 transitions observables avec 0 ≤ m1 ≤ m.
— M0 est le marquage initial.

Dans un RdPPO, l’ensemble de places P est partitionné comme P = Po

⊎
Pno

tell que : Po est l’ensemble des places observables, et Pno est l’ensemble des places
non observables. Une place observable p ∈ Po peut avoir un capteur qui compte
le nombre de jetons contenus dans cette place. Cependant, une place non obser-
vable p ∈ Pno = P − Po ne peut pas avoir de capteur. Nous pouvons toujours
renommer les places pour assurer que les n1 premières places sont observables c-à-d
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Po = {p1, . . . , pn1}.

De la même façon, l’ensemble de transitions T est partitionné comme T =
To

⊎
Tno : To est l’ensemble des transitions observables, et Tno est l’ensemble des

transitions non observables. Une transition observable t ∈ To peut avoir un cap-
teur qui détecte le franchissement de cette transition. Cependant, une transition
t ∈ Tno = T − To non observable ne peut pas avoir de capteur. Nous pouvons tou-
jours renommer les transitions pour assurer que les m1 premières transitions sont
observables c’est à dire To = {t1, . . . , tm1}.

Une transition t est dite validée ou franchissable à partir d’un marquage M , on
note M [t⟩, si toute place d’entrée p de t contient un nombre de jetons au moins égal
au poids de l’arc qui relie p à t. On note M [t⟩M ′ le passage du marquage M vers le
marquage M ′ en franchissant la transition t.

On note M [S⟩M ′ le passage du marquage M vers le marquage M ′ à travers la
séquence de franchissement S. L’ensemble des séquences finies qui sont franchies à
partir du marquage initial M0 est noté L(R,M0), c’est à dire :

L(R,M0) = {S ∈ T ∗ |M0[S⟩}.

Le franchissement consécutif des transitions non observables est noté Sno, et on note
M [Sno⟩M ′ le passage du marquageM vers le marquageM ′ à travers la séquence Sno.
Aussi, l’ensemble des séquences finies des transitions non observables qui sont fran-
chies à partir d’un marquage M est noté Lno(R,M), i.e., Lno(R,M) = {Sno ∈ T ∗

no

|M [Sno⟩}.
Le sous-RdP noté Qno est un RdP associé par le franchissement de la séquence
Sno ∈ Lno(R,M) à partir du marquage M .

Définition 7. Le sous-RdP Qno est cyclique à partir du marquage M si le franchis-
sement de la séquence Sno ∈ Lno(R,M) donne le marquage M c’est à dire M [Sno⟩M .

Une fonction de franchissement η : T → Σ ∪ {ε} qui associe à chaque transition
un alphabet (un symbole) et vérifie :

η(t) = ε pour chaque t ∈ Tno.

avec Σ est définie de telle sorte que, pour chaque ν ∈ Σ, il existe une transition
t ∈ To satisfaisant η(t) = ν. Par conséquent, |Σ| représente le nombre de capteurs
des transitions.
Lorsqu’une transition observable t ∈ To est franchie, sa fonction correspondante η(t)
est observée et donc si η(t1) = η(t2) pour deux transitions observables t1 et t2, on
ne peut pas distinguer le franchissement de t1 et t2 à partir de la fonction de fran-
chissement η(t) et dans ce cas, les transitions t1 et t2 sont dites non déterministes.
De plus, si η(t) = ε, le franchissement de la transition t n’est pas observé.
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2.4.2 Représentation d’état d’un Réseau de Petri partielle-
ment observable

La dynamique du vecteur de marquage notée M dans un RdPPO est régie par
l’équation suivante [6, 7, 40, 55] :

Mk+1 = Mk +Wσk+1, (2.3)

où Mk est le vecteur de marquage des places.
σk le vecteur de franchissement des transitions à l’étape d’évolution k (itération).
W est la matrice d’incidence où les lignes représentent les places et les colonnes
représentent les transitions.

Nous avons mentionné que le RdPPO se compose de places observables et de
places non observables. Respectivement, le RdPPO est caractérisé par des transitions
dont le franchissement est observé (transitions observables) et des transitions dont le
franchissement est inobservé (transitions non observables). Le vecteur de marquage
et le vecteur de transitions sont réarrangés de la manière suivante :

Mk =

[
M1

k

M2
k

]
et σk =

[
σ1
k

σ2
k

]
, (2.4)

oùM1
k ∈ Nn1 est le marquage des places observables etM2

k ∈ Nn2 est le marquage
des places non observables.
σ1
k ∈ Nm1 est le vecteur de transitions observables , σ2

k ∈ Nm2 est le vecteur de
transitions non observables, avec n = n1 + n2, et m = m1 +m2.

Il est bien remarquable que l’équation du marquage (2.3) d’un RdP est similaire
de celle utilisée pour les systèmes linéaires de la forme :

{
xk+1 = Axk +Buk

yk = Cxk
. (2.5)

Donc, on peut utiliser les techniques d’observation du système (2.5) afin de
résoudre le problème d’observation pour le système (2.3). Si on réécrit le système
(2.3) avec l’équation de sortie, on obtient :{

Mk+1 = Mk +Wσk+1

ȳk = C̄Mk = M1
k

, (2.6)

avec ȳ représente les places observables et la matrice C̄ donnée comme suit :

C̄ =

[
In1 0n1×n2

0n2×n1 0n2×n2

]
.

Maintenant, si on applique la condition nécessaire et suffisante d’observabilité sur le
système (2.6), on trouve :

rang


C̄
C̄I
...

C̄In−1

 = rang[C̄] = n1. (2.7)
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La condition d’observabilité du système (2.6) ne porte que sur C̄, ce qui implique
que pour être observable, l’état d’un tel système doit être entièrement mesuré c’est
à dire n1 = n.

Dans le cas où n1 < n, le système (2.6) n’est pas observable et les informations
fournies par les places observables ne sont pas suffisantes pour connaitre le vecteur
de marquage complet Mk. Cependant, on peut renforcer la sortie du système (2.6)
par les informations des transitions observables en considérant que l’état du système
est constitué du vecteur de marquage Mk et du vecteur de transitions σk. Dans ce
cas, on obtient un système singulier que l’on appelle aussi un système descripteur
ou système généralisé.

Dans la suite, nous allons montrer que l’évolution du marquage dans un RdPPO
peut être représenté sous forme d’un système descripteur par deux modèles différents
mais équivalents.

Modèle 1
En remplaçant l’expression de (2.4) dans (2.3), nous obtenons :

[
In −W

] [ Mk+1

σk+1

]
=

[
In 0

] [ Mk

σk

]
. (2.8)

Nous considérons que l’ensemble des places observables et des transitions obser-
vables comme les sorties du RdPPO accessibles à la mesure. On note y l’ensemble
des sorties du RdPPO. On obtient l’équation d’état et de sortie comme :{

EΠk+1 = AΠk

yk = CΠk
, (2.9)

où Πk, yk sont respectivement le vecteur d’état généralisé et le vecteur de sortie
définis comme [5] :

Πk =

[
Mk

σk

]
∈ Nn+m et yk =

[
M1

k

σ1
k

]
∈ Nn1+m1 .

Les matrices E, A et C sont définies comme :

E =
[
In −W

]
, A =

[
In 0n×m

]
, C =

[
In1 0n1×n2 0n1×m1 0n1×m2

0m1×n1 0m1×n2 Im1 0m1×m2

]
.

(2.10)
Modèle 2

Ce modèle est basé sur la décomposition de la matrice d’incidence W . Pour cela, on
considère que la matrice W peut être décomposée comme suit :

W = [W1 |W2 ] =

[
W11

W21

∣∣∣∣ W12

W22

]
,

avec W11 ∈ Rn1×m1 ,W12 ∈ Rn1×m2 ,W21 ∈ Rn2×m1 , et W22 ∈ Rn2×m2 .
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Après la décomposition de W , le système (2.3) devient :

Mk+1 = Mk +W1σ
1
k+1 +W2σ

2
k+1. (2.11)

De la même façon que pour le modéle 1, en utilisant l’expression de (2.4) et (2.11),
on obtient :

[
In −W1

] [ Mk+1

σ1
k+1

]
=

[
In 0

] [ Mk

σ1
k

]
+W2σ

2
k+1, (2.12)

la sortie du RdPPO reste la même pour ce modèle et donc, l’équation d’état et
de sortie sont données par :{

Eθk +1 = Aθk +W2 σ2
k+1

yk = Cθk
, (2.13)

avec θk est le vecteur d’état généralisé :

θk =

[
Mk

σ1
k

]
∈ Nn+m1 .

Les matrices E , A et C sont définies comme :

E =
[
In −W1

]
,A =

[
In 0n×m1

]
, C =

[
In1 0n1×n2 0n1×m1

0m1×n1 0m1×n2 Im1

]
. (2.14)

Proposition 1. Le modèle 1 représenté par le système (2.9) est équivalent au modèle
2 représenté par système (2.13).

Preuve 1.

{
EΠk+1 = Aπk

yk = CΠk
⇐⇒



 In
−W1

−W2

T  Mk+1

σ1
k+1

σ2
k+1

 =

 In
0
0

T  Mk

σ1
k

σ2
k


yk =

[
In1 0
0 0

∣∣∣∣ 0
Im1

∣∣∣∣ 0
0

] Mk

σ1
k

σ2
k



⇐⇒


[

E
−W2

]T [
θk+1

σ2
k+1

]
=

[
A
0

]T [
θk
σ2
k

]
yk =

[
C 0

] [ θk
σ2
k

]
Donc on obtient :

{
EΠk+1 = AΠk

yk = CΠk
⇐⇒

{
Eθk+1 = Aθk +W2σ

2
k+1

yk = Cθk
.
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Remarque 4. Les transitions observables dans notre travail ne sont pas représentées
par des alphabets ou des symboles comme c’est souvent le cas dans les SED, mais
par un nombre binaire {0, 1} c’est à dire lorsqu’une transition observable tj(j =
1, . . . ,m1) est franchie, sa valeur à la sortie vaut 1. Alors, toutes les transitions
observables peuvent être distinguées à partir de la sortie yk, même dans le cas où se
trouvent des transitions non déterministes.

2.5 Observabilité des SEDmodélisés par les RdPPO

L’observabilité est une propriété importante des représentations structurelles des
systèmes dynamiques qui permet, à travers une entité appelée observateur, le calcul
des valeurs de variables d’états des systèmes dynamiques qui ne peuvent pas être
mesurées directement. Dans le cadre des SED, l’observabilité a attirée beaucoup
d’attention et plusieurs travaux ont été présentés notamment pour les RdP. En ef-
fet, la plupart des définitions d’observabilité existantes à base des RdP, se base soit
sur l’observabilité des événements ou bien sur d’autres hypothèses inspirées des pro-
priétés des RdP. Pour l’instant, on peut citer, l’observabilité uniforme et fortement
uniforme [33], l’observabilité structurelle [65], l’observabilité des RdP interprétés
[2, 49].

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à l’étude d’observabilité pour les
SED modélisés par les RdPPO. L’idée principale est basée sur l’utilisation des tech-
niques d’observabilité des systèmes descripteurs pour caractériser l’observabilité des
RdPPO après l’écriture de l’évolution du marquage d’un RdPPO sous forme d’un
système descripteur comme nous l’avons vu précédemment. Pour cela, une nou-
velle caractérisation algébrique d’observabilité dite ”causale” pour les RdPPO sera
présentée.

Maintenant, nous rappelons quelques définitions et conditions concernant l’ob-
servabilité des systèmes descripteurs.

2.5.1 Observabilité des systèmes descripteurs ou singulier

Les systèmes descripteurs ou systèmes singuliers peuvent être considérés comme
une généralisation des systèmes dynamiques linéaires usuels. En effet, si les systèmes
usuels font apparâıtre exclusivement des relations dynamiques, les systèmes singu-
liers comportent également des relations algébriques. Depuis une vingtaine d’années,
certains sujets d’études traités, en particulier le problème d’estimation d’état et de
diagnostic pour systèmes singuliers en présence de retards, d’entrées inconnues et/ou
d’incertitudes, et surtout la généralisation des travaux d’estimation d’état des multi-
modèles non singuliers aux systèmes singuliers.

Un système descripteur en temps discret peut être décrit sous la forme suivante :{
Ēxk+1 = Āxk + B̄uk

yk = C̄xk
, (2.15)

où xk ∈ Rα, uk ∈ Rγ, yk ∈ Rδ sont respectivement le vecteur d’état, l’entrée et la
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sortie du système (2.15) à l’instant k. Ē, Ā ∈ Rβ×α avec rank Ē < α, B̄ et C̄ sont
des matrices réelles, constantes et de dimensions compatibles avec les dimensions de
xk, uk et yk.

Le système (2.15) est appelé un système descripteur, système généralisé, ou
système singulier. Ainsi, le système (2.15) représente la classe la plus générale des
systèmes descripteurs linéaires. Si β = α, le système (2.15) est dit carré et si

∣∣λĒ − Ā
∣∣ ̸=

0, le système (2.15) est dit régulier. Si β ̸= α, le système (2.15) est dit rectangulaire
ou non carré.

Comme dans le cas des systèmes usuels, l’observabilité se définit comme la possi-
bilité de reconstruire l’état par la connaissance des entrées et des sorties du système.
A la différence que pour les systèmes singuliers, une partie importante des acti-
vités de recherche en automatique s’est focalisée sur le problème d’observabilité et
la synthèse d’observateurs pour les systèmes descripteurs en temps continu [32, 41]
et en temps discret [18]. Dans [18], l’auteur prouve que les systèmes descripteurs en
temps discret et en temps continu ont la même observabilité.

Généralement l’observabilité des systèmes descripteurs est inspirée de la théorie
de système linéaire et peut être formellement proposée comme suit :

Définition 8. [18] Le système (2.15) est dit observable, si la condition initiale x0

peut être déterminée de manière unique à partir de l’entrée uk et la sortie yk, pour
tout k ≥ 0.

Cette définition de l’observabilité est générale et correspond à celle des systèmes
standards. Une autre notion d’observabilité appelée observabilité causale a été présentée
dans [18] pour les systèmes descripteurs en temps discret et dans [32] pour les
systèmes descripteurs en temps continu. Pour définir cette observabilité, une dis-
cussion sur la notion de causalité est nécessaire.

2.5.2 Causalité

En toute généralité, la causalité est une relation qui s’établit entre des événements,
des variables ou des états. Il est généralement présumé que l’ordre chronologique de
la cause précède l’effet.

La causalité peut être comprise en termes de flux entre les processus et ex-
primée en langage mathématique. Les statistiques actuelles incluent l’inférence cau-
sale, considérée comme l’un des problèmes les plus importants à étudier.

Définition 9. [18, 32] Le système (2.15) est dit causal, si l’état du système xk

(0 < k) peut être déterminé complètement à partir de la condition initiale x0, l’entrée
uk et la sortie yk, pour tout k ≥ 0.

Le théorème suivant donne la condition de causalité :
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Théorème 2. [32] Le système (2.15) est causal si :

rang

[
Ē Ā
0 Ē

]
= normal-rang(λĒ − Ā) + rangĒ.

Le rang normal d’une matrice est défini comme son rang maximal.

Définition 10. [18, 32] Le système (2.15) est dit causal observable (Y−observable),
si l’état du système xk (0 < k) peut être déterminé de manière unique à partir de la
condition initiale x0, l’entrée uk et la sortie yk, pour tout k ≥ 0).

Théorème 3. [18, 32, 41]

1. Le système (2.15) est causal observable ssi :

rang

 Ē Ā
0 Ē
0 C̄

 = α + rangĒ ou rang

[
Ē
C̄

]
= α.

2. Le système (2.15) est observable ssi il est causal observable et :

rang

[
λĒ − Ā

C̄

]
= α, ∀λ ∈ C, |λ| ≥ 1.

Avec α est la dimension du vecteur d’état xk.

2.5.3 Observabilité des réseaux de Petri partiellement ob-
servables

L’utilisation de la théorie des systèmes descripteurs est motivée par la capacité
de présenter le RdPPO sous forme d’un système descripteur (2.15). Une nouvelle
caractérisation algébrique de l’observabilité sera proposée pour les RdPPO. Le traite-
ment que nous allons présenter est purement algébrique et donc facile à comprendre.

Dans le système (2.9), l’indice k ne correspond pas à la kème période d’échantillonnage
(comme c’est souvent le cas dans les systèmes discrets), mais correspond à l’ins-
tant d’occurrence d’événement (le kème franchissement de transition). Ensuite, si on
considère la durée entre l’occurrence des deux événements consécutifs comme une
période d’échantillonnage, le système descripteur (2.15) peut être traité comme un
système à entrainement temporel. Par conséquent, la théorie des systèmes descrip-
teurs en temps discret reste valable.

Contrairement au système (2.9), le système (2.13) n’a pas la même forme que
système (2.15), car le système (2.13) comporte un terme σ2

k+1 qui représente une
entrée inconnue (transitions non observables) et donc, on ne peut pas appliquer
directement les techniques d’observabilité du système (2.15) sur le système (2.13).
Par conséquent, l’observabilité dans ce document est basée sur la sortie d’un système
RdPPO et il est facile de remarquer que les deux systèmes (2.9) et (2.13) ont la même
sortie. Donc, le modèle (2.9) et son équivalent ont la même propriété d’observabilité
(c’est à dire système (2.9) est observable ⇐⇒ le système (2.13) est observable). Pour
cela, l’observabilité du système (2.13) est caractérisée à partir de celle du système
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(2.9).

D’après le théorème (2), on peut donner la proposition suivante :

Proposition 2. Le RdPPO représenté par système (2.9) est causal i.e.

rang

[
E A
0 E

]
= normal-rang(λE − A) + rangE.

Preuve 2. rang

[
E A
0 E

]
= rang

[
In −W In 0
0 0 In −W

]
= 2n,

rang [E] = rang
[
In −W

]
= n, et

normal-rang(λE − A) = normal-rang(

[
λIn
−λW

]T
−
[
In
0

]T
)

= normal-rang(
[
(λ− 1)In −λW T

]
) = n

Alors, rang

[
E A
0 E

]
= normal-rang(λE − A) + rangE = 2n.

Remarque 5. L’état initial Π0 du système (2.9) (θ0 du système (2.13)) est composé
du vecteur de marquage initial M0 et du vecteur initial des transitions σ0 ( σ1

0 pour
le système (2.13)).

On suppose qu’aucune transition n’est franchie à l’instant initial k = 0. Alors,
les vecteurs Π0 et θ0 sont donnés par :

Π0 =

[
M0

0m

]
et θ0 =

[
M0

0m1

]
Alors, la connaissance de Π0 ou θ0 nécessite la connaissance de M0. Pour l’étude

d’observabilité le vecteur du marquage M0 sera donc utilisé au lieu de Π0 ou θ0.

Dans ce travail, en utilisant les techniques des systèmes descripteurs pour présenter
quelques résultats concernant l’observabilité d’un RdPPO décrit par le système (2.9).
Ensuite, nous allons exploiter ces résultats pour la caractérisation de l’observabilité
pour le système (2.13).

Nous utilisons le même raisonnement pour le système (2.15), l’observabilité cau-
sale d’un RdPPO décrit par système (2.9) peut être formulée comme suit :

Définition 11. Un RdPPO décrit par le système (2.9) est dit causal observable si
pour un marquage initial M0 connu, les informations fournies par l’ensemble des
places observables Po et transitions observables To sont suffisantes pour déterminer
de manière unique le vecteur de marquage Mk et le vecteur de transitions σk à chaque
instant k.
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La définition ci-dessus signifie qu’il est possible de récupérer d’une façon unique
le marquage des n2 places non observables et de détecter le franchissement des m2

transitions non observables à chaque instant k à partir de la connaissance du mar-
quage initial M0 et de l’observation des n1 places et m1 transitions. A partir de cette
définition, on peut constater que la propriété d’observabilité n’est pas basée seule-
ment sur la structure du RdP, mais aussi sur la connaissance du marquage initialM0.

Une caractérisation d’observabilité similaire dite structurelle a été formulée dans
[65], comme la capacité de déterminer d’une façon unique l’état du système (le mar-
quage des places) à chaque instant, basée sur les informations des capteurs des places
et des transitions et sur la connaissance du marquage initial. Dans [33], une notion
d’observabilité dite uniforme a été présentée. Les auteurs ont montré que cette ob-
servabilité a une importance lorsque le marquage initial est connu.

Dans le cas où le marquage initial est inconnu, l’observabilité peut être définie
comme :

Définition 12. Un RdPPO décrit par le système (2.9) est dit observable si les infor-
mations fournies par l’ensemble des places observables Po et transitions observables
To sont suffisantes pour déterminer de manière unique le marquage initial M0, le
vecteur du marquage Mk et le vecteur de transitions σk à chaque instant k.

L’observabilité dans la définition (12) est formulée comme la capacité de récupérer
le vecteur du marquage initial M0 et de déterminer d’une façon unique le marquage
des n2 places non observables et le franchissement desm2 transitions non observables.
Plusieurs définitions qui sont liées à cette notion d’observabilité sont présentées dans
la littérature.

Dans [49], une caractérisation de l’observabilité pour les RdP interprétés est
généralisée de telle sorte que pour importe quelle séquence entrée/sortie (l’entrée
désigne les transitions observables et la sortie désigne les places observables), le
marquage des places peut être déterminé uniquement. Dans le même papier, une ca-
ractérisation géométrique a été présentée. Contrairement à l’observabilité uniforme
présentée dans [33], qui est basée sur la connaissance du marquage initial, l’observa-
bilité structurelle du marquage est donnée dans le même papier et dépend seulement
de la structure du RdP.

Cette observation est définie de telle sorte que le marquage actuel peut être re-
construit si la séquence de transitions est observable pour importe quel marquage
initial.

Remarque 6. Si le système (2.9) n’est pas observable, mais causal observable, l’état
du système Πk peut être déterminé uniquement à partir de la sortie yk et la connais-
sance du marquage initial M0.

Suite à la définition (11) et Théorème (3), on peut formuler le théorème suivant :
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Théorème 4. Un RdPPO décrit par le système (2.9) est causal observable si et
seulement si :

1. Le nombre des places observables est supérieur ou égal au nombre des tran-
sitions non observables c’est à dire n1 ≥ m2.

2. rang [W2] = rang

[
W12

W22

]
= m2.

Preuve 3. Nous allons prouver que la condition 1 du Théorème (3) est satisfaite si
les conditions 1 et 2 du Théorème (4) sont satisfaites.

rang

[
E
C

]
= rang


In1 0 −W11 −W12

0 In2 −W21 −W22

In1 0 0 0
0 0 Im1 0

 ,

si n1 ≥ m2 alors le nombre des lignes de

[
E
C

]
est satisfait .

n1 + n2 + n1 +m1 ≥ n+m1 +m2 = n+m.

Le rang de la matrice

[
0 −W12

In2 −W22

]
est toujours égal à n2 + rank

[
W12

W22

]
, parce

que :

— Si W12 est une matrice nulle, alors W22 ne peut être ni une matrice nulle,
ni une matrice d’identité à cause des propriétés de la matrice d’incidence
(c’est à dire, chaque colonne de la matrice d’incidence contient au moins
deux éléments 1 et -1).

— Si la matrice W12 n’est pas complètement nulle, donc le résultat est évident.

Donc, si rang[W2] = rang

[
W12

W22

]
= m2, alors rang

[
E
C

]
= n1 + n2 +m1 +m2 =

n+m

ce qui signifie que la condition 1 du Théorème (3) est satisfaite.

Nous pouvons énoncer le résultat suivant :

Théorème 5. Un RdPPO décrit par le système (2.9) est observable si et seulement
si :

1. Toutes les places du RdP sont observables et le nombre de ces places doit
être supérieur ou égal au nombre des transitions non observables c’est à dire
n1 = n ≥ m2.

2. rang [W2] = rang

[
W12

W22

]
= m2.

Preuve 4. Nous allons prouver que la condition 2 du Théorème (3) est satisfaite si
les conditions 1 et 2 du Théorème (5) sont satisfaites.
Les conditions 1 et 2 du Théorème (5) signifient que le RdPPO est causal observable
par le Théorème (4) et il reste à prouver que :
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rang

[
λE − A

C

]
= n+m,∀λ ∈ C, |λ| ≥ 1.[

λE − A
C

]
=

λIn1 − In1 0 −λW11 −λW12

0 λIn2 − In2 −λW21 −λW22

In1 0 0 0
0 0 Im1 0

 .

Alors, les conditions 1 et 2 du Théorème (5) impliquent que

rang

[
λE − A

C

]
= n+m,∀λ ∈ C, |λ| ≥ 1.

La condition rang [W2] = m2 signifie que les transitions non observables doivent
être linéairement indépendantes c’est à dire que le sous-RdP Qno formé par le
franchissement consécutif des transitions non observables ne doit pas être cyclique
(définition (7)).En outre, la condition 1 du Théorème (4) représente le nombre suf-
fisant de places observables telles que les transitions non observables peuvent être
détectées et cela conduit à la notion de la détectabilité des événements telle que
présentée dans [2, 49]. La notion de détectabilité des événements est définie dans [2],
[49] comme la possibilité de détecter le franchissement de chaque transition en se
basant sur des informations fournies par les capteurs des places et des transitions.

Nous rappelons les conditions nécessaires et suffisantes pour la détectabilité des
événements :

Lemme 2. [2, 49] Un RdP est dit événements détectable si et seulement si :

1. ∀ti, tj ∈ T tel que η(ti) = η(tj) ou η(ti) = ε ⇒ φW (:, i) ̸= φW (:, j), et

2. ∀tx ∈ T ⇒ φW (:, x) ̸= 0.

Avec η(t) est une fonction de franchissement de la transition t, ε représente une
transition non observable et φW (:, i) est la ieme colonne de la matrice formée par
la ligne de la matrice d’incidence W correspondant aux places mesurables (obser-
vables) du RdP.

Ce résultat signifie que s’il y a deux transitions non déterministes ou non ob-
servables qui ont deux colonnes identiques dans la matrice φW , cela veut dire que
leurs franchissements produisent le même effet dans la sortie du système. Alors, les
franchissements de ces transitions ne peuvent pas être distingués les uns des autres,
à moins que leurs symboles d’entrée soient différents. D’autre part, si la matrice φW
a une colonne nulle, cela veut dire que la transition associée à cette colonne n’a pas
une place d’entrée ou de sortie mesurable et dans ce cas, le franchissement de cette
transition ne produit pas un changement dans la sortie. Donc, le franchissement de
la transition ne peut pas être détecté.

Maintenant, si on applique la notion de détectabilité des événements pour le
RdPPO décrit par le système (2.9), le cas des transitions non déterministes peut
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être ignoré car toutes les transitions observables peuvent être distinguées à partir de
la sortie du système (2.9) comme nous l’avons mentionné dans la remarque (4). Alors,
on peut reformuler les conditions nécessaires et suffisantes pour la détectabilité des
événements du système (2.9) dans la proposition suivante :

Proposition 3. Un RdPPO décrit par le système (2.9) est à événements détectable
si et seulement si :

1. ∀ti, tj ∈ Tuo =⇒ φW2(:, i) ̸= φW2(:, j), et

2. ∀tx ∈ Tuo =⇒ φW2(:, x) ̸= 0.

où W2 est la matrice formée par les colonnes de la matrice d’incidence W corres-
pondant aux transitions non observables.

Preuve 5. (Suffisance) S’il existe deux transitions observables de telle sorte que
chaque transition a une combinaison unique avec une colonne de la matrice φW ,
cela veut dire que leurs franchissements produisent un changement dans la sortie du
système. Alors, leurs franchissements peuvent être distingués les uns des autres.

(Nécessité) 1) S’il existe deux colonnes identiques dans la matrice φW , les transi-
tions non observables correspondantes ont au moins une place observable commune,
et donc, leurs franchissements produisent le même effet dans la sortie du système.
Alors, les franchissements de ces transitions ne peuvent pas être distingués les uns
des autres.

2) Si la matrice φW a une colonne nulle, cela veut dire que la transition non
observable associée à cette colonne n’a pas une place observable et dans ce cas, le
franchissement de cette transition ne produit aucun changement dans la sortie. Donc,
le franchissement de la transition ne peut pas être détecté.

Le théorème suivant résume les dérivations précédentes et donne les conditions
nécessaires et suffisantes de l’observabilité d’un DES modélisé par un RdPPO.

Théorème 6. Un RdPPO décrit par le système (2.9) est causal observable si et
seulement s’il est à événement détectable.

Preuve 6. (Suffisance) Si le RdPPO est à événements détectable, donc les transi-
tions non observables peuvent être détectées uniquement en se basant sur les capteurs
des places et des transitions. Puisque le marquage initial est connu, l’état du système
peut être déterminé uniquement en utilisant le système (2.9) ou bien le système (2.3).

(Nécessité) Si le RdPPO n’est pas à événements détectable, il existe un marquage
initial M0 et deux transitions t1 e t2 telles que leurs franchissements ne peuvent pas
être distinguables à partir des informations des capteurs. Le marquage Mk est pro-
duit par des séquences de franchissement contenant t1 e t2, et les franchissements
des t1 e t2 donnent des marquages différents car il n’y a pas de transitions qui ont le
même comportement. Dans cette situation, on ne peut pas déterminer uniquement
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les marquages des systèmes avant le marquage Mk et donc, le RdPPO n’est pas ob-
servable causal.

Maintenant, nous nous intéressons à l’observabilité de système (2.13) et comme
mentionné précédemment, le système (2.9) et son équivalent (2.13) ont la même
sortie et représentent le même RdPPO. Par conséquent, l’observabilité du système
(2.9) et de système (2.13) sont équivalentes et donc, l’observabilité du système (2.13)
peut être déduite de l’observabilité du système (2.9).

Théorème 7. Les résultats suivants concernant l’observabilité du système (2.13)
sont équivalents.

1. Un RdPPO décrit par le système (2.13) est causal observable si et seulement
si :

rank

[
E −W2

C 0

]
= n+m.

2. Un RdPPO décrit par système (2.13) est causal observable si et seulement si :

(a) le nombre des places observables est supérieur ou égal au nombre des tran-
sitions non observables c’est à dire n1 ≥ m2.

(b) rank [W2] = m2.

Preuve 7. La condition 1 du Théorème (7) est déduite de l’observabilité du système
(2.9) c’est à dire :

rank

[
E
C

]
= n+m ⇔ rank

[
E −W2

C 0

]
= n+m.

Maintenant, il est facile de démontrer que les conditions 1 et 2 du Théorème (7)
sont équivalentes.[

E −W2

C 0

]
=

[
E
C

]
et on utilise la démonstration du Théorème (4).

De la même façon, on peut énoncer le résultat suivant :

Théorème 8. Un RdPPO décrit par le système (2.13) est observable si et seulement
si :

1. Toutes les places du RdP sont observables et le nombre de ces places doit
être supérieur ou égal au nombre des transitions non observables c’est à dire
n1 = n ≥ m2.

2. rank [W2] = m2.

Preuve 8.

[
E −W2

C 0

]
=

[
E
C

]
, et on utilise la démonstration du Théorème (5).
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2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les notions de base de la théorie d’obser-
vabilité des systèmes à événements discrets. Nous présentons également une étude
bibliographique concernant les travaux d’observabilité de ces systèmes, initiée par
les travaux qui sont basés sur les automates à état finis. Ensuite, nous mettrons l’ac-
cent sur les approches qui ont recours aux RdP, qui se sont révélés très avantageux
par rapport aux automates à état finis, grâce à leurs propriétés mathématiques et
structurelles. Dans la dernière partie de ce chapitre, nous nous sommes intéressés
à l’analyse d’observabilité pour les SED modélisés par des réseaux de Petri partiel-
lement observables. L’idée principale est basée sur l’utilisation des méthodes tradi-
tionnelles d’observabilité des systèmes descripteurs pour caractériser l’observabilité
des RdPPO. Le traitement que nous avons présenté est purement algébrique et donc
facile à comprendre. Aussi, les résultats d’observabilité présentés sont très impor-
tants pour résoudre le problème du choix du nombre optimal des capteurs pour les
SED décrits par RdPPO surtout quand nous avons la liberté de placer les capteurs
(par exemple, lorsque nous concevons le système), et donc, nous pouvons minimiser
leur nombre.



Chapitre 3

Synthèse d’observateur des
systèmes à événements discrets

3.1 Introduction

Après avoir présenté, au chapitre précédent, les principales théories concernant
l’observabilité de quelques classes de SED, nous nous intéressons dans ce chapitre à
la synthèse d’observateurs pour les SED modélisés par des réseaux de Petri partiel-
lement observables (RdPPO). Nous rappelons dans un premier temps, le principe
d’observation qui est un concept très important dans le domaine d’estimation de
l’état. Cette dernière dans le cas des RdP a pour objectif de déterminer le marquage
du système en fonction des mesures partielles des places et/ou des transitions. Dans
ce qui suit, on complète l’état de l’art des chapitres précédents avec les contributions
qui concernent l’estimation d’état des SED, et plus particulièrement, à partir de leurs
modèles RdP. Ainsi, deux méthodes de synthèse d’observateurs sont présentes, une
méthode propose par Alessandro Giua, Carla Seatzu basé sur l’observation des tirs
de transition et autre méthode de synthèse d’un observateur de type Luenberger
d’ordre réduit .

3.2 Principe d’observation

Dans la plupart des systèmes industriels, toutes les variables d’états ne peuvent
pas être accessibles à la mesure, seules l’entrée u et la sortie y qui sont accessibles.
Le principe d’observation est de reconstruire un vecteur x̂, qui soit aussi proche que
possible de x, à partir des données exploiter de la commande u et la sortie y.

La synthèse d’un observateur (appeler aussi estimateur d’état ou capteur vir-
tuel) consiste à trouver un modèle d’état pour l’observateur en s’appuyant sur le
modèle d’état du système. Au début et avant toute synthèse d’observateur, on doit
se demander si sa conception est possible, la notion d’observabilité et certaines pro-
priétés des entrées appliquées au système fournissent des conditions nécessaires à
la synthèse d’un observateur. L’observabilité d’un système est donc un concept très
important dans le domaine d’estimation de l’état. En effet, pour reconstruire les
états inaccessibles d’un système, il faut savoir, à priori, si les variables d’états sont
observables ou non, L’observabilité d’un système est la propriété qui permet de dire

57
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si l’état peut être déterminé uniquement à partir de la connaissance des signaux
d’entrées et de sorties.

Figure 3.1 – Principe de l’observateur.

Un observateur est un système dynamique qui utilise la connaissance de la tra-
jectoire de sa sortie pour estime l’état d’un système.
Le but d’un observateur est de fournir une estimation de la valeur courante de l’état
en fonctions des entrées et sorties du système. Le principe de construction de l’ob-
servateur consiste aussi à corriger l’erreur d’estimation entre la sortie réelle et la
sortie reconstruite c-à-dire d’exploiter u et y dans le but de reconstruire un vecteur
x̂ qui soit aussi proche que possible de x.
Afin d’expliquer la procédure générale de la conception d’un observateur, on considère
le système linéaire de la forme suivante :{

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = Cx(t)

(3.1)

avec x ∈ Rn est le vecteur d’état, u ∈ Rm est le vecteur d’entrée et y ∈ Rp est le
vecteur de sortie. A,B,C sont des matrices constantes de dimension appropriée.
La structure de l’observateur peut être représentée par la figure (3.2) et exprimée
sous la forme suivante :{ .

x̂(t) = Ax̂(t) +Bu(t) + L(y(t)− ŷ(t))
ŷ(t) = Cx̂(t)

(3.2)

Le terme correctif L(y(t) − ŷ(t)) fait apparâıtre le gain de correction L, également
appelé gain de l’observateur, relatif à l’erreur de la reconstruction de la sortie. On
peut aussi écrire l’observateur sous la forme suivante :

.

x̂(t) = (A− LC)x̂(t) +Bu(t) + Ly(t)

La dynamique de l’erreur de reconstruction, définie par e(t) = x(t) − x̂(t), peut
s’écrire :

.
e(t) = (A− LC)e(t)

A partir de la condition initiale e(0) = x(0)− x̂(0), l’évolution de cette erreur d’es-
timation est telle que :

e(t) = e(A−LC)te(0)
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Afin que l’observateur soit asymptotique, il faut que l’erreur d’estimation tende vers
0 lorsque t → ∞. En effet, à t = 0, e(0) ̸= 0 car l’état étant inaccessible, on ne peut
en générale pas choisir x(0)− x̂(0). Afin de garantir une convergence asymptotique
de l’erreur d’estimation (x̂(t) → 0 pour t → ∞) et donc un bon fonctionnement de
l’observateur, il faut choisir L de façon judicieuse.

Théorème 9. [50] Les valeurs propres de (A−LC) peuvent être fixées arbitrairement
si et seulement si (A,C) est observable.
La notion de stabilité d’un système en automatique est essentielle.

Le théorème suivant décrit la condition de stabilité.

Théorème 10. [50] Soit un système régit par (3.1). On dit que ce système est
asymptotiquement stable si la matrice A est de Hurwitz. Une matrice A est dite de
Hurwitz si toutes ses valeurs propres sont à parties réelles strictement négatives.

Lorsque le système n’est pas observable, il n’est pas possible de construire un
observateur dont on choisit les dynamiques. Cependant, si le système est détectable
il sera possible de dimensionner un observateur asymptotiquement stable, ce qui
constitue l’objet du théorème suivant :

Théorème 11. [58] Pour un système régit par (3.1) est possible de dimensionner un
observateur asymptotiquement stable si et seulement si la paire (A,C) est détectable.
Les valeurs propres de (A− LC) sont alors toutes ou en partie fixées.

Tout d’abord, il apparait clairement d’après les théorèmes (9) et (11) que la
condition de convergence asymptotique de l’observateur dépend directement du di-
mensionnement de la matrice L.

Figure 3.2 – Le schéma fonctionnel de système avec l’observateur.

Pour que l’observateur soit stable, il faut que les valeurs propres de la matrice
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fondamentale de l’observateur (A–LC) doivent avoir des parties réelles négatives.
Cependant si le système n’est pas observable mais détectable cela signifie que une
partie des dynamiques de l’observateur sont stables mais ne sont pas choisies [71].

Pour bien choisir la dynamique de l’observateur (valeurs propres de (A− LC)),
on peut s’appuyer sur les travaux de [37]. Cependant en pratique, on choisit une
dynamique plus rapide pour l’erreur de reconstruction que celle du processus en
boucle ouverte. Toutefois, on est limité au niveau de la grandeur de ces dynamiques
choisies. Idéalement, une très grande dynamique devrait être utilisée pour assurer
une convergence rapide et précise. Cependant, on ne peut utiliser que des gains
réalisables, ce qui restreint le choix de L, et de plus, plus la valeur du gain sera
élevée plus les bruits influeront sur la reconstruction de l’état.

3.3 Observateur pour les systèmes à événement

discret

Les travaux de recherche sur la synthèse d’observateurs des systèmes à événement
discret susciter l’intérêt de la communauté automaticienne à travers le monde. Plu-
sieurs approches ont été adoptées pour la synthèse de ces observateurs. La première
approche est basée sur l’utilisation des automates à états finis et des langages for-
mels, Ramadge [60] a été le premier à montrer comment un observateur pourrait
être synthétisé pour un système partiellement observé. Caines et al [15] ont montré
comment il est possible d’utiliser l’information contenue dans la séquence passée
d’observations (donnée comme une séquence d’états d’observation et d’entrées de
commande) pour calculer l’ensemble des états cohérents avec l’observation. Tan-
dis que dans[73], la sortie de l’observateur est utilisée pour diriger l’état de l’usine
vers un état terminal souhaité. Une approche similaire a également été utilisée par
Kumar et al [42] dans le cadre des problèmes de surveillance par des contrôleurs
dynamiques. Ozveren et Willsky [59] ont proposé une approche pour la construction
d’observateurs qui permet de reconstruire l’état d’automates finis après une erreur
de manipulation. Dans le même papier, les auteurs montrent que l’observateur peut
avoir un nombre exponentiel d’etats.

Pour les SED modélisés par les RdP, La plupart des méthodes d’estimation exis-
tantes se basent soit sur l’observabilité des événements ou bien sur d’autres hy-
pothèses inspirées des propriétés des RdP. Le problème d’estimation pour les RdPs
ne se limite pas uniquement à l’estimation d’état mais aussi au problème de recons-
truction de la séquence de franchissement qui conduit un état donné. Pour le DES
modélisé par les RdPs, les problèmes d’estimation les plus étudiés sont ceux concer-
nant l’estimation d’état.

Dans le cas où seuls les capteurs de transitions sont disponibles l’estimation
de l’état n’est généralement pas unique car les informations des capteurs peuvent
être très limites, elles sont représentées par un ensemble d’états cohérents (en-
semble des marquage cohérents) dans lesquels le système peut se trouver. Nous
trouvons une variété d’études effectuées dans [33, 62], [14] et autre, sous différentes
hypothèses. Ainsi, les auteurs de [33] supposent que la structure du RdP est connue,
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discrets 61

que le marquage initial est inconnu et que le franchissement de toutes les transi-
tions est détectable . Par la suite, les auteurs de [62] se sont intéressés à la même
problématique. Ils basent sur l’estimation du marquage initial ainsi que du marquage
courant du système. Le but est de reconstruire ces marquages à partir d’une mesure
partielle des transitions.

Plus tard, des événements silencieux sont considérés dans [12] mais le marquage
initial est supposé connu. Dans [14], les auteurs traitent la problématique de l’esti-
mation d’état des RdP dans un contexte probabiliste. Dans ce cas, ils supposent une
connaissance a priori des probabilités de franchissement des transitions. D’autres
contributions visent à s’affranchir de la connaissance du marquage initial, et ceci
dans un contexte déterministe [48] ou probabiliste [13]. Dans ce dernier cas, les au-
teurs s’intéressent à la détermination du marquage initial.

Dans le cas où les capteurs des places et des transitions sont disponibles, l’es-
timation du vecteur du marquage doit être unique et exact. Dans ce contexte, les
travaux présentés dans [44, 45] considèrent le problème de l’estimation d’état à partir
d’une mesure partielle des événements et des marquages. Une autre méthodologie de
synthèse d’observateur pour les SED modélisés par un RdP interprété est proposée
dans [67], cet article traite du problème de la conception d’observateurs asympto-
tiques dans les systèmes à événements discrets modélisés par des réseaux de Petri
interprétés (IPN) vivants, cycliques et conservateurs. Ensuite, une méthode d’es-
timation d’état des RdP partiellement observable en fonction d’une trajectoire de
mesure a été présentée dans [3]. Cette approche est basée sur le calcul des probabi-
lités des trajectoires compatibles.

Dans le cadre de problème d’estimation des séquences de franchissement, une
approche dans [47] est proposé pour estimer les séquences de franchissement de tran-
sition à moindre cout qui correspondent à l’observation d’un séquence transitions
dans une Rdp donné. Dans [43], les auteurs ont étudié le problème de l’estimation
de séquence de franchissement pour les transitions en suppose que le marquage du
Rdp est mesuré.

D ’autres approche basée sur les RdPs ont été proposée dans la littérature.
Dans la suite, nous allons présentés une approche développé dans [33] qui traite
du problème de l’estimation du marquage d’un réseau, et autre développée dans [40]
pour la synthèse d’un observateur de Luenberger d’ordre réduit pour les RdPPO.

3.3.1 Approche propose par Alessandro Giua, Carla Seatzu

Cette approche traite du problème de l’estimation du marquage d’un réseau de
place/transition (P/T) basé sur l’observation des tirs de transition et présente un
ensemble d’outils analytiques pour déterminer plusieurs propriétés d’observabilité.
Un observateur construit selon cette approche peut également être utilisé dans une
boucle de contrôle d’asservissement d’état.

Lorsque la structure et le marquage initial d’un RdP sont connus, la connaissance
des tirs de transition est suffisante pour reconstituer le marquage que donne chaque
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nouveau tir.

Cette approche est développe un algorithme pour l’estimation de l’état d’un
réseau dont le marquage ne peut pas être directement observé à cause des trois hy-
pothèses suivantes :

— La structure du réseau N est connue.

— Toutes les transitions sont observables.

— Le marquage initial est inconnu.

L’algorithme d’estimation des marquages d’un réseau de places/transitions est
basé sur l’observation des événements en utilisant un graphe de recouvrement ob-
servateur et un vecteur d’erreur d’estimation relatif à chaque place du réseau. Les
auteurs ont aussi montré que cette estimation, générée par l’observateur, pouvait être
utilisée pour la synthèse de contrôleurs. L’algorithme proposé par Giua et Seatzu
interdit le franchissement des transitions menant en dehors du comportement admis-
sible. Cet algorithme n’est pas nécessairement optimal dans le sens où une transition
admissible dans le comportement désiré peut être inhibée.

L’ensemble M(W ) représente l’ensemble des états consistants par rapport à une
séquence de tirs w observée. Formellement, M(W ) = {M |∃M ′,M ′[W ⟩M}.

Dans la suite de cette partie, on note par Mw le marquage M tel que M0[W ⟩M
et par m−→
0 m (

−→
1 m) un vecteur m1 de zéro (de un) où m est le nombre de place du réseau.

Pour une évolution du réseau donnée Mw0[tα1⟩Mw1[tα2⟩ . . .,l’algorithme suivant est
utilisé pour déterminer le marquage estimé µwi relatif au marquage actuel Mwi. Cet
algorithme est basé sur l’observation de la séquence de tirs wi = tα1tα2...tαi.

Algorithme :

1. Soit le marquage estimé initial µw0 =
−→
0 m et w = w0 (séquence vide).

2. Soit i = 1.

3. Attendre le franchissement de tαi.

4. Mettre à jour le marquage estimé µwi−1 = µ′
wi avec

µ′
wi(p) = max{µwi−1(p), C

−(p, tαi)}.

5. Soit µ′
wi = µwi + C(., tαi).

6. Soit i = i+ 1.

7. Aller en 3.
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8. FIN.

Les auteurs ont établi un certain nombre d’hypothèses et définitions :

— Le marquage estimé est borné : µw = Mw.

— On définit l’erreur de place : ep(Mw, µw) ≡ Mw(p)− µw(p) noté aussi ep.

— On définit l’erreur d’estimation e(Mw, µw) ≡
−→
1 .(Mw, µw).

Les deux fonctions d’erreur ainsi définies, ne sont pas croissantes :
ep(Mwt, µwt) = ep(Mwt, µ

′
wt) ≤ ep(Mwt, µwt)

e(Mwt, µwt) = e(Mwt, µ
′
wt) ≤ e(Mwt, µwt)

L’ensemble des marquages consistants par rapport à la séquence de tirs observée
w est alors :

M(w) = {M |∃M ′,M ′[W ⟩M} ≡ {M |M ≥ µw}.

Le graphe de recouvrement observateur est ensuite défini et représente simul-
tanément l’ensemble des marquages atteignables du réseau avec l’erreur d’estimation
en utilisant l’algorithme précédent. Le marquage initial est représenté par un rec-
tangle avec des angles arrondis. Les marquages dont le vecteur d’erreur d’estimation=

−→
0 m

sont représentés par des rectangles foncés.

Exemple 5. Sur la Figure (3.3), un réseau de Petri est représenté ainsi que son
graphe de recouvrement observateur. Chaque nœud de ce graphe représente le mar-
quage réel Mw et l’erreur d’estimation :ep(Mw, µw) ≡ Mw − µw.

Figure 3.3 – Exemple d’un RdP et de son graphe de recouvrement observateur.
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3.3.2 Synthèse d’observateurs pour les SED modélises par
les RdPPO

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à la synthèse d’observateurs pour
les SED modélisés par les RdPPO. Nous allons présenter dans un premier temps
une approche développé dans [40] pour la synthèse d’un observateur de Luenberger
d’ordre réduit pour les RdPPO. Nous présenterons par la suite, une approche base
sur la synthèse d’un observateur à entrée inconnue pour les RdPPO représentés par
le système (2.13), en considérant les transitions non observables comme des entrées
inconnues.

3.3.2.1 Observateur d’ordre réduit pour les RdPPO
Nous présentons dans ce paragraphe, une méthode de synthèse d’un observateur

de type Luenberger d’ordre réduit développée dans [40] pour un RdPPO représenté
par système (2.9). L’observateur proposé est utilisé afin de reconstruire le vecteur
global (composé par le vecteur des marquages des places complet Mk et le vecteur
des transitions complet σk) à chaque instant k à partir d’un ensemble de marquages
des places observables et des transitions observables. Avant de donner l’équation de
l’observateur, nous supposons que le système (2.9) est au moins observable causal.

Nous verrons, dans le paragraphe suivant, comment utiliser cette forme d’état
pour synthétiser un observateur d’ordre réduit capable de reconstruire n2 places et
m2 transitions non observables.
Si la matrice E est de rang plein en lignes, nous pouvons trouver une matrice P
vérifiant l’équation suivante :

EP = E
[
E+

1 P
]
=

[
In 0n×m

]
(3.3)

où P1 = Ker(E) ∈ R(n+m)×m est le noyau de la matrice E avec :

PT
1 P1 = Im.

et E+est la pseudo inverse de la matrice E et elle est donnée par :

E+ = ET (E × ET )−1

La matrice P est une matrice inversible avec :

PP−1 = P−1P = In+m

et sa matrice inverse est :

P−1 =

[
E
PT

1

]
(3.4)

Le système (2.9) est équivalent à :
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discrets 65

{
Π1

k+1 = A1Π
1
k + A2Π

2
k

yk = C1Π
1
k + C2Π

2
k

(3.5)

Où

[
Π1

k

Π2
k

]
= P−1Πk,

[
A1 A2

]
= AP ,

[
C1 C2

]
= CP (3.6)

De la même manière que précédemment, si la matrice C2 est de rang plein, nous
pouvons trouver une matrice P2, telle que :

P2C2 =

[
P3

C+
2

]
C2 =

[
0(n1+m1−m)×m

Im

]
(3.7)

où P3 = Ker((C2)
T ) et C+

2 = ((C2)
TC2)

−1(C2)
T .

Par pré-multiplication par P2 des deux côtés de l’équation de mesure dans système
( 3.5) nous obtenons :

P3yk = P3C1Π
1
k (3.8)

Π2
k = C+

2 yk − C+
2 C1Π

1
k (3.9)

Ensuite, nous remplaçons, l’équation (3.8) dans la première équation de (3.5),
nous obtenons :

{
Π1

k+1 = ĀΠ1
k + A2C

+
2 yk

ȳk = C̄Π1
k

(3.10)

avec :


Ā = (A1 − A2C

+
2 C1)

C̄ = P3C1

ȳk = P3yk

Suivant le principe de construction des observateurs, on peut proposer la struc-
ture classique d’un observateur d’ordre réduit suivante :
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{
ζk+1 = Fζk +Gyk
Π̂k = V ζk +Dyk

, (3.11)

où ζk ∈ Rn est l’état de l’observateur et F,G, V et D sont des matrices de di-
mensions appropriées à calculer.
A partir de l’équation du système (3.10) et de son observateur (3.11), les estimations
de Π1

k,Π
2
k et Πk sont respectivement les vecteurs les vecteurs ζk, Π̂

2
k et Π̂k

La construction de l’observateur consiste à trouver les matrices F,G, V et D tel que
le vecteur d’état estimé Π̂k converge asymptotiquement vers le vecteur l’état Πk.
En tenant compte de la forme de l’équation d’état (3.10), l’équation de l’observateur
(3.11) devient :


ζk+1 = (Ā− LC̄)ζk + (A2C

+
2 + LP3)yk

Π̂2
k = C+

2 (yk − C1ζk)

Π̂1
k =

[
E+ P1

]( ζk
Π̂2

k

) (3.12)

Avec L une matrice gain à calculer. Elle est choisie pour que (Ā − LC̄) soit
stable.Finalement, l’observateur d’ordre réduit (3.11) est obtenu en choisissant les
matrices F,G, V et D de la manière suivante :


F = (Ā−RC̄)

G = (A2C
+
2 + LP3)

V = (E+ − P1C
+
2 C1)

D = (P1C
+
2 )

(3.13)

avec L une matrice gain à calculer. Elle est choisie pour que (Ā−LC̄) soit stable.

3.4 Conclusion

Ce chapitre est consacré à la synthèse d’observateurs pour les SED modélisés par
des réseaux de Petri partiellement observables. Dans un premier temps, nous avons
fait un bref état de l’art sur les observateurs des SED. Bien entendu, cet état de
l’art n’est pas complet, mais nous avons essayé d’être objectif à son contenu. Par la
suite, les approches que nous avons proposées pour l’estimation du marquage discret
du système est inspirée de celle développée dans [10] et s’appuie sur le principe
d’un observateur de Luenberger d’ordre réduit et autre approche basée basé sur
l’observation des tirs de transition.



Chapitre 4

Synthèse d’observateur à entrée
inconnue pour les RdPPO

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la synthèse d’observateurs pour les SED
modélisés par les RdPPO. Nous avons vu précédemment que les RdPPO peut être
représenté sous forme d’un système descripteur (2.15). Pour cela, nous aborderons le
problème d’estimation d’état pour les RdPPO basés sur les principes de la synthèse
d’observateurs pour les systèmes descripteurs. Nous proposons dans la première
partie une approche basée sur la synthèse d’un observateur à entrée inconnue pour
les RdPPO représentés par le système (2.13), en considérant les transitions non
observables comme des entrées inconnues. Nous présenterons dans la deuxième partie
un système de production comme un exemple d’application pour monter l’efficacité
de l’approche proposée.

4.2 Observateur à entrée inconnue pour les RdPPO

Le principe fondamental d’observateur à entrée inconnue repose sur l’injection
d’un signal dépendant des informations mesurables, notamment les sorties afin de
faire converger l’erreur d’estimation vers zéro selon une dynamique désirée.

Nous nous intéressons dans cette partie à la synthèse d’un observateur à entrés
inconnues pour des systèmes modélisés par les RdPPO afin d’estimer l’état discret
(marquage des places) et les séquences de franchissement de transitions (vecteurs
de transition). L’idée principale est basée sur l’écriture de l’équation de marquage
(2.3) sous la forme d’un système descripteur (2.15), et nous supposons que l’ensemble
de transition non observable σ2

k comme des entrées inconnues pour le système (2.13).

L’observateur proposé fournit à chaque instant, vecteur global généralisé θk à
chaque instant k se compose du vecteur marqueur Mk et du vecteur de transition
mesurées σ1

k. Une fois le vecteur global θk est donné, nous pouvons calculer la tran-
sition non mesurée à partir de l’équation système (2.13).

67
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4.2.1 Estimation de l’état discret

Notre objectif est de synthétiser un observateur à entrée inconnue pour le des-
cripteur système (2.15) en utilisant des méthodes traditionnelles pour les systèmes
descripteurs afin d’estimer le vecteur global θk.
Avant de donner l’équation de l’observateur, nous supposons que le système (2.13)
est causal observable. Sous cette hypothèse, un OEI pour le système (2.13) est décrit
par l’équation suivante : {

ζk+1 = Nζk + Lyk
θ̂k = ζk +Hyk

, (4.1)

où ζk ∈ Nn+m1 est l’état de l’observateur, yk est la sortie du système à l’instant
k et N,L et H sont des matrices de dimensions appropriées à calculer.
Le problème de la conception d’un observateur (4.1) pour le système (2.13) se réduit
à trouver des matrices N,L et H telles que le vecteur global estimé θ̂k converge vers
le vecteur de l’état θk.
Lorsque l’observateur (4.1) est appliqué au système (2.13) l’erreur de l’estimation
est définie comme :

ek = θk − θ̂k
= θk − ζk −HCθk
= (Is −HC)θk − ζk.

avec s = n+m1

Soit U ∈ Rs×n une matrice réelle telle que :

UE = Is −HC.

L’erreur d’estimation devient :

ek = UEθk − ζk. (4.2)

A l’instant tk+1, l’erreur d’estimation est :

ek+1 = UEθk+1 − ζk+1

= U(Aθk +W2 σ2
k+1)−Nζk − LCθk

= UAθk −N(UEθk − ek)− LC θk + UW2σ
2
k+1.

Par conséquent, l’évolution de l’erreur d’estimation est décrite par :

ek+1 = Nek + (UA −NUE − LC)θk + UW2σ
2
k+1. (4.3)

L’erreur d’estimation converge vers zéro si les conditions suivantes sont satisfaites :

UE = Is −HC, (4.4)
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N est stable, (4.5)

UA = NUE + LC, (4.6)

UW2 = 0. (4.7)

Maintenant, nous discuterons brièvement comment calculer les matrices U , N, L et
H.
D’après (4.4) et (4.7), on obtient :

[
U H

] [ E W2

C 0

]
= [Is 0s×m2 ].

La matrice

[
E W2

C 0

]
est supposée de rang plein, car elle représente la condition

d’observabilité causale comme mentionné dans le théorème (7). Alors, nous pouvons
obtenir les matrices U et H comme suit :[

U H
]
= [Is 0s×m2 ]

[
E W2

C 0

]+
, (4.8)

où la pseudo-inverse d’une matrice () est définie comme ()+ = ()T × (()× ()T )−1.
Remplaçant (4.4) dans (4.6), nous obtenons :

UA = N(I −HC) + LC ⇒ N = UA− (L−NH)C.

En posant :
K = L−NH. (4.9)

On obtient :
N = UA−KC, (4.10)

L = K +NH. (4.11)

L’erreur d’estimation peut être réécrite en utilisant l’équation (4.3) et (4.10) sous la
forme :

ek+1 = (UA−KC)ek. (4.12)

Donc, l’erreur d’estimation converge vers zéro si la matrice (N = UA − KC) est
stable. Cette matrice peut être stabilisée par la matrice de gain K si la paire (UA, C)
est détectable.
Le théorème suivant résume les dérivations précédentes et donne des conditions
nécessaires pour l’existence de l’observateur (4.1) :

Théorème 12. Il existe un observateur (4.1) pour le système (2.13) si les conditions
suivantes sont satisfaites :

1. La paire (UA, C) est détectable c’est à dire :
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rang

[
λIs − UA

C

]
= s,∀λ ∈ C, |λ| ≥ 1.

2. L’initialisation de l’observateur doit être donnée comme :

ζ0 = UEθ0,
avec la matrice U ∈ Rs×n calculée à l’aide de l’équation (4.8).

Preuve 9. [8] La condition 1 du Théorème (12) a déjà été prouvée précédemment.
Ci-après, nous allons montrer que la condition 2 est nécessaire lorsque l’erreur ini-
tiale appartient au sous-espace non observable.

La condition 1 du théorème (12) implique que ∀λ ∈ C, |λ| ≥ 1,

rang

[
λUE − UA+ λHC

C

]
= s,

il existe une matrice [ U H ] de rang complet telle que :

= rang

[
U H 0
0 0 Iµ

] λE − A
λC
C

 ,

avec µ = n1 +m1

= rang

[
λE − A

C

]
.

En utilisent l’équation (2.14), on obtient :

= rang


λIn1 − In1 0 −λW11

0 λIn2 − In2 −λW12

In1 0 0
0 0 Im1

,
= n1 + rang

 0
λIn2 − In2

0

+m1.

Alors, pour λ = 1 le rang de la matrice

[
λIs − UA

C

]
est inférieur à (n+m1) ce qui

signifie que la paire (UA, C) n’est pas complètement observable. Le sous-espace non

observable est engendré par
[
0 In2 0

]T
et correspond à la valeur propre λ = 1.

Ainsi, pour éviter l’instabilité de l’observateur, l’erreur d’estimation doit être nulle à
l’instant initial. Ainsi, l’erreur initiale doit vérifier e0 = UEθ0− ζ0 = 0 ⇒ ζ0 = UEθ0.

4.2.2 Estimation de la séquence de franchissement

Nous avons vu dans le paragraphe précédent, comment estimer le vecteur de
marquage des places du RdPPO. Maintenant, nous nous intéressons au problème
de l’estimation de la séquence de franchissement. Ce problème revient à déterminer
le vecteur de transitions σk composé d’un ensemble de transitions observables σ1

k et
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un ensemble de transitions non observables σ2
k. Par conséquent, les transitions non

observables σ2
k sont calculées dans le théorème suivant :

Théorème 13. Les transitions non observables σ2
k sont calculées par l’équation sui-

vante :
σ2
k+1 = W+

2 Eθk+1 −W+
2 Aθk. (4.13)

Preuve 10. Sous l’hypothèse que le système (2.13) est causal observable c’est à dire
rang [W2] = m2, on peut donc estimer les transitions non observables de l’équation
(2.13) par l’équation (4.13).

4.2.3 Exemple de Simulation

Dans cette section, nous allons présenter quelques résultats de simulation d’un
exemple académique simple afin d’illustrer l’efficacité d’observateur proposé.
Dans la phase consacrée à la simulation, deux étapes sont importantes. La première
consiste à déterminer le modèle du RdP, nous avons utilisé StateFlow de Matlab
pour présenter ce modèle qui a comme sortie les places et les transitions mesurables
(connues). La deuxième partie présente un observateur pour le RdP qui reçoit comme
entrées le vecteur de sortie du modèle RdP.

On considère le RdP présenté dans la figure (4.1), initialement marqué avec un
jeton dans la place p1.
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Figure 4.1 – Le modèle du RdP

La matrice d’incidenceW et le vecteur de marquage initialM0 associés au modèle
du RdP présenté dans la figure (4.1) sont donnés par :

W =


−1 0 0 0 1 1
1 −1 −1 0 0 0
1 0 0 −1 0 0
0 1 0 0 −1 0
0 0 1 0 0 −1
0 0 0 1 −1 −1

 et M0 =


1
0
0
0
0
0

.

Dans ce système, nous supposons que les places p1, p2 et p3 sont observables, et
les transitions t2, t3 et t5 sont observables c’est à dire (n1 = 3, n2 = 3,m1 = 3 et
m2 = 3). Aussi, nous supposons que la transition t4 est franchie en même temps que
la transition t2 ou t3 c’est à dire les paires (t4, t2) ou (t4, t3) peuvent être franchies
en une seule étape.
Le modèle mathématique correspondant au RdP indiqué sur la figure (4.1) peut être
représenté par un système descripteur de type (2.9).

Pour décider de l’observabilité en se basant sur le test du rang d’une matrice, on
obtient :

rang

[
E −W2

C 0

]
= 12.
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La condition est vérifiée, donc le RdP étudié est causal observable.
Maintenant, en utilisant l’approche structurelle pour les RdP comme dans [2] et [49],
nous constatons que le RdP donné dans la figure (4.1) est observable car toutes les
transitions sont détectables. Cependant dans le cas où les transitions t2 et t3 ont
le même symbole (alphabet) et de même pour les transitions t5 et t6 (c’est à dire
η(t2) = η(t3) et η(t5) = η(t6)), le RdP n’est pas observable parce que les transitions
ne peuvent être distinguées et l’estimation d’état n’est pas unique. Alors qu’avec
notre approche, le RdP reste causal observable grâce à la représentation binaire
des franchissements des transitions dans la sortie du système.

Maintenant, pour la conception de l’observateur à entrée inconnue (4.1), nous
devons choisir, les matrices U , H,K,N et L telles que l’estimation du vecteur glo-
bal θk (composé des marquages des places et des transitions observables) peut être
reconstruit exactement à n’importe quelle étape k. Pour cela, on peut calculer les
matrices U et H de l’équation (4.8), la matrice K doit être choisie de telle sorte que
la matrice N soit stable. Enfin, N et L sont calculées respectivement à partir des
équations (4.10) et (4.11). Les valeurs numériques de ces matrices sont données en
annexe (4.3).

L’état initial du système est θ0 =
[
M0 04

]T
et l’état initial de l’observateur est

ζ0 = UEθ0, nous obtenons le vecteur complet d’états comme :

θ̂k =



p̂1
p̂2
p̂3
p̂4
p̂5
p̂6
t̂2
t̂3
t̂5
t̂6


=



k=0

1
k=1

0
k=2

0
k=3

1
k=4

0
k=5

0
k=6

1
k=7

0
k=8

0
k=9

1
k=10

0
0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0


,
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Figure 4.2 – Haut Le mode réel et estimé du p1 en fonction de k. Milieu Le
mode réel et estimé du p2 en fonction de k. Bas Le mode réel et estimé du p3 en
fonction de k.

la figures (4.2) représente les modes réels et les modes estimés des places obser-
vables p1, p2 et p3 et la figure (4.3) représente les modes réels et les modes estimés des
places non observables p4, p5 et p6. On constate que le mode estimé suit parfaitement
le mode réel, ce qui montre l’efficacité de l’observateur proposé.
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Figure 4.3 – Haut Le mode réel et estimé du p4 en fonction de k. Milieu Le
mode réel et estimé du p5 en fonction de k. Bas Le mode réel et estimé du p6 en
fonction de k.

Enfin, à partir de l’équation (4.13), nous pouvons obtenir les entrées inconnues
(les transitions non mesurés), comme indiqué dans le vecteur des transitions com-
plet :

σ̂k =



t̂1
t̂2
t̂3
t̂4
t̂5
t̂6

 =



k=0

0
k=1

1
k=2

0
k=3

0
k=4

1
k=5

0
k=6

0
k=7

1
k=8

0
k=9

0
k=10

1
0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0


,

On peut remarquer que les transitions t2 et t4 sont franchies simultanément à k =
2, k = 8 et la même chose pour t3 et t4 à k = 5.

4.2.4 Exemple d’application

Dans cette section, l’observateur proposé est appliqué à un exemple d’un système
de production (4.9)

Dans une cellule de production représentée sur la figure (4.4), est composé de
deux lignes de production LP i, i = [1, 2]. La ligne de production LP est composée
un stock d’entrée de pièces MEi, un tapis roulant CCi et un stock de sortie de
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pièces MSi. Le tapis roulant CCi a deux zones de travail ZT j
i , j = [1, 2]. Il existe

deux robots, nommés R1 et R2, qui sont communs aux deux lignes de productions.
Il existe des capteurs pour indiquer que les pièces sont chargées dans les zones de
travail et indiquer que les opérations sont terminées, il existe aussi des signaux pour
commander aux robots de choisir les pièces et de terminer les tâches [64] .

Figure 4.4 – Cellule de production

4.2.4.1 Modélisation du système étudié

Dans cette section, nous allons montrer comment modéliser notre système étudié
par un RdP. Ce dernier est utilisé afin de donner une modélisation fonctionnelle de
ce type de systèmes. La modélisation fonctionnelle permet de décrire le comporte-
ment du système dans les conditions de fonctionnement normal.

— Modélisation des stocks d’entrées : Le système étudié comporte deux
entrées ME1 et ME2 chaque entrée est représenté par deux places et deux
transition (P1, P2, t1, t2) et (P3, P4, t3, t4) respectivement. Les places P1 et P3

signifient que l’entrée est occupée tandis que P2 et P4 signifient que l’entrée
est vide.
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Figure 4.5 – Modélisation des stocks d’entrées 1 et 2

— Modélisation des robots : Le robot R1 récupère une pièce de MEi et la
dépose dans ZT 1

i de CCi. Il effectue une tâche de perçage de la pièce en ZT 1
i

et déplace les pièces percées de ZT 1
i à ZT 2

i . Le robot R2 exécute la tâche de
polissage sur la pièce déposée dans ZT 2

i . Quand les pièces est poli, le même
robot R2 décharge des pièces deZT

2
i et les déplace vers le stock de sortie MSi.

La modélisation des robots R1 et R2 est donné dans la figure (4.6). Les
places (P5, P6, P7, P8, P9, P10, P11) représentent respectivement les états (In-
active, chargement de pièce 1, Perçage de pièce 1, pièce 1 est percée, char-
gement de pièce 2, perçage de pièce 2, pièce 2 est percée) et les places
(P12, P13, P14, P15, P16, P17, P18, P19) représentent respectivement les états (In-
active, chargement de pièce 1, polissage pièce 1, pièce 1 est polie, chargement
de pièce 2, polissage pièce 2, pièce 2 est polie).

Figure 4.6 – Modélisation de robot 1 et 2
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— Modélisation des convoyeur : Les convoyeurs (tapis roulant) CC1 et CC2

sont représentés par (P19, P20, t21, t22) et (P21, P22, t23, t24) respectivement. Les
places P19 et P21 signifient que convoyeur de courrier est occupée tandis que
P20 et P22 signifient que l’entrée est vide.

Figure 4.7 – Modélisation des convoyeurs

— Modélisation de stocks de sorties : Quand les pièces est poli, le même
robot R2 décharge des pièces de ZT

2
i et les déplace vers le stock de sortieMS1

où MS2, chaque sortie est représentée par deux places et deux transition
(P23, P24, t25, t26) et (P25, P26, t27, t28) respectivement. Les places P23 et P25

signifient que le stock est occupée tandis que P24 et P26 signifient que le stock
est vide.

Figure 4.8 – Modélisation des stocks de sorties

4.2.5 Modélisation fonctionnelle du système étudié par un
RdP

Dans cette partie, nous allons présenter la modélisation de notre système dans le
cas de fonctionnement normal. La figure (4.9) montre la modélisation fonctionnelle
du système étudié.
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Figure 4.9 – Modélisation fonctionnelle du système étudié
[64]
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Places /transitions Significations
ME1{P1, P2} {Occupée, Vide}
ME2{P3, P4} {Occupée, Vide}
CC1{P19, P20} {Occupée, Vide}
CC2{P21, P22} {Occupée, Vide}

(Inactive, chargement de pièce1,Perçage de pièce 1,
R1{P5, P6, P7, P8, P9, P10, P11} pièce 1 est percée, chargement de pièce 2,

perçage pièce 2, pièce2 est percée )
(Inactive, chargment depièce 1, polissage pièce 1,

R2{P12, P13, P14, P15, P16, P17, P18} pièce 1 est polie, chargement de pièce 2,
polissage pièce 2, pièce2 est polie )

MS1{P23, P24} {Occupée, Vide}
MS2{P25, P26} {Occupée, Vide}

t1 Robot1 port la pièce de ME1

t11 Robot1 port la pièce de ME2

t4 Robot1 termine le perçage ZT 1
1

t14 Robot1 termine le perçage ZT 2
1

t6 Robot2 port la pièce de ZT 2
2

t11 Robot2 port la pièce de ZT 1
1

t7 Robot2 termine le perçage ZT 2
2

t17 Robot2 termine le perçage ZT 2
1

t5 Robot1 charge la pièce dans ZT 1
2

t15 Robot2 charge la pièce dans ZT 2
2

t9 Robot1 décharge la pièce ZT 1
2

t19 Robot2 décharge la pièce ZT 2
2

Table 4.1 – Les notations associées à la modélisation du RdP.

Maintenant nous présentons un tableau qui montre la nomenclature de la modélisation :

Dans ce système, nous supposons que les places P1, P3, P6, P8, P9, P11, P13, P15,
P16, P18, P23 et P25 sont observables et les transitions t1, t4, t5, t6, t7, t9, t11, t14, t15,
t16, t17 et t19 sont observables c’est à dire (n1 = 12, n2 = 14, m1 = 12 et m2 = 8).
Le modèle mathématique correspondant au RdP indiqué sur la figure (4.9) peut être
représenté par un système descripteur de type (2.9).
La matrice d’incidence W et le vecteur de marquage initial M0 associés au modèle
du RdP présenté dans la figure (4.9) sont donnés par :
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W =



−1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 0
0 0 0 0 −1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 −1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1


etM0 =

[
1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0

]T

A partir du modèle mathématique correspondant au RdP indiqué sur la figure
(4.9), le RdP est causal observable car :

rang

[
E −W2

C 0

]
= 46.

Avec l’état initial de l’observateur est ζ0 = UEθ0, nous obtenons le vecteur com-
plet d’états comme :
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θ̂k =



P̂1

P̂3

P̂6

P̂8

P̂9

P̂11

P̂13

P̂15

P̂16

P̂18

P̂23

P̂25

P̂2

P̂4

P̂5

P̂7

P̂10

P̂12

P̂14

P̂17

P̂19

P̂20

P̂21

P̂22

P̂24

P̂26

t̂1
t̂4
t̂5
t̂6
t̂8
t̂9
t̂11
t̂14
t̂15
t̂16
t̂18
t̂19



=



k=0

1
k=1

0
k=2

0
k=3

1
k=4

0
k=5

0
k=6

1
k=7

0
k=8

0
1 0 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 0 1 1 1
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 0 1 1 1 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0



,

Les résultats des simulations apparaissent sur les figures (4.10) et (4.11) représentent
les modes réels et les modes estimés des places observables (P1, P3, P6, P8, P9, P11,
P13, P15, P16, P18, P23 et P25) et les figures (4.12), (4.13) et (4.14) représente les
modes réels et les modes estimés des places non observables ( P2, P4, P5, P7, P10,
P12, P14, P17, P19, P20, P21, P22, P24 et P26). Nous remarquons que, les modes es-
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Figure 4.10 – Le mode réel et estimé des places P1, P3, P6, P8, P9 et P11 respecti-
vement en fonction de k.

Figure 4.11 – Le mode réel et estimé des places P13, P15, P16, P18, P23 et P25

respectivement en fonction de k.

timés sont correctement identifiés, ce qui montre l’efficacité de l’observateur proposé.
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Figure 4.12 – Le mode réel et estimé des P2, P4, P5, P7,P10 et P12 respectivement
en fonction de k.

Figure 4.13 – Le mode réel et estimé des places P14, P17, P19 P20,P21 et P22

respectivement en fonction de k.

Enfin, à partir de l’équation (4.13), nous pouvons obtenir les entrées inconnues
(les transitions non observables), comme indiqué dans le vecteur des transitions com-
plet :
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Figure 4.14 – Haut Le mode réel et estimé du P24 en fonction de k. Bas Le mode
réel et estimé du P26 en fonction de k.

σ̂k =



t̂1
t̂2
t̂3
t̂4
t̂5
t̂6
t̂7
t̂8
t̂9
t̂10
t̂11
t̂12
t̂13
t̂14
t̂15
t̂16
t̂17
t̂18
t̂19
t̂20



=



k=0

0
k=1

1
k=2

0
k=3

0
k=4

1
k=5

0
k=6

0
k=7

1
k=8

0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0



,
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4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un observateur qui permet de résoudre à
la fois le problème d’estimation du marquage des places et le problème de la recons-
titution de la séquence de franchissement de transitions. Une condition nécessaire
de l’observateur proposé est la connaissance du marquage initial. Le traitement que
nous avons présenté est purement algébrique et donc facile à comprendre. Nous
avons présenté par la suite deux exemples afin de montrer l’efficacité de l’observa-
teur proposé. Le premier exemple est un exemple académique simple pour faciliter
la compréhension de fonctionnement de notre observateur et le deuxième est un
système de production tiré de [64] où nous avons donnée une modélisation fonction-
nelle pour ce système. Finalement, les résultats de simulation montrent le bien-fondé
de la méthode proposée.



Conclusion générale et
Perspectives

Dans ce travail nous nous sommes intéressés à l’analyse d’observabilité et la
synthèse d’observateurs pour les systèmes à événement discret décrits par les réseaux
de Petri. L’objectif visé dans ce travail est d’apporter une solution au problème d’ob-
servation pour ce système.

Dans le premier chapitre, nous avons présenté le contexte général des SED. Nous
avons introduit deux classes de modèles habituellement utilisées pour représenter ces
système : les automates à états finis et les RdP. En mettant l’accent sur les réseaux
de Petri dont lequel est basé le modèle développé dans nos travaux.

Dans le deuxième chapitre, nous rappellerons dans un premier temps quelques
concepts d’observabilité des systèmes continus linéaires. Par la suite nous avons
mené une étude théorique et bibliographique sur l’observabilité pour les classes des
SED modélisés par les automates à état finis et les RdPs. Cette étude, nous a per-
mis d’approfondir nos connaissances en automatique et d’aborder des thématiques
récentes. Ensuite, nous nous sommes intéressés dans la deuxième partie à l’analyse
d’observabilité pour les SED modélisés par des réseaux de Petri partiellement ob-
servables c’est à dire, le RdP équipe de capteurs de places qui indiquent le nombre
des jetons contenus dans certaines places (places observables ou connues) et des
capteurs des transitions qui détectent les franchissements de certaines transitions
(transitions observables ou connues). L’idée principale est basée sur l’utilisation des
méthodes traditionnelles d’observabilité des systèmes descripteurs pour caractériser
l’observabilité des RdPPO.

Le troisième chapitre est centré sur deux parties principales. La première par-
tie nous avons présenté un état de l’art concernent l’estimation d’état des SED, et
plus particulièrement pour les SED modélisés par des RdP partiellement observables
(RdPPO). La deuxième partie est consacrée à la synthèse d’observateurs pour les
SED modélisés par RdPPO. Nous avons présentée deux méthodes de synthèse d’ob-
servateurs, une méthode développé dans [33] qui traite du problème de l’estimation
du marquage d’un réseau, et autre développée dans [40] pour la synthèse d’un ob-
servateur de Luenberger d’ordre réduit pour les RdPPO.

Dans le quatrième chapitre, nous avons proposé un observateur à entrée inconnue
synthétisé afin d’estimer à la fois le vecteur des marquages des places et le vecteur
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des transitions. Une condition nécessaire de l’existence de l’observateur proposé est
la connaissance du marquage initial.



Annexe

Les matrices de l’observateur pour l’exemple (4.2.3)

En utilisant (4.8), on obtient U et H comme :

U =



0.125 0.125 0 0 0 0
0.125 0.125 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0.75 −0.25 1 1 0 0
0.25 0.25 0 0 1 0
0.25 0.25 0 0 0 1
0.125 0.125 0 0 0 0
0.125 0.125 0 0 0 0
−0.125 −0.125 0 0 0 0
−0.125 −0.125 0 0 0 0


,

H =



0.875 −0.125 0 −0.125 −0.125 0.125 0.125
−0.125 0.875 0 −0.125 −0.125 0.125 0.125

0 0 1 0 0 0 0
−0.75 0.25 −1 0.25 0.25 −0.25 −0.25
−0.25 −0.25 0 0.75 −0.25 −0.75 0.25
−0.25 −0.25 0 −0.25 0.75 0.25 −0.75
−0.125 −0.125 0 0.875 −0.125 0.125 0.125
−0.125 −0.125 0 0.125 0.875 0.125 0.125
0.125 0.125 0 0.125 0.125 0.875 −0.125
0.125 0.125 0 0.125 0.125 −0.125 0.875


La matrice K est choisie de telle sorte que les valeurs propres de l’observateur

sont à l’intérieur du cercle unité, frontière comprise.

K =


1.3103 0.7196 0.5719 0.5093 1.3079 1.3079 0 0 0 0
0.6722 1.3474 −0.6668 −0.6336 1.8722 1.8722 0 0 0 0
0.3919 −0.5119 0.8698 0.7506 −0.5078 −0.5078 0 0 0 0
0.1250 0.1250 0 0 0 0 −0.9000 0 0 0
0.1250 0.1250 0 0 0 0 0 0.0010 0 0
−0.1250 −0.1250 0 0 0 0 0 0 0.8000 0
−0.1250 −0.1250 0 0 0 0 0 0 0 0.0010


Les valeurs propres de l’observateur sont -0.001, -0.0001, -0.001, 0, 0.2, 1, 0,

0.2718, 1, and 1.
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Finalement, N et L sont calculées respectivement à partir des équations (4.10) et
(4.11) et sont données comme :

N =



−1.1853 −0.5472 −0.3919 0 0 0 −0.125 −0.125 0.125 0.125
−0.5946 −1.2224 0.5119 0 0 0 −0.125 −0.125 0.125 0.125
−0.5719 0.6668 −0.8698 0 0 0 0 0 0 0
0.2407 0.3836 0.2494 1 0 0 0 0 0 0
−1.0579 −1.6222 0.5078 0 1 0 0 0 0 0
−1.0579 −1.6222 0.5078 0 0 1 0 0 0 0
0.125 0.125 0 0 0 0 0.9 0 0 0
0.125 0.125 0 0 0 0 0 −0.001 0 0
−0.125 −0.125 0 0 0 0 0 0 −0.8 0
−0.125 −0.125 0 0 0 0 0 0 0 −0.001



L =



0.4041 0.4041 0 0.2791 0.2791 −0.2791 −0.2791
0.4146 0.4146 0 0.2896 0.2896 −0.2896 −0.2896
−0.0119 −0.0119 0 −0.0119 −0.0119 0.0119 0.0119
−0.0780 −0.0780 0 0.1720 0.1720 −0.1720 −0.1720
0.3350 0.3350 0 1.0850 0.0850 −1.0850 −0.0850
0.3350 0.3350 0 0.0850 1.0850 −0.0850 −1.0850
−0.0188 −0.0188 0 −0.1438 −0.1437 0.1438 0.1438
0.0939 0.0939 0 −0.0311 −0.0311 0.0311 0.0311
−0.1937 −0.1938 0 −0.0688 −0.0688 0.0687 0.0687
−0.0939 −0.0939 0 0.0311 0.0311 −0.0311 −0.0311


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Paris, 2001.

[26] Dutheillet C., Et Haddad S., “Aggregation of states in colored stochastic Petri
nets : Application to a multiprocessor architecture”, Proceeding 3rd Internatio-
nal Workshop on Petri nets and performance models, Los Alamos - CA, IEEE
Computer society Press, 1989.
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[62] A. Ramirez – Treviňo, I. Rivera–Rangel, E. L´opez–Mellado, “Observer Design
for Discrete Event Systems modeled by Intrerpreted Petri Nets,” 2000 IEEE
Int. Conf. on Robotics and Automation, pp. 2871–2876, April 2000.

[63] A. Ramirez-Trevino, I. Rivera-Rangel and L. Lopez-Mellado, Observability of
discrete event systems modeled by interpreted Petri nets, IEEE Transaction on
Robotics and Automation, Vol. 19, No. 4, pp. 557-565, 2003.

[64] Antonio Ramirez-Treviño, Elvia Ruiz-Beltrán, Jesús Arámburo-Lizárraga, and
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