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Cours






Chapitre 1

Nombres réels

1.1

Définitions

Définition 1.1.1 Les intervalles de R autre que R sont les parties de R de la forme :

[a,0] ={z€eR: a<z<b} Ja,bj={z€eR: a<z<b}
[a,b[={reR: a<z<b} Ja,bj={zeR:a<z<b}
[a,+0[={z€R: a<z} Ja,+o[={zc€R: a<a}
|]—oob={reR: z<b} |—oo,b={xreR : x<b},

avec a et b sont deux réels.

Remarque 1.1.1 — L’ensemble vide est un intervalle.

1.2

Sia < b, Uintervalle [a,b] est appelé segment.

Pour a < b, Uintervalle ]a, b] est appelé Uintervalle ouvert d’extrémités a et b.

Les intervalles |a, +oo| et | — 0o, b[ sont appelés demi-droites ouvertes.

Les intervalles [a, +oo] et | — 00, b] sont appelés demi-droites fermées.

Pour a < b, les intervalles [a,b| et |a,b] sont appelés intervalles semi-ouverts ou semi-

fermés.

Propriété de la borne supérieure

Définition 1.2.1 Soit X un sous ensemble non vide de R, on dit que X est :

magjorée s’il existe un nombre réel M tel que x < M, Vx € X ; un tel nombre M
s’appelle un majorant de X.

minorée s’il existe un nombre réel m tel que m < x, Vx € X ; un tel nombre m s’appelle
un minorant de X.

bornée si X est majorée et minorée.

Exemples:
1. Un intervalle [a, +oco[ est minoré (par exemple a et a — 1 sont des minorants).
2. Les intervalles [a, b], ]a,b], [a,b] and ]a, b] sont bornés; ils sont en effet minorés par a et
majorés par b.
3. L’ensemble A = {z € R : In € Na = 25}, en effet nous avons 0 < 25 < 1 pour tout

nt1
entier n, donc 0 est un minorant de A et 1 est un majorant de A.

Définition 1.2.2 Soit X un sous ensemble non vide de R.
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— La borne supérieure de la partie X est, lorsqu’il existe, le plus petit des majorants de X
et on le note par sup(X).

— La borne inférieure de la partie X est, lorsqu’il existe, le plus grand des minorants de X
et on le note par inf(X).

Définition 1.2.3 Soient X un sous ensemble non vide de R et a un élément de X. On dit que
a est :
— Le plus grand élément de X siVx € X, x < a, etlorsqu’il existe on le note par max(X).
— Le plus petit élément de X siVax € X, a <z, et lorsqu’il existe on le note par min(X).

Exemples:
1. L’élément 0 est le plus grand élément de R_ ; il en est donc aussi la borne supérieure.

2. L’ensemble R* posséde une borne supérieure qui est égal a 0 qui n’est pas élément de
R* . En effet, 0 est un majorant de R* et tout élément a < 0 est non majorant de R*
puisque a < § < 0.

Proposition 1.2.1 (Axiome de la borne supérieure) Toute partie non vide majorée de
R posséde une borne supérieure.

Proposition 1.2.2 (Caractérisation de la borne supérieure) La borne supérieure d’une
partie X de R est carctérisée par :

HVreX, <M

M = sup(X) <= { W)Ve>0,Jz e X, M —e<ua.

Preuve :

7= 7 Si M =sup(X) donc M est un majorant de X et par suite Vo € X, = < M.
Supposons la deuxiéme propriété est fausse alors e > 0Ve € X x < M — e donc M — € est un
majorant inferieur a M ce qui est absurde.

7 < 7 Soit M vérifiant ii) et M # sup(X) alors d’aprés i) on a M > sup(X) car M est un

majorant de X.

0<M%UP(X)=€ JreX, 2> M—e

alors 3z € X, z > sup(X) donc sup(X) n’est pas un majorant ce qui est absurde.
Proposition 1.2.3 Toute partie non vide minorée de R posséde une borne inférieure.

Preuve :
On pose
X' ={zeR, —x € X}

Et on remarque que les minorants de X sont les opposés des majorants de X', donc X’ admet
une borne supérieure qui n’est autre que la borne inférieur de X.

Proposition 1.2.4 (Caractérisation de la borne inférieure) La borne supérieure d’une
partie X de R est carctérisée par :

HVreX m<zx

m = sup(X) = { W)Ve>0,3Jz e X, m+e>x.

Exemples:

1. L’ensemble A = [0, 1] est non vide et majorée donc admet une borne supérieure qui n’est
autre que 1. En effet :
i) Ve e[0,1[onax < 1.
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ii) Soit € >0 372 € A tel que 1 —e <2 < 1. On peut prendre par exemple z =1 — §.

2. Si A est une partie non vide et majorée de Z alors sup(A4) € A. Autrement dit le plus
grand élément existe.

3. Si A est une partie non vide de N alors inf(4) € A.

Attention: I’axiome de la borne supérieure n’est pas vraie dans Q. C’est a dire 3A C Q, A #
() majorée mais sup(A) ¢ Q, en effet, on peut considérer ensemble suivant :

A={recQ: 2* <2}

qui est majorée dans Q mais qui n’admet pas de borne supérieure dans Q.

1.3 Propriété d’Archimede
Proposition 1.3.1 Le corps R est archimédien, ce qui signifie :
VeeR,,VyecR, dneN : nz >y.

Preuve : Faisons une démonstration par I'absurde en supposant, pour z € R} et y € R :
VneN, nx <y.

L’ensemble A = {nx|n € N} est alors une partie non vide et majorée de R qui posséde une
borne supérieure a.

OnaVvVneN, (n+1)z <aetdoncVn €N, nz <a—x ce qui signifie que a—z est un majorant
de A strictement inférieur & a et contredit le fait que a est le plus petit des majorants de A.
Exercice: Montrer que le cops Q possede la propriété d’archimede, c’est & dire si x, y € Q
tels que x > 0, on peut trouver un entier n tel que nx > y.

Proposition 1.3.2 Etant donnés © € R and a € R%, il existe un unique entier relatif n tel
que na < x < (n+ 1)a, c’est a dire tel que :

r=na+y avec 0<y<a

Preuve :
Unicité : Si n et n’ sont deux entiers répondant & la question, on a :
-n<Z<n/ +1donen—n' <1, cestadiren—n'<0,
- n' <% <n+1donen —n<1,cestadiren —n<0.
On en deduit donc que n = n’.
Existence : R étant archimidien, on peut trouver :
— un entier ny tel que z < ang,
— un entier ny tel que —x < ans.
L’ensemble {k € Z : ka < x} étant une partie non vide de Z (elle contient —nsy) et majorée
par ny elle contient donc un plus grand élément n vérifiant na < x.
Puisque l'entier (n 4+ 1) n’appartient pas a cet ensemble, on a x < (n + 1)a ce qui prouve que
n convient.

Définition 1.3.1 Si x est un réel, l'unique entier relatif n vérifiant n < x < n+ 1 s’appelle
la partie entiére de x et se note E(x)

Exemple:
1 1111
PR .
n
0 est un minorant : A # () de plus A est minorée dans R alors inf(A) existe.
i) Vee Aonaz>0car 2 >0VneN.
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réels

ii) Soit e >0, 37z € Atel que 0 <z <0+€=¢, cest adire 37n € N tel que 0 <

ou aussi n > 1. Donc il suffit de prendre n = E(1) + 1.

Proposition 1.3.3 L’ensemble Q est dense dans R ce qui signifie :

Ve, yeR, z<y, 3reQ: a<r<hb.
Preuve : Posonsqu(y_%)—|—121puisp=E(qm) on a alors

+1
<Pz

1 P
-<y—xz et =<z
q q q

et donc 41 1
x<pT§x+§<w+(y—x):x

ce qui prouve que le rationnel r = % vérifie r < r < y.

1
E<€’



Chapitre 2

Suites réelles

2.1 Définitions

Définition 2.1.1 On appelle suite numérique une application u de N dans R.
On dit que la suite u est déterminée, si on connait l'image u, pour tout n € N.
u, est applellée le terme général de la suite u, et n est l’indice.

On note par la suite u de terme général u, par (uy).

2.2 Limite d’une suite

Définition 2.2.1 Soient (u,) une suite et I un réel. On dit que (uy) a pour limite l ou que uy,

tend vers 1, si
Ve>0,INeN, Vn>N = Ju, -] <e

Sl existe un réel | tel que liril u, =1 on dit que la suite est convergente, ou simplement que
n—-—+0o0

la suite (up) converge vers l.
La suite (u,) ne converge pas vers l (on dit qu’elle diverge) si

Je>0,YNeEN, In>N = |u,—1| >e

Exemples:
1. La suite definie par u,, = n%rl converge vers 0. En effet, si € > 0 par 'axiome d’Archimede
on peut trouver un entier N tel que Ne > 1. Pour n > N on a alors : 0 < u,, < ﬁ <e
n

2. La suite definie par u, = ;5 converge vers 1. Soit € > 0 fixé

PNEN,VA>N = l—e< 1 <14
n+1

ssi

1
IINeN,VR>N = l—-e<1l——<1+4c¢
n+1

ssi
1
FIINeN, V>N = n+1> -
€

ssi
1
IINeN, Vn>N — n> - —1.
€

1l suffit de prendre N = E(1).
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3. La suite
I sin =2k
") L osin=2k+1.

ne converge pas vers 0 en effet : Pour e =1, Vp > 1, In=2p, |u,|=2p>1.

Proposition 2.2.1 Si la suite (uy) converge vers l, alors | est unique. | s’appelle la limite de
u, et on note lim wu, =1.
n—-+oo

On a immédiatement les équivalences suivantes :

lim uw, =1 < lim (up,—10)=0 < lim |u,—1]=0.

n—-+o0o n—-+oo n—-+oo

Preuve : ,
Supposons que la suite (u,) converge vers [ et I et que | # I'. Soit € = ‘l%ll > 0. D’apreés la
définition de la limite 3nq, ny € N tels que :

Vn>ng, |u, —1 <e et Vn>ng, |u, —1'| <e
Pour N = max{ni,ns}, donc pour n > N on peut écrire :

=0
|lfl’|:\lfun+un—l/|§|unfl|+|unfl/\<26:| ‘

Ce qui est absurde d’ou [ =1’.

Remarque 2.2.1 Pour démontrer qu’une suite (u,) est divergente il faut donc prouver que
VieR, 3e>0,VNeN In>N = |u, -] > e

Exemples:
1. Si (up) est une suite constante, elle converge vers ug.

2. Tl est evident que d’apres la définition que si une suite (u, ) converge vers [, alors la suite
(—uy) converge vers —! et que la suite (u,+1) converge vers [. Donc si la suite u,, = (—1)"
converge vers [, on doit avoir [ =1’, ce qui prouve que [ = 0. Or, comme on a |u,| = 1,
la suite ne peut pas converger vers 0. Et par conséquent elle est divergente.

Proposition 2.2.2 Toute suite convergente est bornée.

Preuve :
Supposons que 11111 up = I. D’apres la définition, il existe un entier N € N tel que |u, — 1] < 1
n—-+0oo

si n > N. Donc on obtient
[tn| = |un =1+ <|up =1+ ||| <14|l], Vn > N.

Soit M = max{ug, u1,...,un—1,1+|l|} et on a donc |u,| < M pour tout n € N. D’ou la suite
(uy) est bornée.
Exemples:

1. La suite u,, = n n’est pas convergente, car elle n’est pas bornée.

2. La réciproque de la proposition précédente est fausse car il suffit de reprendre I’exemple
de la suite u,, = (—1)™ qui est bornée mais qui n’est pas convergente.

Propriétés 2.2.1 Soient (uy,) et (v,) deuzx suites convergentes vers | et I’ respectivement et A
un réel alors on a
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AR R

0.

La suite (u, + vy,) est une suite convergente et elle converge vers | +1'.
La suite (A.uy,) est une suite convergente et elle converge vers A.l.

La suite (u,.v,) est une suite convergente et elle converge vers I.l'.

La suite (Juy|) est une suite convergente et elle converge vers |l|.

Sil#0 et u, #0Vn alors la suite (ui) est une suite convergente et elle converge vers
1

T
Si (un) < (vy) alors 1 <V,

Preuve :
On sait que (u,) converge vers [ et (v,) converge vers [ alors

et

Ve >03IN, €N, Vn >Ny = |u, —I|<¢é

V" >03IN, €N, Vn >Ny = |v, —I'| < €.

1) Soit

€e>0, ?NeN, Vn>N = |u, +v,—l—0U'| <e.

: : 5 1 €
En particulier pour ¢ = ¢’ = £ on a

et

AN €N, ¥n>N, = \un—l|<§

IN, €N, Vn> N, = |vn—l’\<%.

Si on pose N = max{Ny, No} alors Vn > N on a |u, — 1| < § et [v, —1'| < 5.
D'ouVn> N on a

|un+vn—l—l'|§|un—l|+|vn—l’|<§+%:e.

2) Pour A = 0 la propriété est evidente. Supposons maintenant que A # 0. Soit

e>0,IINeN, Vn>N = |Au, —Al| <e

€

En particulier pour € = T3 on a

A
€

AN EN, V2 Ny = fun —1] < 5

Si on pose N = Ny alors Vn > N on a |Au, — Al| <e.

3) Soit

€>0, ?NeN,Vn>N = |uy.v, —LU|<e.

Puisque (u,,) est convergente alors (u,) est bornée donc il existe M € R, sup(|uy,|, [I']) < M.
En particulier pour € = €’ = 557 on a

et

€
E|N1€N, Vn> N — |un—l|<m

€
IN €N, V= Ny = fon — 1| < 57
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Si on pose N = max{Ny, Na} alors ¥n > N on a |u, — | < 5% etlv, —U'| < 5%
DouVn > N on a

o — LU = |ty — gl 1l — L] < (U] |ty — ] + |y Loy — 1] < M.—— + M —— — €.
v~ L) = i~ 4 '~ L < W~ o — 0] < Mg 4 M =

4) Soit
€e>0,INeN, Vn>N = |ju,| —|l]| <e

En particulier pour ¢ =€ on a
IN;eN, V>N, = Ju, — | <e

Si on pose N = Ny alors Vn > N on a ||u,| — ]| < |u, — 1] <e.
5) Soit
1 1

e>0, ¥NeN,Vn>N — ffﬂq.
Unp

On a |uy,| converge vers |I| alors

Ve >0, IN3 €N, Vn > N3 = ||u,| — |I|]| < €”.

Pour l ;
6///:§,EN3€N, Vn> N3 = ||Un|7|l||<§
C’est a dire l l
3
IJN3; eN, Vn > N3 = g<|un|<g.
Ce qui donne que
2 1 2
AN eN, Vn> N3 — — < — < —.
U Jual

Et pour ¢ = £|I|* on a
AN, €N, V> Ny = |up — | < §|1|2.

Si on pose N = max{Ny, N3} alors Vn > N on a

1 1| lwn — 1] 2u, — | - 2¢'
— -] = < — =e.
un L Junl I U U

6) On suppose par absurde que I’ <l c’est & dire I’ — 1 < 0. On note I =1’ — . La suite
(vn, — uy) converge vers I”. Donc

Ve>0,INEN, Vn>N = " —e<v, —up, <" +e.

1"

Don pour € = —l2 on obtient que

"
dNeN, Vn>N = vn—un<§<0.
Ce qui est absurde. D’ou I < 1’.
Exercice:
Soit (uy,) une suite positive. Montrer que si (u,) converge vers [ alors la suite (v,,) définie par

Un = 4/Up CONVErge vers \[l
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Proposition 2.2.3 Soit (u,) une suite positive. S’il existe une suite (v,) qui converge vers 0
telle que
VneN, 0<u, <op,

alors la suite (uy) converge vers 0.

Preuve :
Soit
€>0,F7NeN :Vn>N, u, <e.

Puisque la suite (v,,) tend vers 0 alors
dng €N :Vn> N, v, <e.
Or u,, < v, alors il suffit de prendre N = ng.

Proposition 2.2.4 Soient (uy,) et (wy,) deuz suites convergeant vers la méme limite I. Si (vy,)
est une suite vérifiant :
Vn€N7 ungvngwna

alors la suite (vy,) converge vers l.

Preuve :
D’apres les hypotheses on peut écrire :

VneN, 0<v, —u, <w, —uy

et comme lim v, —w, = 0 alors lim v, —u, = 0. Or v, = u, + (v, — uy,) donc (v,)
n—-+o0o n—-+oo

converge vers .

Définition 2.2.2 On dit que la suite (uy,)
— tend vers +0o ou bien diverge vers +00 Si :

VA>0,3dngeN :Vn>ng = u, > A,
— tend vers —oo ou bien diverge vers —oo si :
VA<O0,dngeN :Vn>ny = u, < A.

Exemples:

1. La suite u,, = n tend vers +oo en effet : Soit A >0, I7ngeN :n>ny = n > A. 1l
suffit de prendre ng = E(A4) + 1.

2. Si une suite (u,) tend vers +oo alors elle n’est pas majorée mais elle est minorée. En
effet, on peut trouver un entier N tel que Vn > N, wu, > 1. Alors (u,) est minorée par
min{1, ug,...,un—1}.

3. Une suite u tend vers +oo ssi la suite —u tend vers —oo.
Proposition 2.2.5 Soit (u,) et (v,) deux suites vérifiant :
VvneN, wu, <wv,

1. Si lim w, = +oco alors lim v, = +o0.

n—-+oo n—-+oo
2. 85 lim v, =—o00 alors lim wu, = —oc.
n—-+oo n—-+oo

Preuve : Evidente en reprenant les définitions.
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2.2.1 Operations sur les limites

On résume les opérations dans les tableaux suivants dont les démonstrations sont essentiel-
lement des conséquences des dérniers résultats. Notons que la F.I veut dire forme indéterminée.
Exemples:

1 1 1 1
1. lim (1 - > In(—) = —oo puisque : lim 1——=1et lim In(—)= —oc.
n

n—-+oo n n—-+oo n n—-+oo n
n n 1
2. i — = 1i —— = 1 — =1.
n—l)rfoo \/n2 +n nirfoo n /1 + 1 n—l)rfoo /1 + 1
Somme :
+ l1 +o00 | —00
l2 ll + ZQ “+00 —00
+o0 +00 +oo | F.I
—00 —00 FI | -
Produit :
X LLh#0] 0 | 400 | —00
l2 7& 0 ll.lg 0 —+00 —00
0 0 0 F.I F.I
+00 +00 FI| 400 | —©
—00 —00 FI1| —o00 | 4+
Inverse :

[0 07 [ 0 | +o0 | —
1
T

BRI &

2.3 Suite monotone

Définition 2.3.1 Soit (u,) une suite réelles. On dit que (u,) est

— constante st U, = Upy1 pour tout n € N,

— stationnaire si elle est constante a partir d’un certain rang, c’est a dire s’il existe p €
N : Vn>p, upt1 = Up.

— magorée s’il existe un nombre réel M tel que u,, < M pour tout n € N,

— minorée s’il existe un nombre réel m tel que u, > m pour tout n € N,

— bornée si elle est a la fois majorée et minorée c’est da dire il existe deux nombres réels m
et M tels que m < u, < M pour tout n € N,

— croissante (resp. strictement croissante) si l'on a uy < Upi1 (T€SP. Up < Upy1) pour tout
n €N,

— décroissante (resp. strictement décroissante) si l’on a wy > Upt1 (TESP. Up > Upi1) pOUr
tout n € N,

— monotone (resp. strictemement monotone) si elle est croissante ou décroissante (resp.
strictement croissante ou strictement décroissante).

Exemples:

1. La suite u définie par u,, = ;17 est bornée et strictement décroissante.
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2. Les suites constantes sont les seules suites qui soient simultanément croissantes et dé-
croissantes.

3. Sia € Ry, la suite a™ est monotone.

4. la suite u,, = E(%) minorée mais pas majorée est croissante mais par strictement crois-
sante.

5. la suite u,, = (—1)" est bornée mais ni croissante ni décroissante.

6. u, = % est une suite strictement décroissante en effet : on a n + 1 > n alors % > —=

n+1
donc uy, > Upt1-
7. U, = nLH est une suite strictement croissante en effet : d’abord on a ug = 0 < u; = %
: n 1? 2
puis pour n € N* on a “uzl = T(L’E;_)Z) = "nﬁ_gil > 1 donc u, < Upi1-

Théoréme 2.3.1 Toute suite croissante et majorée (resp. décroissante et minorée et minorée)
est convergente.

Preuve :
Soit (uy,) une suite croissante et majorée. On pose U = {u,, n € N} C R qui est un ensemble
non vide et majoré, donc admet une borne supérieure qu’on la note par [. Montrons que

lim wu, =I. Soit
n—-+oo

e>0NeN, Vn>N: |u, — | <e

Comme ! = sup(U) alors Ju, :1—e€ < u, <1, or (uy) est une suite croissante alors on peut
écrire
l—e<up<upp1 << <4 <L

Donc Vn >p, I —e <u, <l <l+edouil suffit de prendre N = p.
Si (up) est une suite décroissante et minorée alors (v,) définie par v, = u, est une suite
croissante et majorée donc converge vers un réel [ et par suite (u,) converge vers —I.

Exemples:
1 1
un:n+ =1+—-—>1,VneN"
n n

de plus (u,) est décroissante en effet

Upt1 n? +2n
u, n242n+1

alors elle est covergente et on a lim wu, = 1.
n—-+o0o

Définition 2.3.2 Soit (u,) et (v,) deuz suites réelles. On dit que les deux suites (uy) et (vy)
sont adjacentes si

i) (un) est croissante et (v,) est décroissante,

i) lim wu, —v, =0.

n—-+oo

Remarque 2.3.1 Si les deuz suites (uy) et (v,) sont adjacentes telles qu’elles sont décrites
dans la définition précédente alors on a u, < vy, Vn € N en effet sinon Ing € N, u,, > vp,
en par particulier on obtient

vng"'gvnoquSvn0<unggung+1§"'§vn»

done ¥V > ng, |un —vn| > Upy — Uy = €, ce qui donne que la suite (u, — v,) ne converge
pas vers 0, ce qui est absurde.
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Exemples:
"1
Les suites définies par u,, = Z o et v, = u, + % sont adjacentes en effet :
k=1
Un+1—un:m>0, VneN
ce qui donne que (u,,) est croissante.
1 1 1—n
Untl — Up = Upyl — Up + —=—>0,VneN

n+1)! n!' (n+1)

ce qui donne que (v,,) est décroissante & partir du rang 1.

lim v, —v,= lim —— =0.
n—-+00 n—too )l

Théoréme 2.3.2 Deuzx suites adjacentes convergent vers la méme limite.

Preuve :
Onawu <wup <+ <wup <wv, <-+- <y <o pour tout n € N alors la suite (uy,) est
croissante et majorée donc converge vers [ et (u,) est décroissante et minorée donc converge
vers I’. Or lim (up, —v,)=1—-1U"=0doul=1".

n—-+o0o

2.4 Suite de Cauchy
Définition 2.4.1 Une suite (u,,) est dite de Cauchy si
Ve>0,INeN, Vn,m>N = |u, —up| <e
Une suite (u,) n’est pas de Cauchy si
Je>0,VNeN, Inm>N = |u, —up| > e

Exemples:
1. u, = % est une suite de Cauchy, en effet :
Soit
e>0,I7NeN,Vn,m>N — \l—l|<e.
n om
Comme lim wu, =0alorsdpeNVn>ponal<u,<cec

n—-+oo
ou aussi

dpeNVm>p ona —e< —u, <0.

Donc pour N =ponaVn, m>N, —e < u, —up, <Ee€
. ~1 :
2. La suite u, = Z % n’est pas une suite de Cauchy en effet :
k=0

Montrons qu’il existe

e>0,VNeN, In,m>N, ona |u, — up|>e
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Or pour tout n+1<k<2nona ¢+ > donc

1 1
k 2n

donc il suffit de choisir € = % et m = 2n.

Exercice:
Montrer que la suite (u,) définie par u, = (—1)" n’est pas de Cauchy.

Lemme 2.4.1 Toute suite de Cauchy est bornée.

Preuve :
(uy) est une suite de Cauchy alors

AINeN, Vn,m>N = |u, —un| <1,

(en prenant e = 1). Donc Vn > N onauy —1 <u, <uy + 1, (en prenant m = N).
D’ou
inf{fuy — 1,up,u1,...,un—1} < up < sup{uy + 1, up, u1,...,uny—1}

pour tout n € N, et ceci montre bien que la suite (uy,) est bornée.
Exercice:
Montrer que la suite (u,) définie par u, = n + 1 n’est pas de Cauchy.

Théoréme 2.4.1 Une suite (u,) est de Cauchy ssi elle est convergente.
Démonstration :
7 <= " Soit

€e>0, NeN, Vn,m>N = |u, —un| <e

Or (uy,) est convergente alors

Ve >0,dpeN, Vn>N = |u, — 1] <¢€.

€

En particulier pour € = § onaVn >p = |u, — 1| < 5.

D’ou pour N =pon a

Vn,m>N = \un—um\§|un—l|+|um—l|<§+%:e.

” =7 On pose v, = inf{u, : p > n} et w, =sup{u, :p > n} et montrons que ces deux
suites sont adjacentes. Il est clair que (v,) est croissante et (w,,) est décroissante.
Soit
€e>0, INeN, Vn>N = |v, —w,| <e.
Comme (u,,) est de Cauchy alors
IMeN, Vp, g>M = |u, —u,| <e

Ce qui donne en particulier en fixant p > M que

dIMeN, Vg>M = u;—e<lup, <ug+e
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Donc pour n > M on a

AM eN,V¢g>M = sup{uy :¢>n} —e<wu, <sup{uq : ¢>n}+e

Ce qui donne
IMeN, Vp>M = —e+up <vp <€+ up.

Donc on a
inf{u, :p>n}—e<wv, <inf{u, :p>n}+e
D’ott pour N = M on a
Vn>N = |v, —wy| <e.
Ce qui montre que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes et donc convergent vers la méme

limite [, de plus comme on a v, < u, < w, d’'ou lim wu, =1.
n——+o0o

2.5 Suites extraites

Définition 2.5.1 Soit ¢ une application N — N strictement croissante (si ny < ng =
@(n1) < @(n2)). On appelle suite extraite d’une suite (u,) toute suite définie par vy, = Uy(n)

Exemples:
1. La suite (up+1) est une suite extraite de la suite (uy,).
2. Les deux suites (ug,) et (ug,+1) sont deux suites extraites de la suite (uy,).

Remarque 2.5.1 Si ¢ : N — N strictement croissante alors ¢(p) > p, Vp € N en effet :
Pour p=0 on a (0) > 0.

Supposons que pour p € N on a ¢(p) > p et montrons que o(p+1) > p+ 1.

olp+1) > o(p) > p ce qui donne p(p+1) >p+ 1.

Proposition 2.5.1 Si (uy,(,)) est une suite extraite de la suite (u,), alors si (uy) tend vers
L € R, alors (uy(n)) tend aussi vers l.

Preuve :
On traite le cas [ € R les autres cas sont pareils. Soit

€>0,INeEN, Vn>N :l|uypy — I <e

Comme lim w, =1l alors 3IM € N, Vn > M : |u, — 1] < €, et comme @(n) > n alors

n—-+oo

Vn > M :|ugm) — 1| < e et done il suffit de prendre N = M.
Exemples:

1. La suite u,, = (—1)™ diverge car la suite (ug, ) converge vers 1 et la suite (ugp,41) converge
vers —1.

2. La suite définie par u,, = cos("]") diverge puisque u4,, = (—1)" en est une suite divergente.

Proposition 2.5.2 Si (u,) une suite telle que les deux sous-suites (uzy,) et (uan+1) convergent
vers la méme limite 1, alors la suite (u,) converge vers | aussi.

Preuve :
Soit
e>0,INeN, Vn>N :|u, -] <e
Or comme (ugy,) et (ugzn41) convergent vers [, alors on peut trouver deux entiers n; et no tels
que :
Vn>mny :lug, =1l <e et Vn>mng :|ugpir — 1] <e

Si on pose N = max{2n1,2ns + 1}, on a évidemment, Vn > N :|u, — | < e.
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Théoréme 2.5.1 (Bolzano-Weierstrass) Toute suite bornée posséde au moins une sous-
suite convergente.

Démonstration :
Soit (uy,) une suite bornée alors il existe a, b € R tels que u,, € [a,b], Yn € N.
1°* cas : La suite (u,) est stationnaire.
Donc (uy,) converge et dans ce cas on prend o(n) = n autrement dit ug(n) = Up,.
2°™Me cas : La suite (u,) n’est est pas stationnaire.
Soit il existe une infinitée de terme de la suite dans [a, “2] ou dans [“E2,b] et on pose [a1, b1]
cette intervalle 14. On pose ¢(1) = inf{n € N : u, € [a1,b1]}.
Soit il existe une infinitée de terme de la suite dans [a1, 2321] ou dans [“52 b] et on pose
[ag, ba] cette intervalle 14. On pose ¢(2) = inf{n € N : u,, € [az,b2], n # ©(1)}.
Donc de proche en proche on construit les suites (a,), (bn) et (uy(y)) vérifiant pour ©(0) =0 :
o(n) =inf{n € N :u, € [an,bn], n # ©(n — 1)} qui est évidemment une fonction strictement
croissante, (a,) est croissante, (b,) est décroissante et que a, < Ugy(n) < by, V1 € N.

b—

De plus on peut montrer par récurence que b, — a, = “5* donc lirf b, —a, = 0. Ce qui
n—-+0oo

montre que les deux suites (a,,) et (b,) sont adjacentes donc converge vers une méme limite [
et comme a, < Uyn) < bp, Vn € Nalors lim - ug(,) =1
n—-+o0o

2.6 Suite arithmétique

Définition 2.6.1 On dit que (uy,) est une suite arithmétique
dJReR, Vn e N, upy1 —u, = R.

R est appelée le raison.

Remarque 2.6.1 e Si R =0, alors (u,) sera constante.
o Si R >0, alors (uy,) est strictement croissante.
e Si R <0, alors (uy) est strictement décroissante.

Propriétés 2.6.1 Soit (u,) une suite arithmétique de raison R et ug le premier terme, alors
Vn €N, u, =ug+nR

et de facon plus général
Up =ur+(n—k)R, n—k>0.

Propriétés 2.6.2 Soit (u,) suite arithmétique de raison R et ug le premier terme, alors :

n+1
S, = ug +up + us + oo —|—un:( 5 )(uo—i-un).
le nombre des termes . .
La somme = 5 [le premier terme de S, + le dernier terme de Sn]

le nombre des termes = le dernier indice - le premier indice + 1.

2.7 Suite géométrique
Définition 2.7.1 On dit que (uy) est une suite géométrique
JgeR, Vn €N, upy1 = quy.

q est appelée le raison.
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Propriétés 2.7.1 Soit (u,) une suite géométrique de raison q et ug le premier terme, alors
Vn €N, u, = q"ug

et de facon plus général
U = ¢ Py, n—k>0.
Propriétés 2.7.2 Soit (u,) suite géométrique de raison q et ug le premier terme, alors :

(n+1) _ 1
Sn:U0+U1+U2+ ........ +un:u0q_71

qle nombre des termes _ 1

La somme = [le premier terme de S, 7
q—

le nombre des termes = le dernier indice - le premier indice + 1.



Chapitre 3

Continuité

I désigne un intervalle de R non vide ni réduit a un point. K désigne R ou C.

3.1 Définitions

Définition 3.1.1 Soit E une partie de R. On appelle une fonction réelle d’une variable réelle
toute application de E dans R et on note

f:EFE—R

Définition 3.1.2 (Fonction paire ou impaire)
Une fonction f définie sur E est dite :
e Paire si, pour tout v € E, on a —x € E et f(—z) = f(z).
o Impaire si, pour tout © € E, on a —x € E et f(—x) = —f(x).

Définition 3.1.3 (Fonction Périodique)
Une fonction f définie sur E est dite périodique s’il existe un nombre réel non nul T tel que,
pour tout x € E :

x+T el et flx+T)= f(x).

Ce nombre T est la période de f s’il est le plus petit réel positif qui satisfait cette condition.
Exercice 3.1.1 f(x) = cosz est une fonction périodique de période 2.

Définition 3.1.4 (Fonction Bornée)
Une fonction f définie sur E est dite bornée s’il existe un nombre positif M tel que, pour tout
z€E, onalf(x) <M.

Définition 3.1.5 (Fonction Monotone)

Une fonction f définie sur E est dite :
e Croissante sur E si pour tous z, ' € E tel que © < z’, on a f(x) < f(a).
e Décroissante sur E si pour tous z, ' € E tel que x < ', on a f(z) > f(a').
e Monotone sur E si elle est croissante ou décroissante sur E.

Définition 3.1.6 (Composition d’applications)
Si [ est une fonction définie sur E et g une fonction définie sur F, avec f(E) C F, on peut
définir la fonction composée de f par g notée go f, et qui associe a tout x € E le nombre réel

glf ()]
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Définition 3.1.7 (Limite d’une fonction)
1. ILm flr)=1eVe>0, In>0, [z —zo| <n=|f(zx) 1] <e,
T—XTo
on dit que f admet en xo une limite [,
2. lim f(x) = +oo (resp. lim f(x) = —o0)
T—To T—To
SVA>0, >0, |z —ag| <n= flx)> A (resp. f(z) < —A),
on dit que [ admet en xg une limite 400 (resp. — 00),
3. lim f(z)=1 (resp. lim f(z)=1)
Tr—r—00

Tr——+00

SVe>0,3A>0, 2> A (resp. c < —A) = |f(x) =1 <¥¢)
on dit que [ admet en +oo (resp. en —oo) une limite [,

4. HI—P (x) = 400 (resp. Erf f(z) = —0)
xr—r+00 xr o0
SVA>0,3B>0, 2 >B= f(z) > A, (resp. f(x) <—-A)
on dit que f admet en +oo une limite +o0o (resp. —o0).

5. lim f(z) = —oo (resp. lim f(z) = +o0)
T——00 T——00
SVA>0,3B>0, 2 <—B= f(x) <—A, (resp. f(z) > A)
on dit que f admet en —oo une limite —oo (resp. +00).

Théoréme 3.1.1 (Unicité de la limite )
Si f a une limite au point xg, cette limite est unique.

Définition 3.1.8 (Limite a droite et a gauche)

Soient f: I - R, I € R et xg € I. On dit que f admet | limite d gauche (resp. d droite) au
point xo et on note lim f(zx) =1 (resp. lim+ f(z) =1), sila restriction de f & IN] — oo, x|

T $—>$0

(resp. IN|xg, +00]) admet I comme limite en xg.

Définition 3.1.9 (Forme Indéterminées)
Les formes indéterminées sont :

0 o0
Y 0x o0, —o0+ 00.

3.2 Continuité

Définition 3.2.1 Soient f: I - R, [ € R et xg € I. On dit que f est :

1. continue en xo si lim f(x) = f(zg), i.e,
Tr—x0

Ve>0, I >0, [z —zo| <n=[f(z) = flzo)| <e

2. continue d gauche (resp. a droite) en xg si lim f(x) = f(xo)

(resp. 1_i>m+ f(z) = f(zo0)). ’

Propriétés 3.2.1 Soient f: I >R etzgel. Ona :

lim f(2) = f(z0) & lm f() = lm_f(z) = f(z0).

Tr—rxo "D*)ZO_ T—T

Autrement dit, f est continue en xqy si et seulement si f est continue a gauche et a droite en

Q-
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Théoréme 3.2.1 Soient f: I - R et xg € I. On a : f est continue en xy si et seulement si
pour tout suite réelle (uy,) verifiant; Si lirf U, = g alors :
n——+0oo

dim f(un) = f(xo).
Exercice 3.2.1 Soit f une fonction définie sur R par
ST g £ ()
— x
f(z) { x stz =0
alors puisque
sin x

lim
z—0 X

=1= f(0), alors f est continue en 0
et elle est continue dans R.

Définition 3.2.2 ( Prolongement par continuité)
Si f est une fonction définie sur I — {xo} et silimy_., f(z) =1, on dit que g est un prolon-
gement par continuité de f en xy si et seulement si

l st T = T

9(x) { f(z) sinon
Exercice 3.2.2 Soit f : R — {0} —» R, f(z) = sine

x
sinx

lim =
z—0 I

)

le prolongement par continuété de la fonction f existe et il est de la forme F: R — R

F(ac):{ % six#0

1 stix=0

Proposition 3.2.1 Soient xg € I, A € K, f,g: I — K deux fonctions continues en xg
1. f+ g est continue en xg

Af est continue en xq

| f lest continue en

fg est continue en xq

st g(a) # 0, alors % est continue en xg

si g(a) # 0, alors 5 est continue en xg
sup(f, g)est continue en xg

o RS L oo

inf(f, g)est continue en x

Ces résultats sont immédiates grace au propriétés de la limite, ainsi qu’au fait que

1 . 1

sup(f,9) = 5(f + g+ |/ — g1) et mf(f,9) = 5(f +9-1 f g )
Proposition 3.2.2 Soient I,J deux intervalles de R, g € I, f :(—> R, g : J — K, telles
que f(I) C J.
Si f est continue en xqg et g est continue en f(xg) alors go f: I — K est continue en xg.
Proposition 3.2.3 Soient xog € I, f: 1 — C. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) f est continue en xg
(ii) f est continue en x
(iii) Re(f) et Im(f) sont continues en xg.
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3.3 Les théoréme fondamantaux
Ici on prend K = R.

3.3.1 Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 3.3.1 Soit f une application continue sur un intervalle I. Sia et b sont deux points

de I tels que f(a)f(b) <0, alors :

Démenstration
Supposons par exemple a < b. Quitte & changer f en —f, on peut supposer f(a) <0 < f(b).
Construisons deux suite (a,)nen €t (bn)nen-
En posant ag = a et by = b, on a ag < by et f(ag) <0< f(by).
Supposons que a,, et b, construits tels que a,, < by, etf(a,) <0 < f(by,) et prenons ¢, =
- Si f(cn) <0 on pose apt1 = ¢, €t by = by
- Si f(cn) > 0 on pose apt1 = an et bpp1 = ¢
Dans les deux cas on a ap, < apy1 < bpy1 < by etf(ant1) <0< f(bpgr).
La suite (an)nen est croissante, la suite (b, )nen est décroissante et on a pour tout n € N, a,, <
by,.
Enfin

an+by
2

lim b, —a, =0
n—-+oo

puisque par construction on a :

VneN, b, —a, = .2
27’L

Par conséquent les deux suites sont adjacentes et vérifient :

flan) <0< f(bn)

En appelant alors ¢ leur limite commune, on a ¢ € [a,b]. En passant & la limite, la continuité
de f en ¢ nous donne f(c) = 0, d’ou le résultat.

Remarque:

On peut énoncer le résultat précédent en disant que, sur un intervalle, une fonction continue
qui ne s’annule pas garde un signe constant.

Théoréme 3.3.2 (Théoréme des valeurs intermédiaires) Soit f une application conti-
nue sur un intervalle [a,b]. Toute valeur comprise entre f(a) et f(b) est atteinte par la fonction
f sur [a,b].

Démonstration :
Sid e [f(a), f(b)], il suffit d’appliquer le théoréme 3.3.1 & la fonction f — d.

Corollaire 3.3.1 L’image d’un intervalle par une application continue est un intervalle.

preuve Si f est continue sur un intervalle I, il faut montrer que f(I) est un intervalle, c’est-
a-dire :
Y(yi,92) € F(D)* [y,92) € F(T)

Soient (y1,y2) € f(I)? et y € [y1,ys]. Prenons (z1,22) € I tels que y; = f(x1) et yo = f(x2).
Le théoréme des valeurs intermédiaires nous donne ’existance d’un élément ¢ € I compris entre
x1 et 9 tel que y = f(c). Donc y € f(I).
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Proposition 3.3.1 Si f est continue et strictement monotone sur I, le tableau suivant donne
Uintervalle f(I) en fonction de I :
Monotonie | T [a, b] [a, b] la, b] la, b]
77 |7 | (@), O] | [F(@), T 1 | Wna £, FG)] | Vg f, Ty 71
I TP [ LFO), )] [Ty £, F(@)] | (), g £ | T £, i f]

Preuve Traitons par exemple le cas olt f est croissante et ou I = [a, b].
La fonction f étant croissante, on a :

Veel, f(x)> f(a)

et donc f(a) est le plus petit élément de f(I).
* Si f n’est pas majorée, alors :
fI) = 1[f(a),+oo

Ce qui donne le résultat puisque lim; f = 400

* Si f est majorée, sa limite en b est sup; f et f(I) est alors un intervalle de borne f(a) et
M = lim; f = sup; f d’aprés le théoreme sur les limites des fonctions monotones.
Comme l'intervalle I n’a pas de plus grand élément, pour tout z € I on peut trouver
y € I tel que y > z. Comme f strictement croissante, on a alors f(z) < f(y) < M, ce
qui montre que M ¢ f(I)
Done (1) = [f(a), M].

Exemple: La fonction f:z +— H% est continue sur R. Son tableau de variations :

z | —o00 O +o00

f 1

RN

0 0

nous donne f(R) =]0, 1]

3.3.2 Réciproque d’une fonction continue

Lemme 3.3.1 Soit f une fonction monotone sur un intervalle I. Si f(I) est un intervalle,
alors f est continue.

Preuve : Supposons par exemple que f est croissante.

Soit a € I qui n’est pas sa borne supeérieure. La fonction f étant croissante, elle admet en a
une limite & droite I > f(a).

Supposons que I > f(a). On a pour tout z € I :

x>a= f(z)>1

et
r<a= f(z)<l

La fonction f ne prend donc aucune valeur strictement comprise entre f(a) et I. Or, puisque
a n’est pas le plus grand élément de I, on peut trouver b € I strictement plus grand que a, ce
qui donne f(a) <1< f(b).

Comme J = f(I) est un intervalle, on a [f(a), f(b)] C J et en particulier toutes les valeurs de
1f(a),l] sont atteintes.

C’est contradictoire, donc | = f(a). Parsuite, f est continue & droite en a.

De méme, on montre que f est continue & gauche en tout point de I qui n’est pas sa borne
inferieure.

Donc f est continue.
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Théoréme 3.3.3 Si f une application continue strictement monotone sur un intervalle I,
alors f induit une bijection de I sur Uintervalle J = f(I), et sa réciproque est continue de J
dans I.

Démonstration : La fonction f est injective puisqu’elle est srictement monotone. Elle est
donc bijective de I sur J = f(I) qui est un intervalle d’aprés le corollaire 3.3.1. Sa réciproque
est une bijection strictement monotone de 'intervalle J sur 'intervalle I, donc est continue sur
J d’aprés le lemme 3.3.1.

Exemple:

1. Soit n € N*. L’application R, — R, est continue, strictement croissante prend
z — "
la valeur 0 en 0 et tend vers +o0o en +o00.
C’est donc une bijection de Ry dans Ry dont la réciproque est continue.

Cette réciproque est la fonction Ry — Ry

x — Yz

2. La fonction sin est continue et strictement croissante sur [5*, 7]. Elle induit donc une
bijection de [, 7] sur [~1,1]. Sa réciproque, la fonction arcsin est continue sur [—1, 1].

3.3.3 Image continue d’un segment

Théoréme 3.3.4 Toute application continue sur un segment posséde un maximum et un mi-
nimum.

Démonstration : Soit f une fonction continue sur un segment [a, b].
Montrons que f admet une borne supérieure M et qu'il existe x € [a, ] tel que M = f(z).
* En raisonnant par absurde, supposons f non majorée sur [a, b] c’est-a-dire :

VAeR, 3z €la,b] : f(z)>A
On peut alors construire une suite (z,)neny d’éléments de [a, b] telle que :
vneN, f(z,) >n (3.1)

Cette suite étant bornée, on peut en extraire une sous-suite convergente (l‘<p(n))neN dont
la limite « € [a, b].
Comme f est continue en «, on en déduit que (f(a:w(n)))neN est une suite convergente
donc bornée, ce qui est en contradiction avec la relation (3.1).
Donc f est majorée sur [a, b].
Faisons a nouveau un raisonnement par I’absurde, en supposant que M = sup; f ne soit
pas attient, c’est-a-dire :

Vr € [a,b], f(z)#M
La fonction 1

g:x— M= @)

est alors définie et continue sur [a,b] comme inverse d’une fonction continue qui ne s’an-
nule pas. Or, on vu dans la premiére partie de la démenstration que toute application
continue sur [a,b] est majorée.

Soit donc A un majorant (strictement positif) de g. On a :

Vz € [a,b], g(z) < A
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On en déduit :

Vo € [a,b], f(x) gm—%

Le réel M — % un majorant de f strictement plus petit que M, ce qui contredit le fait
que M est la borne superieure de f sur [a, b].
En appliquant ce qui précede a —f, on en déduit que f possede aussi une borne inférieure et
que celle-ci est atteinte.
Attention: Les deux hypotheses « continue sur un segment »sont indisponsables pour dis-
poser du résultat, Comme le montre ’exemple des fonctions suivantes dont la borne inférieure
0 n’est pas atteinte :

1. la fonction définie sur le segment [a, b] par :
f(0)=1 et vz €]0,1], f(z) ==
2. La fonction exp qui est continue sur R.

Théoréme 3.3.5 Si f est continue sur le segment [a,b] alors :

oum =minpgy f et M = max[,y) f

Démonstration : L’image d’un segment est un intervalle (corollaire 3.3.1) qui contient ses
bornes (théoréme 3.3.4). C’est donc un segment.

3.4 Continuité uniforme

Ici on prend K = R.

Définition 3.4.1 Soit f une application définie sur un intervalle I de R.
On dit que f est uniformément continue sur I si :

ve>033n>0avxayel7 (|~T/*y|§77:>‘f(x)*f(y)|§€)

Définition 3.4.2 Soit f une application définie sur un intervalle I de R.
On dit que [ est k—lipschitizienne sur I si :

Y (z,y) € %, |f(z) = fy)l < klz —yl.

Remarques:
— Si f est uniformément continue sur I, alors f est continue sur I.
— Une fonction lipschitzienne sur I est uniformément continue sur I.
— Aucune de ces deux implications n’est une équivalence.
Exemple:
1. La fonction x + 22 est uniformément continue sur [0, 1] puisqu’elle est lipschitzienne sur
[0,1]. En effet, on a :

Va,y € 10,1, |07 — ¢’ = o = yllz +y| < 2|z — |
2. La fonction n’est pas uniformément continue sur R. Pour le prouver montrons :
Fe>0:Vn>0 Iz,y) €R? : |z —y|<net|f(zx)— fly)|>e

Posons € = 2 et n > 0 quelconque. Les réels x = 1/n et y = x + n vérifient |z — y| < 7,
alors que y2 — 22 =2+1n% > ¢
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3. La fonction sin est uniformément continue sur R car elle est lipschitzienne :

sin [ =Y cos Tty <lz-y]
2 2 -

puisque Vt € R, |cost| <1 et |sint| < |z].

Va,y €R, |sinz —siny| =2

4. L’application f: Ry — R est uniformément continue sur R, , mais pas lipschit-

x —
zienne sur Ry :
— L’égalité
1
[ 7(@) = 10) |=Va =l =
prouve que l'on peut pas trouver de réel k tel que Vr,y € Ry, |f(x) — f(y)| < |z —y|.
— Pour 'uniforme continuité de f sur R4, on commence par remarquer que :

Va,be Ry, Va+b<+va+Vb

(Il suffit de comparer les carrés de ces deux nombres positifs.)

On en déduit que Vz,y € Ry, v >y = \/y — vz < /y —z et ca en posant a =y —
et b=ux.

Soit € quelconque ; en Posant 1 = €2, on a :

V(z,y) eRL, jz—y|<n=|Va—Vyl <]z —y| <e

Théoréme 3.4.1 (Théoréme de Heine) Soit I un segment de R. Toute application conti-
nue sur I est uniformément continue sur I.

Démenstration : Soit f une application continue sur le segment I. Supposons que f n’est
pas uniformément continue sur I, c’est-a-dire :

Fe>0,3(z,y) € I” ¢ [z -yl <net|f(z)— fly)] > e
Prenons un tel € > 0; pour 7 = 1/2", on peut donc choisir (z,,,y,) € I? tel que :

|$n_yn| <n et |f($n)_f(yn)| > €
Les suites (2, )nen €t (Yn)nen ainsi construites vérifient :

lim (x, —yn) =0et Vn € N, |f(zn) — f(yn)| > ¢€ (3.2)
n—-+4oo
L’intervalle I étant borné, la suite (z,)nen est bornée et on peut donc en extraire une sous
suite (Zy(n))nen convergeant vers un élément a, et ce dernier appartient a I puisque I est un
intervalle fermé.
Et Comme
Yo(n) = To(n) + (Yo(n) = Lo(m))

on a

L’application f étant continue en «, on en déduit :

lim (f(xtp(n)) - f(yga(n))) = lim f(xgp(n)) — lim f(ytp(n)) = f(Oé) - f(Oé) =0

n—oo n—oo n—oQ

ce qui contredit (3.2).



Chapitre 4
Dérivabilité

4.1 Définitions

Dans toute cette section a est un point de 1.

Définition 4.1.1 On dit que f est dérivable en a si la fonction T, ,appelée taux d’accroissement
de f en a, définie sur I\{a} par :

fz) = f(a)

Tr—a

To(x) =

posséde une limite finie en a.
Cette limite s’appelle alors nombre dérivé de f en a et se note f'(a), Df(a) ou %(a).

Exemples:
1. Si « et B sont deux réels, la fonction f : x — ax + ( est dérivable en tout point a € R et
f'(a) = a.
2. La fonction f : z + /x est définie sur [0, +o0].
— Sia > 0, elle est dérivable en a et on a :

oy e VT —ya 1
f(a)_wh_rf}l r—a _2\/&

— En 0, elle n’est pas dérivable car lim,_q g = +4o00.

3. La fonction f défine par :
fix — { wsin(L) siz#0

0 sinon

est continue sur R mais elle n’est pas dérivable en 0, car la fonction :

()
7o =sin | —
T

n’a pas de limite en 0, comme on peut le prouver a 'aide des suites :

) (=572w)
u=(+—— ot v=(——
<2 +2nm ) en —gt2nm/ oy
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qui tendent toutes deux vers 0, mais pour lesquelles on a :

nEIJIrloo To(uy) =1 et nEIJIrloo To(un) = —1
Définition 4.1.2 Si a n’est pas une borne de I, on dit que f est :
— dérivable a droite en a si ¢ = finja,4oo[ €5t dérivable en a; la quantité ©'(a) s’appelle
alors dérivé a droite de f en a et se note f(a).
— dérivable & gauche en a si Y = firn)—oc,q) €st dérivable en a; la quantité ¥'(a) s’appelle
alors dérivé a gauche de f en a et se note fy(a).

Proposition 4.1.1 L’orsque a n’est pas une borne de I, la fonction f est dérivable en a si, et
seulement si, elle est dérivable a droite et a4 gauche en a et on a :

Preuve : La fonction 7 posseéde une limite en «a si, et seullement si, elle posseéde des limites a
droite et a gauche qui sont égales.
Exemples:

L. La fonction f : x +— |z| n’est pas dérivable en 0 car on a fj(0) =1 et f;(0) = —1.
2. La fonction f définie sur R par :
| exp(—1/x) sixz>0
flo) = { 0 six <0
— Possede en 0 une dérivé a droite qui vaut

e (<1/a)
z—0t x

=0

— Possede en 0 une dérivé a gauche égal a 0.
Elle est donc dérivable en 0 et f'(0) = 0.

Proposition 4.1.2 Si f coincide au voisinage de a avec une fonction g dérivable en a, alors
| est dérivable en a et f'(a) = ¢'(a)

Preuve : Comme f et g coincide au voisinage de a, alors leurs taux d’accroissements en a
coincide aussi, ce qui prouve le résultat.

Proposition 4.1.3 Si f est dérivable en a, alors elle est continue en a.
Lorsque a est dérivable en a n’est pas une borne de I :

— si f est dérivable a droite en a, alors elle est continue d droite en a

— si f est dérivable a gauche en a, alors elle est continue a gauche en a.

Preuve : Il suffit de remarquer la relation suivante :
Vo e, f(z) = fla) + Ta(z)(z — a)
Donc par passage a la limite en a on conclut le résultat.

Définition 4.1.3 Lorsque la fonction f est dérivable en tout point de I, on dit que f est
dérivable sur I et la fonction défine sur I par x — f'(x) est appelée fonction dérivée de f, et
se note ', Df ou %.

Proposition 4.1.4 Si f est dérivable sur I, alors elle est continue sur I.

Notation: On note par D(I,K) I'ensemble des fonctions dérivables & valeur dans K.
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4.2 Opérations sur les fonctions dérivables

Proposition 4.2.1 Soient f et g deuz fonctions définies sur I ainsi que X\ et p deux réels. Si
f et g sont dérivables en a, alors les fonctions \f + pg et fg sont dérivables en a et l'on a :

(Af + ng)'(a) = Af'(a) + pg'(a) et (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)

Preuve :

1. Pour x #2aon a:
Af +pg)(z) = (Af +pg)la) _ \ flz) — fla) +ug(fﬂ) —g(a)

r—a Tr—a r—a

D’ou le résultat en utilisant les opérations sur les limites.

2. On a:
(f9)(x) — (fg)(a) _ f(x)g(:v) —g(a) +g(a)f($) — f(a)

r—a r—a Tr—a

Sachant que f est dérivable, donc continue en a, on en déduit le résultat en utilisant les
opérations sur les limites.

Corollaire 4.2.1 Si f et g sont deux fonctions dérivables sur I, alors fg et f+g sont dérivables
surl et on a :

(A +pg) ="+ png et (f9) =fg+ fd

En particulier D(I) est un K-espace vectoriel.

Proposition 4.2.2 Soient a € I, f: I — C. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) f est dérivable en a (respectivement sur I)

(ii) f est dérivable en a (respectivement sur I)

(iii) Re(f) et Im(f) sont dérivables en a (respectivement sur I ).

Etona:

(' =F,  (Re(f) = Re(f),  (Im(f)) = Im(f")

Preuve : Il suffit de remarquer que

rof =7l Re() = LI () =

(f =5
2

et f = Re(f)+iIlm(f)

et de déduire le résulat grace aux opérations sur les limites.
Exemple: Etude de la dérivabilité de f définie sur R par :

[ 22z -1)? sizel0,]]
ro={ i 2 €] — 00,011, o0l

— Sia €] —00,0[J]0, 1[U]1, +o0[ la fonction f est dérivable et on a :

iov | 2a(a—1)(2a—1) sia€]0,1]
fila) = { 0 B

—~EnOona:
* f5(0) = 0 car la restriction de f a | — oo, 0] coincide avec la fonction nulle.
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* f4(0) =0 car f coincide avec la fonction polynomiale :
g:xe i (x—1)?

et par suite on a f}(0) = ¢’(0) =0
Donc f est dérivable en 0 et 'on a f/(0) =0
— De méme on montre que f est dérivable en 1 et que f/(1) =0
Alors f est dérivable sur toute R.

Proposition 4.2.3 Si f est une fonction dérivable en a et ne s’annulant pas sur I, alors la
fonction 1/ f est dérivable en a et :

Preuve : Pour z € [ et x # a, on peut écrire :

T . 1 f@) - fla)
r — a

- f@)fa) z-a

Sachant que f est dérivable en a, donc continue en a, on en déduit le résultat grace au proriétés
des limites.

Corollaire 4.2.2 Soit f et g deuz fonctions dérivables en a. Si g ne s’annule pas sur I alors
la fonction f/g est dérivable en a et :

Preuve : Appliquant le résultat de la dérivabilité d’un produit ainsi que la proposition 4.2.3

(g)l(‘” - (f';>/(“>:§<(§>)+f<“) (%)
o) fita

Corollaire 4.2.3 Soit f et g deux fonctions dérivables sur I. Si g ne s’annule pas sur I alors
la fonction f/g est dérivable sur I et :

Proposition 4.2.4 Soient I et J deux intervalles, f une application de I dans J et g une
application définie sur J. Si f est dérivable en a € I et g dérivable en b = f(a), alors fog est
dérivable en a et :

(fog)(a) =g'(b)f(a)
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Preuve : Soit 73, la fonction définie sur J par :

g9l iy £ b
b

g(
Ty —
g'(

Cette fonction est continue en b et on a alors :

1 (00 D@) — (g0 (@)

) sinon

(Foa(@) = lm OONEZL
= tim (o)) 1D

= n0)f(a) =g B)f (@)

Corollaire 4.2.4 Soient I et J deuz intervalles. Si f une application dérivable de I dans J
et g une application dérivable sur J, alors f o g est dérivable sur I et :

Exemple: Montrons la dérivabilité de la fonction f définie par :

flz) = { z?sin (L) siz#0

0 sinon

e Sur R* f est dérivable car au voisinage de a € R* elle coincide avec la fonction = —
2% sin (%) qui est dérivable en a comme produit d’une fonction polynéme et de la com-
posée de la fonction sin avec une fonction rationnelle définie au voisinage de a, et donc
dérivable en a. On a ainsi :

Ve e R, f'(z) = 2xsin (1) — cos <1>
x x

e EnOona:

tim 2@ =IO g (1> =0

x—0 €r — O x—0

. 1
| sin <)| < |z
x

Ce qui donne que f est dérivable en 0 et que f/(0) =0
D’ou f est dérivable sur toute R.

car on a

Proposition 4.2.5 Soit f une fonction continue et srictement monotone de l’intervalle I sur
Uintervalle J = f(I), dérivable en a € I. La fonction f=1 est dérivable en b = f(a) si, et
seulement si, f'(a) # 0, et U'on a alors :

Preuve :
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1. Supposons que f~1 est dérivable en b = f(a). Comme f~'o f = Id; la proposition 4.2.4
permet d’écrire :

ce qui entraine :

1
fa)#0 et 10) = —
@ 0 = 5
2. En supposant f’(a) # 0, montrons lim,_,;, fﬁl@;:gfl(b) = f,%a).

La fonction f étant dérivable en a, on a :
N 0
fila) = lim ————

Comme f~! est continue en b, le théoréme de composition des limites donne :

-1 . o b
v=b o fTHy) —a f=Hy) — f1(b)
Cette limite étant non nulle, d’apres le théorméme sur I'inverse d’une limite, on a :
—1 _ -1 b
lim { @) =)

y—b y—b

Corollaire 4.2.5 Soit f une fonction dérivable et srictement monotone de l'intervalle I sur
Uintervalle J = f(I) et si f' ne s’annule pas sur I, alors la fonction f=1 est dérivable sur J
et :

Exemples:

1. Si n est un entier naturel strictement positif, la fonction :
fnixe—a”

définie une bijection strictement croissante de R* sur lui-méme dont la dérivée ne s’annule
pas. Sa fonction réciproque :

gn Y= Y
est donc dérivable sur R et
) ———
()t
2. La restriction a | — 7, 5[ de la fonction sin définit une bijection de | — 7, 7| sur |-1,1]

qui est strictement croissante et dont la dérivée ne s’annule pas. Sa fonction réciproque
arcsin est donc dérivable sur ]-1,1] et :

1 1 1
cos(arcsiny) /1 —sin? arcsin y B V1—y?

arcsin’ y =

4.3 Théoréme de Rolle et théoréeme des accroissements
finis

On prend K = R.
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4.3.1 Extremum d’une fonction dérivable

Définition 4.3.1 Soienta €I et f: I — R, On dit que f

1. admet un maximum local en a si, au voisinage de a :
f@) < f(a)

2. admet un minimum local en a si, au voisinage de a :
f(x) = f(a)

8. admet un maximum local strict en a si, au voisinage de a sauf en a :
f(z) < fla)

4. admet un minimum local strict en a si, au voisinage de a sauf en a :
f(x) > f(a)

5. admet un extremum local en a si f admet un maximum local en a ou un minimum local
en a.

6. admet un extremum local strict en a si f admet un mazimum local strict en a ou un
minimum local strict en a.

Proposition 4.3.1 Soient f une fonction définie sur un intervalle I et a un point de I qui
n’en n’est pas de borne. Si la fonction f présente un extrémum local en a et si elle est dérivable
en a alors f'(a) = 0.

Preuve : Comme a n’est pas une extrémité de I'intervalle I, on peut trouver hy > 0 tel que :
[a—hi,a+h] CI

Quitte a changer f en — f, on peut supposer que f présente un maximum local en a, c’est-a-dire
qu’il existe ho > 0 tel que :

Veel, |r—a|l <hs = f(z) < f(a)

Posons h = min (hy, hs); pour 0 < z —a < h on a alors :

@) -1 _,
r—a -
et donc :
-, P00
De méme pour —h <z —a <0,on a:
@)= 1)
r—a B

et donc

)=t T I@

9 T—a~ Tr—a

Comme f est dérivable en a, on en déduit f'(a) = fj(a) = f,(a) = 0.

Attention:
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— Une fonction peut avoir un extremum local en a et ne pas étre dérivable en a, comme le
prouve 'exemple de la fonction z — |z| en 0.

— Si a est une extrémité de 'intervalle, une fonction peut présenter un extrémum local en
a et étre dérivable en a sans que sa dérivée soit nulle, comme le prouve I’exemple de la
restriction & [0,1] de la fonction & — 2 qui présente un minimum en 0 et un maximum
en 1.

— L’annulation de la dérivée de f en a n’est qu'une condition nécessaire pour que f possede
un extremum local en a, comme le pouve ’exemple de la fonction srtictement croissante
x — 23 dont la dérivée s’annule en 0 mais qui ne posseéde pas d’extremum en 0.

4.3.2 Théoréme de Rolle

Théoréme 4.3.1 (Théoréme de Rolle) Etant donnés deux réels a et b tels que a < b ainsi
qu’une fonction f continue sur [a,b], dérivable sur]a,b| et vérifiant f(a) = f(b), alors il existe
un réel ¢ €]a,b| tel que f'(c) = 0.

Démenstration : La fonction f étant continue sur [a, b], 'image pas f du segment [a, b] est
un segment [m, M1, avec m < M.

» Sim = M, la fonction f est une constante sur [a, b] donc de dérivée nulle sur ]a, b].

» Sim < M, 'un des réels m ou M est différent de la valeur commune prise par f en a
et b. Supposons par exemple que m # f(a); la fonction f atteint alors la valeur m en un
point ¢ différent de a et de b; elle admet donc un minimum en ce point de 'intervalle
ouvert |a, b[ , ce qui implique f’(¢) = 0 d’aprés la proposition 4.3.1.

4.3.3 Egalité des accroissements finis

Théoréme 4.3.2 (Formule des accroissements finis) Etant donnés deuz réels a et b tels
que a < b ainsi qu’une fonction f continue sur [a,b], dérivable surla,b|, il existe un réel ¢ €]a,b|
tel que :

Démenstration : Etant donné un réel k, on considére la fonction ¢ définie sur [a, b] par :

p(r) = f(z) = k(z - a)
Et on choisie k pour que ¢(a) = ¢(b), ce qui donne :

_ f(b) = fla)
k= b—a

Comme la fonction ¢ est continue sur [a,b] et dérivable sur Ja, b| et vérifie p(a) = (b), donc
d’aprés le théoréme de Rolle : il existe donc un réel ¢ €]a, b tel que ¢’(c) = 0, ce qui équivaut

f(0) = f(a)

a:
b—a

fllo)=k=

et donne le résultat.
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4.4 Dérivées successives et fonction de classe C"
On consideére un entier naturel n.

Définition 4.4.1 La fonction f est deux fois dérivable sur I si la fonction f' est dérivable en
tout point de I. Sa dérivée est appelée fonction dérivée seconde de f ; elle est notée f', D2 f

d*f
ou Az -

Exemple:
1. La dérivée d'une fonction polynomiale étant une fonction polynomiale, toute fonction
polynomiale est deux fois dérivale.

2. On a vu a la page 29 que la fonction f définie sur R par :

[ 22z —1)? sizel0,1]
f(x)—{ 0 six €] — o0, 0[UIL, +oof

est dérivable sur R et sa dérivée est :

iy 2z(x—1)22x—1) siz€e[0,1]
ra={ 4 i 2 €] - 00, 0UJL, oo

Au voisinage de a €] — 00,0[J]0, 1[{J]1, +o0], la fonction f’ coincide avec une fonction
polynomiale, elle est donc dérivable en a et :

v [ 1202 —12a+2 siz €0, 1]
=10 i €] — 00, 0[UJL, 4o

>> La restriction de f’ & [1,+oo] est la fonction constante nulle. La fonction f’ est donc
dérivable & droite en 1 et (f');(1) = 0.
La restriction de f” & [0, 1] est la fonction polynomiale :

x = 2x(r—1)(22 — 1)

La fonction f’ est donc dérivable & gauche en 1 et (f');(1) = 2.

La fonction f’ n’est pas donc dérivable en 1 et f n’est pas deux fois dérivable.

> On prouve de la méme facon que f’ n’est pas dérivable en 0.

Définition 4.4.2 Etant donnée une fonction f de I dans K, On pose f(©) = f et l'on définit
par récurrence la fonction dérivée n'™¢ de f sur I, notée f("), comme la dérivée de "=V, si
elle existe.

On la note ausst D™ f ou Z L
X
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Remarque:

e L'existance de f(™ sur I entraine Iexistance et la continuité sur toutes les dérivées d’ordre
strictement inférieur.

e Si elle existe, la dérivée n’™¢ de f et aussi la dérivée (n — 1)™¢ de f’ plus généralement la
dérivée p'e™e de f(*=P) (pour 0 < p < n).

Proposition 4.4.1 Etant données deuz fonctions f et g définies et n fois dérivables sur I
ainsi que deux éléments A et p de K alors la fonction A\f + pg est n fois dérivables sur I.

Preuve : Récurence sur n en utilisant le fait que si f et g sont dérivables, alors Af + g V'est
aussi et (Af + ug) = Af' + ug'.

Proposition 4.4.2 (Formule de Leibnitz) Si f et g sont deux fonctions n fois dérivables
sur I, alors fg est n fois dérivables sur I et :

(fg)™) = ZZ:O (Z)f(p)g("_p)

Preuve : Démentrons ce résultat par récurrence sur n.

La propriété est évidente pour n = 0.

Supposons le résultat vrai pour un entier naturel n et considérons deux fonctions f et g sup-
posées n + 1 fois dérivables sur I. Elle sont donc n fois dérivables et 'hypothese de récurrence

permet d’écrire :
n
n
(o) =3 (p) ) gnp)

p=0

La fonction (f.g)(™est combinaison linéaire de produit de fonctions dérivables; elle est donc
dérivable et par suite f.g est n + 1 fois dérivables. De plus, on a :

n

(fg)+D) = (zn: (Z) f<p>g<np>> -y (Z) F®) gn=ptD) | o) ()

p=0 p=0

n n—1
- (g) fr S (Z>f(p>g(n—p+1) s (Z) FHD) np) 4 (Z) o)
p=1 p=0

”“) y (ntl DS (7 n () g (n—p+1)
— fg(”+)+( >f('fhL g+ + fpgnp
< 0 n+1 1; P p—1
n+1
1\ ) (nt1-p)
g
p=0

p

Ce qui prouve le résultat pour n + 1.

Définition 4.4.3 Une fonction f est de classe C™ sur [ si elle est n fois dérivables sur I et si
f™ est continue sur I.

Si f est de classe C™ pour tout n € N, on dit qu’elle est indéfiniment dérivable ou de classe
C™ surl.

Notation:
o C"(I) est I'ensemble de classe C™(I) sur I.

e C°(I) est 'ensemble indéfiniment dérivables sur I.
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Exemples:

1. la fonction f : x — % est de classe C* sur R* la dérivée d’ordre n de f étant donnée par :

(=1)™n!
xn—i—l

Vo € R*, f(")(ac) =

2. La fonction f : z +— |z| appartient & C°(R), mais elle n’est pas dérivable.

3. La fonction f définie sur R par :

f(ﬂf):{ a?sin (3) siz#0

0 sinon

est dérivable sur R et sa dérivée est :

i [ 2xsin(L) —cos(L) siz#0
Fla) = { 0 sinon
Cette dérivée n’est pas continue en 0, car lim, 400 f' (z2=) = —1 # f/(0).

La fonction f est donc dérivable sur R, mais elle n’est pas de classe C! sur R.

Proposition 4.4.3 Si f une fonction continue sur un intervalle I, de classe C* sur I\ {a} et
st f"I\{a} a une limite finie en a, alors f est de classe C* sur I.

Exemple: La fonction f définie sur Ry par f(z) = cos/z est de classe C! sur R%, avec :

sin y/x

vr. )= -5
Or,on a :
= =
Ce qui prouve que f est de classe C! sur R et que l'on a f/(0) = —%.

Proposition 4.4.4 Le produit de fonctions de classe C™ sur I est une fonction de classe C™
sur 1.

Preuve : Si f et g sont de classe C", on sait que fg est n fois dérivables et la formule de
Leibniz prouve la continuté de sa dérivée n'¢™e.

Proposition 4.4.5 Etant donnés deuz intervalles I et J ainsi que deuz fonctions f € cn(I)
et g € C™(J) telles que f(I) C J, la fonction go f est un élément de C™(I).

Peuve : On démontre par récurrence sur n, la propriété H, :
VfecC*(I),YgeC™(J), fI)cJ=go feC™(I)

Hj est vraie d’aprés les résultats sur les fonctions continues.

Supposons H,, et montrons H,, 1.

Soient f € C"TL(I) et g € C"F1(J) telles que f(I) C J. La fonction go f composée de fonctions
dérivables, est dérivable et :

(gof) =(goN)f

Puisque f € C"(I), ¢’ € C*(I) et f(I) C J, I'hypothése de recurrence montre que ¢’ o f est de
classe C"(I), et comme f’ est de classe C™(I), le produit (¢’ o f)f’ 'est aussi.
L’application (g o f)’ éttant de classe C", on en déduit que go f € C**1(I) et donc H,, ;.
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Proposition 4.4.6 Si f € C"(I) ne s’annule pas sur I, alors 1/f est élément de C™(I).
Preuve : Montrons le résultat par récurrence sur n exactement comme précédement

Proposition 4.4.7 Etant donné un entier n > 1, une fonction f € C™(I) dont la dérivée ne
s’annule pas sur I est une bijection de I sur J = f(I) et la fonction réciproque de f est de
classe C™(I) sur Uintervalle J.

Preuve : Comme la dérivée de f est continue et ne s’annule pas sur I'intervalle I, elle garde un
signe constant et donc f est strictement monotone sur I, ce qui montre que f est une bijection
de I sur J = f(I) et assure l'existance de la fonction réciproque ainsi sa continuité.
Démentrons par récurence sur n > 1 la propriété H,, :

Si f € C"(I) admet une dérivée ne s’annulant pas sur I, alors f~! est de classe C" sur J.

H; est vraie, car si f € C*(I) admet une dérivée ne s’annulant pas I, alors f~! est dérivable
sur [ et (f71) = W est CY sur J, donc f~! est de classe C! sur J.

Supposons H,, et démentrons H, 1.

Soit f € C"1(I) dont la dérivée ne s’annule pas sur I. La fonction f est de classe C", donc
d’aprés ’hypoteése de récurence, il en est de méme pour f~1.

L’application f’o f~!, composée de fonction de classe C*(I); comme elle ne s’annule pas sur
J, son inverse est de classe C" et donc :

_ 1
N

est de classe C™(I), ce qui montre que f~* est de classe C" et prouve H,, 1.

(f=

Théoréme 4.4.1 (Formule de Taylor-Lagrang)
Soit f de classe C™ sur [a,b], (n+1) fois dérivable surla,b|, alors il existe ¢ €]a,b], telle que

(n+1)

fb) = ZZ:O %f(p)(a) + %Jc(nﬂ)(c)

(b—a)"tt

= — / (n) WY p(n+1
F)=fla)+ (b—a)f'(a) + oo, + fU(a) + 1) £ (o),
le terme %]‘(”‘H)(C) est appelé reste de Lagrang.

Théoréme 4.4.2 (Formule de Taylor-Young)

Si f est une fonction continue sur [a,b], admettant n dérivées successives continues sur cet
[a,b], telle que f(”H)(a) existe, alors il existe une fonction e définies pour tout point x de
Douvert ]a, b] telle que

mfa)("'*'l)

(:rfa)("'"l)

le terme CEs)

e(z) est appelé reste de Young et lim,_,, e(x) = 0.
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4.5 Fonction convexe

4.5.1 Définitions

Définition 4.5.1 Une fonction f: 1 — R est dite conveze si :

Théoréme 4.5.1 Soit f : I — R une fonction convexe si et seulement si pour tout a € I,

Vapplication ¢ : @ — D=1 oot croissante sur I\{a}.

r—a

Proposition 4.5.1 Soit f une fonction définie de I dans R conveze alors :
1. f est dérivable si et seulement si f' est croissante sur I.

2. f est deuz dérivable si et sulement si f"” > 0.

4.6 Inégalité de Jensen

4.6.1 Définitions

Théoréme 4.6.1 Soit f: I — R une fonction convexe.
SiVneNYxy,xo,...,xy €1 etV A1, Mgy ooy Ay € [0,1] tels que Ay + Ao+ ... + A, = 1, alors :
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Chapitre 5

Fonctions usuelles

5.1 Définitions

Définition 5.1.1 On appelle :
1. Sinus hyperbolique 'application notée sh définie de R dans R par :

h:
SN D)

2. Cosinus hyperbolique application notée ch définie de R dans R par :
et +e "
2

Propriétés 5.1.1 1. Les applications sh et ch sont de classe C* sur R et on a :

chx =

sh’ =ch et ch’' = sh.

2. sh est impaire et ch paire.
3. Pour toutz € R, on a :
(a) chx + shz = e,
(b) chx — shx = e~ 7,
(c) ch®x — sh?x = 1.

Définition 5.1.2 On appelle :
1. Tangente hyperbolique 'application notée th définie de R dans R par :

h _shx_eszl
x_chx_e%—i—l'

2. Cotangente hyperbolique Uapplication notée coth définie de R* dans R par :

ih 1 chx €*+1
cotht = — = — = ———.
thex shx e2r—1

Propriétés 5.1.2 1. Les applications th et coth sont de classe C*° sur R et R* respective-

ment, et
1

=——=1-1th?
ch?z *

th'z

1
coth'x = s =1 — coth’z.
sh?x
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2. th et coth sont impaires.
1. lapplication sh admet une application réciproque, notée par argsh dé-

Définition 5.1.3
finie de R dans R par la relation suivante :

V (z,y) €R?, (y = argshz & x = shy).

2. La restriction de Uapplication ch admet une application réciproque, notée par argch définie
de [1,+00[ dans [0, 400 par la relation suivante :

YV (z,y) € [1,+00[x][0,+00[, (y = argchz < © = chy).

Propriétés 5.1.3 1. argsh est impaire et argch est paire.
2. Les applications argsh et argch sont de classe C* resp. sur R et sur]l,4+o0| et on a

1
VaxeR, argsh (z) = —— et V z €]1,+00[, argch/ (z) = —.
gsh (x) Tt ] [ argeh (z) = ——=—
1. lapplication th admet une application réciproque, notée par argth dé-

Définition 5.1.4
finie de | — 1,1[ dans R par la relation suivante :

YV (x,y) €] — 1,1[xR, (y = argthr < x = thy).

2. Vapplication coth admet une application réciproque, notée par argcoth définie de | —
00, —1[U]1, +00[ dans | — oo, 0[U]0, +o00[ par la relation suivante :

V (x,y) €] — 00, —1[U]1, +00[xR*, (y = argcothx < x = cothy).

Propriétés 5.1.4 1. argth et argcoth sont impaires.
2. Les applications argth et argcoth sont de classe C* resp. sur]—1,1[ et sur]—oo, —1[U]1, +-o00]
1

eton a :
Vel —1,1, argth (z) = —
] [ g () 1 172

et
, 1
V & €] — oo, —1[U]1, 400, argcoth’(x) = T2
—x
Définition 5.1.5 1. La restriction de l'application sin a l'intervalle -3, 5] admet une
application réciproque, notée par arcsin définie de [—1,1] dans [—F, 5] par la relation
T . .
V (z,y) € [-1,1] x [—5, 5], (y = arcsinz < x = siny).
2. La restriction de lapplication cos a Uintervalle [0, 7] admet une application réciproque,
notée par arccos définie de [—1,1] dans [0, 7] par la relation suivante :

sutvante :

V (x,y) € [-1,1] x [0, 7], (y = arccosz < x = cosy).
La restriction de l'application tan a l'intervalle | =5, 5[ admet une application réciproque,

3.
notée par arctan définie de R dans [—%, 5] par la relation suivante

vV (z,y) € R x [—g,g], (y = arctanx < = = tany).

Propriétés 5.1.5 1. arcsin et arctan sont impaires mais arccos n’est ni paire ni impasire.
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2. Les applications arcsin, arccos et arctan sont de classe C'*°
sur]—1,1] etona:V x €] —1,1[, arcsin’z =

\/1177, arccos’ x = —
et
, 1
Vz € R, arctan'z=_——>.
1+

Pour x € [-1,1], on a sin(arcsinz) = x et cos(arccosz) = x.
Pour x € [-%, ], on a arcsin(sinz) = z.
Pour x € [0, 7], on a arccos(cosx) = x.

On aV x € [~1,1], arccos z + arcsinz = J.

NS G e

1
Pour x # 0, on a arctan x + arctan + = sgn(z) 3.

1—x2
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Chapitre 6

Développement limité

6.1 Définitions

Définition 6.1.1 Une fonction f définie au voisinage de xo admet un développement limité
d’ordre n au voisinage de xq s’il existe un polynome P, de degré inférieur ou égal a n et une
fonction € tels que pour tout élément

f(x) =ag+ai(z —x0) + ag(®x — 20) oo, +an(r —x0)" + (z — z0)"e(z — x0),

avec limy ., e(x — 29) = 0.

6.2 Développement limité au voisinage de 0 des fonctions
usuelles :

. r 2P "
e£:1+ﬂ+§+ .............. —&—H—&—xna(:ﬁ)
-1 -1 — 1)
(1+$)a=1+am+%$2+ .............. + ala >(Oj nt )x”—i-xns(a:)
! n!
i l—z4a2 =23+ i, + (=1)"z" + 2"e(x)
o= L+z+ a4+ 2"+ +a"e(x).
2 .3
In(l+z)=a- 1 + 3 F o + (=D e (x)
()= e T T e
nfl—-z)=-2x—- - —— - — +z2"(z
2 3 n o C
.132 .134 N x2n o
cos(z) = x o7 + T F o + (1) @n)! + z""e(x)
) 1‘3 1‘5 $2n+1 —
sin(z) =z 5_’_54_ ............... + ( Gnt 1) + 5" e(x)
3 x2n+1

Sht =2+ — 4 b
B 317 2n+1)!
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2 xQn

o x 2n
chx—l—l—a—i—...—i— n)] + z"e(x)
1‘3 2n+1
arctanz =z — 3 +.. 4 <_1)n2717+1 + ¥ e (2).
123 1325
arcsinz = x + 5%—&—51%—#...—1—372"4'26(33).
12% 1325
arccos x = g —z— 5% - 51% + e+ 2P 2e(1).

ou, pour chaque développement, ¢ est une fonction définie sur un voisinage de 0 et qui tend
vers 0 avec x.

6.3 Propriétés des développements limités

6.3.1 Continuité

Si f admet un D.L d’ordre n de partie réguliere ag+ajx+........ apx™ alors lim, o f(x) = ap
d’ou f est continue en 0 ou est prolongeable par continuité en 0.

6.3.2 Dérivabilité

Si f admet un D.L d’ordre n de partie réguliere ag + a1z + ........ anz™ (n > 1) alors f est
dérivable en 0 et f/(0) = a;.

6.4 Opérations sur les developpements limités

Soit f une fonction qui admet un D.L a l'ordre n de partie réguliere P, et g une autre
fonction qui admet un D.L & lordre m de partie réguliere @, avec ¢ = min(n,m), alors

1. Somme :
f + g admet un D.L a lordre ¢ de partie réguliere P, + Q..
2. Produit :

f x g admet un D.L a l'ordre ¢ de partie réguliere R., obtenue en ne conservant dans
P, X Q., que les mondémes de degré p avec p < c.

3. Produit par un scalaire :
Af admet un D.L a 'ordre n de partie réguliere AP,.

4. Quotient :
£ admet un D.L & T'ordre s de partie réguliere R, qui est la division suivant les puissances
croissantes de f et g.

5. Composée :
f og admet un D.L a l'ordre ¢ de partie réguliere R., obtenue en ne conservant dans
P, 0 Q. que les mondmes de degré p avec p < c.
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Calcul intégral

7.1 Définitions

Définition 7.1.1 On appelle subdivision de [a,b] une famille finie strictement croissante o =
(ar)kefon), avecn € N* eta=ap < ... < a, =b.

Définition 7.1.2 Une fonction f : [a,b] — R est dite en escalier s’il existe une subdivision
o = (ar)kefo,n) de [a,b] telle que, pour tout k € [0,n — 1], f est constante sur ]ay, agi1].

Définition 7.1.3 Une fonction f : [a,b] — R est continue par morceaux sur [a,b] s’ existe
une subdivision o = (ar)refo,n] de [a,b] telle que, pour tout k € [0,n — 1], f est continue sur
lak, ax+1] et f admet une limite & droite en ay et d gauche en ay.

Une telle subdivision o est dite adaptée a f.

Théoréme 7.1.1 Soit f une fonction réelle continue par morceaux sur [a,b]. Pour tout € > 0,
il existe des fonctions ¢ et ¥ en escalier sur [a,b] telles que :

< f<Y et p—9p<Le

7.2 Intégral simple de Riemann

Définition 7.2.1 La fonction f est dite inégrable sue [a,b] au sens de Riemann, si les sommes

n n

Sn = Z(ak - ak*l)mk et Sn = Z(ak — ak,l)Mk

k=1 k=1

avec (my < f(21) < My), 21 €lag, apt1]),
tendent vers une limite commun I quand n — oco. Cette limite est alors appelée intégral de la
fonction f sur [a,b] et notée

Iz/abﬂx)dx,

la valeur de I représente l'aire située sous le graphe de f et délimitée par des abscisses et les
verticales x = a et x = b.

Théoréme 7.2.1 (Somme de Riemann)
Soit f une fonction continue de I dans R, alors

-1

_ n _ n _ b
lim aZf(a—l—kaa): im 23 fa+ “):/ F(t)dt.

n—4+oco N n—+oo N n
k=0 k=1
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Théoréme 7.2.2 Toute fonction continue par morceaux sur [a,b] est intégrable au sens de
Riemann sur [a, b]

7.3 Propriétés de l’intégrale

Les fonctions f et g étant intégrables sur [a, b, les principales propriétés de I'intégrale sont

les suivantes :
/ f(z)dx = 0.
— Pour tout point ¢ de [a, b],

/abf(x)da: = /:f(x)dx—i-/cbf(x)dx.

— Pour tous points ¢ et d de [a, b],

/Cdf(:c) do = —/dcf(x)dm.

— Pour tous réels A et p, la fontion Af + g est intégrable sur [a, b],

— Pour tout point ¢ de [a, b],

b

/ab(Af + pg)(z) de = A/ab flx)dz + ”/a g(z) da.

Si f est une fonction paire, pour tout intervalle [—c, ¢| C [a,b], on a

_C f(z)dx = Q/OCf(x)dx.

Si f est une fonction impaire, pour tout intervalle [—c¢,c] C [a, b], on a

) f(z)dx = 0.

L’intégrale conserve les inégalités, c’est-a- dire qui si f > 0 sur [a, b], alors f; fl@)de >0
ousi f > g sur [a,b], alors
b b
/ f(z)dz 2/ g(x) du.

Théoréme 7.3.1 (de la moyenne)
Si f est une fonction continue sur lintervalle [a,b], alors il existe un point ¢ de cet intervalle

tel que
1 b
b—c/a flx)dzx

le second menbre étant nommé valeur moyenne de f sur lintervalle [a, b].
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7.4 Primitive

Définition 7.4.1 Soit f: I — R une fonction, on appelle primitive d’ une f toute fonction F
dérivable sur I, telle que F' = f pour x € I. Une primitive est notée F(x) = [ f(x)dz. Toute
autre primitive de f est de la forme F + C, ou C est une constante reelle quelconque.

Théoréme 7.4.1 Soient f une fonction de I dans R continue et a € I alors on a :

1. L’application v — fax f(t)dt est de classe C* sur I et sa dérivée est f(x), elle est unique
primitive de f sur I qui s’annule en a.

2. Pour tout primitive F de f sur I on a :
Veel, / F(t)dt = F(z) — F(a).
a

Corollaire 7.4.1 Toute fonction continue sur I admet au moins une primitive sur I.

7.5 Calcul d’une intégrale définie

/%[f(x)]dx:f(xHC, CeR

a+1 dr
/ +C, a#l, / de =In|z+a|+C
a+1 r+a
/ dw arctanx + C, /dixdm—arcsinx—i—(}'
\/179:2 ’
/ dr =¢e" + C, /a dx——+C(a>Oeta7é1),
Ina
/sinxdcc: —cosz + C, /cosxd:(;:sinm—i—C,
dx 1 1+ dx 3
[ e= gl e | e =l Viraso

/ du dr =tanx + C.

cos? x

7.6 Méthodes d’intégration

7.6.1 Intégration par changement de variable

Pour calculer I'intégrale d’une fonction f continue sur [a,b], on peut faire le changement
de varible z = wu(¢) au moyen d’une fonction u de dérivée continue sur [a, 3], avec a = u(«) et
b = u(B). La variable t est la nouvelle variable d’intégration et les bornes sont changées.

/abf(x)dx:/jf[u(t)}u’t dt

7.6.2 Intégration par parties

Si u et v sont deux fonctions intégrables sur [a,b], on obtient la formule d’intégration par
parties
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Series d’exercices
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7.7 Suites réelles

Exercice 1: Etudier la nature de chacune des suites (u,) définie par

1. up, =vn2+2n—n, YneN.

2. un:(,/l—&—%) , Vn € N*.

n . .
—— Sl n est pair

3o up =14 AL X ., VneN
=—— sl n est impair

5. u, = 20y e N

6. Un = p_y 37, Vn € N*.

Exercice 2: On considére les suites (uy,), et (v,) définies par

{ ug,vo €E R ; 0 < vy < ug

VneN, vp41 = % et Uptp1 = /UnUp-
1. Montrer que pour tout n € N; 0 < u,, < vy,

2. Etudier la monotonie des suites (u,) et (v,).

3. Montrer que les suites (uy,) et (vy,) convergent vers une méme limite [. Exprimer [ a 'aide
de ug et vg.

Exercice 3: La suite (u,,) est définie par

1 1 1 1
Uy, = T T T N —
VnZ+1 Vn2+2 Vn2+3 vn2+n

1. Montrer qu’il existe deux suite (v,,) et (w,) convergents, de méme limite et telles que,
Up < Uy < Wy

2. En déduire que la suite (u,) est convergente et préciser sa limite.
Exercice 4: On considére la suite (u,,) définie par

n (_1)k—1
Up = E o Vn > 1.
k=1
1. Montrer que la sous suite (u2n)n21 est croissante majorée par 1.
2. Montrer que la sous suite (u2p+1)n>0 est décroissante minorée par %

3. Montrer que pour tout n > 1, ug, < ugn41, et les deux sous suites (ug,) et (ugpt1)
convergent vers la méme limite. Conclure.

Exercice 5: Soit (vy,)n,>0 une suite décroissante qui converge vers 0. On pose

Un = Zn: (—1)kvk.

k=0



54

1. Montrer que les suites (Uay,) et (Uzn41) sont adjacentes.

2. En déduire que la suite (U, ) converge.

Exercice 6:

1. pour n > 1, on pose S,, = ZZ:I (nii'l)' Montrer par récurrence que

1
Vn>2 S,>-—.
n

PR B . s . !
2. On considere la suite (uy),>1 définie par : u,, = Z:l %

(a) Montrer que pour tout n > 2, w11 > ”TH

(b) Montrer que pour tout n > 1,

Un

1
=(n+1) (1 — ) .
Un+l un+1

(¢) En déduire que la suite (u,) est monotone.

(d) Quelle est la nature de la suite (uy,).

Exercice 7: On consideére la suite définie par

’U,():2
Ung1 = FUn + i, Vn € N.

1. Montrer que u, > v/2 pour tout n > 0 et que (u,) est strictement décroissante.
2. Calculer lim,,_, 1 o Up,.
2 2
3. On pose v, = Uy, — V2. Montrer que V41 = (;’Z) et en déduire que v, < (Ug) , Vn e
N.

4. Montrer que 0 < v,, < 22%1, vn € N.

Exercice 8: Soient (X,,) et (Y},) les suites de nombres réels définies par

cosl cos2 cosn 1 1
X,=1+—+—-+..+——neNe Y,=1+=-+...+—,ne N
1! 2! n! 2 n
1. Montrer que la suite (X,,) est de Cauchy. En déduire qu’elle converge.
2. En considérant la différence Ys,, — Y, ,démontrer que (Y;,) n’est pas de Cauchy.

3. Montrer que la suite (Y,,) diverge vers +o0.

Exercice 9: Soit k €]0,1[ et (X, )nen une suite de nombres réels telle que | X, — X,,—1| <
k| X, —1 — Xp—2], pour tout n > 2.

1. Montrer que la suite (X,,) est de Cauchy.

2. Soit (U,) la suite définie par U,41 =1+ U%L; Uy = 1.

3. Montrer que
(a) 3 <U, <2 pour tout n > 1.
(b> |Un - Unfl‘ S %|Un71 - Un,2|.
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4. En déduire que la suite (U,) converge et calculer sa limite.

Exercice 10: Soit (uy,) une suite réelle telles que les suites (uay,), (u2nt1) et (us,) convergent.

Rappeler la définition d’une suite extraite de (uy,).
Montrer que (uay,) et (usy,) convergent vers la méme limite.

Montrer que (u2,+1) et (us,) convergent vers la méme limite.

- W e

En déduire que la suite (u,) converge.

Exercice 11: On se donne deux réels a et b et on considére la suite (uy,), définie par

ug € R
Upt1 = AU, + b, Vn € N.

1. On suppose que a = 1. Exprimer u,, en fonction de wug, a et b.

2. a # 1. Montrer qu’il existe | € R tel que la suite (v,), définie par
Vp =Up — I, YN €N

soit une suite géométrique.

3. Etudier la nature de la suite (up)n.

7.8 Continuité

Exercice 1: Soit I un intervalle ouvert contenant xg. Soit f une fonction définie sur I telle
que limg_,,, f(x) =1>0.
Montrer qu'’il existe 8 > 0 telle que pour tout  €|xg — 3,20 + B[NI on a f(z) >

N[~

Exercice 2: Soient f et g deux fonctions définies sur R telles que

[
VeeRy, g(x)>0 et CEgrfooggx):L>O.

~

1. Montrer que
IEIJPOOJE(I) =0 Igrﬂmg(w) =0.
2. Montrer que
lim f(z) =400 < lim g(x) = +o0.

Tr—r+00 T—r+00

Exercice 3: Calculer les limites suivantes.

Vitx—1
-

. llma:*)()

s sin x
. limg o NG

1
2
3. limgyq 0o (V22 —z+1+2—2).
4

Cimg oo (az +0) sin(%), a,beR.
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5. limg—y 400 (1 + 2)°.

[N

—1
-1

T

ol

Exercice 4: Soit f une fonction périodique sur R non constante de période T > 0.

1. Vérifier que Va € R,¥n € N, on a f(a +nT) = f(a).

2. Montrer que f n’admet pas de limite en 4o0.

Exercice 5: Soit f une fonction continue sur R vérifiant f(x +y) = f(x) + f(y) ¥V z,y € R.

1. Vérifier que f(0) = 0.

2. Déterminer f(n) pour tout n € Z, puis déduire f(r) pour tout rationnel r.

3. En déduire f(x) pour tout xz € R;

Exercice 6: Soit f : R — R une fonction de classe C! tels que f o f(x)

z € R.

1. Montrer que Yz € R, f(5 +3) = @ + 3.
2. Pour z € R fixé, on définit la suite (u,) par :

Uug xZ
Up+1 = %un +3
(a) Montrer que
1
vn e Nu, — 6= 27(“0 —6),
et en déduire que la suite (f'(u,)) converge.
(b) En déduire que f’ est constante, déterminer alors f.

Exercice 7: Edutier la continuité des fonctions suivantes :
1. f:R — R définie par :
1 .
rcos(=) sizF#0,
fay={ g 507

six =0.
2. h: R — R définie par :

o= { e 22

zlogx
z—1 °

Exercice 8: Soit g la fonction définie sur R* par g(z)
1. Montrer que g est prolongeanle par continuité en 0 et en 1.

2. Soit f la fonction définie usr ] — 1,1[ par f(z) = (1 — 2?%) log 122

a) Montrer que f est continue sur | — 1, 1].
b) Etudier la pariété de f.

-z

2

+ 3 pour tout

¢) Montrer que f se prolonge par continuité en une fonction continue sur [—1, 1].
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Exercice 9: On considére la fonction f définie par

1. Etudier la continuité de f.
2. Montrer que f posséde une fonction réciproque f~!.

3. Determiner f~!(x).

Exercice 10:Soit f : [a,b] — [a, b].

1. Montrer que si f est continue sur [a,b] alors elle admet un point fixe.

2. Montrer que si f est contractante (i.e., il existe k €]0,1[ tel que pour tout z,y €
[a,b]; |f(z) — fly)| < K]z —y|) alors f admet un unique point fixe.

Exercice 11:Soit f une fonction définie sur R par

asinr +cosz siz <3
flx) = T —xsinz Si%S.’L‘Sﬂ'
2 .
5 +b siz>m
Déterminer a et b pour que f soit continue sur R.

Exercice 12:soit f : R — R, telque

f(0)y=1, lim f(x)=0, lim f(z)=0

T—+00 T—r—00

1. Montrer qu’il existe a > 0 tel que si |z| > a alors |f(z)] < 1.

2. Montrer que f est bornée et posséde un maximuim.

Exercice 13: Soit f : R — R une fonction décroissante telle que :

Fla)+ fa+1) ~ 1

1. Etudier la limite de f en +o0.

2. Donner un équivalent de f en +oo.

7.9 Dérivabilité

Exercice 1: La fonction f définie sur R par :
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est-elle dérivable en 07

Exercice 2: Soit f la fonction définie sur R par

f(x)_{ew six <0

ar?+br+c siz>0
Determiner a, b, ¢c pour que f soit de classe C*.

Exercice 3: Soit f une fonction dérivable en xg.
Montrer que :

. flzo+h)— f(xo —h)
pim, 2h

f/(l"o)

La réciproque est-elle vraie 7

Exercice 4: Soit f une fonction dérivable en un point xg, déterminer la limite éventuelle en
xo de :

rf(wg) — xof ()

r — X
Exercice 5: Soit f une fonction dérivable sur R, calculer la limite lorsque h tend vers 0 de :

f?(x +3h) — f2(x —h)
h

Exercice 6: On considére une fonction f dérivable sur le segment [0, 1] avec f(0) = f(1)
La fonction g définie par :

o(z) = { f(2x) si0

<z
fRz—1) sii<z

—_ |

<
<
est-elle continue ? dérivable ?

Si non, quelles hypothéses faut-il ajouter pour que g soit dérivable sur [0, 1] ?
Exercice 7: On considere la fonction définie par :

9<x)—{ a?sin () siz#0

0 sinon
f est-elle de classe C* ?

Exercice 8: Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b], dérivables sur ]a, b]
Montrer qu'il existe ¢ €a, b| tel que :

Exercice 9: Soit f une fonction de classe C? sur [0, 1] tel que

Vo el0,1]; |f(x)] <1.
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Montrer a I'aide d’une formule de Taylor la relation

170) ~2f(5) + FO)| < §

Exercice 10: Soit f une fonction dérivable de [a,b] dans [a,b] tel que

Jk <1, Vz € [a,b]; |f'(z)] < k.
1. Démontrer que f est k-Lipschitzienne sur [a, b], i.e.,
Va,y € la,b], z <y; [f(z) = f(y)] < klz -yl
2. Démontrer que 1’équation f(x) = z admet une solution et une seule dans [a,b] que l'on
note par a.
3. Soit (uy), une suite définie par

Ug € [a,b}
Un+1 = f(un)a Vn € N.

Démontrer que la suite (u, ), converge vers a.
4. Applications.
(a) Upy1 =2+ %sinun.

(b) Upt1 = cosuy,.

Exercice 11: Soient a etb deux réels tel que a < b et f € C3([a,b],R).

Montrer qu'’il existe ¢ €]a, b| tel que

a+b.  (b—a)?

1) = f(@) + (b - a)f () +

fll/ (C)

(Ind. On pourra utiliser la formule de Taylor-Lagrange)
Exercice 12: Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant 0, continue sur

1. On suppose de plus que
T~ ()

x—0 x

=0.

Montrer que f est dérivable en 0.

7.10 Développements limités

Exercice 1: Donner le développement limité en 0 & 'ordre 3 des fonctions suivantes :

sin(z) — 1

exp(arctan(z))
cos(z) +1

1+ 22

a) b) /1 +sin(z) c) d)

1
1+ In(1+2x)

e) In(2 +sin(x)) f) @ = sin(x) g) W h) exp(cos(2z))

1 — cos(z)
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Exercice 2: Donner le développement limité en a a 'ordre 3 des fonctions suivantes :

!

x+ o= 100 <) In(z)

N x

a) exp(z) ,a=1 b)

Exercice 3: Calculer les limites suivantes a 'aide des DL :

exp(z) —x —1 2 — sin(x)

i —V2
a) lim b) Tim £ =50y cos(x) + sin(z) — /2
z—0 xr2 z—0 tan(x) — 27 P (.%' _ %)2

Exercice 4: Utiliser les DL pour étudier au point d’abscisse 0 la position de la courbe C'y de

la fonction f par rapport a sa tangente T en ce point en précisant I’ équation de la tangente T
dans chacun des cas quivants :

a)f(@) =exp(e) = 5 b)f(a) = (arcsin()? — o
Exercice 5: Soit la fonction f définie par :
ol LU b — L1
- ’ e In(l+z) =z

1. Vérifier que f admet au voisinage de 0 un développement limité a l'ordre 2 que l'on
précisera.

2. Montrer que f admet un prolongement par contiuité en 0 noté g que l’on précisera.
3. Est ce que g est dérivable en 07

4. Déterminer la position de la courbe C, par rapport a sa tangente au point d’abscisse 0.

Exercice 6:

Utiliser les DL & I'infini pour étudier la position de la courbe C de la fonction f par rapport
a ces éventuelles asymtotes au voisinage de (—o0) et (4+00) en précisant dans chaque cas les
équations de ces éventuelles asymtotes.
V1+ a2 + 2t
a)f(r) = ————
(@) =
Exercice 7: Soit f la fonction définie sur R par :

fz) = { 612_‘””5,1 six #0

0 sinon

1

b)f(x) = *(1+ )1+

1. Déterminer le développement limité de f a I'ordre 3 en 0.
2. Montrer que f est continue et dérivable en 0, que vaut f(0).

3. Préciser la position de Cy par rapport a la tangente en 0.
Exercice 8: Soit f la fonction définie par

ffR—R

z2 :
. siz#0
a:—>f(x):{ Sm(gmsia?:?g
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1. Donner le développement limité de f en 0 a l'ordre 3.

2. Préciser la position dde la courbe représentative de f par rapport a la tangente au point
(0,0).
7.11 Integrales et primitives

Exercice 1: Soient a et b deux nombres réels tels que a < b et f une fonction définie et

/ " fla)de| = / " @) | e

Monter que f garde un signe constant sur [a, b].

continue sur [a, b] telle que

Exercice 2:

1. Montrer que si f est impaire sur [—a, a] avec a > 0 alors :

’ f(z)dx =0

—a

2. Montrer que si f est paire sur [—a,a], alors :

_a flz)de =2 /Oa f(z)dz.

3. Montrer que si f est continue sur R, périodique de période T', alors :

T a+T
/ f(x)dm:/ f(z)dx,Va e R.
0 «

T sin(2x)da

1+ (cos(2x))” =0

4. Déduire que : /

ENE]

Exercice 3: Calculer la limite de la somme U,, dans chacun des cas suivants.

n

n . km n km
U, = H%Zkg U, = %Zsm(;) U, = H%chos(;)
k=1 k=1 k=1

n—1 n

[ 1 ch(£)
— - _ - _ n
Un_];)\/nQ—i—kQ Un_n;)nQ_’_kQ Un_kzl n
Exercice 4: Calculer les primitives suivantes.

i Int
/costsin3 tdt /sin(?t)esm2 tdt / ant

eVsint cogt

2 2t _T
VA dt /t In tdt /e cos(t 4)dt

Exercice 5: Calculer les primitives suivantes.

t 2t +3 Tt+1 2t +3
/t2+4dt /t2+t+1dt /t3+1dt /(t2+3t+5)2dt
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Exercice 6: Calculer les primitives suivantes.

dt sint + cost cost
sint 4+ cost sintcos?t sin 2t 4+ cos 3t

, dt dt
cos”t + 2 costdt — _—
costsin® ¢ sint(1 4 3cost)

Exercice 7: Calculer les primitives suivantes.

/ ch(t) gt / dt / dt / , ch(t) — 1dt
Py " - et N T~
sh(t) + ch(t) sh(t)ch(t) th(t) +1 ch(t)+1

Exercice 8: Calculer les primitives suivantes.

/HF /Edt /m

Exercice 9: Soit I,, = / cos” tdt
0

z
1. Montrer que I,, = / sin™ tdt
0
(Utilisez le fait que cos(§ — x) = sin(z).
calculer Iy et I.

3. Monter que I,,41 = —2=1,_1,Vn > 1.

n+1
4. Montrer que o)+ = (22 i'l)),jl et Iy, = (252,)'2 Iy.
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7.12 Suites réelles

Exercice 1:

1. Pour n € N*, ona:

(\/n2+2n—n) ( n2+2n+n)

Un -

Vn242n+n
= 2TL =
n( 1+%+1) 241’
ce qui montre que, lim,, o u, = 1.
2. Pourn>1,on a
) llog(l+%)
Uy = eflOg(l—’_;) = 62 w

. 1 1+t , . . 1
Comme lim;_,q+ % =1, on en déduit que, lim,,_,oc u, = €2.

n . .
—— sl n est pair
3. u, =< Al . ., VYneN
=, sln estimpair
. __ _2n __ sin(2n+1)
Ona:ug = 257 et vani1 = 557

1
Vn > 1, |ugp| < — = lim ug, = 0.
2n n—00

Vn > 0, |UQn+1| < — lim U2n+1 = 0.
n— 00

2n+1

Les deux sous suites (ugy,) et (ug,+1) recouvrent la suite (u,,) et convergent vers la méme
limite [ = 0, par suite (u,) converge aussi vers [ = 0.

Exercice 2:

1. On a
Uy, >0, v,>0 VneN.

Pour n =0, wug<wy par hypothése.

Pour n > 1, on a
2
(VUn—1 = /Vn-1)" 20
et donc
Up—1 + Vpn—1 — 24/Un—1y/Vn—1 > 0
Up—1 + Up—
— Uy 101 < %
= u, <wv, Vn.
2. On a u, <v, — u% < UpVy = Up < /UpU, et donc

Un, S Up+1-

D’autres part
Up < UV = Up + Uy < 20,
Uy + U
— <
2 — n
et par suite
Upt1 < Uy VN
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3. On a
Up <o S Up1 S Uy SUp S Vp1 <o < V0,

et par suite (uy, ), est croissante, majorée par vy donc elle est convergente. Soit [ = lim u,, .
De méme (vy,), est décroissante, minorée par ug, donc elle est convergente. Soit I’ =
lim v,,.

I et I’ vérifient

e

1=
7

ll

Exercice 3: Les termes sous radicaux sont de la forme n? + k ot k est un entier qui varie de
1 & n. Par conséquent, on a I’encadrement
1 1 1
< < .
VnZ+n T Vn2+k T Vn2+1

Ce qui conduit a

n n
<u

" <
vnZan~ T 2yl
n n

avec vy, = i et w, = T limy,—s 400 Up = limy 5400 wy, = 1 done limy, 4 oo uy = 1.

Exercice 4:

1. On a
2n+2 k—1 2n k—1
(-1) (1) 1 1
n — U2n = - = - 0’
Han+2 = 2 ;; k ;; k m+1 mt2

et donc (ug,) est croissante. On a aussi

1 1 + 1 n n 1 1 <1
Ugp=1—+-+... +— — — <1,

2 23 2n—1 2n

et donc (us,) est majorée par 1.
2. On a
2n+3 k—1 2n+1 k—1
(-1) (-1) 1 1
n - n = - = - < 07
H2n+s = tand ; ;; k m+2  2m+3

et donc (ugy,) est croissante. On a aussi

1 1 1 1 1 1
UQn+1:17*+*7*+...+ —+

ainsi, (u2,41) est minorée par %

1 1
3. Ugpi1 = Uzp + g7 > Uzp = U2nt1 — U2n = 3,7 — 0 et donc (uzn) et (ugnt1)
convergent vers la méme limite, et par suite (usy,) et (us,41) sont adjacentes.
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Exercice 5:

2n+2 2n
1) uopto — ugy = Z (—1)kvk — Z(—l)kvk = Vopt2 — Vont1 < 0. D’ol (ug,) est décrois-
k=0 k=0
sante.
2n+3 2n+1
U2n+3 — U2n+1 = Z (—1)kvk — Z (—l)k’l}k = V2p4+2 — V2p43 > 0. D’ou (’UQn) est croissante.
k=0 k=0
2n+1 2n
2) nEIJIrlOO(uzn-s-l —Ugp) = ngl}rloo (,;J (—l)kvk — kzo(_l)kvk> = _ngrfoo Vop+1 = 0.

Exercice 6:

1.n>1et S, Zkl(n ;- On note pour n > 2

Pn Sy >

P2 est vraie, en effet
2
k! 1 2! 1
2= G5t~
k=1
Supposons que P,, est vraie pour un certain n > 2 et montrons P, ;1.

S _ n+1 k!
n+1 k 1 (nt2)!

n+1 k!
n+2 Zk 1 (n+1)'
= T+2 Zk 1 (n+1)' +1

P nT-l + 1) d’apres 'hypothese de récurrence

2. Porn>1,u, =%, i—',
(a) Soit n > 2, alors

—nH Y =8, 41>+ 41" F1
kl k:l

(b) Soit n > 1,

Up _ U4-tnl (n+1)!

Up 41 n! 1!+1"~~J:-n3:-('n+1)!
(n+1) it g,

_ 1)
= (n+1) (1 - i)

:(n+1) 1_un+1
(¢) Pour n >2,0na
n+1 1 < M 1 1 S 1 ’
Up+1 n+1 Up+1 n+1

un

d’out pour n > 2, > 1 et comme u,4+;1 > 0, on obtient
vn Z 2) Un Z Un+1,

ce qui montre que la suite (’U/n)nzg est décoissante.
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(d) La suite (uy)n>2 est décoissante minorée par 0, donc elle est convergente.

Exercice 7:

1. Par récurrence pour n =0, ug = 2 > V2 est vraie. Supposons que u, > V2 est vraie et
montrons que Un41 > V2.

Eneffet:un+1—\@=%un+i—ﬂzw>07dormun+l>\/§.

22Uy
2—u? L
Upy1 — Up = %un + u% — Uy = 27;:" <0, car u, < V2= (uy) est décroissante.

2. (uy) est une suite décroissante minorée par v/2 donc c’est une suite convergente.

On a

1 1 : : 1 1
Un+1 = 3Un + U = hmn~>+oo Un+1 = 11mn~>+oo<§un + E)

=l=%i+1=1=V2

car u, > \@
3. On pose v, = u, — V2

Un—&—l:Un-‘rl*\/i :%UnJF%*\/i

u
_ (un_\/i)z — (Un)2
- 21Uy, - 2u, °
et Puisque u, > /2
2 2
= Un41 = (;Zi < 7(;):‘/)5

2
= Upt1 < (vg) , VneN.

(vn)?
4. Puisque u, > V2=, >0et parsuite vy < ~—5—, Vn € N.
2
(’Un—l)Q ((vn;z) )2 B (’Un—2)4 (V)" 1
vn < S < 5 = g 55T < 33
car vg < 1.
Exercice 8:
1)Pour N € N assez grand n > N et p€ Non a
n—+p n n+p n
B cos(k) cos(k) cos(k) 1
Kty = Xl = k! -2 k| 2. Mo S 2. k
k=0 k=0 k=n-+1 k=n-+1
etonapourn+1<k<n+pona k! >2"1 cest & dire il < ST donc
n+p 1 n+p 1 1 17(%)10 1 n—1 1 N-1
MS 2 o -1 =\3) =\z) -
k=n+1 k=n-+1 T2

nl n 1 2n 1
N N O
k=1 k=1 k=n+1
1 1 2n 1 2n 1
Orpourn+1§k§2nona%§Ealorsiz Z %g Z -=Y,-Y,
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Donc pour montrer que (Y,,) n’est pas de Cauchy, il suffit de montrer que 3¢ > 0 tel que pour

1
Vn, m > N on al|Y, —Y,,| > ¢, donc il sufffit de prendre e = = et m = 2n.

3) (Y,,) n’est pas de Cauchy alors (Y,,) n’est pas convergente, or (Y,,) est croissante de plus

elle n’est pas bornée (car sinon elle sera convergente) d’ott  lim Y, = +o0.
n—-+oo

Exercice 9: 1) On a

IXn - Xn—1| < k|Xn—1 - Xn—2|
|Xn—1 - Xn—2‘ < k|Xn—2 - XTL—3|
|Xn—2 - Xn—S‘ S k|Xn—3 - Xn—4|

| Xo — X4| < k| X; — Xo|

1 X — X <X — Xof
Soit N € N assez grand, n > N et p € N alors on a

|Xn+p_Xn| = |Xn+p_Xn+p71 +Xn+p71_Xn+pf2+Xn+pf2_"'+Xn+l_an
S |Xn+p - Xn+p71| + |Xn+p71 - Xn+p72‘ + -+ |Xn+1 - Xn|
p—1 p—1 1— kP
n+l _ 1.n I _ 1n
<X = Xl YORTT = KX — Xol DK = KX — Xo| T
=0 =0
k™ X1 — Xo| < EN X, — Xof
- 1-k  — 1-k
kX1 — Xo

Or lim

Lm % =0, alors (X,,) est une suite de Cauchy.

2
2) a) Montrons par récurrence que = < u,, < 2 pour tout n > 1.

3 1 3
P = —<uy=14+4-=-<2.
our n 00na27u1 ;—2 5 < )
Supposons que pour n € N, ggun§2et montrons queggunﬂgl
3 1 1 2 3 1 ) 3
O — <y, <24+ - <—<=- &&= -<1+—<-,d — < Upyq < 2.
na2_u < 55w =3 5 = +un_3 0n02_u+1_

2
D’ou 3 < up < 2 pour tout n > 1.
1 1

Un—1 Up—2

_ |un—1 - un—2|
‘un71~un72| .

Or 3 < up—1 and 3 < u,_o alors on obtient

b) On a |u, — up—1| =

4
|Unfun—1| S §|Un—1*un—2|a Vn23

3) D’apré 2)b) la suite (u,) vérifie les hypotheses de 1) avec 0 < k = 5 < 1, donc (u,) est

de Cauchy d’ou (u,,) est convergente. Posons [ cette limite.
1
On a upy1 = 1+ 1% alors lim wupy; = lim 14 — donc on obtient [ = 1 +
n n—-4o0o

n—-+oo Up,
1—+/5 1 5
?—1—1=0donc! = 2\[etl”: +2\[orl’<0d’ofll:l”.

Exercice 10:
On pose v, = Uy, Wy = Uy €t ty = Uopi1.

o~ =

S
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1) Soient ¢ : N — N une fonction strictement croissante, et (u,) une suite réelle. La suite
(Ugp(n)) est dite suite extrairt de la suite (uy).
2) (vsn) est une sous-suite de (v,,) donc on a lim wug, = lim w3, = lim v,.
n—-+o00 n—-+o00 n—-+o00

(way,) est une sous-suite de (w,) donc on a lim wug, = lim wy, = lm w,.
n—-+o0o n—-+oo n—-+4oo

Dou lim wus, = lim wus,
n—-+o0o n——+00

3)(t3n+1) est une sous-suite de (¢,) donc on a lim wugpi3 = lim 3,41 = lim ¢,.
n——+oo n——+oo

li
n——+oo

w est une sous-suite de (w,) donc on a lim wu = lim w = lim w,.
( 2n+1) ( n) n—s-oo 6n—+3 nes-oo 2n+1 n—s-too n

Dou lim wug, = lim wugn,41
n—-+oo n—+oo

4) d’aprés 2) et 3) on a (uay) et (u2n41) convergent vers la méme limite alors (u,,) converge
aussi.

Exercice 11:

1. Poura=1ona

Un =U,_1+b
Un_1 = Un-2 +b
U, =Uy+0b

Et par suite (Up,),, est une suite arithmétique de raison b.

2.a#1, U,=aU,_1+0.
Montrons que
U,=1+ a”(Uo — l)

Par réccurence, pour n = 0,

U0=l+(U0—l).

Et donc la propriété est vrai.
Soit n > 1. Supposons que

U,=1+a"(Uy—-1), Vn €N,

montrons que
Un+1 =1 + an+1(u0 - Z).

En effet, [ vérifie l = al + b et
Upr1 = aU, +b=a(l+a"(Uy—1)) +b=a"" Uy —1) +1,

d’ou
VneN, U, =14+a"(Uy—1).
3. Sia=1, U, =Uy+ nb, et par suite
ug sib=0

= lim U, = 400 sib>0
—o00 sib<0
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7.13 Continuité

Exercice 1:
Ona lim f(z) =1 alors
r——400

Ve>0,3In. >0, Va, [t —xo|<nonal—e< f(z)<l+e.
Doncpoure:§>07 Hb’zné > 0 tel que Vx E]mo—@xo—l—ﬁ[onaf(x)zé.

Exercice 2:

On pose h(z) = féx))
g
1) "<" On a f(a:) = h(x).g(x) de plus ngrfoch(x) =L>0et ngr}rloog( z) =0 douon a
e 1) =
'=" On a g(z) = @) de plus lim h(x) = L > 0 et hm f(z) = 0 d’ot on a
]’L(.’L‘) n—-+o0o n—-+oo
2) "<" On a f(z) = h(x).g(z) de plus liIE hMz)=L>0et hIE g(x) = 400 d’ott on a
n——+0o0o n——+00o
w3, f10) = 0.
'=" On a g(z) = ]J;Ei; de plus ngrfooh(x) =L >0cet ngmoof( x) = 400 d’out on a
Exercice 3:
. VaFi-1 _ 1. _1
1. lim,_,g — = lim,_,q x(\/ﬁ-s-l) = lim,_,¢ \/ﬁ—&-l = 3.

sinz

2. lim,_,o & f = lim,_,q N =0.

3. limy oo (VE2 =2+ 1+ 2 —2) = limg oo z(y/1 - 2+ 5 +1- 2 = foo.
4. limg 1 o (ax + b) sin (%) =aq.
5. limg oo (1+ 1)7 =c.

1
z2—1 3

1 2
3 —1

6. hIIlT_>1 PR

Exercice 4:

1)Montrons par récurrence que f(a+nT) = f(a), Va € R, Vn e N.
Pour n=0ona f(a+07T) = f(a).
Supposons que pour n € Non a f(a+nT) = f(a) et montrons que f(a+ (n+1)T) = f(a).
fla+(n+1)T)= fla+nT+T)= fla+nT) = f(a).
Dou f(a+nT) = f(a) Va €R, Yn € N.
2) f est non constant donc Fa, b € R tel que f(a) # f(b). On pose u, = a + nT et

v, =b+nT etona lim wu,= lim v, =400, de plus
n—-+oo n—-+o0o

lm_f(u,)= lm fla+nT)=f(@)et lm fo,) = lm_f(b+nT)=f(),

n—-+4oo n—-+4oo n—-+oo
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donc lim f(u,)# lim f(v,), dou f n’admet pas de limite en +oo.
n—-4oo n—-4o0o

Exercice 5: 1) On a f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) = 2f(0) donc f(0) =
2) Soit n € Zpour n € Non a f(n) = f(1+1+4+---4+1) = n.f(1). Puis remarquons que

n fois

0= f(x—x) = f(z)+ f(—=z) alors f(—x) = —f(z) c’est & dire f est impaire.
Done pour n € Z\N on'a (1) = f(~(—n)) = —f(—n) = —(~n)f(1) = nf(1).
Doton a f(n) =n.f(1),Vn € Z.

Soit r € Q alors Ip € Z and ¢q € N* telles que r =

Ona q.f(r) = q.f<5> = f(§> +oet f( ) = f<§

q fois q fois

+»Q\'ﬁ

- g) _ f(q.‘g) = f(p) = .S (1).

D'ou f(r)=r.f(1),Vr € Q.
3) Soit « € R*. Comme Q est dense dans R alors on peut trouver une suite qu’on la note
par (z,) dans Q telle que lim = z. D’une part on a lim f(z,) = f(z) car f est continue.
n—-+o0o n—-+oo

D’autre part comme Vn € N, u, € Q alors on a

lim f(z,) = lim z,.f(1) =z.f(1).

n—-+oo n—-+oo

Dou f(z) ==x.f(1), Vz € R.

Exercice 6:

x flx
D IE 8= oo N =(onof@="T 135
1
2) a) Montrons par récurrence que ¥n € N, u,, —6 = 27(u0 —6).
1
Pourn=0onauy—6= 20(u0—6)
1
Supposons que pour n € Non a u, —6 = 2—n(u0 —6) et montrons que u, 1 —6 = 2nﬁ(uo —6).
1 1 1 1

1
DouVneN, u, —6= 27(u0 —6).
Ona f € Ct alors f € C° et d’aprés ce qui précéde on a  lim wu,, = 6 alors lim f'(u,) =
n—-+o0o n—-+o0o
1(6).
f(z)

b) D’aprés 1) on a f(g +3) = o2 +3alors f(x) = 2f(g +3)— 6 donc f'(z) = f’(g +3).
Montrons par récurrence que f’(u,) = f'(z), ¥n € N.

Pour n =0 on a f'(ug) = f'(x).

Supposons que pour n € Non a f/'(u,) = f/'(z) et montrons que f'(u,11) = f(x).

f (1) = ' (Fun +3) = f'(un) = f(2).

D’ot on a f'(u,) = f'(x), Vn € N. Donc d’apres 1)a) on a f'(z) = lim f'(u,) = f/'(6), don

n—-+o0o

f est constante, donc f s’écrit de la forme f(x) = ax+b alors fo f(z) = a®x +b(a+1) d’apres

2 3 2 3
1) onobtienta:[etb: oubiena:—fetb:
3 1+ 3 1-

2 3 2 3
Dou f(z)=1/zz+ ou bien f(z) = —\/-x+

3 1+/2

Exercice T7:

win
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1
1. On a f est continue sur R* et lim f(x) = lim x cos(—) = 0, ainsi f est continue en 0 et
x—0 x—0 €T
par suite f est continue sur R.
2. On a h est continue sur R*.

La continuité en 0.
1

On considere les deux suites u,, = 5 et v, =

1
21177—&-% :

convergent vers 0. Cependant, g(u,) = cos(uy,)cos(2nm) = cos(uy,) converge vers 1,tandis
que g(v,) = cos(v,)cos(2nm+ 7 ) converge vers 0. Ainsi, (g(u,)) converge vers 1 et (g(vy))
converge vers 0. g n’admet pas de limite en 0 et elle n’est donc pas continue en ce point.

Alors les suites (uy) et (vy,)

Exercice 8:

xlogx

g(w) =

1. prolongement par continuité en 0 et 1.
. . 1
limg 0 g(x) = lim, 0 wx(iglw =0
g est prolongeable par continuité en 0.

. . x log
limg, 1 g(x) = lim, ;1 257 = 1.

g est prolongeable par continuité en 1.

x—1"

1+«
1—2x

fla) = (1 —2?)log( )-

a) f est continue sur | — 1, 1[ comme produit et composée de fonctions continues.

b) f(=z) = (1 —a?)log(17%) = —(1 — 2°) log(£%) = — f(2).
Don f est impaire.

¢) limg1 f(z) = limy—1 (1 — 22)log(1££) =0
Comme f est impaire donc lim,_, 1 f(z) = 0, et par suite f est prolongeable par
continuité en 1 et —1.

Exercice 9:

z
f(l’):m, Df =R
f(—z) = ﬁ = —f(z), donc f est impaire.

Pour z > 0, f(z) = 13-

1. f est continue sur [0, +oo][ comme quotient de deux fonctions continues, donc elle est
continue sur tout R.

2. Montrons que f est strictement croissante, en effet Soient z,y € [0, +o00[ tel que z < y

- r—y
F@) = 1) = gy <0 = /@) < f),

et par suite f est strictement croissante. Comme f est continue sur [0, +o00[ et strictement
croissante sur [0,+oo[, donc elle est de méme sur R. Ainsi f est bijective de R sur

fR) =] - 1,1[.
Soit y €] — 1,1] telque f(z) =y,

.r _
1+ |z

Y
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et donc x et y sont de méme signe.

ff]-1,1]—R
y
1 — |yl

yr—

Exercice 10:
1. f:]a,b a,b).

[
Soit g(x) = f(x) — x. g est continue sur [a, b].
g(a)g(b) <0, alors d’apres T. V.1, il existe ¢ € [a, b] tel que g(c) =0 et donc f(c) = c.

2. f est contractante et donc elle est uniformément continue.
Soit € > 0, pour nn = £, on a Y,y € [a,b]

silz—yl<n=|f(z) - f(y)| <e

et donc f est uniformément continue, et par conséquent elle admet un point fixe.
Unicité du point fixe :
Supposons qu’il existe deux points fixes 1 et x2 dans [a,b] avec x1 # x2 ainsi on a

[f(@1) = fla2)] < Koy — o <y — 22
= |r1 — 22| < |z1 — 22| absurde

d’ou l'unicité du point fixe.

Exercice 11:

lim f(x)= lim (asinz 4+ cosz) = a,
57 T3
[ est continue en 3 si et seulement si lim, ,z- f(z) = lim, .=+ f(z) = f(5), ce qui donne
a=2Z.
2

2 2

x T
lim f(x)= lim (—+b)=— 4+,
z—mt f( ) z—mt ( 2 ) 2
f est continue en 7 si et seulement si lim,_,.- f(z) = lim, .+ f(z) = f(7), ce qui donne
b= —%2, et par conséquent f est continue sur Rsia =7 et b= —%2.

Exercice 12:

1. Montrons qu’il existe a > 0 tel que si [z| > a, alors |f(z)| < 3.
On a
lim f(z) =0<«<=Ve>0,3a1 >0/ Vx> ay, |f(z)] <e
r—+00
et
lim f(z) =0<=Ve>0,3as <0/ Ve <aq, |f(z)] <e,

T——00

en particulier pour € = % et a=sup(a,|az|), on a

DN | =

Vel >a, [f(x)] <
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2. Pour |z| > a, [f(z)] <3, et f(0) =1, alors sup f sera atteint sur [—a, a], et comme f
est continue alors

dzo € [—a,a]/ f(xo) =sup f(z), = € [—a,al.

Exercice 13:

1. f est décroissante donc possede une limite [ en 4o0.
Quand © — +oo, f(x) = let f(x+1)—lalors f(z)+ f(x +1) — 2L,
Orona: f(z)+ f(z+1) ~ <+ — 0alors [ = 0.

2. Quand x — +o0, f(z) + f(z +1) < 2f(x) < f(z) + f(z — 1) donc 2f(z) ~ L puis
OS2

7.14 Dérivabilité

Exercice 1:

On a
_ J 1
lim M = lim X2 = lim =1
z—0+ x—0 z—0t+t T z—0t+ 1+
et aussi
_ _Z 1
i L@ =SO o T gy, -1
z—0— z—0 z—0- T z—0+t 1 —x
d’ou f est dérivable en 0.
Exercice 2:
fR—R
- et six <0
r ar’+br+c siz>0

Continuité de f en 0 :

f est continueen0 <= lim f(z)= lim f(z) <= c=1.
z—0t z—0~
D’autres part, f est continue surR*.
Dérivabilité de f en O :

f est dérivable en 0 <= lim f; = lim
z—0t x z—0— x
f est dérivable sur R*.
Continuité de f’ en 0 :
on a
e’ siz <0
fl(x) = 1 siz=0
2ax+1 siz >0
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ainsi, f’ est continue en O(facile & voir).
Dérivabilité de f’ en O :

/ ! ! _ !
f' est dérivable en 0 <= lim M = lim M <~ a= 1
z—0+ T z—0- T 2
Ainsi, pour a = %, =c =1, f est de classe C' sur R.

Exercice 3: On a

f(xo+h)— f(zo—h) f(l’0+h)*f(l’o)+f($0)*f($0*h)'

pim, 2h = fim, 2h 2h
Or
h) — 1 — —h B —
;1111)% J(xo + 2)h f (o) _ §f’(x0) ot }}L% f(zo) 2J;L(CICO ) 7h1/ﬁ0 J(xo + 22/ f(z0))
= S f'(@o)
Donc lim f(xo + h) — f(.'L'Q B h) — fl(xO)-

h—0 2h
La réciproque est fausse en effet il suffit de prendre f(x) = |z| et o = 0 et dans ce cas on a

lim fl@o+h) = flzo—h) — lim Al —1n] _

h—0 2h h—0  2h 0

alors que f n’est pas dérivable en 0.

Exercice 4: On a

xf(xo) — xof(x) zf(x) —xf(x) + xf(x) —z0f ()

R g - Pa—
T—o Tr — X T — X

Exercice 5:

On a
i Az +3h)— f2(x—h) y f2(x +3h) — f2(x) + f2(x) — f2(x — h)
P h = a0 h
~ lim f2(x+3h)—f2(m)+f2(w)—f2(w—h)
h—0 h h
Or

P - @) 8P +3h) — @) 3P+ ) — )
h—0 h h—0 3h h'—0 h'

= 3(f*)(z) =6f'(x)f(2),

et
o PPa=h) = @) (Pt - )

h—0 h h'—0 h

= (f*)'(z) = =2f'(2) f (x).

D’ou on obtient ) )
lim fé(x+3h) — f2(x —h)
h—0 h

=4f'(z)f(2).
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Exercice 6:
1
La fonction g est continue sur I'intervalle [0, 5[ comme composée de deux fonctions continues

1
qui sont f et  — 22 de méme g est continue sur 'intervalle ]5, 1] comme composée de deux

fonctions continues qui sont f et x — 2z — 1. De plus on a

hl’{lf glx) = lir1117 f2z) = f(1) et lim+ g(x) = lim+ f(2z —1) = f(0),

T3 Ty z—3 z—3
et comme f(0) = f(1) alors f est continue en 1 d’olt g est continue sur Uintervalle [0, 1].
1
La fonction g est dérivable sur Uintervalle [0, 5[ comme composée de deux fonctions déri-

1
vabes qui sont f et x —— 2z de méme g est dérivable sur 'intervalle ]57 1] comme composée

de deux fonctions dérivables qui sont f et z —— 2z — 1. On a

i KOG g TEDZIR) g5 0y <2500
et aussi
o 900D SV o
T35 xr B} T3 X 3

donc g est dérivable sur [0,1] ssi f/(0) = f/(1).
Exercice T7:

Il est clair que g est dérivable sur R* et on a
/ e 1 *
g'(z) = 2xsin(=) —cos(=), VazeR".
x x
On a

lim 9(@) = 9(0) = lim xsin(l) =0

x—0 €xT — x—0

D’otu g est dérivable sur R et on a

() = { 2zsin(5) —cos(y) siz#0

0 sinon
. / y . . 1 .
Or lim ¢'(z) n’existe pas en effet on pose les deux suites u, = — et v, = ——— qui
z—0 2nm 5+ 2nmw
tendent tous les deux vers 0 mais lim ¢'(u,) = —1 et lim g¢'(v,) = 0. D’ou ¢’ n’est pas
n—-+oo n—-+oo

continue en 0 et par suite g n’est pas de classe C! sur R.
Exercice 8:

On pose la fonction

p(x) = (f(0) = f(a))-g(x) = (9(b) — g(a)).f (),

qui est dérivable sur Ja, b] et continue sur [a, b], de plus on a
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Donc d’aprés le théoreme de Rolle 3¢ €a,b] tel que ¢'(c) = 0 c’est a dire ¢ €a, b[ tel
que (f(b) — f(a))-g'(c) = (9(b) — g(a)).f'(c) = 0 donc Jc €la, b[ tel que (f(b) — f(a)).g'(c) =
(9(b) — g(a)).f'(c).

Exercice 9: La formule de Taylor appliquée sur f donne

(z —a)?

S pe),

f(@) = fla) + (z = a)f'(a) +

Pour =0 eta=3,ona

FO) = £(5) = 35(5) + 55(0)

Pour z =1 eta:%,ona
P = F(5) + 3 () + 2 (),
et donc 1 1
£(0)+ (1) = 20 (5) + 5 (7€) + £ (@)
— 170) + £(1) 2 (5)| = g17"() + (o) <

NG

Exercice 10:

1. Le théoréme des accroissements finis appliqué a la fonction f sur [z,y] C [a,b] donne
lexistence de ¢ €]z, y[ tel que

fy) = f@) =y —a)f'(c) = |f(y) = f(@)] = ly — z[|f'(0)]
= [f(y) = f(@)| < kly—a| (car |[f'(c)] <)

2. Soit f : [a,b] — [a, b] une fonction continue et g(x) = f(z) — .

g est continue sur [a,b], g(a)g(b) < 0= Par T.VI3« €]a,b] tel que g(a) =0,

et par suite f(a) = «, ainsi f admet un point fixe.
Unicité : Supposons qu’il existe oy, as €]a, b, a1 # as tel que

flar)=ar et f(a)=a2

= [f(a1) — flaz)| < klar — ao| < |ar — as|
= |ag — ag| < |a; — as| absurde
d’ou l'unicité du point fixe.
3. Soit (un)n la suite définit par

uo € [a,b]
Un+1 = f(un)7 Vn € N*

On démontre par récurrence que Vn € N, u,, € [a,b].
Appliquons I'inégalité du 1) & x = u,—1 et y = « on obtient

|f (Un—1) — f(@)] < kltn_1 —a| < Eup_o —af < ... < E"up — a,
et comme k < 1 alors |u, — a| — 0,n — 400 et donc

lim wu, = a.
n—-+oo
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Exercice 11:
Comme f est de classe C3 sur [a,b], alors la formule de Taylor donne l'existence d’un
c1 €]%FL, b] tel que :

a+b, b—a,a+b  (b—a)®, a+b  (b—a)?

16y = (Y P @y O @ O )
de méme Jc, €]a, L[ tel que
a+b. b—a,,a+b,  (b—a)?, a+b  (b—a),,
flay = f(F ) U @Yy Bo @l RO e,

ce qui donne

a _a3 " e " Co
f(b) = f(a)+ (b—a)f'( ;b)+(b48) I );f (c2)

et par le théoreme des valeurs intermidiaires, il existe C entre ¢; et ¢ tel que M =

f"(C) et par suite

a+b. (b—a)?

F0) = fla) + (b - a)f () + T o).
Exercice 12: lim,_,g W = 0 équivaut a
Ve>0,Ja > 0tel queVa €] — a,qf |f(21‘)x— f(ac)| <e
f(2z) — f(2)] < €|z]
x x
(2] < €2
f(z) = (G < el5]
x x x
Y F(2Y] < el 2
1F(5) = F(PI = el
T x x
()~ Flmeg)| < el gy
et par I'inégalité triangulaire, on obtient
x x x x x x
- < —f(= = FE) + ... —y—
1F@) ~ Fme)| < 17@) = FG+ F5) = SN+ -+ 17 (m) — F )
x x x
< 1 1 1 <
_e|x|(§+1—|—...—|—w)_e|m|

— /() = ()| < e,

on fait tendre n — +00 et on utilise la continuité de f en 0 on obtient

F(2) = F(0)] < el = |M

| <e

et par suite f est dérivable en 0.
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7.15 Développements limités

Exercice 1:

a)
3
in(z) — 1 B RIS 3 3
% _ Jrl'z 6 +O(x):(—1+x—x——i—o(m?’)).(l—u—&—uQ—u3+0(u3))
cos(x) + 1 x 9 6
1—}—?4—0(;2)
S
3 2 2 2
= (—1+x———|—0(;v3)).(1—%—1—0(:103)):—1+$+%—§x3+0(3€3).
b)
1+sin(z) = |1+ +x—3+o(m3)—1+1u—1u2+iu3+0(u3)
= G TR e
N e’
z3 1 ., 1 3 3
= 1 — ) — — —_— _— —_—
+2(x+ 6) 8(x+ 6) +16(x+ 6) + o(x?)
1 2 7
= 1—}—590—%—1—@903—&—0(3:3).
c)
1 1
_ [ —q_ 2 _ .3 3
1+ In(1+2x) 2?28 3 Ut —uto(w)
1+2——+4+ —+o0(z°)
2 3
u
2 3 2 3 2 3
= 1=+ ) -G+ ) - -5+ ) +ola)
3 10
= 1—x+§x2—§x3+o(a:3)
d)
—_—~
@—% +oa®) b
exp(arctan(z))  FPWET T O] 1 pu+ 5+ 4 4 o(u?)
1422 B 1422 B 1+ 22
_z3y2 fo 3 -
B 1+(JE*%)+(I 23) Jr( 63) Jro(xd)
B 1+ 22
2 3
= (1+m+?—F+o(x3)).(1—x2+o(m3))
2
7
= 1+x—%—6x3+0(x3)
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e)

Il
—
=
—
[\)
+
8
|
+
)
—
8
w
~—
—
I
=3
—
N
+
—
=
—~
—_
+
| 8
|
‘H
+
)
—
8
w
~—
—

In(2 + sin(z))

x — sin(z) x—(x—%ﬁ+%)+o(x5)_%—%S—i—o(ﬁ)
< z2 x4 - 2
1 — cos(z) 1—(1—-% + & 4 o(z?)) 1—%4—0(953)

u

z 8 ‘
= (5 - Ho@).(1+utud +u +o(u?))

x 1’3 1’2 x (E3

= (g - % + 0(’133))(1 + E + O(l‘g’)) = g + % + 0(333)

zch(z) —sh 90(14-%2"" §+0(5E4)) —(z+ gﬁﬁi+%+o($5))
ch(z) —1 1+ 2+ 2 4 o(zt) - 1
2 1.3 3
2p 4+ Lad 4 2 1
_ TR RO 2L o)) —ut u? -+ o(u?)

x s 3" T 15
1+12+o(x)

2 1 2 2 3
= (Gr+ g’ +ola®).(1- ‘112 +o(a®) = Zz+ % + o(z?).

2 2

exp(cos(2z)) = exp(l—222 +o(x®)) =e(1+u+ % + 5 + o(u?))
—_———

u

= e(1—22% +o(z?)) = e — 2ex? + o(z?).

Exercice 2:
a)

u2 ’LL3
exp() = exp((z —1)+1) = e(exp(z = 1)) = e(l+u+ 2 + =+ o(u?))

u

— ctel@—1)+ -1+ %(w— 172+ o((z — 1)%))
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b)
T+ 2 2 1
= 1 T _z
Jz t g +2“ 5 +16“ +o(u?)
11 1
= 1+=-— -5+ +o(z™?)

3 3
- m@3)+n |1+ | 2=
In(z) _ In((x — 3) + 3) _ _
x (x—3+43)
314227 314223
—— ——
u?
=(In(3) +u — ?—1—3—1—0( .1 —u+u? —u? + o(u?))
—1n(3) + (1 — In(3))u+ (n(3) — 2)u? (% “1n(3))® + o(u?)
B (1 —1n(3)) n3) 1 11 In(3)
(@) + L gy Oy g (BB g (e ay)
Exercice 3:
)
. exp(z) —x—1 ) 1+x+‘%2+0(x2)—x—1_ 1 1
L A 2 =dma ol =3
b)
x—sin(z) . z—z+4o(@?) o(x)
diy tan(r) — 2z o T +o(x?) -2z i +o(z) 0
c)
lim cos(x) + sin(z) — /2 — lim cos((x — F)+ %) +sin((z —F)+7F) — V2 _
= T EE
. V2cos(z—F)—-v2 V2 —(z—-F)P+o((x—-F)?))-vV2 -1
T -57 ~7

Exercice 4:
z2 z2 z3 3 z2 z 3
a) f(x) =exp(x) -G =1+2+ %5 +%5 +o(z’) -5 =1+a+ % +o(x”).
Donc I'équation de la tangente est T': y = x + 1. La courbe Cy en dessus de la tangente 1" pres
de 0T et Cy en dessous de la tangente 7" prés de 0.
b) f(x) = (arcsin(x))? — 2% = (x — % +o(2?)? —x = -2+ 2% + o(2?)
Donc I'équation de la tangente est 7" : y = —z. La courbe C; en dessus de la tangente 1" au
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voisinage de 0.

Exercice 5:

1)
fla) = —- 1 a—In(w) _o—(z—%+%5 - +o(ah)
o In(l+2z) = xIn(z) z(x — L; + 133 +o(23))
1 z z2 2 2
1z 1
— 27371 O(x):(7_f+£+o(m2)).(1—u+u2+0(u2))
LT P e 23
273
1 z  2? 9 z 11 , 2 17 [ 2
= (= — — _ .1_* - =5 19 Q :
G35+ e +ol@)) =3 - 5r+ge +ol@)

1 7 7 1
2) On a lim f(z) = lim = — —a+4 -2? +o(x?) = ~. Donc f est prolongeable par continuité
z—0 z—02 12 8 2

en 0 qui est donné par

o) = { {(J?) = m -1 size]—1,0[U]0,+o0]
2

siz=0.
o 9@ =90 _ o —frt e’ o) 7 7 _ T
8) lim === =i x =lm - T ol =15
Donc g est dérivable en 0.
4) La courbe C, est au dessus de la tangente A : y = —1—7233 + % de C4 au point 0
Exercice 6:
a)
/—/ﬁu
1+ ! + :
N 2t 1o
f@) = = T = (L gu— gu? o) (1 - vt 0 +o(v?)
1+ —
x
~~
1
_ -2 —2\\ _ —2
= (1+@+0(x )).(1—;4—0(3: ))—1—ﬁ+o(x )

Alors la courbe Cy admet une asymptote horizontale au voisinage de +oo et —oco d’équation
A:y=1.

b)
F@)=22(1+ ) = 2 exp(L+ 2) (1 + 1)) = 2% exp((1+ 2)(+ — 5 + 75 +o(z~)
x T r 222 323
1 1 1 1
= 2% exp(l + Yo +o(z7?)) = ex? exp(% o +o(z72))
2 1 1 1 1
—ex?(14u+ % + o(u?)) = ex?(1 + vl + 2 +o(z7?)) =ex? + gz BET +0o(1)

Alors f n’admet pas d’asymptotes au voisinage de +o0o et —oo.

Exercice 7:
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2 3
1. f( )—W_x_%'i—x?)g(x), f(o):()
2. f admet un développement limité & 'ordre 3 au voisinage de 0, alors lim,_,o f(z) =0 =
f(0), donc f est continue en 0, dérivable en 0 et f/(0) = 1.

3. Comme f(z) —z = f% +a3e(z) — 0 quadz — 0, alors T': y = x est la tangente a la
courbe de f au point 0, cituée au dessus d’elle a gauche de 0 et au dessous a droite de 0.

Exercice 8:

1. Le développement de f au voisinage de 0 est donné par

23
flz)=o— 5 + 2%¢().
2. Ona f(z) —z = 7%3 +23e(x) — 0,2 — 0 et donc T : y = x est la tangente a la

courbe de f au point 0 cituée au dessus d’elle au voisinage de ce point.

7.16 Integrales et primitives

Exercice 1:

b
/f )dz > 0, on pose g(z) = |f(z)] — f(x), doncona/g(sr:)dszetcommegest
)

continue sur [a,b] alors ¢ =0 < |f(z)| = f(z) Vx € [a, ], dot f est positive sur [a, b].
b

b
Si/ f(z)dx <0, on pose g(z) = |f(x)| + f(z), doncona/ g(z)dx = 0 et comme g est

continue sur [a,b] alors ¢ =0 < |f(z)| = —f(z) V € [a,], don f est negative sur [a, b].
D’ou f garde un signe constant sur [a, b].

Exercice 2:

b 0 a
D [ 1= [ j@as [ e

On pose y = —x = dx = —dy alors on obtient

/abf(a?)dx:—/aof(_y)dy-f-/oaf(x)d:v:/aof(y)dy—f—/oaf(x)dm:
b 0 o
2)/a f(z)de = _af(x)dx+/0 f(x)dz

On pose y = —x = dx = —dy alors on obtient

/f dx—/f dy+/f da:—/f dy+/f dm_2/f
3)/a dx—/f da:—i—/ f(z da:+/ f(z)dx

On pose y =x —T = dz = dy comme f est T-periodique alors on obtient

/:+T dx—/f dx—i—/ f(z dx+/fy+Tdy—/ f(z)dz.

sin(2x) i sin(2x)

HTW est lmpalre alors / ————dx =0.

4) La fonction x — 1+ cos”(2x)

I
4
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Exercice 3:

P n n
= [Esin(mz)] — 711_/01 sin(mz) dax = ;22
1 1 1 1
ngr_sr_loo kZ:O N = HEIEOO -~ ,;J Tﬁ% = /0 ite dz = arcsin(1)
= In(1+v2).

. 1 . 1 — 1 1 T
n=too kfom_"_“”x’ﬁz k*_/o 1+x2dx—arctan(1)_z,

n 1
ngr}rloo]cz:l p :/0 ch(z) dz = sh(1).

Exercice 5:
t 1 2t
— In(t> +4 .
a)/t2+4 2/t2+4 (" +4) +e

2t 2t +1 2dt Sat
b)I:/Zi—'—Sdt:/%dtJr/zi:ln(t2+t+1)+/—2t 3
P+l RN P+l (ZE+ Ly +1

¢ 1 _ 2dt
ity = dx\; Vel 7
43 43 2t 1
I=In(t*+t+1)+ —— arct =In(t*+t+1)+ ——arctan(— + —=) +
n(t* + 7:— )1—|— 3 2arc an(z 4)t—|— c1 n(t“+t+1)+ g arc an(\[ + \[)
¢) On a R + — alors on obtient

tB3+1 (t+1) t2—t+1

Tt+1 2dt At —1 2% — 1 at
- dt = At =2mlt+14+2 [ a4+ [ -
/t3+1 /(t+1)+/t2—t—|—1 nlt+ 1]+ /t?—t+1 +/t?—t+1

4 dt
:21n|t+1|+21n(t27t+1)+§/ﬁ
(5-D*+1
2
xz—t—l = dt = \/gd
V3
4
=2In(|t +1|(t* =t + 1)) \f/ 2+1—21n(|t+1|(t2—t+1))+farctan(xwrc

2t
=2In(|t + 1|(t* =t + 1)) + Tf arctan(

\/g—l)—i-c.
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)/ 2t + 3 e S
(t2+3t+5)2 243t+5

Exercice 6:

a)

B / dt
N sin(t) + cos(t)

t 2d
u:tan(i) = dt = “

14?2’

_ / 2 du :/ 2du :/ —2du
w20 u? —u? +2u+1 (u—(1+v2)(u—(1-+2))

14u?
B ﬁ du 3 du —ﬁn lu — (1 —/2)] .
C2 </( —(1-+2)) /(u(1+ﬂ))>_ 2! <|u(1+ﬁ)>+
_ ﬁln(tan@ <1ﬂ>|>
2 [tan(%) — (14 v2)|

sin(t) +cos(t) . de de ~ tam sin(t)
/ sin(t) cos?(t) dt = / cos?(t) +/sin(t) cos(t) tan(t) +/cos(t)(1 — cos?(t)) di

x = cos(t) = dx = —sin(t)dt

tan(t)—i—/idx —tan(t)—f—}/ dz +1/ dz - d—x
r(z2 —1) 2) z+1 2) z—-1 x

1 1
tan(t) + 5111\56-1- 1]+ 51n|33— 1| = In|z| + ¢ = tan(t) + In | tan(t)| + c.

= /cos()+200s /cos (1 —sin?(t)) dt + 2sin(t)

x =sin(t) = dx = cos(t)dt

= /(l—xQ)dx—l—sm( ) :x—lx + 2sin(t) 4+ ¢ = cos(t )+251n(t)—%sin3(t)+c.

3

_ d¢ _ cos(t) _ cos(t) _
L= / cos(t)sin®(t) / cos?(t) sin®(t) di = / (1 — sin?(t)) sin®(¢) di =

x =sin(t) = da = cos(t)dt

B /(l—x)?lx—&-):;/l—x /1+x /dx =

1
—7(1n|1—x|—|—ln|1—|—x|)+ln|m| 5 tc=n|tan(?)| -
222

1
2sin?(t) -
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e)

sin(t)

dt
L= /sin(t)(1+3cos(t))

x=cos(t) = dt =

_ / sin(t)
sin?(t)(1 + 3 cos(t))
—sin(t) dz

= /(xfl)(xjirxl)(3m+1):é/xdfxl—’—i/

1 1 3
= éln|x—1|—|—zln|aj+1\—gln|3x—|—1|—|—c

Exercice 7:

a)/shcf(ctg(t)dt:/et

b)

+e! 1 o2t
dt= | = dt =
2¢t / 2

_ [ o) ()
I = /sh( t)ch(t) _/sh( )ch2()dt_/sh(t)(lJrshQ(t))d

x_sh()

= dax =ch(¢

e /
a +x2 x 1+ 22

In |sh(t)] —

3 ln(ch(t)) +c

t) t 1

dt B ch( ot 1y,
C>/th(t)+1 _/Sh+ch(t)dt_2 ¢ T e

d)

dt = / (1 — cos?(

dx _g/ dx
r+1 8 3x +

1 1 3
61n|cos(t) -1+ Zln|cos(t) +1]— §1n|3cos(t) +1]+e¢

t

1
3 §e_2t +c.

)+ 3cos(t))

1

t

1
zln\x|—§1n(1+x2)+c

2t +1 , dt:/(et_m )

ch(t) —1 el +et—2
I = o —dt = 7tdt:/7
/e ch(t)+1 /et—i—e*t—Qe et 4 2et + 1

4 4
= 1— ¢
dt /( et+1+(et—|—1)2>edt

r=¢ = dz=e'dt,

[(-+5) ¢
et—i—le

= e —4ln(e' +1) —

Exercice 8:

+1

4 4 4
1-— de =x—41 1| - ——
/( x+1+(:1:+1)2) r=2x n|z+ 1| +1+c

5 te¢

(17

e" dt
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;o / dt
\/;
y=vit—1= dt=2ydy,
B / 2ydy _/ 2y + 1dy _/ dy
) PPyl y+y+1 y+y+1
4 d
= ln(y2+y+1)—3/(2 yl

2 1
U ﬁy—&-%édu—?dy,
= (P y+l)— \f/u2+1 ln(y2—|—y+1)—%arctan(u)+c
= In(yP+y+1)- }arctan(\[ \}g)-l-
= In(t+vt—1)— ﬁ arctan(ﬁ\/m+ %) +c

@

=
\/: o

W2-1)2
/ <_6y(3 )> W
Ui Jotwatm- i ot o)
<1n 2 2y ) >—|—c

y+1 te it

ﬂ/ 2_1 2
_ ( | t+1 2(t—|—1) t+1 )—l—c
3 )?
t+1

9
4
9
4

(51 -1

tdt tdt
VEraiie ) Jirirsl
t=sh(z) —1 = dt =ch(x)dz,

/Ch\/m) /Sh r) —1dz =ch(z) —z +c

= ch(argsh(t+1)) —argsh(t+1)+c=Vt2+ 2t +2 —argsh(t + 1) + c.

Exercice 9:
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1) En faisant le chagement de variable ¢t = § — 2 = dt = —dz on obtient

5 0 T 3
/ sin™(t) dt = —/ sin"(§ —z)dx = / cos™(t) dt = I,.
0 0

™

2) Iy = /2 cos’(t) dt = g et [ = /2 cos(t) dt = [Sin(t)]og -1
0 0

I, = /2 sin"t(t) dt = /2 sin™(t). sin(t) d¢
0 0

u’ = sin(t) = —cos(t)
v =sin"(t) v’ =ncos(t)sin"1(t)

= —[cos(t)sin" (¢ )}0% + n/o cos?(t)sin™ 1 (t) dt = n/o (1 —sin®(t)) sin™ 1 (¢) dt

[ME]

—-n In+1 +n Infl

n
id Iny1=—1I1,1,V N*.
ce qui donne que Ip41 nil 1 nec
i 2P 2p)!
4) Montrons par récurrence que I,11 = (;pf—))h op = (éplpj'))Q 0-
Pour p = 0 lapropriété est évidante.
(2vp!)? (2p)!
Supposons que pour p € N on a oyt = WII et Iy, = WIO et montrons que
21 32 2p +2)!
Ippis = ((215]’::_3)'))]1 et Jopyo = (2”(“]217—1)1)')2[0. D’apeés laquestion précédente on a
Dpey = 2¥2p o @R QD)
p+ 2p+3 7T 2p+3)2p+2) T (2p+3)(2p+2)(2p+ 1))
_ et et
N (2p+3)0
et aussi
I I 2p+2)(2p+1) _ (2p+2)(2p+1)(2p)!I
e op+2 2p+2? T 2(p+1))2(2ep)?
(2p+2)!

o (2vp!)? (2p)!
D’ou I2p+1 = mll et IQp (2;0 ') I(), V eN.
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