REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
il Al pRaadl A sl | Ay 3 sgeadl

MINISTERE DE | ENSEIGHEMENT SUFERIEUR
ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIOUE
e

-
ECOLESPER EUREEN ST | ENC B APPLICUEES E“"“‘“"‘-“-‘*‘ Al plall Bl ]
~TLEMCEN- Bie ol

il Gagly Jadl agiadl 3515

Analyse 1

Rappel de cours et exercices corrigés

Dr. Fatima DIB

Année Universitaire : 2019-2020






[Table des matieres

1.1
1.1.1

1.2
1.2.1

122
1.2.3
1.24
1.2.5
1.2.6

1.3

2.1
2.1.1

2.2

221
222

23

2.3.1
232
23.3
234
23.5

24

L’ensemble des nombres réels
Définitions sur les ensembles

Ensembles . ... . e

Propriétés des nombres réels

R est un corps commutatif .......... ... o L

Restordonng ... . .
Intervallesde R .. ... ... .
Caractérisation axiomatique de R .....................
Proprigt€ésde R .. ...
Quelgues notions de topologie surR . ..................

Exercices

Suites numériques
Généralités

Définitions, notations . . ... . .

Quelques caractéres des suites

Suitesmonotones . . . . ...
SUITES DOMMEBS . . . o o

Nature d’une suite

Suite convergente, suite divergente ............... .. ...
Propriétés algébriques des suites convergentes
Caosdelimitesinfinies .. .......... ... ... . .. ... .......
Propriétés algébriques des suites de limites infinies
RESURATs QENEIAUX . . . oo e

Exercices

10
10

10
11
11
12
13

14

25
25
26
26
26
27

27
28
28
29
31

32



Fonctions numériques d’une variable réelle : Limites - Conti-

nuité
3.1 Généralités sur les fonctions numériques 45
3.1.1 Opérations algébriques surlesfonctions: . ............... ... ......... 46
3.1.2 Relationd’ordre dans .7 (E,R) : ... ... 46
3.2 Notion de limite en un point 47
3.2.1  DEfINONS . . .. 47
3.22 Extentiondelanotiondelalimite ......... ... . ... . . . . . . . . . 47
3.2.3 Opérationssurleslimites ......... ... . . . . 48
3.3 Fonctions continues 48
3.3.1  GeNAIalitEs ... 48
3.3.2 Prolongementparcontinuité . ........ ... .. . .. 49
3.3.3 Propriétés fondamentales des fonctions continues sur un intervalle . ... ... .. 51
3.3.4 Confinuité uniforme . .. ... . 51
3.3.5 Fonctionsmonotones . ....... ... . .. e 52
34 Fonctions circulaires réciproques 52
3.4.7  FONCHON ArC-SINUS . . . . o i e 52
3.4.2  FONCHON ArC-COSINUS .« . o\ vt e e e e e 53
3.4.3 Fonction Arc-fangente . ... .. 53
3.5 Fonctions hyperboliques et leurs réciproques 53
3.5.1  Fonction sinus hyperbolique (sh) et sareciproque ................... ... 54
3.5.2 Fonction cosinus hyperbolique (ch) et sareciproque . ................... 54
3.5.3 Fonction tangente hyperbolique (¢th) et sareciproque . . ... ... ... 54
3.5.4 Fonction cotangente hyperbolique (coth) et sareciproque . .............. 55
3.6 Exercices 55

Fonctions numériques d’une variable réelle : Dérivée - développe-
ment limité

4.1 Dérivée du premier ordre 67
411 GeNAIaIItES .. 67
4.1.2 Interprétation géométrique deladérivée . .......... ... ... ... . ..., 68
4.1.3 Notionde différentielle . ...... ... . . . . . . 68
4.1.4 Propriétés des fonctionsdérivables .. ...... ... ... ... ... . ., 69
4.1.5 Ufilisation de la dérivée, théorémes fondamentaux .. ................... 70
4.2 Fonctions convexes 71
4.3  Dérivées succéssives 72
4.3 1T GENEralites . ... . 72
432 Formule deTaylor . . ... 73
44  Développement limité 73
44,1 Comparaisonlocale desfonctions . ....... ... ... i 73
4.42 Développementsliimités (d.ln) ... ... . 75
443 Opérationsalgébriquessurlesd.l.n . ... ... ... . 76
444 DlndunefonClion COMPOSEE . . ... v i it e 76
4.45 Primitivation d'und.ln ... 76
4.4.6 Dérivation d'un d.ln ... 76
4.47 Infiniment petit - Partie principale . ........ ... . . . 76

4.4.8 Application des développementslimités ......... ... ... ... ... . ... ... 76



4.4.9
4.5

5.1
5.1.1
5.12
5.2

521
522
523

5.3

Développements limités des fonctionsusuelles . ... ..................... 77
Exercices 77

Intégration au sens de Riemann : Inégrale définie - intégrale indéfi-
nie

Intégrale définie 91
Intégration de fonction en escalier surunsegment . .................... 91
Fonction intfégrable surunsegment . ... ... e 92
Intégrale indéfinie- Calcul des primitives 94
INntégrale indéfinie . ... ... . . . e 94
Calcul des primitives . . ... e 95
Procédés particuliers d'infégrafion .. ... ... e 96

Exercices 97






Preface

Ce polycopié est le fruit de I’enseignement du module ANALYSE I dans le cadre de la formation
préparatoire a 1’école supérieure en sciences appliquées de Tlemcen (E.S.S.A.T). Cet ouvrage est
non seulement déstiné aux étudiants de la premicre année des classes préparatoires aux grandes
écoles mais aussi aux étudiants de premiere année de tronc commun (MI-ST-SM).

Ce mansucrit comprend cinq chapitres qui couvrent I’ensemble du programme du module
ANALYSEI:

Le premier chapitre donne un apergu sur 1’ensemble des nombres réels et ses propriétés
fondamentales.

Le second chapitre est consacré aux suites réelles, on y étudie leur nature et leur sens de
variation.

Le troisieéme chapitre traite les fonctions réelles, on y expose les notions de limite et continuité.

Dans le quatrieme chapitre, on présente les notions de dérivabilité et de développement limité
pour les fonctions réelles.

Enfin, dans le cinquieme et dernier chapitre, on introduit le concept de I'intégrale de Riemann
d’une fonction réelle, ainsi que les différentes méthodes d’intégration.

Chaque chapitre débute par un résumé de cours plus ou moins détaillé suivi d’une série
d’exercices avec leurs solutions respectives.

Un grand nombre d’exercices proposés a été testé dans le cadre de travaux dirigés ou a fait I’objet
de devoirs de réflexion ou de contrdle des connaissances pour les étudiants de la premicre année :
formation préparatoire a ’E.S.S.A.T.

Les autres exercices ont été inspirés de lecture d’ouvrages spécialisés dont les références sont
données a la fin du document.

Les solutions des exercices ont été rédigées avec le plus grand soin possible, le souci principal était
donc de familiariser 1’étudiant avec le raisonnement mathématique et de lui apprendre surtout a
bien rédiger son travail.

Comme tout travail le notre reste bien évidemment perfectible, c’est pourquoi, nous saurions
gré a tout lecteur de bien vouloir nous faire parvenir toute remarque ou suggestion pour améliorer
notre document.






1.1
1.1.1

1. lensemble des nombres réels

Définitions sur les ensembles

Ensembles
Définition 1.1.1 Un ensemble E (collection, famille, classe, groupement, d’objets etc...) est

identifié par ses éléments.
Un élément x appartient a ’ensemble E, on note x € E.

Un ensemble peut étre déterminé par :
- extention, si on connait la liste de ses éléments, par exemple, A = {0,2,4,6,8,...,2n,...},
- compréhention, si on connait une propriété de ses éléments, par exemple, A = { n € N, n est pair} .

Notation 1.1. - L’ensemble des entiers naturels noté N :
N=1{0,1,2,3,4,5,...,n,...}

- L’ensemble des entiers relatifs noté 7. :
Z=A{0,£1,£2,4£3,+4,+5,...,+n,...}

- L’ensemble des nombres décimaux noté D :

ip;an;peN

D:{d: 10

- L’ensemble des rationnels noté Q :

@={r=% abez b0}

- L’ensemble des réels noté R :
Tous les nombres naturels, entiers, décimaux, rationnels et irrationnels, comme par exemple le

nombre T sont des nombres réels.

NCZcCQCR.
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eEnsemble des nombres réels non nuls : R*.

eEnsemble des nombres réels positifs : R, = {x € R, x > 0}.

eEnsemble des nombres réels négatifs : R_ = {x € R, x < 0}.

eEnsemble des nombres réels strictement positifs : RY. = {x € R, x > 0}.
eEnsemble des nombres réels strictement négatifs : R* = {x € R, x < 0}.

Nombre algébrique-nombre transcendant
Définition 1.1.2 Un nombre réel est dit algébrique s’il est solution d’une équation polynomiale

a coefficients dans le corps QQ des rationnels (autrement dit racine d’un polyndéme non nul a
coefficients dans Q).

Les nombres entiers et rationnels sont algébriques ainsi que toutes les racines de ces nombres.
Les nombres réels qui ne sont pas algébriques, comme 7 et e, sont dits transcendants.

Propriétés des nombres réels
R est un corps commutatif

Il existe deux applications définies de R x R dans R, notées + (respectivement .) :

+ : RxR-R, SRxR—SR
(x,y) = x+y (x,) = x.y

appelée addition dans R (respectivement multiplication dans R) vérifiant :
(1)-(R,+) est un groupe commutatif. (0 est 1’élément neutre pour ’addition dans R).

(2)-(R*,.) est un groupe commutatif. (1 est I’élément neutre pour la multiplication dans R).
(3)-La multiplication est distributive par rapport a 1’addition dans R.

Les propriétés (1),(2) et (3) impliquent que (R, +,.) est un corps commutatif.

Quelques propriétés

Pour tout réel x,y,zon a :

a-xtz=y+z=>x=).

b-x.0=0x=0.

c-x.(=y) =—(xy) = (=x) ».

d-xy=0=x=00uy=0.

R est ordonné

Il existe une relation notée < définie par :
V(xy) R (x<y) & (y—x € ]R*) )

vérifiant les axiomes suivants :

1— Elle estest relexive c-a-d : Vx e R x < x.

2— Elle est antisymétrique c-a-d :Vx,y e R, (x<yety<x)=x=y.
3— Elle est transitive c-a-d : Vx,y,z € R, (x<yety<z)=x<z

La relation < définie sur R est une relation d’ordre (ordre usuel sur R).
La relation < est compatible avec I’addition :

Vx,y,z€R, (x<y)=x+z<y+z.
et avec la multiplication par un réel positif :

Vx,y€R, (x>0ety>0)=xy>0.



1.2 Propriétés des nombres réels 11

La relation < est une relation d’ordre total sur R.
Vx,y € R, onasoit x <y soit y <x.

La relation d’ordre stricte sur R est définie par :
Vx,yeRona: (x<y)e (x<yetx#y).

(R,+,.,<) est un corps ordonné.

1.2.3 Intervalles de R
Définition 1.2.1 Un intervalle de R est un ensemble [ de réels vérifiant la propriété suivante

V(X,y)GIZ, VzeR, (x<z<y)=ze€el

Cette définition regroupe les intervalles des types suivants (avec a et b réels et a < b) :

{xeR, a <x < b} =]a,b| (ouvert),

{xeR,a<x<b}=]la,b] (fermé),

{x €R, a <x < b} =|a,b] (semi-ouvert a gauche, semi-fermé a droite),

{x € R, a <x < b} =la,b| (semi-fermé a gauche, semi-ouvert a droite).

Une autre notation (d’origine anglaise mais tres répandue également) utilise, pour les intervalles
(semi-)ouverts, une parenthése au lieu d’un crochet : les intervalles ci-dessus sont alors notés
respectivement (a,b), [a,b], (a,b], [a,b).

A ces ensembles réels, on ajoute les intervalles de ce type :

{x R, x < a} =] —eo,a[= (—e0,a) (ouvert),

{x eR, x < a} =] —oo,a] = (—o0,d] (fermé),

{x e R, x> a} =]a,+oo[= (a,+o0) (ouvert),

{x R, x > a} = [a,+o[= [a,+oo) (fermé).

Auxquels se sont ajoutés les intervalles :

0 (a la fois ouvert et fermé) ;

{a} = [a,d] (fermé);

R =] — 00, 4-00[= (—o0, +-0) (a la fois ouvert et ferm¢).

La notion de voisinage sera utile pour les limites.

Définition 1.2.2 Soit @ un réel, V un sous-ensemble de R. On dit que V est un voisinage de a
s’il existe un intervalle ouvert / telqueacletI C V.

1.2.4 Caractérisation axiomatique de R
Définition 1.2.3 Une partie X de R non vide est majorée si : AM € R, tel que Vx € X, x < M.
On dit alors que M est un majorant de X.

Définition 1.2.4 Une partie X de R non vide est minorée si : Im € R, tel que Vx € X, x > m.
On dit alors que m est un minorant de X .

Définition 1.2.5 Une partie X de R non vide est bornée si elle est majorée et minorée c-a-d :
M meR telsque Vxe X, m<x <M.

Définition 1.2.6 Soit X une partie non vide de R et M est un réel, on dit que M est la borne
supérieure de X si M est un majorant de X et si c’est le plus petit des majorants.
S’il existe on le note sup (X).
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Définition 1.2.7 Soit X une partie non vide de R et m est un réel, on dit m est la borne inférieure
de X si m est un minorant de X et si c’est le plus grand des minorants.
S’il existe on le note inf (X) .

Axiome de la borne supérieure

axiome 1.2.1 Toute partie X de R non vide majorée admet une borne supérieure.
Par conséquent, toute partie X de R non vide minorée admet une borne inférieure .

Caractérisation de la borne supérieure

Théoréeme 1.2.2 Soit X une partie non vide de R, soit M un réel majorant de X. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

()M =sup(X);

) VzeR,z<M=dxeXtelquez<x <M,

() Ve >0,Ixe X telqueM —e <x < M.

Théoréme 1.2.3 Soit X une partie non vide de R, soit 7 un réel minorant de X. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) m = inf(X);

() VzeR,z>m=3dxecXtelquez>x>m,

(i) Ve >0,dxe Xtelque m+€ > x > m.

p) D Soient X une partie non vide de R et —X = {—x€R, x€ X}, alors
a=inf(X) < —a=sup(—X)

2) Si X est une partie non vide, non majorée de R, alors sup (X) n’existe pas et on pose

sup (X) = +oo.
3) Si X est une partie non vide, non minorée de R, alors inf(X) n’existe pas et on pose
inf (X) = —eco.

1.2.5 Propriétés de R
Propriété d’Archiméde

axiome 1.2.4 Pour tout réel a et tout réel b strictement positif, il existe un entier naturel non
nul n tel que le produit (n.b) soit strictement supérieur a a. On dit que R est archimédien.
Autrement dit :

Va € R, Vb >0, dn € N* tel que n.b > a.
En fait I’axiome d’ Archimede se limite a la version suivante car I’'inégalité est triviale si a<0 :

R est archimédien < ¥Ya > 0, Vb > 0, dn € N* tel que n.b > a.

Proposition 1.2.5 I'axiome d’ Archimede est une conséquence de 1’axiome de la borne supérieure.

Proposition 1.2.6 Pour tout réel x > 0, il existe n € N* tel que 0 < % < x.

Partie entiére d’un réel
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I Définition 1.2.8 Pour tout x € R, il existe n € Z unique tel que n < x < n+ 1; n est appelé la

partie entiere de x et noté E(x), ou Ent(x) ou [x].

Proposition 1.2.7 Pourtoutx € Rona:

E(x) € Z,
E(x)<x<E(x)+1
ou encore

{ E(x)€Z,

x—1<E(x)<x.

Valeur absolue d’un nombre réel
Définition 1.2.9 L’application définie par :

’| : R*)RJr
xsixe Ry

o ]x]—sup(x,—x)—{ —xsixeR_

est appelée valeur absolue.

Elle possede les propriétés suivantes :
pour tous x et 'y des nombres réels, on a :

I- x| =0 x=0,

2- [x+yl < Il + Iyl

3- eyl = |xl- 1yl

S5-I <ye —y<x<y,

6- Si x # 0 alors !%‘ = ﬁ

Densité de Q dans R

tel que x < g < y. On dit que Q est dense dans R.

Théoreme 1.2.8 Etant donné des réels x et y vérifiant x < y, il existe un nombre rationnel g € Q

Quelques notions de topologie sur R

Adhérence d’une partie de R
Définition 1.2.10 Soit A une partie non vide de R.

Un réel x est dit adhérent a A si tout intervalle ouvert I, contenant x rencontre A. On dit que x

appartient 2 I’adhérence de A et on écrit x € A.

L’adhérence A de A est 1’ensemble des points adhérents 2 A. Autrement dit :

x € A & VI, intervalle ouvert contenant x,I,NA # 0.

p) D-ACA.
2)-xcAeVe>0,lx—g,x+e[NAFO.

= Exemple 1.1 1)-A=]0,1[,A =0,1].

2)-A={2}U]3,6],A={2}U[3,6].3)- Q = R . On dit que Q est dense dans R.

Point d’accumulation- Point isolé

I Définition 1.2.11 x est un point d’accumulation de A si tout intervalle ouvert I, contenant x

rencontre A en un point au moins autre que x.

m Exemple 1.2 Tout nombre réel est un point d’accumulation de Q.
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Définition 1.2.12 Un élément x de A qui n’est pas un point d’accumulation est dit un point isolé.
Autremant dit, un élément x de A est un point isolé s’il existe un intervalle ouvert I, contenant x
qui ne rencontre A qu’au point x.

Théoréeme 1.2.9 (Premiére formulation du théoréme de Bolzano-Weierstrass) Toute partie
infinie bornée de R admet au moins un point d’accumulation.

1.3 Exercices

I Exercice 1.1 Montrer que les nombres a = 3 +2+/2, et b = (1+2\/§) sont algébriques. u
= Solution 1.1
a = 3+2V2a-3=2V2
& (a-3)7=8
& a*—6a+1=0.
On a aussi
1 5
b — (+T*/_)<:>2b:(1+\/§)
& 4’ =6+2V5
& 20 =3+5
& 2w -3=15
& (22-3)°=5
& 4 — 1207 +4=0
& b -3 +1=0
|
R) b= (”2\@) est appelé nombre d’or, il est aussi racine de 1’équation polynomiale suivante :
b*—b—1=0.

Exercice 1.2 Soient x1,xp,...x, €t y1,¥2,...y, des nombres réels tels que x; <y;;i=1,...n,n
un nombre entier strictement positif.
1) Montrer que

n n
Zx,- =x1+x2+x3+..+x, < Zyi.
i=1 i=1

2) Montrer que s’il existe j,0 < j <n, tel que x; < y; alors

n n
ZX,‘ < Zyl'.
i=1 i=1
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3) Montrer que six; > 0,i=1,...n, alors

n n
Hxl- = X1.X2.X3....Xp < Hy,'.
i=1 i=1

m Solution 1.2 1)- Raisonnons par récurrence.

Pour n =1 on a bien x; < y;.

Supposons maintenant que I’inégalité Zle x;i < Z{;l y; est vraie jusqu’a 1’ordre k et montrons
qu’elle est vraie a I’ordre k+ 1. k est un entier compris entre 1 et n.

D’apres I’hypothese de récurrence on a

k k
Z x; < Z Vi,
i=1 i=1
on ajoute aux deux membres de I’inégalité le terme x| on obtient
k+1 k k
Y xi= (Y x| +xmrs < Vi | +Xet1,
i=1 i=1 i=1
de plus comme
Xit1 < Vi1,
on déduit que

1 k k+1
< Xy | 4= Y v
i=1

i=1

k

4+

I
—_

i
2) D’apres 1) on a
Xt txi g +xp et <yt Yyt e,

d’ou
n
PIECE SRR S TS T Y S
i=1
comme maintenant x; < y;, on déduit que
n
it +yi1+xj+yir1t+..o+yn < Zy,',

i=1

par conséquent
n n
Z xXi < Z Vi.
i=1 i=1

3) Raisonnons par récurrence :
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i=1 i=1
est vraie a I’ordre k+ 1. k est un entier compris entre 1 et n.

D’apres ’hypothese de récurrence on a

k k
Hxi < Hyi7
i=1 i=1

on multiplie les deux membres de I’inégalité par le terme x4 > 0, on obtient

ket k k
[1x= <Hxi) K1 < (H)’i) X1,
i=1

i=1 i=1

de plus comme
Xk+1 S Yi+1,

cela implique

k k
<Hyi> X1 < (H)’i) Yi+1
i=1 i=1

on déduit que

i=1

k-+1 k k+1
[[x< <Hyi> yer1 = [ i
i i=1

Exercice 1.3 Soient a et b deux nombres réels tels que pour tout nombre réel x vérifiant x > b,
on ait a < x. Montrer que a < b.

m Solution 1.3 Raisonnons par I’absurde, supposons que a > b, puisque R est un corps totale-
ment ordonné.

Comme Q est dense dans R, il existe un élément x € Q tel que b < x < a. Cet élément x vérifie
I’inégalité x > b mais ne vérifie pas I’inégalité a < x.

On obtient ainsi une contradiction avec I’hypothese. =

Exercice 1.4 Soit x € R, montrer que si x < € pour tout € > 0, alors x = 0. u

= Solution 1.4 1¢°méthode : Utillisons la contraposée, étant donné x > 0, cela revient a prouver
que :

(xeRL,x#0)=TJe >0, x> €.

Soit x # 0, donc x > 0, prenons € = 5 > 0, on a bien x > 3.

Pour n =1 on a bien x; < y;.
k k
Supposons maintenant que I’'inégalité [] x; < [] y; est vraie jusqu’a I’ordre k et montrons qu’elle
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2¢Meméthode : Considérons 1’ensemble R?.. Alors pour tout € > 0 on a par hypothése x < €.
D’ou x est un minorant de R , mais I’ensemble des minorants de R’} est ’ensemble R_. On
en déduit que x est un élément de R_, et comme par hypothese x est un élément de R, , alors
x=0. "

Exercice 1.5 Soient A et B deux parties non vides de R telles que AC B. Montrer que :

a) Si B est majoré alors supA existe et supA < supB.

b) Si B est minoré alors infA existe et infA > inf B.

c¢) Donner des exemples ou dans a) (respectivement dans b) ) on aura 1’égalité, I’'inégalité stricte.

m Solution 1.5 a) B étant une partie de R non vide et majorée, elle admet une borne supérieure,
sup (B) .Or AC B donc tout majorant de B (en particulier sup B) est un majorant de A.

A est une partie non vide et majorée de R, donc sup (A) existe.

Comme sup (B) est un majorant de A et sup (A) est le plus petit des majorants de A, on obtient

sup(A) < sup(B).

b) Raisonnons de la méme manieére :

B étant une partie de R non vide et minorée, elle admet une borne inférieure, inf (B) .Or AC B
donc tout minorant de B (en particulier inf (B)) est un minorant de A.

A est une partie non vide et minorée de R, donc inf (A) existe.

Comme inf (B) est un minorant de A et inf (A) est le plus grand des minorants de A, on obtient

inf(A) > inf(B).
c)SiA =[—12,4] et B=]—c0,4], 0onasup(A) =sup(B) =4.
SiA=[-2,4] et B=]—o0,6],0na4=sup(A) <sup(B)=6.

SiA=[-2,4] et B=[—-2,4[,0onainf(A) =inf(B) = —2.
SiA=[-2,4] et B=[-3,4o[,0ona—2=inf(A) > inf(B) = —3.

Exercice 1.6 Soit A C R la partie réelle non vide définie par :
A:{xe@, l<x< \fs}.
1) A est-il un intervalle ? Justifier votre réponse.

2) En utilisant la caractérisation de la borne supérieure, montrer que sup (A) = V5.
3) Soit

3
B= {xeA, x—E(x) > 5},

ou E(x) es la partie entiere du nombre réel x.
a) Vérifier que B est non vide.
b) Déterminer inf (B). n
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= Solution 1.6 Par définition A est I’ensemble de tous les rationnels qui sont entre 1 et v/5.
1) Remarquons que

3 3
1 €A, EEA’ et 1<\f2<§, mais V2 ¢ A.

Donc I’ensemble A n’est pas un intervalle.

2) Montrons que sup (A) = /5.

Par définition ona A C [1 , \ﬁ} , il résulte que A est majoré et donc sup (A) existe.
De plus on a

Vx€eA, x< V5.

D’autre part soit £ > 0 suffisament petit de sorte que /5 — & > 1. Comme Q est dense dans R (
c-a-d il existe toujours un rationnel entre deux nombres réels quelconques), on en déduit que

dxp € Q, \6—8<X0<\6

ce qui signifie que xo € A. Donc il vient que

VxGA,xS\B
et
Ve >0, dxg € Q, \/5—8 <XO<\/§.

Ainsi sup (A) = V/5.
3) Montrons que B est non vide.
a) Remarquons que

18
1,8=—€B
’8 106 9

car

1,8cA, 1,8—E(1,8)=0,8> = =0,6,

| W

donc B est non vide.
b) Comme B C A C [1, \@} , on en déduit que B est minoré. Donc inf (B) existe.

Soitx € B,on a
XEBCAC {1,\5} = E(x) €{1, 2}.
Ainsi

xX€EB=x—E(x)>
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Donc % est un minorant de B. D’autre part, comme % cAet % I (%) =0,6= %, on en déduit
que % € B. Par conséquent

inf(B) = min (B) = 2

Exercice 1.7 Soient A et B deux parties de R, non vides et bornées.

a) Monter A U B est une partie bornée de R et

i) sup(AUB) = max {sup(A),sup(B)}.

ii) inf (AUB) = min{inf(A) ,inf(B)}.

b) Monter A N B est une partie bornée de R et que si AN B est non vide alors

i) sup(ANB) < min{sup(A),sup(B)}.

ii) inf (ANB) > max {inf (A) ,inf (B)} .

iii) Donner un exemple ou dans (b) les inégalités sont strictes. m

n Solution 1.7 a) Commme A et B sont deux parties de R, non vides et bornées, alors sup (A) ,inf (A) ,sup (B)
et inf (B) existent.
Soit x € AU B, on a par définition de I’union

xX€Aoux€B.

Supposons que x € A, puisque A est bornée, il existe des réels a et b tels que a < x < b. De méme
si on suppose que x € B, et comme B est bornée, il existe des réels @’ et b’ tels que @’ < x < b/,
ce qui implique que min (a,a’) < x < max (b,b’). C’est a dire A U B est bornée.

Ainsi A U B est une partie non vide ( car A et B sont deux parties de R non vides), majorée et
minorée, donc sup (A UB) et inf (A U B) existent.

i) Montrons maintenant que sup (AUB) = max {sup (A),sup(B)}.

Comme A C AUB et B C AUB on déduit que

{ sup(A) <sup(AUB),
sup(B) <sup(AUB),

ce qui implique que
max {sup (A),sup (B)} <sup(AUB).
Maintenant, soit x € AURB, on a alors

x<sup(A), six€A
x<sup(B), six€B

ce qui entraine que
x < max {sup(A),sup(B)},

c’est a dire max {sup (A),sup(B)} est un majorant de A U B et puisque sup (A UB) est le plus
petit des majorants de AU B, donc on obtient

sup (AUB) < max{sup(A),sup(B)}.
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On conclut finalement que

sup (AUB) = max {sup (A) ,sup (B)}.

ii) Pour montrer que inf (A UB) = min{inf (A),inf(B)}, on raisonne de la méme maniére que
dans (i).

b) Supposons que A N B est non vide. Comme AN B C A, par exemple, et A est borné on déduit
de I’exercice 1.5 que AN B est borné et donc sup (AN B) et inf (A N B) existent.

Sachantque ANB C Aet ANB C A, et en utilisant les résultats de I’exercice 1.5 on obtient

sup(ANB) < min{sup(A),sup(B)},
et
inf (AN B) > max {inf(A) ,inf (B) }

iii) Soient A = [0,7],B={-1,1,2,3,8},0na
ANB={1,2,3},
et

3 = sup(ANB) <min{sup(A),sup(B)} =7
1 = inf(ANB) > max{inf(A),inf(B)} = 0.

Exercice 1.8 Montrer :
a)V(x,y) eR%, x<y= E(x) <E(y).
b)Vx e R\Z, E(—x) = —E(x) — 1

)

dVxeR, Vo€ Z,E(x+a)=E(x)+a. ]

= Solution 1.8 a) Par définition, on a
Ex)<x<y<E(y)+1,

puisque E(x) et E(y) sont des entiers relatifs on en déduit que
E() <E().

car E(y) est le plus petit entier inférieur a y.
b) Soitx € R\Z, on a

E(x) < x<E(Xx)+1=-E(x)—1<—-x<—E(x)
= E(—x)=-E(x)—1.

¢) Pour tout (x,y) € R?, on a

{ E(x) <x<E(x)+1
E(y) Sy<E(y)+1~’
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en additionnant membre a membre on obtient
E(y)+E(x) <x+y<E(y)+E(x)+2,

ce qui implique que
E(y)+E(x)<E(x+y)<E(y)+Ex)+1,

par conséquent
E(x+y)—E(x)—E(y) €{0,1}.

d)VxeR,Va € Z,on a
Ex)+o<x+oa<E(x)+a+l,

or (E(x)+ ) € Z, donc

E(x+oa)=E(x) +a.

Exercice 1.9 Calculer E(v/n?+n+ 1) pour tout n € N.

m Solution 1.9 Soit n € N, on distingue deux cas :
1-Sin=0,0na

E(Vm2+n+1)=E(02+0+1)=E(1) =1.
2-SineN* ona

P <n’4+n+l<n®+2n+1,
autrement dit

P <n’+n+1<(n+1)?,
donc

n<yvVntt+n+l<n+l,

on obtient

E(V/n%*+n+1)=npournec N

Exercice 1.10 Soient x € R et n € N*.
a) Comparer entre E(@) et E (=),
b) En déduire la valeur de E (M)

n
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m Solution 1.10 a) Par définition on a

E( )g%<E(§)+1=>nE(%)§x<n(E(£)+1>,

S| =

puisque nE(%) et n (E(%) 4 1) sont deux entiers relatifs, alors
nE(D) <E(x) <n (E(f) + 1) ,
n n

divisons les membres de la double inégalité par n, on obtient

<E(f)—i—17 pourx € Ret n e N*.
n

E(:) et E(3)+ 1 étant deux entiers relatifs consécutifs, on déduit que

@) ZE()—C), pour x € R et n € N*.
n n

E(

b) En remplagant x par nx dans I’égalité précédente on obtient

) =E(x), pour x €R et n € N*.

Exercice 1.11 Soient x et y deux nombres réels, montrer que :
a) ||x| = [y|| < [x+yl.
b) [l — [y[| < Jx—yl. .
m Solution 1.11 a) Il s’agit de montrer que
=yl < Il =yl < e+,
en effet :
x| =[x +y—yl,
et d’apres la propriété “inégalité triangulaire”, on a
ety =yl < x+y[+ =yl = x+y+ Iyl
d’ou
el = Iy] < e+l
D’autre part

vl =ly+x—x| < |[x+y[+]x],
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ce qui implique

x| = [y > = x+yl,
on obtient donc

[l = Iy[] < e+l

b) On raisonne de la méme facon que dans (a). =

p) Les inégalités précédentes peuvent €tre générélisées a n nombres réels xi, ...x,. On obtient :
e+ + ot x| < x| el |l

1] =2+ x| < e +x+.4xl

[lxi| =2+ +x]] < |xi—xm—..—x.

On démontre ces inégalités en raisonnant par récurrence.
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2.1.1

2. Suites numériques

Généralités

Définitions, notations

K désigne I’un des corps C ou R.
Définition 2.1.1 On appelle suite numérique une application de N dans K.

U : N=K
n +— U(n)=U,.

On la note souvent (Uy),,cry, 0U (Un),s,,, 0 no € N est fixé; ou simplement (U,),.
U, € K est appelé le n®” terme de la suite numérique (Un) pen -
= Exemple 2.1 (Un)neN* dont le terme général est U,, = %, onaalors:U;=1; U, = %

| |

Proposition 2.1.1 L’ensemble des suites d’éléments de K, noté par .% (N, K), muni de I’addi-
tion : (Up), + (Vu), = (U, +Vp),, et de la multiplication : (Uy),,. (Vi),, = (Un.Vi),, est un anneau
commutatif unitaire.

Proposition 2.1.2 Deux suites (U,),, et (V,),, sont égales si et seulement si U, = V,,, pour tout
neN.

R) D-lenemble des valeurs d’une suite est un ensemble dénombrable.
2)- Deux suites peuvent avoir le méme ensemble de valeurs sans qu’elles soient égales. Par

exemple : la suite ((—1)"), oy est la suite qui alterne +1, —1, +1, —1,.. . et ((—1)"“)

est la suite qui alterne —1, +1, —1, +1,. . ..

neN

Dans tout ce qui suit le corps K désignera R.
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2.2 Quelques caracteéres des suites

2.2.1 Suites monotones
Définition 2.2.1 (Suite croissante) Une suite (U, ), est croissante si pour tous m,n € N tels que

m < n,ona: U, <U,. Celarevient a dire que pour tout entier natureln € N : U, < Up,.
(Uy),, est strictement croissante si pour tous m,n € N tels que m < n, on a : Uy, < U,. Cela
revient a dire que pour tout entier naturel n € N : U, < Uy 1.

Définition 2.2.2 (Suite décroissante) Une suite (U, ), est décroissante si pour tous m,n € N tels
que m < n,ona: U, > U,. Celarevient a dire que pour tout entier naturel n € N : U, > Up4.
(Uy),, est strictement décroissante si pour tous m,n € N tels que m < n, on a : U,, > U,. Cela
revient a dire que pour tout entier naturel n € N : U, > U4 .

Définition 2.2.3 (Suite monotone) Une suite (U, ), est monotone si elle est croissante ou
décroissante.

Définition 2.2.4 (Suite constante) Une suite (U, ), est constante ou constante si pour tout n € N
onalU, =U,.

Définition 2.2.5 (Suite stationnaire) Une suite (U, ), est stationnaire si elle est constante a
partir d’un certain rang. C’est-a-dire

INeEN: VneN :n>N = upr1 =uy,

p) D-Si(U,), et (V,), sont croissantes ( respectivement décroissantes) alors (U, +V,,), est
croissante (respectivement décroissante).
2)- Si (Up),, et (V), sont croissantes ( respectivement décroissantes) a termes dans R, alors
(Un.Vi),, est croissante (respectivement décroissante).
3) Pour montrer qu’une suite réelle (U,),, est croissante ( respectivement décroissante), essayer
de montrer que :
- pour tout n € N, U, < U,y ( respectivement U, > U, 1) par un calcul direct ou par un
raisonnement par récurrence.
- pour tout n € N, U, 11 — U, > 0 ( respectivement U, | — U, < 0) si la différence est assez

simple.

- pour tout n € N, U;j‘—:‘ > I(respectivement UZ—:‘ < 1) si tous les termes sont strictement
- . U, .

positifs et si le rapport U:‘ est assez simple.

- On peut quelque fois considérer la fonction f : x — f(x) d’une variable réelle telle que, pour
tout n € N, U, = f(n), et étudier les variations de la fonction f en envisageant une dérivée.

2.2.2 Suites bornées
I Définition 2.2.6 (Suite majorée) Une suite (U, ), est majorée s’il existe M € R tel que pour

toutn € Nona U, <M.

= Exemple 2.2 (U,),, .- dont le terme général est U, = %, est majorée) car pour tout n € Non a
U, <1.

I Définition 2.2.7 (Suite minorée) Une suite (U,), est minorée s’il existe m € R tel que pour
toutn € NonaU, > m.

= Exemple 2.3 (U,), . dont le terme général est U, = n?, est minorée par 0 car pour tout n € N
onaU, >0..
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Définition 2.2.8 (Suite bornée) Une suite (U,),, est bornée si elle est a la fois majorée et mino-
rée autrement dit : s’il existe deux réels M et m tels que pour toutn € Nonam < U, < M.

On montre également qu’une suite (U, ), est bornée s’il existe M € R tel que pour tout n € N
onal|U,| <M.

On note par B (N,R) I’ensemble des suites bornées d’éléments de R.

= Exemple 2.4 (U,) neny+ dont le terme général est U, = n% est minorée par 0 et majorée par 1 car
pourtoutn € NonaO < U, < 1.
]

2.3 Nature d’une suite

2.3.1 Suite convergente, suite divergente
Définition 2.3.1 Une suite (U,),, d’éléments de R est convergente s’il existe un réel / vérifiant

Ve >0,3IN; e N, (Ne =N(¢)) telque VneN, (n >Nz = |U,— 1| < ¢€).
On dit que la suite (U, ), tend vers [, ou converge vers [ et on écrit

U,—1lou lim U,=1,(lest finie).
n— oo n——4o0

On dit qu’une suite (U,),, diverge si et seulement si elle ne converge pas, autrement dit :
VieR,3e >0,YNeN, telquedneN, (n>Net |U,—1| > ¢€).

= Exemple 2.5 (U,) zcny+ dont le terme général est U, = niz est convergente vers 0. .
(Un) ey dont le terme général est U, = n?, est divergente vers I’infini. "

p) D-(Uy), converge vers [ si et seulement si la suite (U, — 1), converge vers 0.
2)- Si deux suites coincident a partir d’un certain rang, alors elles sont de méme nature,
c’est-a-dire que la convergence de 1’une entraine la convergence de 1’autre. Autrement dit on
ne change pas la nature d’une suite (convergente, divergente) si on modifie ses termes jusqu’a
un indice fixé.

Proposition 2.3.1 La limite d’une suite, si elle existe, est unique.

Théorémes fondamentaux

Théoreme 2.3.2 (Critere de convergence des suites monotones) Soient (U,),une suite réelle
et X = {U, € R, n € N} (Uy), ensemble des valeurs prises par (U,),,.

i)- Si (Uy),, est croissante et majorée alors (U, ), converge vers M = supX.

ii)- Si (Up),, est décroissante et minorée alors (U, ), converge vers m = infX.

Théoreme 2.3.3 (Critere de comparaison) Soient (U,),, (V,), deux suites numériques et

(I,I') e R%. Si U, —> I et V,, — I et s’il existe ng € N tel que pour tout n > ng on ait U, < V,,
n——+oo n—+-oo

ou (U, < Vy);alors I <1’

Théoreme 2.3.4 (Théoreme d’encadrement) Soient (U,),., (V,), et (W,), trois suites réelles
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telles que

g eNVReN,(n>ny=U, <V, <W,) ou (U, <V, <W,)
(Uy,), et (Wy), convergent vers la méme limite /.

Alors (V,,), converge aussi vers /.

2.3.2 Propriétés algébriques des suites convergentes

Proposition 2.3.5 Soient A € R, (Uy), et (V;,), deux suites numériques, (/,/') € R>.Ona:
D-U, — = |U,| — ]
n——4-o0 n—r—+oo
2)-U,—0< |U)| —0
n— o0 n——oo
U, —1
_ n—y—4oo /
3) Vol :Un—l—V,;H::l—H
n——+oo
H-U, — 1= AU, — Al
n——+oo n—r+too
U,—20
5)- n——+oo
(Va),, bornée

U, —1

_ n—y+oo . ll/
6) Vn T} l/ ~ Un VZ—)-&-OO
n——+oo

U, —1 est défini a partir d’un certain rang et
T 41

Uy, —1 Us est défini a partir d’un certain rang et
8)— n——+oo = U, — 117

vV, —1 A
n—+oo n—y—+oo

=U,V,—0
n—r+oo

S

n—r+oo

2.3.3 Cas de limites infinies
Définition 2.3.2 Soit (U,),, une suite réelle.
1)- On dit que (U,), tend vers 4o (ou admet +eo pour limite) si et eulement si :

VA>0,INeN, telqueVneN, (n>N=U, > A).
On note

U, — +ocoou lim U, = +oo.
n—+oo n—roeo

2)- On dit que (U,), tend vers —eo (ou admet —oo pour limite) si et eulement si :
VB<0,INeN, telqueVn e N, (n>N=U, <B).
On note

U, — —coou lim U, = —oo,
n—-oo oo

n—+oo n——oo
2)- Toute suite réelle de limite +oo ou —oo est divergente.

Proposition 2.3.6 1)- | U, — —o0 )est équivalent a (—U,, — +oo> .
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Proposition 2.3.7 1)- Toute suite réelle convergente est bornée.
2)- Toute suite réelle tendant vers +oo est minorée.
3)- Toute suite réelle tendant vers —co est majorée.

p) D-Ilexiste des suites bornées mais non convergentes, par exemple ((—1)"), -
2)- Si une suite réelle tend vers +-oo, alors elle n’est pas majorée, mais la réciproque est fausse
comme le montre I’'exemple ((—1)"n), o -
3)- Toute suite réelle non bornée est divergente.

Propriétés algébriques des suites de limites infinies
Proposition 2.3.8 Soient (U,),, et (V,), deux suites numériques.

U,y — oo
1)- n—r+-oo = U, +V, — oo
(Vu),, minorée n—s-o0
U, — +oo
2)- nrte = U,+ V, — +oo.
) Vo — oo nt nn—H-oo *
n—+-oo
U, — oo
_ n——-o0 o
n—r+-oo
U, —> 4o et
4)- n—roco = U,.V, — Hoo.
ICeR,INeN,(n>N=V,>C) n—s-oo
U, — +oo
5)- noe = U,.V, — +oo.
) Vi — Fo0 ! nn~>+°° *
n—r+oo
Uy — +oo
_ n—y—+oo o,
-y rer (TUnVa 2
n—r—-o0
7)- Uy — +o0 =5 —— 0.
n—+-o0 "nﬁjLw
U,—20 et
8)- n—-oo = — oo,
ANeN,VneN,(n>N=U, >0) s oo

Exemples de suites élémentaires

Suites arithmétiques
Définition 2.3.3 Une suite réelle (U, ), est dite arithmétique si et seulement s’il existe r € R tel

que
VneN, Uy =U,+r

L’élément r (qui est alors unique) est appelé la raison de la suite arithmétique (U,)
On a alors

n*

Vn e N,U, = Uy +nr.

Proposition 2.3.9 I’étude de limite pour une suite arithmétique est immédiate.
- Sir<0,alors U, = Uy + nr — —oo,
n—r—+oo
-Sir=0, alors U, = Uy + nr — Uj.
n——+oo
Sir >0, alors U, = Uy + nr —» +oo.
n—+-oo0
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Suites géométriques
Définition 2.3.4 Une suite réelle (U,), est dite géométrique si et seulement s’il existe ¢ € R tel
que

vneN, Uy = qU,.

L’élément ¢ (qui est alors unique sauf si Vn € N U, = 0) est appelé la raison de la suite
géométrique (Uy), . On a alors

Vn e N,U, = Uyq".
Proposition 2.3.10 Soit ¢ € R, la suite géométrique (g"), converge si et seulement si :

lgl <1oug=1.

De plus :
1) |l <1=4¢"—0.

n— o0
2) g€l 4oo[= ¢" — +oo.

n—y—+oo

Suites adjacentes
Définition 2.3.5 Deux suites réelles (U,), et (V,),, sont dites adjacentes si et seulement si

(Uy),, est croissante
(Vi),, est décroissante
u,-v,—0

n— oo

U, <V,,VneN

Proposition 2.3.11 Si deux suites réelles (U,), et (V,), sont adjacentes alors elles sont conver-
gentes et ont la méme limite ; de plus en notant / cette limite commune on a :

\V/VLGN, UnSUnJrl SZSVnJrl SVn

Suite de Cauchy
Définition 2.3.6 Une suite réelle (U, ), est dite de Cauchy si et seulement si

Ve > 0,3N; € N, (Ne = N(¢)) tel que V(p,q) € N*, (p>¢q >N, = U, —Uy| <¢).

Proposition 2.3.12 Toute suite de Cauchy est bornée.

Théoreme 2.3.13 (Critere de Cauchy) Une suite réelle (U,), est convergente si et seulement
si elle est de Cauchy.
On dit que R est complet.

L’intérét du critere de Cauchy est que, pour montrer qu’une suite réelle est convergente il
suffit de prouver qu’elle est de Cauchy. A priori, on n’a pas besoin de connaitre la limite de
cette suite.

Suites récurrentes
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Définition 2.3.7 Soient I un intervalle fermé de R, f : I — I une application, on peut définir
une suite (U, ), en se donnant le premier terme Uy et la relation récurrente U, = f(U,) pour
toutn € N.

p) On se limite dans cette étude au cas ou f est croissante sur /.

Sens de variation de la suite récurrente (U,),, .
Comme Vn € N, U, — U, = f(Uy) — f(U,—1), on voit que U, — U, est de méme signe que
U, —Up.
Ainsi (U,),, est monotone, et son sens de variation dépend de la position relative de U, et Uy, c-a-d :
- si U > Uy alors (U,), est croissante.
- si Uy < Uy alors (Uy),, est décroissante.

Nature de la suite récurrente (U,),, .
Pour déterminer la nature de la suite (U,), il suffit de voir dans chaque exemple si (U,), est
minorée, majorée et donc utiliser le critere de convergence des suites monotones.

Si de plus f est continue sur / et si U, — [ € R, alors / € I (puisque , par hypothese, I est un
n—r+oo

intervalle fermé de R) et comme f est continue sur /, en passant a la limite quand n — +oo dans la
relation Uy, = f(U,), on déduit que f(I) = 1.

2.3.5 Résultats généraux

Théoreme 2.3.14 Tout nombre réel est la limite d’une suite de nombres rationnels. Autrement
dit :

VxeR, 3(qn),, 9.€Q, VneN telque g, — x.

n—y—+oo

Définition 2.3.8 (Valeur d’adhérence d’une suite) Soit (U,), une suite réelle. On dit qu’un
point a € R est une valeur d’adhérence de la suite (U,),, si, pour tout nombre réel € > 0, il existe
une infinité de valeurs de n telles que |U, —a| < €.

= Exemple 2.6 Lasuite ((—1)"), o, admet deux valeurs d’adhérence : —1 et 1. .

Proposition 2.3.15 La limite d’une suite convergente est sa seule valeur d’adhérence.

Définition 2.3.9 ( Sous-suite, suite extraite ou suite partielle) Etant données une suite (U,),
s:N—N
k— s(k)
La suite (V;), définie par Vi = Uy pour tout k € N est appelée sous-suite ou suite extraite de la
suite (U,)

et une application strictement croissante

n-

= Exemple 2.7 La suite (Uy),, (repectivement (Upi4 1)) est une sous-suite de (Uy),,. .

n

Proposition 2.3.16 Si une suite (U,), converge vers [, alors toute suite extraite de (U,), converge
aussi vers /.

Proposition 2.3.17 Soit (U, ), une suite réelle et / € R, pour que (U,), converge vers [ il faut et il
suffit que les sous-suites (Uay), et (Uaxt1), convergent toutes les deux vers /.

Proposition 2.3.18 a € R est une valeur d’adhérence de la suite (U,),, si et seulement s’il existe

une sous-suite (Us(k))k de (Uy),, telle que lim Uy = a.
k—r+o0
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Théoreme 2.3.19 (Deuxiéme formulation du théoréme de Bolzano-Weierstrass) De toute
suite bornée d’éléments de R, on peut extraire une sous-suite convergente.

I Corollaire 2.3.20 Si une suite réelle est bornée alors elle admet au moins une valeur d’adhé-
rence.

2.4 Exercices

Exercice 2.1 Etudier la convergence des suites suivantes :

1)- (f) ;a € RY fixé.
2)- (%), 3 @ € [1, 40, @ € N fixés.

3)- (%), a € Rfixé. .

m Solution 2.1 1)- Nous allons étudier, pour a € R’ fixé la convergence de la suite du terme

général v/a.
e supposons que a > 1.
Soit n € N*; appliquons la formule du bindme de Newton :

a = (\’/Zz)n:(l—i- a—l ZC" a—l

v

ch Va-1) =14n(va-1).

Ceci montre que :

VnEN*,OS(\’V&—l)Sailv

n

d’ou, en utilisant le théoréme d’encadrement : y/a — 1 — 0 et donc /a — 1.
n——oo n——4oo
e Supposons que 0 < a < 1.

~1
Alors é > 1, donc (d’apres ci-dessus) (/g — 1, ory/a= ({’/g) , donc /a — 1.
n—+-oo
n—r—+oo
e Le cas a =1 est évident.

Finalement pour tout a € R, fixé, y/a — 1.
n—y—+oo
2)- Etudions, pour a € [1,+oo[, & € N fixés, la convergence de la suite (%)

On a

neN* -’

n¢% n n

Puisque as > 1, il existe h € R, tel que as =1+h.
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En utilisant la formule du bindme de Newton, on a pour tout n € N—{0,1} :

1\" 4 nn—1) nn—1)
a) =(14+h)"=Y CH* > 1+nh n? > 2.
(@) =1+ L Gt 2 b =551 2 =5

I\
(#)" _ac

> W

n 2 ’

et donc d’apres le critere de comparaison
1 n
@
S — oo,
n

n—r—-o0

D’ou le résultat
an
pour a € [1,+oo[, & €N fixés — — +oo.
n

n——+oo

On dit que I’exponnentielle (") 1’emporte sur les puissances (n%).

n 3,01)" P
Par exemples, ,% — +o9, ( n’zoo) — too, 0.

n—r—-o0 n—r—+oo n—+-oo

3)- Etudions, pour a € R fixé la convergence de la suite du terme général ‘r’l—':
Notons par N = E (|a|) + 1;on a pour n € N tel que n > N :

_ (lallal lal\(_lal_
172N )\N+17"n

. (lal Jal_Jal la
< (lel el o) lel

an

n!

n!
n——+oo

d’ou le résultat :

al’l
pour a € R fixé, - 0.
n

n—r—oo

On dit que la factorielle (n!) I’emporte sur I’exponentielle (a") .

n
Par exemple, % — 0.
n——+oo

Exercice 2.2 Etudier la convergence et déterminer la limite si elle existe, pour les suites dont

les termes généraux sont les suivants :
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. n n 1 n
a) i b)) L YV kE(kx),xeR ¢ )Y ———  d) [](1+5%). .
IEREP S Evmm QL0+

m Solution 2.2 a)- OnaVr € N*,0 < ’%‘ <1
sinn

Comme % — 0, on déduit par le théoreme d’encadrement que |T‘ — 0 et par suite :
n—s+oo n——o0

sinn
— — 0.
n
n—+-o0

n
b)-OnaVye R, y—1<E(y) <y, douen notant U, = n% ZkE kx
k=1

1 & X &
?Z Z;;H

On sait que pour tout n € N* :

n n(n+1)2n+1)
Le-—"—¢

on obtient alors,

U, < in(n+l)(2n+1)‘
—n 6

D’ autre part

e il Z i
?Z :TZ —5 )k

On sait aussi que pour tout n € N* :

Z”:k: n(n—I—l)7
k=1 2

d’ou

nin+1)(2n+1) 1 n(n+1)
= w3 6 )
x (n+1)2n+1) 1 (n+1)
n? 6 22
ST %(n+1)22n+1) N )3_C - %(n;rl)
n—>+oo n—y—+oo

— 0, on conclut par le théoreme d’encadrement :

X
Un—>§.

n—r-oo
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¢)- On a pour tout n € N* :

Vke {1,..,n%}, V/n2 4+ 3k < \/n? 4 3n2 =2n,

d’ ol
1 > 1
VnZ+3k ~ 2n’

et en sommant de k = 1 & k = n? on obtient

n” n
gx/n2+3 2” 2

Comme 2 — +o0, on conclut que
2 )
n—y—+-o0

g’ n2+3 A

n——+oo

d)- En développant le produit , on a pour tout n € N* :

f(+8) = (1) (1+2) (42

1 2 n
= 1+ (=-4+=+.+=)+..
n n n

L k k1 In(+1) n+l
3 (EREDI-EE MR B

k=1 k=1
Comme ”—erl — 40, on obtient
n—+-oo
c k
[T(14+=) — oo
k=1 n

n——+oo

Exercice 2.3 Etudier le sens de variation et la convergence des suites suivantes :
n k

1y (=2)".

DU,=CL YU, =vari-vm IHU=) T

k=1

4YU,=In(n+1)—1In(n);

S U, =(1+1)"

m Solution 2.3 1)- Commengons par étudier le sens de variation de la suite <(_1)n) .
n
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Pour tout n € N*, on a

T Upe = 573 sin=2k
" U2k+1:ﬁ; sin=2k+1.

On remarque que la sous-suite (Uy), est décroissante, en effet, pour tout k € N* on a:

o 2
Vo) = U2 = 5775 ~ 5 = ki g2) =

d’un autre c6té, la sous-suite (U 1), est croissante, en effet, pour tout k € N* on a:

-1 -1 2
U —Ugt1 = - - 0
A+l T BT 00 03 T 2k +1 (2k+1) (2k+3) g

Ce qui implique que (U,), n’est pas monotone.
Passons maintenant a I’étude de la convergence.
Pour tout n € N*, on a

ey ot

SI'—‘
S |=

puisque lim —% = lim,ll =0, d’apres le théoreme d’encadrement, on obtient
n—4-oo n—r+-o0

="

n
n—+-oo

lim =0.

2)- 1l est clair que

1
Uy=vn+1 \/_ \/m—F\/i_l’

d’oti pour tout n € N*, (U,),, est décroissante et tend vers 0.
3)- Pour tout n € N*, on a

+
Un+1 -U, = Z 7
_ =2
-\ 7

-2 "“est négatif; sin =2k
positif; sin=2k+1.

)":

k=1

7k

or

Par conséquent, pour tout n € N*, (U,),, n’est pas monotone.
Pour la convergence remarquons que la suite U, est la somme des termes d’une suite géométrique
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de raison _72

limU, = —.
n%+°:l 9

4)- Pour tout n € N*, on a

U1 —U, = In(n+2)—2In(n+1)+In(n)

In n(n+2)
(n—H)2
caroE2

o n*+2n <0
N n2+2n+1 ’
n24+2n+1

Par conséquent, pour tout n € N*, (U,),, est décroissante.
Autre méthode :
Remarquons que

Uy = In(n+1)—In(n)

1
f(x)=1In (1 + —) , pour tout x € [1,+oo].
X
En dérivant, on trouve

bon —1
f(X)_xz(l-i-%) <07
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donc f est décroissante sur [1,+oo[, en particulier, pour tout n € N*, (U,), est décroissante.
Pour I’étude de la convergence on a

1
limU, = limIn (1 + —> =Inl1=0.
n—y—+oo n

n—y—+-o0

5)- D’apres la formule de Newton, on a, pour tout n € N*

A% —1)1 —1..ln—n+1) 1

n 21 p2 " n! n"

R PO DRI oY SRS Y U DY R
2! n n! n n n
1 1 1 1 2 n—1 1
24+ —(1——— et — [ 1- 1-— | 1=
+2!< n+1>+ +n!( n—i—l)( n—i—l) ( n—|—l)+(n+1)n+l

1 n+1
= (1 ar m) = Un+1-

Ainsi (U,), est croissante.
Pour I’étude de la covergence, on a

1\" 1
lim U, = Ilim (1 -+ —) = lim U, = lim exp (nln (1 + —>>
n—s+oo n n—-+too n—so0 n

In(1+1
= lim exp(M)ze,
n

n—r—+oo

car en faisant le changement de variable x = 1

n’
In(141 In(1
tim : 1) _ iy 0 +)
n—r+-oo0 x—0 X

=1. C

n
Exercice 2.4 Soit A un réel fixé. Considérons les suites (Uy,),cn et (Vi),cry définies pour tout
n € N par

U, =10"E(10"A) et V, =U,+ 10"

1) Montrer que les suites (Un),cy et (Vi) sont adjacentes.
2) Montrer que lirE U, =lim, , .V, =A. =
n——-oo

= Solution 2.4 1) Montrons que (Uy),c €t (Vi),cn sont adjacentes.
On remarque que U, <V, = U, + 107" pour tout n € N et on a

Upi1 —U, = 107FVE10MIA) — 107E(107A)
10~V [E(10"TT4) — 10E(10"1)] .

Posons o := E(10""'A) — 10E(10"1).
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D’autre part, d’apres la définition de la partie entiere d’'un nombre réel, on a

10" —1 < E(107712) < 10M714,

—10"A < —10E(10"A) < —10""12 4-10.
En additionnant membre a membre les deux doubles inégalités on obtient
-1 <a <10,
or & € Z cela implique
o <{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},
donc a > 0. Par conséquent,
Upp1 —U, =10"+Dg >0,

et la suite (U,),cy €st croissante.
Pour le sens de variation de le suite (V,,),. on a
Vir1 =Va = Uppi —Up+1070+D 107"
= 100" g+107) —q07"
= 107D (@ +1-10)
= 100" (@—9) <0,
car a € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} .

Donc la suite (V},),cy est décroissante.
De plus,

V,—U,=10" —0 et V,, > U, pour tout n € N.
n—y—+oo

Ainsi (Up),,c €t (Vi) ,en sont adjacentes.
2) On sait que deux suites adjacentes sont convergentes vers la méme limite, de plus on a pour
toutn € N

10" — 1 < E(10"4) < 104,
cela implique
A—10" < 10 "E(10"A) < A,
puisque lim, 1 107" = 0 donc lim,, 1 A — 107" = A, par conséquent

lim U, = lim 10"E(10"A) = lim V, = A.

n——+oo n——+oo n—+-o0
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Exercice 2.5 Soit la suite (U,), définie par

1
U, =cos—,
n

a) Montrer que la suite (Uy),, est une suite de Cauchy.
b) Conclure. n

Soit alors € > 0, on a

COS — — COS —
p q

Sin
2pq 2pq

‘UP_UA =

1‘_‘ psin? "4 p+q‘
= |—4Z81n

car si x > 0 (x petit) , sinx < x, ou bien pour tout x € R, |sinx| < |x|.
D’ou

2 2
— <€ si N>—.
N £
Ainsi Ve > 0,dN € N, (N est le premier entier strictement supérieur a %, cca-dN=F (%) +1),

tel que V(p,q) eN?,(p>Net g>N) = ‘Up — Uq‘ <e.
b) Comme la suite réelle (U, ), est de Cauchy, on conclut qu’elle est convergente. L

Exercice 2.6 Soit (U,), la suite définie par
n 1 *
U,=(-1)"+—, Vne N".
n

a) Montrer que (U, ), ne converge pas, que cette suite est bornée.
b) Peut-on extraire une sous-suite convergente ? u

m Solution 2.6 a) (U, ), étant une suite d’éléments de R, pour montrer qu’elle ne converge pas
il suffit de montrer qu’elle n’est pas de Cauchy.
Soite =1,alors VYN €N, 3(p,q) €EN>, p=2N+1>Netqg=2N+2> Net

1

U,-U,| = U -U =2— >1

c’est a dire que (U,), n’est pas de Cauchy.

m Solution 2.5 a) Il s’agit de prouver que :
Ve >0,3N € Ntelque V(p,q) N> (p>Net g>N) = |U,—U,| <.
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(Uy),, est bornée en effet
1

Un| <|(-1)"|+=-<1+1=2, VneN"
n

b) (U,), étant une suite bornée d’éléments de R, on peut extraire une sous-suite convergente et
ceci d’apres le théoreme de Bolzano-Weiestrass.

Considérons les sous-suites (V,,) = (Ua,) et (Wy,) = (Uzpt1) -

Ona

1 1
V,=1+—, Vi NetW,=14+-——, V N.
" +2n’ neetWn +2n+1’ ne

D’ou

lim V,=1et lim W, =—1.

n——+oo n—y—+-oo

Exercice 2.7 Soit (U,), la suite définie par

U = U =1
U1 = (Un+Un—1)a Vn>1.

a) Montrer que (U,),, vérifie la relation
(Un)z Uy 1Upp1 = (=1)", Vn>1.

b) Montrer que U,, > n, Vn € N. En déduire que lim,,_, ., U,, = +oo.
On considere la suite (V,), définie par

Un+1
Un

V, = ,VneN.

¢) Calculer lim,,—, oo (Vyy 1 — Vi) -
d) Vérifier que

1
V,,=1+V , Vvn>let1 <V, <2, VneN.

n—1

e) Montrer que la sous-suite (Va,) est croissante et que la sous-suite (V2,,+1) est décroissante.
f) Déduire de ce qui précede que les sous-suites (V2,) et (Va,1) sont convergentes.
g) Montrer que la suite (V,), converge et calculer sa limite. u

m Solution 2.7 a) Raisonnons par récurrence sur 7.
Sin =1, la relation donnée est vraie car

(U1)* = UgUs = —1.

Supposons maintenant que la relation donnée est vraie jusqu’a 1’ordre n et montrons qu’elle
restera vraie a I’ordre n+ 1.



42 Chapitre 2. Suites numériques

On a

Uni1)" —UnUnsz = (Uns1)® = Uy (Uns1 +Uy)

= Unt (UnJrl - Un) - (Un)2

= Un1Up-1— (Un)z = (_1);1 = (_1)n+1 >
d’apres I’hypothese de récurrence. Ainsi la relation (Un)2 —Up1Upp1 = (=1)", Vn>1.
b) Raisonnons par récurrence sur n pour montrer que U, > n, Vn € N.
Sin=0,Uy=1>0,sin=1,U;=1>1sin=2,Ub=U+Uy=1+1=22>2.
Supposons alors que Vn > 2, U, > n—1, U, > n et montrons que U, > n+ 1.
On a

U1 =U,+U,_1 >2n—1>n+1, Vn>2.
Ensuite,

lim U, > lim n= +oo.

n——+oo n—r+oo
Donc
lim U, = +-oo.
n—+-oco

c¢) Considérons maintenant la suite (V,,), définie par

Un+l
Un

V, = ,VneN.

Calculons alors lim,_s 4o (V, — V,—1) .
On a d’apres a)
Un+1 . Uy

Un Un—l
Un+1Un71 - (Un)2

UnUnfl

(_ 1)n+l

UnUn—l

Vi=Vu1 =

Donc

1 n+1
lim (V,—V,—;)= lim (=1)

n—+-oo n—+e U,U, |

=0,

car c’est le produit d’une suite bornée qui est ((— 1)”“) par une suite convergente vers zéro
n

qui est <—Unl}n71> .
d)On a

Un+l _ Up+Un-1 _ Un—1 1
Un Un Un Vn—l ’

V, =
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11 s’en suit

>1, Vne N*,

n—1

car V, > 0, Vn € N (puisque U, > 0, Vn € N). De plus V) = 1, donc
V,.>1,VneN.

Par suite

1
<1, Vne N~
Vn—l -

et donc

1
1
+V

n—1

<2, VneN".

DouV, <2,Vne N, puisque Vy =1 < 2.
e) Montrons que la sous-suite (V3,) est croissante.
On a d’apres a) et b)

Uony1 Uz
Ui U
(Uzn +Uzn—1) Uzpn—2 — (Uan—1 + Uzpn—2) Uzn—1
UonUzp—2
UsiUsn—2 — (Usn—1)* _ UnaUzp—z — (Usn—1)?
UonUzp—2 B UonUzn—2
(1!

- =L >,
UrnUzp—2

Voo =Vopo =

De la méme maniére on montre que la sous-suite (V1) est décroissante.

f) 1a sous-suite (V7,) est croissante et majorée (par 2) donc elle est convergente. La sous-suite
(Van+1) est décroissante et minorée (par 1) donc elle est convergente.

g) D’apres ¢) on a lim,,, o (V, — V;,—1) = 0, donc

lim V2n = lim V2n+1,
n——+oo n—r+oo

car si n est pair alors n — 1 est impair et inversement. Ainsi les sous-suites (V2,) et (Va,11)
convergent vers la méme limite, donc (V) converge aussi.
Soit

[= lim V,.

n—r—+oo

Comme

1 .
V,,:1+V—, Vn € N¥,

n—1
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alors

[=14-
+l

c’est-a-dire

P—1-1=0,
d’ou
1 5 1—+/5
L= +2\/_>Oet I = 2\/_<0.

OrV, >0, Vn €N, alors

lim V, >0,
n—s-+o0
donc
1 5
lim V, = +\/_.

n—r+oo 2



3. Fonctions numériques d’une variable réelle : Limites - Continuité

3.1 Généralités sur les fonctions numériques

Définition 3.1.1 Soit E un sous ensemble de R.
1- On appelle fonction numérique réelle, sur un ensemble E, toute application f de E dans R.

f : E—=R
P

L’ensemble de toutes les fonctions définies de E dans R est noté par .# (E,R).
2-T'(f) ={(x,f(x)); x € E} est appelé graphe de la fonction f.
3- Deux fonctions f et g définies de E dans R sont égales si f(x) = g(x) pour tout x € E.

Définition 3.1.2 (Fonction paire- Fonction impaire) Soit E une partie de R symétrique par
rapport a 0, c’est-a-dire Vx € E, —x € E.

Soit f € # (E,R).

On dit que f est paire si et seulement si Vx € E, f(—x) = f(x).

On dit que f est impaire si et seulement si Vx € E, f(—x) = —f(x).

Soit T € R}, on dit que f est T-périodique si et seulement si
VxeE, x+TeEet f(x+T)= f(x).
On dit alors que T est une période de f.

Définition 3.1.4 (Image directe et image réciproque d’un ensemble) Soit f € .% (E,R) et
soient A C E et BC R. Alors
- f(A) = {f(x) € R; x € A} c’est I'image directe de I’ensemble A par f.

| Définition 3.1.3 (Fonction périodique) Soit f € .% (E,R).
| - fY(B) = {x € E; f(x) € B} c’est I'image réciproque de I’ensemble B par f.
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A - Continnité
Ona:

VACE,AcC f'(f(A)),
et
B> f(f'(B)), VBCR.

Définition 3.1.5 Soient f: E — Retg: F — R. Si f(E)NF # 0 on pourra définir une nouvelle
fonction, la composée de f et g notée go f :

x> g(f(x)) définie sur A C E tel que f(A) C F.

3.1.1 Opérations algébriques sur les fonctions :

Soient f : E — R et g: E — R deux fonctions définies sur une méme partie £ de R. On peut
alors définir les fonctions suivantes :
e la somme de f et g est la fonction f+ g : E — R définie par

(f+g)(x) = f(x)+g(x), pourtout x € E;

e le produit de f et g est la fonction f.g : E — R définie par

(fg)(x) = f(x).g(x), pourtout x € E;

e la multiplication de f par un scalaire A € R. est la fonction A.f : E — R définie par

(A.f)(x) = A.f(x), pourtout x €E.

3.1.2  Relation d’ordre dans .# (E,R) :
Définition 3.1.6 la relation < définie par :

Vf,e€ FZ(E,R), (f<geVxecE, f(x) <gx)),

est une relation d’ordre.

Proposition 3.1.1 1- La relation d’ordre < sur .% (E,R) est partielle.
2- La relation d’ordre < est compatible avec +.

Vf,g,he Z(E\R),(f<g= f+h<g+h).
3-Ona
Vf.g.he Z(ER),((f<geth>0)= f.h<gh).

Définition 3.1.7 (Fonctions majorées, minorées, bornées ) Soit f : E — R une fonction. On
dit que :
o festmajoréesur E si IM € R : f(x) <M. e festminoréesur Esidm e R : f(x) > m.

e f est bornée sur E si f est a la fois majorée et minorée sur E, c’est-a-dire si

IMeRT, Vx€E, |f(x)| <M.
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m Exemple 3.1 1)- Les suites réelles sont des fonctions réelles d’une varaiable réelle ; (dans ce cas

la variable est entiere, n € N).

2)- x — f(x) = x est notée I : I’application identité sur R.

3)- x — f(x) = a : la fonction constante.

4)- x — f(x) =0 : la fonction nulle.

5)- x — f(x) = x+a : 1a fonction translation.

6)- x — f(x) = ax : la fonction homothétie.

7)- x — f(x) = ax+b : 1a fonction affine.

8)-x— f(x)=—x:la fonctlon symétrie.
)

(
9)- x — f(x) = Y7_yax* : 1a fonction polyndme.

3.2 Notion de limite en un point
3.2.1 Définitions

Définition 3.2.1 Soit f une fonction définie au voisinage de xo (Vy,), sauf peut étre en xo, et

leR.

On dit que la fonction f admet pour limite / quand x tend vers xg si et seulement si :

Ve >0,38: > 0,(8: = 8(e)), W € E, ([x—xo| < & = |f(x) 1| <&).

Définition 3.2.2 (limite a droite -limite a gauche)
1- Soit f une fonction définie sur |xo,xo +A[, h > 0 alors

lim f( )=1<Ve>0,38 >0, Vx, (0<x—x0<8 =|f(x)—I<e).
x—>x0
xX>x(

2- Soit f une fonction définie sur Jxo — h,xo[, & > 0 alors

lim f(x) =1 Ve >0,30: >0, Vx, (=8 <x—x0<0=|f(x)—1] <¢€).
X=Xy
x<x(

Theoreme 3.2.1 Soit f une fonction définie au (V;, ), (sauf peut étre en xo), alors

lim f(x) =1< hmf( )= lim f(x) =
X—X0 x—xg X=Xy
x>x0 xSxO

3.2.2 Extention de la notion de la limite
Définition 3.2.3 1)- On suppose que E est non borné et / € R. Alors

a)- limy_, | oo (regp.—oo) S (X) = [ signifie

Ve>0,9A>0,Vxe E, (x>A(resp.x< —A)=|f(x) -] <¢€).
b)- 1im,_, | o (resp.—o0) S (X) = oo signifie

VB>0,39A >0, Vx€ E, (x> A(resp.x < —A) = f(x) > B).
C)- imy_, 4 o(regp.—oo) S (X) = —oo signifie

VB>0,3A>0,Vx€E, (x>A(resp.x < —A) = f(x) < —B).
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2)- On suppose que E est borné et xg € E (xo adhérent a E). Alors
limy_y, f(x) = +oo(resp. — o) signifie

VB>0,36 >0, Vx€ E, (Jx—x0| < 6 = f(x) > B(resp. < —B)).

Théoreme 3.2.2 (Critere de limite) Soit f € .% (E,R), [ un nombre réel (ou / infini) et xo un
point adhérent a E. Alors

lim f(x)=1< HV(xn)n CE, tel que ngrfwxn =xy| = ,,L‘wa(x") =1].

X—rX0

Théoreme 3.2.3 (Unicité de la limite) Si la fonction f admet une limite, elle est unique.

3.2.3 Opérations sur les limites

Théoreme 3.2.4 Soient f,g € .# (E,R) et xo un point adhérent a E (éventuellement xg = oo

ou xp = —oo). Silim,_,y, f(x) =/ et lim,_,,, g(x) =, alors

1)l |F)] = 1]

2)- limy_y, f(x) = 0 < lim,_y, | f(x)| = 0.

3)- limy sy, f(x) +g(x) =1+, (sauf sil = 4o0,I' = —c0 ou [ = —oo0,I' = +o0).

4)- limy_,, A f(x) = AL, VA € R.

5)- lim,—yz f(x) =0 = limy_yx, £(x).g(x) =0
et g est bornée au voisinage de xo gl 8 '

6)- limy_, f(x).g(x) = L.l (sauf51l—0 I'=+4co0ul ==l =0).

7)- Sil' # 0, alors lim,_, , g(lx) =1
8)- Sil' # 0, alors lim,_,y, ggxg 3

9)- Si f(x) # 0 Vx € E et ] = oo, alors lim, ﬁ) =0.

Définition 3.2.4 (Formes indéterminées)
D)- limy_yy, f(x) + g(x) = 40— 00 8i | = +o00,I' = —c0 ou ] = —o0,]' = 0.

2)-lim, . L8 = §sit=1'=0
3) Timy gy L = 2 5i 1/ = oo et [ = oo

4)- limy_y, f(x).g(x) =0.0081 1 =0,1' = +eo0ul = £o0, I' = 0.
5)- lim, ., f(x)8®) = 00,10,

Proposition 3.2.5 Soient E et F deux parties de R, xo un point adhérent a E, [ et I’ des réels. Soient
deux applications f: E — Retg: F — Rtelles que f(E) C F.

Si limy_,, f(x) =1 et lim,_,; g(y) =, alors lim,_,, go f(x) =1".

Limites remarquables

1)- limy o *3% sinx _
2)- limy_ye0 (1 +9) =1 aeR".

3.3 Fonctions continues
3.3.1 Généralités
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Définition 3.3.1 Soit f € .Z (E,R) et xo un point de E, on dit que f est continue en xq si

hmx—)xg f(x) = f(XO)'

Plus précisement, f est continue en xg si
Ve >0,36 >0,(6 =6(g,x0)), Vx€E, (Jx—xo| <8 =|f(x)— f(xo)| < €).
On dit que f est continue sur une partie X de E si elle est continue en tout point de X.

Définition 3.3.2 (Continuité a droite- continuité a gauche) On dit que f € % (E,R) est
continue a droite (resp. a gauche) en xg si

lim f(x) = f(x0) resp. lim f(x) = f(xo).

Théoreme 3.3.1 Soit f € .# (E,R) et xo un point de E, on dit que f est continue en x si et
seulement si f est continue a droite et a gauche en xg. Plus précisement,

lim, . f(x) = f(x)

lim f(x) = f(x0) & =
o lim, . f(x) = £ (%)

Théoreme 3.3.2 (Opérations sur fonctions continues) Si f,g € .7 (E,R) sont continues en
un point xy de E. Alors

a)»- f+g, f.g, |f] et pour tout A € R, (A.f) sont continues en xy.

b)- Si de plus g(xp) # 0 alors les fonctions é et f; définies sur {x € E,g(xo) # 0}, sont continues
en xo.

¢)- Si en outre f € % (E,R) est continue en xy, g € F (F,R) telle que f(E) C F et si g est
continue en f(xg) alors la fonction compsée g o f est continue en xp.

Définition 3.3.3 (Fonction discontinue) f est discontinue en xy si elle n’est pas continue en
Xo, ce qui revient a écrire :

Je>0,V8 >0, Ix €]xg — 8,x0 + 8[= | f(x) — f(x0)| > €.

= Exemple 3.2

. 1 .
sin~, six#0 .
X) = X7 n’est pas continue en 0.
fx) { 0, six=0, p

3.3.2 Prolongement par continuité

Définition 3.3.4 Soient f € .% (E,R), xp, un nombre réel adhérent a E mais n’appartient pas a E.
On dit que f est prolongeable par continuité en xg si f admet une limite finie en xg. Notons
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lim,_,, f(x) = I. Alors la fonction f : EU{xo} — R définie par

XF£X()

-~ {f(x) six e E (x#xg)

[ i x = Xxp,

est continue en x.
La fonction f est appelée pronlongement par continuité de la fonction f au point xp.

= Exemple 3.3

_ sinx s
flx) = { lx ;is)lc x:;f)O est un prolongement par continuité de f a R
ou flx) = X

X
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3.3.3 Propriétés fondamentales des fonctions continues sur un intervalle

Théoreme 3.3.3 Toute fonction continue sur un intervalle fermé borné [a, ]
1)- est bornée sur [a, b], c’est-a-dire qu’il existe deux constantes Aj,A; telles que Vx € [a,b] on
aitA; < f(x) <Aj.
2)- atteint son minimum m = inf f(x) et son maximum M = sup f(x), c’est-a-dire qu’il existe
x€la,b] x€[a,b]
des éléments x; et x, de [a,b] tels que f(x;) =m =inf f(x) et f (x2) = M = sup f(x).
x€la,b] x€la,b]
3)- atteint au moins une fois toute valeur strictement comprise entre son minimum m et son
maximum M, c¢’est-a-dire que pour tout élément y de |m, M| il existe un élément ¢ de [a, b] tel

que y = f(c).

p) Lapropriété (1) n’est plus vraie si :
- I'intervalle est borné mais non fermé (par exemple considérer I’intervalle ]1,2] et la fonction
f définie par f(x) = ;).
- I'intervalle est fermé mais non borné (par exemple considérer I’intervalle [0,+oo[ et la
fonction f définie par f(x) = x?).

Conséquences

Théoreme 3.3.4 L’image d’un intervalle fermé borné [a,b] par une fonction continue f est un
intervalle fermé borné, autrement dit

f([a,b]) = [m,M].

Théoréme 3.3.5 (Théoréme des valeurs intermédiaires) Soient / un intervalle de Ret f: 1 —
R une fonction continue sur /. Etant donnés deux éléments y; et y, de f(I) tels que y; < yz et x;
et x; les éléments de I vérifiant y; = f(x) et y» = f(x2), alors pour tout élément y de |y;,y2[, il
existe un élément x de |x,x2[ (ou de |xp,x1[) tel que y = f(x).

Théoréeme 3.3.6 (Cas particulier du théoréme des valeurs intermédiaires) Soit /' continue
sur I = [a,b]. Si f(a).f(b) <0, alors il existe un point ¢ € ]a,b] tel que f(c) = 0.

3.3.4 Continuité uniforme

Définition 3.3.5 Soit f € .# (E,R), on dit que f est une fonction uniformement continue sur E
si

Ve >0,36 >0,(6 =8(g)), Vx,xX € E, (‘x—x" <é= ‘f(x) —f(x')‘ < 8).

p) Toute fonction f € .% (E,R) uniformement continue sur E est continue sur E.
La réciproque est fausse dans le cas général.

Théoréeme 3.3.7 (Théoréme de Heine) Toute fonction numérique continue sur un intervalle
fermé borné [a, b] est uniformément continue sur [a, b].
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Définition 3.3.6 (Fonction lipschitzienne) f € .% (E,R) est dite lipschitzienne sur E si et
seulement s’il existe une constante positive K telle que :

Vx,y €E, [f(x) = f(y)| < K|x—y[.
Si K < 1, f est une contraction.

Proposition 3.3.8 Toute fonction lipschitzienne est uniformément continue.

3.3.5 Fonctions monotones

Définition 3.3.7 Soit f € .% (E,R).
1)- On dit que f est croissante sur E si et seulement si

f0) =)

Va, X' €E, x<x = f(x) < f(X) ou — >
xX—x

On note f croissante par f 7.
2)- On dit que f est décroissante sur E si et seulement si

fx)—f()

Vx, X' €E, x<x = f(x) > f(x) ou p
xX—x

<0.

On note f décroissante par f ™\ .
3)- On dit que f est monotone sur E si et seulement si elle est croissante ou décroissante sur E.
Si I’'inégalité est stricte on dit que la fonction est strictement monotone.

p) Sif estcroissante sur [a,b] alors f([a,b]) = [f (a), f(b)].

Proposition 3.3.9 Si f: [a,b] — R est monotone, alors elle est bornée.

R Si f est monotone sur un intervalle ouvert, elle n’est pas nécessairement bornée, en effet :

flx) = ﬁ;x € [0,1[= f n’est pas bornée.

Proposition 3.3.10 Si f: [a,b] — R est monotone alors Vxo € [a,b], lim,_, . f(x) er lim,_, . f(x)
existent.

Fonction réciproque d’une fonction continue strictement monotone

Théoréme 3.3.11 Soit [ un intervalle de R et f : I — R continue et strictement monotone sur /,
alors :

1)- f(I) est un intervalle de méme nature que /.

2)- f: I — f(I) est une bijection.

3)- £~ ! est strictement monotone et continue sur f (7).

On dit alors que f réalise entre I et f(I) une transformation bijective et bicontinue. f est appelée
homéomorphisme de I sur (7).

3.4 Fonctions circulaires réciproques
3.4.1 Fonction Arc-sinus
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Définition 3.4.1 Soit la fonction
T T

roe s

x +—  f(x)=sinx

]—>[—1,1]

[ est continue strictement croissante de [—%, 5] vers f([—%,5]) = [—1,1], donc bijective.

202
La fonction réciproque
1 T
=11 = [-5.7]

est donc continue, bijective et strictement croissante sur [—1,1].
Pour toutx € [—1,1], f~1(x) =y € [-5,%] etx =siny.
On note y = f~!(x) = arcsinx.

3.4.2 Fonction Arc-cosinus

Définition 3.4.2 Soit la fonction

foo 0,7 = [—1,1]
x =  f(x) =cosx

f est continue strictement décroissante de [0, 7] vers f([0,7]) = [—1,1], donc bijective.

La fonction réciproque
fil : [_1)1] — [077[]

est donc continue, bijective et strictement décroissante sur [—1,1].
Pour tout x € [—1,1], f~1(x) =y € [0, 7] et x = cos}y.
On note y = f~!(x) = arccos x.

3.4.3 Fonction Arc-tangente

Définition 3.4.3 Soit la fonction
T T

roe s

x +—  f(x)=tanx

[—>R

f est continue strictement croissante de ] -2, [ vers f (] -%.5 D =R, donc bijective.

La fonction réciproque
Tn
—1
R |-2,7]
! 272
est donc continue, bijective et strictement croissante sur R.
Pourtoutx € R, f'(x) =y €]|—5,5[ et x=tany.
On note y = f~!(x) = arctanx.

3.5 Fonctions hyperboliques et leurs réciproques
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Définition 3.5.1 — Fonctions hyperboliques directes. Pour tout x € R on pose

X ,—X & —Xx
th:e 26 , chx = te

shx chx
= — h = —
7 thx . et pour x # 0 cothx =

3.5.1 Fonction sinus hyperbolique (s/) et sa reciproque

On voit tout de suite que la fonction sh est impaire, dérivable et sa dérivée est
(sh)' x = chx > 0 pour tout x € R.
Donc sh est strictement croissante et de classe C™ sur R,de plus

lim shx = 4o et sh0 = 0.

X—>+oo

Ainsi sh est une bijection de R vers R, et sa réciproque appelée argsh, possede une expression
logarithmique

argshx = In (x—|— 1 —|—x2) .

3.5.2 Fonction cosinus hyperbolique (ch) et sa reciproque

On voit immédiatement que la fonction ch est dérivable et sa dérivée est
(ch)' x = shx

ch réalise une bijection de classe C* strictement croissante de [0, 4-oo[ vers [1,+oo[, on appelle
argch sa réciproque qui possede une expression logarithmique

argchx =1n <x+ vVt — 1) ,pour tout x € [1,+oo].

3.5.3 Fonction tangente hyperbolique (:/) et sa reciproque

On peut écrire la fonction ¢4 sous la forme

shx_ex—e*x_ezx—l

thx = — = = .
T ete ™  e41

th est impaire, de classe C™ sur R,de plus

(th) x=1— (th)*x=

ch)x’
et
2x
—1
lim thx= lim S =1.
X—r+oo x—r+o0 2% 4 ]

Ainsi constitue une bijection de R vers |—1,1[. on appelle argth sa réciproque qui peut étre
exprimée sous la forme logarithmétique suivante

14+x

1
thx=-In|{ ——
argthx 2n<1_x

> , pour tout x € |—1,1].
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Fonction cotangente hyperbolique (corh) et sa reciproque

Elle est impaire, de classe C* sur R* de plus

(coth) x =1 — (coth)*x = — s

Elle constitue une bijection de R* vers R\ [—1, 1], son inverse existe et est appelée argcoth qui
elle aussi peut étre exprimée sous forme logarithmique

1
argcothx = In <x+1> , pour tout x € R\ [—1,1].

Formulaire
On tire des définitions les formules suivantes

chx+shx = ¢€°
chx—shx = e *
ch’x —sh®’x = 1.

On obtient aussi les formules d’addition

ch(a+b) = cha.chb+ sha.shb
sh(a+b) = sha.chb+ cha.shb
tha+thb
th b) = ——.
@0) = T thauhb

On obtient de ce qui précede

ch(2a) = ch’a+sh*a=1+2sh’a=2ch’a—1
sh(2a) = 2sha.cha
2tha

th2a) = T

Exercices

Exercice 3.1 Soient / un nombre réel et f une fonction numérique réelle définie sur R. On
suppose que f est périodique de période T et que lim,_, ;o f(x) = /.
Montrer que f est la fonction constante de valeur /. =

n Solution 3.1 Puisque lim,_, . f(x) =/, alors
Ve>0,9A>0,VxeR, (x>A=|f(x)—I|<€).

Soit xp € R, comme (A —x¢) € Ret T > 0 alors, d’apres 1’axiome d’ Archimede, il existe n € N*
tel que nT > A —xp, d’ou

nT +x¢ > A.
Donc

|f(nT +x0) — 1] <&,
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or
f(nT +x0) = f(x0),
car f est T-périodique, on a alors
|f(x0)—1] <€, Ve>O0.
Ce qui implique que
|f(x0) = 1| =0,
on en déduit que
f(x0) = pour tout xo € R.
f est alors la fonction constante de valeur /. =

Exercice 3.2 Calculer (si elles existent) les limites suivantes :

- lim,_, W@% VI g e RY, 2)- limy s seosiny/x =+ 1 —sin /X, 3)-lim, o 1+exlp o

4)-1lime02E (2), a € RY, b € R. 5)- lim,,0x"cos 1, n € N. -

m Solution 3.2 1)- Soita € R, fixé,ona:

i VESVatVE=a L (VE-Va Jia
o B D=y VZ2—a Vi2—a2
B < x—a N 1 )
(Vx+va)va?—a®  vxta
I 1 x—a+ 1
im A/
x—a (\/)_C—f—\/a) x+a x+a
1
V2a’
2)-On a
1
0< ‘Sin\/x—i-l—sin\/)_c’: 2sin x—i— a
et
‘ x+ x+ <2sin 1
2(Va+1+x)|
par suite, si m est tres petit alors
) 1 < 1
s .
2(Vx+1+vx) |~ Vx+1+x
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Or

1
lim ———= =0,
x=rtoo /x4 144/

on conclut que

lim sinv/x+ 1 —siny/x = 0.

X—H-o00
3)-On distingue deux cas :

1
lim —— =0
o Trep(D)
car lim, o+ exp (1) = +oo.
Et

1
lim —— =1
=0 1+exp (1)

car lim,_,o- exp (%) = 0. Les limites a droite et a gauche de zéro étant différentes, on en déduit
que
. 1
lim ——~
x=01+exp (1)

x

n’existe pas.

4)- Pour tout x # 0, on a

b b b
-—1<E(- )< -
X X by

On distingue deux cas :
1¢"cas : Six > 0, alors 7 > 0 car @ > 0. Multiplions les membres de la double inégalité précédente
par 7, on obtient alors

é_f<fE<é)§é,
a a a X a

d’apres le théoréeme d’encadrement on en déduit que

2¢mecas : Si x < 0, alors 2 <0 car a > 0. Multiplions par 7, on obtient
b b b
__E>EE<_)2_,
a a a \x a

toujours d’apres le théoreme d’encadrement on en déduit que

.X b b
Iim -E(-)=-.
x—0—a X a
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Les limites a droite et a gauche de zéro étant égales, on conclut que
. x_ (b b
lim —-FE (—) =
x—=0a X a

5)- Il est clair que sin > 1,

limx" =0,
x—0

et pour toutx € R, on a

on en déduit que

. 1
limx" cos— =0, pour tout n > 1.
x—0 X

Maintenant si n = 0, on cherche

. 1
limcos — =?
x—0 X

Quand x — 0, % — oo et la fonction cos est périodique, fort possible, cette limite n’existe pas.
En effet, considérons les deux suites (U,), et (V,),, convergeant toutes les deux vers zéro,
définies par :

1

u, = ——
20T n—s+oo

et
1

—0
% + 21T n—+oo

1
cos (—) = cos2nmwt — 1

U, n—s+-oo
et
1 B T
cos (Vn) = cos§+2n7r mo(o)

Donc

. 1 .
lim cos — n’existe pas.
x—0 X

Exercice 3.3 En utilisant les limites remarquables, calculer les limites suivantes :

: sinax *. : 1+sinx—cosx *. - x—1\*. - In(1+x),
1)_ hmx—)ﬂ' sinbx’ a, b € N > 2)_ hmx—>0 1+sin px—cos px’ p € N s 3)_ hmx—>—oo (X+1 ) s 4)_ hmx—>0 X

5)- lim, 0“1, a € R*. -

X

-
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m Solution 3.3 1)- En faisant le changement de variables t = x — 7, on trouve

sinax . sina(t+m)
im — = lim——F=
x—7 sinbx 1—0sinb (1 + )
a(—1)"sinat bt
= m--—--——— —
10 (—1)’sinbr at
. asinat bt
= lim(—1)""
1—0 b at sinbt’
en utilisant la limite remarquable hmy_>0 =1, on trouve
sinax _pa
im —1)47P 2,
X—T smbx b

2)- A I’aide des relations trigonométriques

. ox
l—cosox = 2sin? (—)
2
et
sin2x = 2sinxcosx

et en utilisant la limite remarquable lim,_,o 7 $iny — 1, on obtient

1+ sinx — cosx , 2sin2(§)+sinx
im - = lim— o
x—0 1+ sin px — cos px x—0 2 sin (2)+s1npx
i 2 sin? (5) +2sin5 cos %
= lim
x50 2 sin? B) +2sin & cos &
' (SH%%)(Q x2+cos)—2‘)
= lim— sin ¢ sin
PCENE T et
_ 1
p
3)-On a
x—1\" . 2 \*
x+1) x+1)"
on pose ensuite
y = —@x+)ex=-0(+1),

quand x — —oo, y — oo,
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En utilisant la limite remarquable lim,_, | (1 + %)x = ¢“, on obtient

x—1\" ANAR
lim ( ) = lim (l—i——)
x——oo \ x+1 y—>foo y

. 1 1
e (142) 14y
= ¢2
4)-On a
In(1
tim 20D i (1408
x—0 X x—0

En faisant le changement de variable suivant

1 1
y = —-ex=,
x y
quandx — 0, y — oo,
On obtient
. T 1\’
limln(1+x)* =limIn(1+— ) ,
x—0 y—roo y
or

1 y
lim (1 + —) =e,
y—yeo y

ce qui entraine

1 y
limln<1+—> —Ilne=1.
y—res y

On conclut que

fim In(1+x)
x—0 X

=1.

5)- Soit a > 0, distingons deux cas :
1°"cas : sia = 1 alors a* = 1 pour tout x € R, d’ou

Y —1
a =0, pour tout x € R,
x
et
F—1
limZ— =0=Inl.
x—0 X

2¢Mecas : si a # 1, en faisant le changement de variable suivant

_In(r+1)
~ Ina
quandx — 0,¢t—0.

ad—1 = t&x

)
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In(1+4x)

Et en utilisant lim,_,o ——— = 1 on trouve
oa—1 . t
lim =limlna———— =Ina.
=0 X =0 In(t+1)
Ainsi
X
lim =Ina, pour tout a > 0.
x—=0 X

Exercice 3.4 1- Montrer en utilisant la définition de la limite que lim,_,oexp (—

2- Soit f la fonction définie par

79 =exp (33 ).

montrer que f admet un prolongement par continuité au point 0.

m Solution 3.4 1- Soit € > 0, (suffisamment petit) il vient alors

1 1 1
exp(—;)—O‘zeXp(—;) <£@—;<ln8¢)|x|< )

ln(

o=

Posons § = —1

, donc

—

15
—~
o=
N~—

Ve >0, 30 =

>0, x| <0=

1
exp (—;) —0‘ < E.

In (é

Par conséquent

1
li —— ) =o.
tigerp (—5z) =0

2- La fonction f, définie par f(x) = x>exp (—é) , est définie continue sur R*.
Etudions sa limite quand x tend vers O :
d’apres la question (1), on a lim,_,o exp (— %) =0, ce qui entraine que

1
li =limrexp(—— | =0
iy )= i exp (3 ) =0

1
2

)=o.

ainsi, f est prolongeable par continuité au point 0 et son prolongement par continuité fél R est

défini par

= xzexp(—é) six#£0,
f“*‘{ 0six=0.
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Exercice 3.5 soient f et g deux applications définies sur R par :

f(x):{ ‘%‘ six #0, ot g(x):{ Sﬁxsix;éo,

1six=0 1six=0

f et g sont-elles continues ? u

continues ou la fonction se trouvant au dénominateur est non nulle).

Au point x = 0, puisque lim,_,o 82 = 1, on obtient

oy —
. |sinx
lim | —

x—0

=1=£(0).

X

Donc I’application f est continue sur R.
L’application g est continue en tout point x # 0, en x =0, on a

et

6
m Solution 3.5 Pour tout x £ 0, ’application f est continue (comme rapport de deux fonctions

donc I’application g est discontinue en x = 0. =

Exercice 3.6 Soient deux applications f et g définies et continues de R vers R. Montrer que si
f=gsurQ, alors f = g sur R tout entier. L

m Solution 3.6 Soit x € R, comme Q est dense dans R, alors il existe une suite (x,), d’éléments
de Q, telle que

lim x, =x,

n——+oo

donc

f() =f< lim xn> ;

n——+oo

et comme f est continue alors

S <ngr£wxn> = ngrfwf(xn)v
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orx, € Q,Vn € N, donc

f () =g(x,), VneN.
D’ou
o ) = B g () =2 (),

car g est continue. Ainsi

fx)=gkx), VxeR.

Exercice 3.7 Montrer que 1’équation tanx = x admet au moins une solution sur I’intervalle

I-5.5. :

23

— tanx — e
f(x) = tanx —x, sur] 575

[S1E]
—

f est continue sur I’intervalle ] — %, % [ comme somme de deux fonctions continues sur } — %,
De plus on a

lim f(x) = —coet lim f(x) = oo,

Y s
= o=

ce qui implique qu’il existe a > —7 et b < 7 tels que f(a) < Oet f(b) > 0 donc, d’apres le
théoréme des valeurs intermédiaires, il existe a < ¢ < b tel que f(c) =0,c-a-dtanc=c. =

Exercice 3.8 Montrer que la fonction définie par f (x) = x? est uniformement continue sur
Iintervalle [a,b]; a,b € R, a # b; et qu’elle n’est pas uniformément continue sur R ni sur R*. =

= Solution 3.8 La fonction f (x) = x? est continue sur I’intervalle fermé borné [a, b] donc elle
est uniformément continue sur cet intervalle d’apres le théoreme de Heine.

Il s’agit maintenant de prouver qu’il existe € > 0 tel que pour tout § > 0 on peut trouver x,
X € R, vérifiant |x —x'| < & et |f(x) — f(x)| > €.

Remarquons d’abord que pour § > 0, il existe n € N* tel que ,ll < & car R est archimédien.
Ainsi il existe € =2 > 0, tel que pour tout 6 > O il existe n € N*etx, X € R, x=n+ % etx=n,
vérifiant

et

‘ m Solution 3.7 Considérons I’application
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Exercice 3.9 Soient f, g :[0,1] — R deux fonctions continues telles que

sup f(x) = sup g(x).
x€[0,1] x€[0,1]

Montrer qu’il existe a € ]0,1] tel que f(a) = g(). .

xp € [0,1] tels que :

sup f(x) = f(x1) et sup g(x) =g(x2).
x€[0,1] x€[0,1]

Donc on a

f(x1) = sup f(x) = sup g(x) = g(x2).
x€[0,1] x€[0,1]

-Six;=xpalorsa=x; =x et f(a) =g(a).
- Si x1 # xp supposons que x; < xp (sinon x; > x» ), dans ce cas considérons la fonction

h:[0,1] — R définie par h(x) = f(x) —g(x).

h est continue sur [0, 1] car f et g le sont.
Dans ce cas :

h(x1) = f(x1)—g(x1)

= sup g(x) —g(x1) >0,
x€[0,1]

et

h(x2) = f(x2)—g(x2)

f(x2) = sup f(x) <O.
x€[0,1]

Donc on a

h est continue sur [xj,x;]
h(x;) > 0et h(xy) <O,

ainsi d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe & € |xj,x;[ te que

W) =0, et f(e) = g(av).

Exercice 3.10 Pour tout entier n > 1, on définit la fonction f, : [0,1] — R par:
folx) =x"+2x* +x—1.

1- Montrer que la fonction f;, est strictement croissante et qu’il existe un unique x, € ]0, % [ tel
que f(x,) =0.

6
» Solution 3.9 Comme f, g sont continues sur [0, 1] alors elles sont bornées et il existe xp,
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2- Montrer que pour tout x € [0,1], f,(x) > fut1(x). En déduire que la suite (x,),, est croissante
et convergente.
3- Montrer que I’on a lim,_, 1 (x,)" = 0. Calculer lim,_, | o x;,. -

= Solution 3.10 1- La fonction f, est continue dérivable sur [0, 1] et
fi(x) =nx""'4-4x+1 >0, pour tout x € [0,1].

Alors f;, est strictement croissante sur [0, 1].
D’autre part on a

f0)=—-1< Oetfn(%) = (%)n > 0.

Ainsi, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe x;, € ]0, % [ tel que f,(x,) =0, et
puisque f, est strictement croissante sur ] 0, % [ C [0,1], il est unique.

2- Montrons que pour tout x € [0, 1], f,(x) > fut1(x).

On a pour tout x € [0, 1],

o> sl px—1 >0 4 -1
= fulx) > fus1(x) pour tout x € [0,1].

D’apres la question (1) f,(x,) = fut1(xp+1) =0, 0r x, € ]0, % [ C [0, 1] ,donc
Fo(xn) = fat1(Xnt1) = far1(xn),

puisque , f,+1 est strictement croissante sur [0, 1] on obtient
Xp+1 = X, pour tout n > 1.

Ainsi la suite (x,),, est croissante de plus 0 < x, < % pour tout n > 1 ce qui implique qu’elle est
convergente vers une limite qu’on note par /.
3-0<x, < % pour tout n > 1 entraine que lim,_, o (x,)" = 0.

fuln) = 0= (x)"+2(xa) > +x,—1=0
. n 2 _
= lim_ [(xn) 2 (%) +xn—1} —0

2
= lim (x,,)"+2< lim x,,) + lim x,—1=0
X—r-o00 X—r o0 X—roo

= 2I°+1—1=0.

Apres calcul on trouve

1
I=-1¢10,1] oubienl:a
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Par conséquent

lim x, = =
X—rtoo



4. Fonctions numériques d’une variable réelle : Dérivée - développement limité

4.1 Dérivée du premier ordre

4.1.1 Généralités
Définition 4.1.1 Soit xp € R, et f une fonction définie au voisinage de xo (Vy,). On dit que f

est dérivable en xg si et seulement si

flxo+h) = fxo)
h

lim
h—0

existe et est finie.

Cette limite est appelée dérivée de f en xj et elle est notée par f/(xp).

Définition 4.1.2 Soit f € .% (E,R), on dit que f est dérivable sur E si et seulement si f est
dérivable en xg, Vxo € E. Et la fonction définie par
'+ E—=R

x = fl(x),

est appelée fonction dérivée de f sur E.

Définition 4.1.3 f est dérivable a droite ( respectivement a gauche ) de xo si et seulement si :
. +h)—

limy, o+ f(xo })l f(xo)

(respectivement limy,_,(- M) existe et est finie.

elle sera notée f;;(xo) (respectivement fy(xo) ).

= Exemple 4.1 La fonction valeur absolue f(x) = |x| n’est pas dérivable en 0, mais elle admet une
dérivée a droite et une a gauche de 0, en effet :

£4(0) = Tet £1(0) = —1.

Proposition 4.1.1 f est dérivable en x si et seulement si f(x0) = f4(x0)-
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Interprétation géométrique de la dérivée

Soit f: I — R et Cy le graphe de f dans le plan R?; My = (xo, f(x0)) et M = (x, f(x)) deux
points du graphe Cy tels que x, xo € I et x # xo. Le rapport %}{O@m)
par My et M.

Si f est dérivable en x, alors quand x — xp, la droite (MpM) a pour position limite la droite
passant par M et de pente f(xg) :

Par définition cette droite est la tangente a Cy au point M. Elle a pour équation

est la pente de la droite passant

y = (x—x0) f'(x0) + f(x0)

Notion de différentielle

Soit f dérivable en x( ; on définit une fonction ¢, en posant :

SOoth)—f(x0) _ g ;
G ={ g bl 0

0 G h—0 h assez petit.

On a donc

Jxo+h) = f(xo) +hf'(x0) + hlx, (h),
et

tim £ () = LI i)

Donc la fonction {y, est continue en 0.

Définition 4.1.4 La fonction h — f’(xo).h est dite la différentielle de la fonction f au point xo
et elle est notée d fy, telle que h — dfy, (h) = f'(x0).h.
Dans ce cas f est dite différentiable au point xy.

Proposition 4.1.2 Soit xo € R, et f une fonction définie au voisinage V,, du point xg. f est
différentiable en xo si et seulement s’il existe a € R et ,, (.) vérifiant

{ Cxoest continue en 0 et £, (0) =0
fxo+h)= f(xo) +h.a+h.C(h),
pour tout / assez petit tel que xo +h € Vy,,. Dans ce cas a = f'(xo).

m Exemple 4.2 1)- f(x) = x, f est différentiable en tout point xo de R. dfy,(h) = h et f est
dérivable en xg et f'(xp) = 1.
2) @(x) = sinx, ¢ est différentiable en tout point xo de R. En effet

sin(xo + h) — sin(xp)

i ~ lim 2 sin ™ h
e fim sz o050+ )
-
sin 3 h
= lim—2. -
hlj%% cos(x0+2)
= COSXp.
Et donc

d @y, (h) = cosxg.h et ¢ (xy) = cosxo.
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Propriétés des fonctions dérivables

Proposition 4.1.3 (Continuité des fonctions dérivables) Toute fonction dérivable en xj est conti-
nue en x.

La réciproque est fausse en effet, la fonction valeur absolue f(x) = |x| est continue en 0, mais elle
n’est pas dérivable en 0.

Théoréeme 4.1.4 (Opérations sur les fonctions dérivables) Soient f, g deux fonctions définies
et dérivables en xp et A € R, alors :

1) f+ g est dérivable en xj et (f+g) (x0) = f'(x0) + &' (x0)-

2) A f est dérivable en xq et (1 f)’ ( 0) =A.f"(x0).

?
3) f.g est dérivable en xg et (f.g)" (xo) = )( 0)8 (xo) +f(x0) '(x0)-

4) Sig(xo) #0, ¢ est dérivable en xg et ( X(;;Z
) ((r0)g(x0)~F o)/ (x0)
)

oo [~ ORI

5) Si g(xo) # 0 est dérivable en xq et (

Théoreme 4.1.5 (Dérivée de la fonction composée) Soient f et g deux fonctions telles que la
composée go f est définie. Si f est dérivable en x( et g est dérivable en f(xg), alors go f est
dérivable en x et

(gof) (x0) = &'(f(x0)).f" (x0)-

Théoreme 4.1.6 (Dérivée de la fonction réciproque) Soient f une application bijecive,
f:I— f(I),xo €letyy= f(xo) € f(I), on suppose que f est dérivable en xo, que f'(xp) # O et
que f~! est continue en yo. Alors la fonction réciproque f~': f(I) — I est dérivable en y, et

1 1

(f™1) (o) =

o) (" (o)

p) Laformule donnant la dérivée de la fonction réciproque f ~1 de f est facile a retrouver. On a
(ffl of)(x) =x, Vx € Dy;

si de plus f et f~! sont dérivables, alors

Application :

1)- Dérivées des fonctions circulaires inverses
e Pour toutx € [—1,1],0na

arcsin) x = — . = — )
sin’(arcsin (x))  cos(arcsin (x \/ 1 — sin? (arcsin (x)) N
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e Pour toutx € [—1,1],0na

, 1 1 ~1 ~1
arccos) x = = — = = _
( ) cos’(arccos (x))  sin(arccos(x)) /1 —cos?(arccos (x)) V1 —x2

e Pour tout x € R, on a

1 1 1
tan’(arctan (x)) 1+ tan?(arctan (x))  14x2

(arctan)’x =

2)- Dérivées des fonctions hyperboliques inverses
e Pour tout x € R, on a
1 1 1 1

(argsh) x = sh'(argsh (x)) - ch(argsh (x)) - V1 +sh2(argsh(x)) V142

e Pour tout x € |1, 4o[, on a

(argch) x = ! = ! = 1 _
8 ~ cl(argch(x))  sh(argch(x)) V2 (argeh (x)) — 1 V2 —1

e Pour toutx € |—1,1[,ona

1 1 !
th) x = = - '
)X = i argth () ~ 1= W (argih () 1

e Pour tout x e R\ [—1,1],ona

1 1 1

coth’(argcoth (x)) 1o coth®(argcoth (x))  1—x%’

(argcoth) x =

4.1.5 Utilisation de la dérivée, théoremes fondamentaux

Extremums
Définition 4.1.5 Soit / un intervalle de R, f : I — R une fonction et xo € I, on a :

- f admet un extremum local en x¢ si f a un maximum ou bien un minimum en xj.
- f admet un maximum (respectivement un minimum) en xg, s’il existe un intervalle ouvert J C
centré en x, tel que f(x) < f(xo) (respectivement f(x) > f(xo)),Vx € J.

m Exemple 4.3 Soit f une fonction définie par :

f : R—=R
x = flx)=x—1.
Pour tout —1 < x < 1, on ax? < 1 ce qui entraine x* — 1 = f(x) < 0= f(1) = f(—1).

Et pour tout —1 < x < 1,ona f(x) > —1 = f(0).
Donc f admet un minimum local en 0 et f atteint un maximum local en 1 et —1. "

Théoreme 4.1.7 Si f admet un extremum local en xj et f est dérivable en xg, alors

f’(xo) =0.

p) Sifadmet un maximum en xo, alors (—f) admet un minimum en xo.
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Théoreme 4.1.8 (Théoreme de Rolle) Soient a et b deux réels tels que a < b. Si f est une
fonction continue sur I’intervalle fermé [a, b], dérivable sur I'intervalle |a, b[ et vérifiant f(a) =
f(b), alors il existe au moins un élément ¢ € ]a, b tel que f'(c) = 0.

Théoreme 4.1.9 (Théoreme des accroissements finis) Soient a et b deux réels tels que a < b.
Si f est une fonction continue sur ’intervalle fermé [a,b], dérivable sur I'intervalle ]a,b[, alors
il existe un élément ¢ € |a, b| tel que

fla)—f(b)=f'(c)(a—b).

(Autre formulation du théoréme des accroissements finis) soient / un intervallade R, a € I
et f une fonction définie et continue sur I’intervalle /, dérivable sur I sauf peut-&tre en a. Alors
pour tout & vérifiant a+h € I, il existe 6 € |0, 1] tel que

fla+h)— f(a)=h.f' (a+ 6h).

Graphiquement : Le théoréme des accroissements finis implique I’existence d’un point (c, f(c))
du graphe de f ou la tangente est parallele a la droite passant par les points (a, f(a)) et (b, f(b)).

Corollaire 4.1.10 (Sens de variation) Soit f : [a,b] — R continue sur [a,b] et dérivable sur

la,b[. Alors

1)- f est constante sur [a,b] si et seulement si Vx € Ja,b[, f' (x) = 0.

2)- f est croissante sur [a,b] si et seulement si Vx € |a,b[, f/ (x) > 0.
<

3)- f est décroissante sur [a, b| si et seulement si Vx € ]a,b[, f' (x) <O0.

Théoréme 4.1.11 (Théoréme des accroissements finis généralisé) Soient a et b deux réels
tels que a < b. Si f et g sont deux fonctions définies et continues sur I’intervalle fermé [a, D],
dérivables sur I’intervalle ouvert ]a, b|, si de plus g’(x) # 0, alors il existe un élément ¢ € |a, b|
tel que

Théoreme 4.1.12 (Regle de I’Hospital) Soient / un intervalle de R, a € RU {—co, 40} un
point adhérent a /, f et g deux fonctions définies et continues sur / sauf peut-€tre en a, telles
que :

D)- limy—,, f(x) = lim,_,, g(x) = 0.

2)- f et g soient dérivables sur I\ {a} et g’(x) # 0 pour tout x € I\ {a}.

Si limy o L8 = (ot 1 € RU{—o0, +o0}), alors limy o £ = 1.

p) Larégle de I'Hospital reste valable si les conditions lim, 4 f(x) = lim, 4 g(x) = O sont
remplacées par lim,_,, f(x) = lim,_,, g(x) = 0.

4.2 Fonctions convexes
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Définition 4.2.1 Soit f: I C R — R, f est convexe sur [ si et seulement si I’inégalité suivante
est vérifiée

Vx,y €l fltx+(1=1)y) <tf(x)+(1-1) f(y), V£ €[0,1].
- f est concave sur [ si et seulement si (—f) est convexe sur /.

Définition 4.2.2 (Autre définition d’une fonction convexe) Soit f : I C R — R, f est convexe
sur [ si et seulement si I’inégalité suivante est vérifiée

Vx,y el Vo, >0, o+ B =15 flox+By) < ouf(x) +Bf()-

Proposition 4.2.1 Soit f: I C R — R, f est convexe sur [ si et seulement si

fla) =1 (b)

Va,bel (a<b);Vxe[a,b]: f(x) < fla)+ (x—a) p—

Proposition 4.2.2 (Critere de convexité pour les fonctions dérivables) Soit f : I C R — R, une
fonction dérivable sur I, alors f est convexe sur [ si et seulement si f est croissante sur /.
Et on a de plus

Va,x € I; f(x) > f(a)+ f'(a) (x—a).

4.3 Dérivées succéssives

4.3.1 Généralités
Définition 4.3.1 (Fonction dérivée d’ordre n) Soient I un intervalle ouvert de R,et f: 1 — R

une fonction dérivable sur /. Si la fonction f’ : I — R est dérivable sur I, on note f" = (f') :
I — R la fonction dérivée de f’ est est appelée dérivée seconde de f.

En général, si n € N, alors on définit, si elle existe, la dérivée n-ieme de f,(ou bien fonction
dérivée d’ordre nde f) f (") . ] — R en posant :

- fO =71,

ii)- fPtD = (f(l’))/, pour tout p=0,...,n— 1.

On dira alors que f est n fois dérivable sur L.

Définition 4.3.2 (Fonction de classe C") f : I — R est une fonction de classe C", si elle admet
des dérivées continues jusqu’a I’ordre n.
On dit généralement que f est n fois continliment dérivable.

Théoréeme 4.3.1 (Formule de Leibnitz) Si f: I — R et g : I — R sont deux fonctions n fois
dérivables sur I, alors la fonction (f.g) est n fois dérivable et

(f9)" =Y Cl g,
i=0

; n!
C=——-.
il (n—i)!

Proposition 4.3.2 (Critere de convexité pour les fonctions deux fois dérivables)
- f est convexe sur [a, b] si et seulement si Vx € Ja,b[, f” (x) > 0.
- f est concave sur [a, b] si et seulement si Vx € ]a,b[, f” (x) <O0.
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4.3.2 Formule de Taylor

Théoreme 4.3.3 (Formule de Taylor-Lagrange) Soit f une fonction de classe C" sur un
intervalle [a, b] de R, ayant une dérivée d’ordre (n+ 1) sur I’intervalle ouvert |a, b[, alors il existe
un élément ¢ € ]a, b| tel que

(b—a)
1!

(b—a)®
21

(b—a)"

n+1
Fl(@)t " (a) poma

f(5) = fla)+ D)

f(a)+

f(n-i-l)(c)‘

n+1
C’est la formule de Taylor d’ordre n avec reste de Lagrange : (lz;z)l)t i (c).

Si on pose dans la formule ci-dessus b =a+h,onac=a+ 0h,ou 0 < 6 < 1, et on obtient
plus précisement le théoreme suivant :

Théoréme 4.3.4 (Formule de Taylor-Mac-Laurin) Soit / un intervalle de R, a un élément de
I et f une fonction de classe C" sur [ admettant une dérivée d’ordre (n+ 1) sur / sauf peut-étre
en a. Alors pour tout (a+h) € I, il existe un élément 6 € |0, 1] tel que

n hn+1

h / hz /! h n n
flath)=f(a)+ @+ f (a)+...+ﬁf( )(a) + (n+1)!f( (a+ 6h).

A partir de cette derniére formule, poura =0, a+h =xet 0 < 6 < 1, on obtient la formule de
Mac-Laurin :

h h2 W hn+1
_ oy mn Tr(n)
1) = FO)+ 31/ O+ 5O+ 4 00+ gy

f(nJrl)(ex)'

Théoréeme 4.3.5 (Formule de Taylor-Young) Soit / un intervalle de R, a un élément de I et
f une fonction de classe C" sur [ admettant une dérivée d’ordre (n+ 1) en a. Alors pour tout
(a+h) € 1, il existe une fonction numérique € d’une variable réelle telle que

2 n n+1
fla+h) = £(@)+ 11 @+ 5170+ ot e @)+ T (1D @42 )

avec limy,_,o€(h) = 0.

Il s’agit de la formule de Taylor d’ordre n avec reste de Young : (fl’fll)! (f (1) (a) 4 € (h)).

4.4 Développement limité

4.4.1 Comparaison locale des fonctions

Notion de o et O de Landau (Prépondérence et dominance)
Définition 4.4.1 f est négligeable devant g quand x — x s’il existe une fonction & définie sur
un voisinage Vy, de xo telle que lim,_,,, & (x) = 0; et vérifiant :

f(x)=g(x).h(x), VxeV,,.
On dira que g est prépondérante devant f et on note :

f=o0(g) (quand x — xy) oubien f = o(g).

X0
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Proposition 4.4.1 Soient f et g définies au voisinage de xp, on a I’équivalence suivante :

/ <><:>{ =
=0 X—rX0 .
b 8(x0) =0= f(x0) =0

p) D-o(1) est’ensemble des fonctions f définies sur E telles que lim, ., f (x) = 0.

X0
2)- On écrit f(x) = o(x™) s’il existe une fonction € définie sur un voisinage Vp de 0, telle que
0

fx)=x"ex), VxeVet lirr(l)s(x) =0.
X—

Définition 4.4.2 f est dominée par g quand x — xo s’il existe une fonction % définie et bornée
sur un voisinage Vy, de xo telle que

f(x)=g(x).h(x), VxeV,,.
On note :

f=0(g) (quand x — xp) oubien f = O(g).

X0

p) D- O(g) est’ensemble des fonctions f définies sur E telles qu’il existe une constante C et
Xo
un voisinage Vy, de xo, vérifiant
If () <C lg ()], Vx € Vag.

2)- O(1) est I’ensemble des fonctions bornées au voisinage de xy.
X

Equivalence
Définition 4.4.3 Soient f, g € .% (E,R), xo € RU{—o0, 400} un point adhérent a E, vérifiant :

Vx e Vi, \ {xo}, f(x) #0et g(x)#0, (out Vy, est un voisinage de xp).

On dit que f est équivalente a g quand x — xg si et seulement s’il existe une fonction A définie
sur V, telle que

limh(x)=1let f(x) =g(x).A(x), VxeV,,.

X—rX0
On note :
f~g
X0
Propriétés
i)- La relation ~ est une relation d’équivalence sur .# (E,R).
f~zg
ii)- 0o = fh~gk
"N per =7 '~ 8
Xo
f~g
iii)- S VS

h~k

X0 o
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. { f~e .
iv)- X0 = limy_,y, f (x) = 1.

limy_y, g (x) =1

> f é{ P

V)- ~ X—X0 .
25T ) =02 g(x0) =0

' f=0(g)

S8 =Y g o)

X
vii)- f~g & f—g=0(g).
X0 X0
Attention :
En général, 1’équivalence des fonctions n’est pas pas compatible avec 1’addition, autrement dit :
si f ~ g et h ~ k on ne peut pas toujours déduire que f +h ~ g+k, en effet :
X0

X0 X0
cosx~ 1+xet—1 ~ —1 mais, cosx—1 = x.
0 0 0

4.4.2 Développements limités (d.l.n)
Définition 4.4.4 Soit f une fonction définie dans V), un voisinage de 0, si :

n
Jda;, i=0,1,2,...,ntels que Vx € Vp, f(x) = Zaix’+x”0(1).
=0

1

Alors f admet un développement limité d’ordre n (d.l.n) au voisinage de 0.
Y oa:x' est dite partie réguliere du (d.l.n).

x"o(1) est dite reste du (d.l.n).

On peut écrire o(x") ou bien x"€(x) avec lim,_,0 € (x) = 0 au lieu de x"o(1).

n Exemple 4.4 Soit f(x) = -, pourn>1,0na:
1= = (1—x) (I +x+27+2 + .. +X"),

ce qui entraine :

1
xR b b T = o(1) = :
1—x 1—x 1—x

Proposition 4.4.2 Si f admet un développement limité d’ordre n (d.l.n), alors il est unique.

On peut définir le développement limité d’ordre n (d.l.n) d’une fonction f au voisinage de
X0 € RU{—o0, 400} en faisant un changement de variables pour se ramener a 1’origine 0.

Définition 4.4.5 Soit E C R, xp € RU {—o0, 400} un point adhérent a E et f une fonction
définie sur E (sauf peut-&tre en xp). On dit que f admet un développement limité d’ordre n au
voisinage de xg s’il existe des réels b;, i =0,1,2,...,n et une fonction € tels que :

- Sixg € R, on pose X = x — xp et on obtient

n

Fx) =Y bi(x—x0)' + (x—x0)" € (x—x0) , avec lim & (x—xo) = 0.

4 XX
i=0 0
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-Sixg = oo, X = i et on aura

f(x):iiobi<)lc)z+<i)n€<i),aveC xl_igzlooe ()lc) =0.

Proposifion 4.4.3 Soit f une fonction admettant un développement limité d’ordre n (d.l.n) au
voisinage de 0.

- Si f est une fonction paire alors la partie réguliere de son d./.n est un polyndme pair.

- Si f est une fonction impaire alors la partie réguliere de son d./.n est un polyndme impair.

Proposition 4.4.4 Si f (")(0) existe alors f admet un développement limité d’ordre n au voisinage
de 0 qui coincide avec son développement Taylor-Young.

Opérations algébriques sur les d.l.n

Proposition 4.4.5 Si f et g sont deux fonctions admettant des d./.n au voisinage de 0, alors :

1)- f 4+ g admet un d./.n au voisinage de 0 en faisant la somme des parties régulieres des d.l.n de f
etg.

ii)- f.g admet un d./.n au voisinage de 0 en faisant le produit des parties régulieres des d.l.n de f
et g, et ne gardant que les termes d’ordre inférieur ou égal a n.

Si g(0) # 0, alors g admet un d./.n au voisinage de 0 dont la partie réguliere est obtenue en faisant
la division selon les puissances croissantes des parties régulieres des d.[.n de f et g et en s’arretant
al’ordre n.

D.l.n d’'une fonction composée

Si f et g sont deux fonctions admettant des d.l.n au point 0, et si lim,_,0g(x) =0, alors fog
admet un d./.n au point 0, dont la partie réguliere est obtenue en remplacant dans la partie régulicre
du d.l.n de f(y) la variable y par la partie réguliere du d./.n de g(x).

Primitivation d’un d.l.n

Si f: Vo — R, estde classe C! sur Vy et f’ admet un d.l.n (en 0) dont la partie réguliere est notée
Reg (f'). Alors f admet un d.l.n dont la partie réguliére est obtenue par intégration de Reg (f7) :

Vx eV, f(x) :f(0)+/0xReg (f) (1),

Dérivation d’un d.l.n

Si f:Vy — R, est de classe C' sur Vj et f, f’ admettent des d.I.n+ 1 et d.I.n respectivement
en 0, alors

Reg (f') = (Reg(f))"-

Infiniment petit - Partie principale
Définition 4.4.6 1- Soit f une fonction définie au voisinage de x( (xo éventuellement infini). On
dit que f(x) est un infiniment petit au voisinage de xq si limy_, f (x) = 0.
2- Soit f un infiniment petit au voisinage de xo = 0, a € R* et n € N. On dit ax” est la partie
principale de f (x) quand x tend vers O si f (x) est équivalente a ax" quand x tend vers 0.

Application des développements limités
Application & la recherche de limites

Puisque les développements limités permettent I’étude de fonction au voisinage d’un point xy,
ils peuvent étre utiles pour des recherches de limites quand x — xp.
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Application au calcul des dérivées n-ieme en un point
Si I’on peut calculer le développement limité d’une fonction au point xy, sans calculer ses
dérivées (formule de Taylor ), on en déduit ses dérivées au mé€me point xg.

Application aux graphiques des fonctions
On cherche un développement limité de f au voisinage de xg :
- Pour étudier la forme du graphique de x — y = f(x) au voisinage du point de coordonnées

(x0,y0 = f(x0)).

- Pour étudier les branches infinies du graphique.

4.4.9 Développements limités des fonctions usuelles

les fonctions suivantes admettent un développpement limité au voisinage de 0.

2 n

expx = 1+x+%+...+x—+x"0(l).
2 ot o
chx = 1+2+4'+ —i—;—kx o(1).
3.5 201
B X ox x n
shx = x—|—3'—|— +.. —|—7(2n_1)!—}—x o(1).
x2 )C4 nx2n 2n+1
cosx = 1—E+4'+...+(—1) o T o(1).
3005 21
. B XX -1 X 2n
sinx = 3‘+5‘+...+( 1) 7(2n_1)!+x o(1).
x* X"
1+x)% = l+ax+a(a 1)2+ oo —1)(a—2)...(a—n+1)ﬁ+xno(1).
1
1 = 14x+x°.. +x"+x"0(1).
—Xx
1
= 1—x+ -+ +(=1)"x"+x"0(1).
14+x
X n—lxn n
In(1+x) = x—E—i—?—i-...—F(—l) R o(1).
3.5 21
X ox x
t = x— =+ —+..+(=D)""! 1
arctanx X 3+5+ +(-1) 2n_1+x "o(1)

4.5 Exercices

Exercice 4.1 Déterminer les ensembles de dérivabilité et les dérivées des fonctions suivantes :

1- f(x) =In(Inx),

- g(x) = arctan (Inx),

(
- h(x) =In\/1 —2sin’x,
4 k(x) arCSlIl( I ) .

m Solution 4.1 1- f(x) =1In(Inx) est définie et dérivable ssi Inx > 0, c-a-d x > 1, sa dérivée est :

, (Inx)’ 1
fx)= = ——, pour tout x > 1.
Inx xInx




Chapitre 4. Fonctions numériques d’une variable réelle : Dérivée -
78 développement limité

2- g(x) = arctan (Inx) est définie et dérivable ssi (Inx) € R, c-a-d x > 0, sa dérivée est :

(Inx)’ 1

= = , pour tout x > 0.
1 +1n%x x(1+ln2x) =

g'(x)

3- h(x) = v/1—2sin’x est définie et dérivable ssi 1 —2sin’*x >0, c-a-d x € [-Z,Z] et sa
dérivée est :

) / ) )
(1- 251n2x) —2sinxcosx sin 2x

/1 _2sintx V1_2si’x /1 2si’x

H(x) =

in(1
4- k(x) = %n(*) = Larcsin (1) est la composée de la fonction (xarcsinx) avec la fonction (1)
donc pour que k(x) soit définie il faut que
x#£0
et = X € ]—oo, —1]U[1,4oo[.
% € [_la 1]

k(x) est dérivavle ssi
x#£0

et = X € |—oo, —1[U]1,4oo[.
€ ]_la 1[

1
X

Sa dérivée est :

1 1\ 1 —%
K(x) = (—2) arcsin <> o
x x) x [1_1
x2
1 1

Supposons aussi que sa dérivée f” est strictement positive sur I'intervalle fermé [0, 1] .
1- Montrer qu’il existe un réel A > 0 tel que f’(x) > A, pour tout x € [0, 1].
2- En déduire que si f(0) = 0, alors f(x) > Ax, pour tout x € [0, 1]. n

= Solution 4.2 1- La fonction dérivée f” est continue sur I’intervalle fermé borné [0, 1], donc
elle atteint son minimum en un point ¢ € [0, 1]. On a alors

min f'(r) = f'(c),

t€l0,1]

or
f(c) > 0;

en posant A = f’(c), on aura f’(x) > A, pour tout x € [0, 1].

| Exercice 4.2 Soit f une fonction définie et continument dérivable sur ’intervalle fermé [0, 1].
‘ 2- Soit x € ]0, 1], appliquons le théoréme des accroissements finis a f sur [0,x].
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Il existe donc u € ]0,x[ tel que

f(x) > Ax.
Cette inégalité est aussi vraie pour x = 0, on conclut alors que

f(x) > Ax, pour tout x € [0,1].

Exercice 4.3 Montrer que pour tout x,y € [0,1] tels que x < y, on a

y—x . g y—x
< arcsin (y) — arcsin (x) < .
A Y

= Solution 4.3 Soit f(¢) = arcsin(z), ¢ € [x,y] ot x,y € [0,1].
Appliquons le théoreme des accroissements finis a la fonction f sur [x,y], puisque f est continue
dérivable sur [x,y] C [0, 1[, il existe, par conséquent, z € |x,y[ tel que

fO) =) =F @) —x),

donc
arcsin (y) — arcsin (x) = —— (y—x).

D’autre part

x < z<y=>V1-2<V1-2</1-22
1 1 1

V1—x2 = V1—z2 = V1-y?
=% _ O0-x _ O0—x
VI—Z VI-Z J1—)2

Ainsi on en déduit

=

=

Y%~ arcsin (y) —arcsin (x) < S

VI—x2 1—y2
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Exercice 4.4 Calculer les limites suivantes :

1-lim, .o ;ggjg 2-Tim, o &G0 3 jim o

m Solution 4.4 Pour determiner ces limites, appliquons la régle de I’Hospital.
1-On a
i sin (7x) . Tcos(7x) 7

1—cos(ax)
xtan(bx)

X—XCOSX
x—sinx ’

4- lim,_,o

x50 sin (2x) = x50 2cos (2x) 2°

[\
1

De la méme maniere
3
. =
lim — lim Y= —3

x—0 X x—0 1

arcsin (3x)

. X—XCOSx . 1 —cosx+xsinx . 2sinx+xcosx
lim— = Ilim =lim————
x—0 Xx—sInx x—0 1—cosx x—0 sinx
3cosx —xsinx
g m-———————=
x—0 COSX

1 —cos (ax) . asin (ax)
im—————~ = lim
x—0 xtan (bx) x-0 tan (bx) + bx (1 4 tan? (bx))

2
~ a“cos (ax)

x—02b (1 +tan? (bx)) +2b*tan (bx) (1 + tan? (bx))

a?

2b

a—b i &P (xIna) —exp (xInb)
=0 ¢* — d* x—0exp (xInc) —exp (xInd)
im (Ina)a* — (Inb) b*
x=0 (Inc) ¢* — (Ind) d*
Ina—Inb Inj
Inc—Ind Ing

=Inc

o
SR

Exercice 4.5 Déterminer la dérivée nieme des fonctions suivantes :
1 -f(x) = [exp (xcos@)]|cos (xsina) , ot @ € R.
2- g(x) =x*exp(Ax),0u A €R. .

m Solution 4.5 1-Ona

f'(x) = cosalexp(xcosa)]cos (xsinca) — [exp (xcos o] sin asin (xsin o)

= [exp(xcosa)|cos(xsina+a),
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et

f'(x) = cosalexp(xcosa)|cos(xsina+ o) — [exp (xcosa)]sinasin (xsina + o)
= [exp(xcosa)]cos(xsina +2a).

Par itération, on obtient la forme générale suivante (qui peut-étre montrée facilement par
récurrence) :

£ (x) = [exp (xcos a)] cos (xsina + na).
2- On pose g1(x) = x> et g2(x) = exp (Ax), alors on a

gﬁ") (x) = 0, pour tout k >4
et

g (x) = AFexp(Ax), pour toutk € N.

Pour calculer la dérivée nieme de g(x) = g1 (x). g2(x), appliquons la formule de Leibnitz
g = (512" =Y Cigle
i=0

3 . ,
- s
i=0

n 1) (n—1 2) (n—2 3) (n—3
= gt +Crl gy +Crgl el ™ + Cle Vg

) (mf +3nAm L2 @m"z + Wm“)

g (x) = exp(Ax) (l"x3 +3nA" I +3n(n— 1) A" 2x+n(n—1) (n—2) 7L”_3) .

Exercice 4.6 Soit f: R — R une fonction deux fois dérivable sur R et trois fois dérivable en 0.
Soit

g(x) = f(3x) =37 (2x) +3f(x) = £(0).

Déterminer lim, . gi—f). »

m Solution 4.6 Remarquons que lim,_;0 gg) présente une forme indéterminée g.

Compte tenu des hypotheses, nous pouvons écrire la formule de Maclaurin-Young de la fonction
f al’ordre 3.

" (3)
f(x):f(0)+f’(0)x+f2(?)x2+f33,( )x3+x38(x), lim £(x) =0
Ainsi
400

x>+ x°e(x), lime(x) =0,

F(2x) = f(0) +2£ (0)x+2/" (0" + = X0
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et
" (3)
£(3x) = £(0)+3f'(0)x+ 9f2'(0)x2 * 9f3,(0)x3 +x%e(x), lime(x) =0
4 X—
Donc

g(x) = f(3x)=3f(2x)+3f(x) - f(0)
303 +x3e(x),

ce qui implique

Exercice 4.7 Soit la fonction réelle f définie sur [0, +oo[ par
flx)=vx+4.

1- Ecrire la formule de Taylor-Lagrange de la fonction f a I’ordre 2 sur I'intervalle [0,x] ou
x> 0.
2- Déduire I’encadrement suivant

1144< 5<1145
512 512°

= Solution 4.7 1- La fonction f définie sur [0, +oo[ par f(x) = v/x+4 est de classe C* sur
[0, +eo[, donc la formule de Taylor-Lagrange est applicable a f sur 'intervalle [0,x] pour tout
x € [0,400]:

(2) 3
f(x) :f(O)-I-f/(O)x-i-f 2'(0)x2-|-f 3'(6))63, avec 0 < ¢ < x.

Calculons les dérivées succéssives de f,

1 1 1
fx) = 5 le+4) = f(0) = T
@) _ 1 P01
) = —qa+td) 2= = 2’
5 (3)
O = g(x+4)—§ _f (©) _ 1

3 a6(Vera)”
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Ecrivons alors la formule de Taylor-Lagrange de f sur I’intervalle [0,x] pour tout x € [0, +oo] :

2 3
f(x) o4t T 4 T avecO<c<u

RN 16 (Ve+4)®

2- Prenons x = 1 dans la formule ci-dessus, il vient

1 1 1
V5=f(1)=24+-—-—+———— avecO0<c<L
4 64 16(Vcr4)
Ainsi
143 1
V=" avecO<c<1

64 " 16(vct4)

ce qui implique

143 1144
V5> 64 512°
D’autre part, pour ¢ > 0, on a

1 1 1
< =—,

16(Verd) 16(va) 2

on en déduit alors

1144< <143+ 1 1145
512 64 512 512°

Exercice 4.8 Donner les développements limités d’ordre # au voisinage de O pour les fonctions
suivantes :

1- fi(x) = V1 +sinx, n =4,

2- fo(x) = exp (ﬁ) ,n=4,

3- folx) = ML n =4,

4- f4(X) = ﬁ, n= 4,

5- fs(x) = 20 n=5. .

m Solution 4.8 1- En posant u = sinx, on a
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d’ou

Ainsi

En fin

2- On sait que

1 1
cosx 1—— S to(x)
et en posant
2 4
X< x 4
u——E-I-ﬁ-i-o(x),
on trouve
1 1
= =1 2 2
COSX 14u uu +0(u)
2 4 4
X X 4
—1—(~5+ﬂ)+z+o@y
d’ou
1 ¥ Sxt
s =fla 4
cosx +2+24+0(x),
donc
3
e X 4
cosx +2+0(x)
Si on pose v = x+X3—|—0( ) on aura
23 4

fa®) = exp(v) = 1+v+ 2 + 3
or
v :x2+x4~|—o

Par conséquent

3
Ho) =1+x+%+

(x4), VvV =x+o(x

‘-l- -I-o( )

1 1 1
- (F+x*) + -2 + ﬁx“ +o (x%),

6
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d’ou
¥ 2 13
—1 Xo e 13y 4y
) =14at =+ =4 ox +o(x*)
3-Ona
1
=1—x+x* - +x*+o(x*),
14x
et
x2 .X'3 .X'4
In(l4x)=x—"=+=—-=— 4.
n(l+x)=x 5 4+0(x)

En faisant le produit des deux développements on trouve

In(1+4x) 32 11 254 p
AW == =x =t — Ty el

4- Le développement limité d’ordre 5 au voisinage de 0 pour la fonction exp (x) s’écrit :

2 x3 4 x5

x X 5
exp(x) = l+x+2—!+§+4—!+§+0(x)
X2 X3 x4 XS

= 1 AT A 3),
+x+ 2+ 6+24+12O+0(x)

Donc
2 3 4

X X X .Xj
=t T T T o).
exp (x) x+2+6+24+120+0(x)

o o o o o 10 o o o 2 3 4 5
En faisant la division euclidienne suivant les puissances croissantes de x par (x +5+% tu+ 1"70> )

on obtient
2 4
X X X X 4
S — R S ]

A0 = o= 2t o)

g A 2 _onp 9 9.0 g 1 X
5- Ecrivons le développement limité d’ordre 4 au voisinage de O pour la fonctlonﬁ :

1 -1 X 3
=(1-x*) 2=1+=+=— ).
=2 ( X ) + > + 3 +o (x )

la fonction arcsinx étant la primitive de la fonction \/1+7 qui s’annule au point 0, alors le

développement limité d’ordre 5 au voisinage de O pour la fonction arcsinx est :
3 3 5

arcsinx:x—l———i—i—{—o(xS)
6 40 ’



Chapitre 4. Fonctions numériques d’une variable réelle : Dérivée -
86 développement limité

d’ou

arcsinx X 3t x  3x
f5(x) N < 5= +o(x )) <x+ g -|-0(x)>,

3 5

on conclut que

233 8x°
fs(x) :x+T+F+O(xS)'

Exercice 4.9 1- Donner le développement limité d’ordre 3 au voisinage de 1 pour la fonction

g(x) = v/x.

2- Donner le développement limité d’ordre 3 au voisinage de (+o0) pour la fonction

x+1
= t: .
@(x) = arctan 2

d’ordre 3 au voisinage de 1 et on obtient

o @
g9 =)+ ()T &My 8

d’autre part, on a

Cx) = doi g¥ (1) =
g7 (x) e g7 (1)

. 12 (=1
g(X)=1+(x21)—( 81) +( 161) +0[(x—1)3}.

Seconde méthode : Posons u = x — 1, si x est au voisinage de 1, alors u est au voisinage de O et
nous pouvons donc appliquer les formules usuelles :

=i viFi— 18 O p BED D )

m Solution 4.9 1- Premiére méthode : Nous pouvons appliquer directement la formule de Taylor
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d’oi
(x=1) (=1 @x=1)° 3
—1 - [ 1 }
Vx=1+ > et g T (x—1)
2- Puisque
lim 4/ L 1,

x—too \ x+2

cherchons donc le développement limité d’ordre 3 au voisinage de 1 pour la fonction arctanv,
en appliquant la formule de Taylor, on trouve

(v—1) (arctan)® (1)

arctany = arctan 1+ (arctan)’ (1) T + ) (v—1)>
3)
t 1
(arctan) = (1) )(v—1)3+0 |:(V—1)3},
3!
or
T / 1 PN / 1
arctanl = L (arctan)’ (v) = 2 d’ou (arctan) (1) = 3’
@0 = —2 o @=L
arctan v) = ——— d’ou (arctan 1)=—=,
(arctan)’ (v) 2P (arctan) (1) = — -
2(3v* -1 1
(arctan)(3) (v) = (V—3) d’ou (arctan)(3)(1) =_.
(1412) 2
On trouve alors,
m o ov—1 (v=1?% (v-1) 5
arctany = o + ———————+-—— —i—o{(v—l) }

Développons maintenant v(x) = \/% au voisinage de (o) :

posons X = )_1(7 on obtient v(x) = llj—z)g( qu’on doit développer par rapport a X au voisinage de
0, or
1
=1-2X+4X*>-8X’ + 0 (X?

1+2X * o (X,
d’ou

1+X 2 3 3

T (1+X) (1-2X+4X>—8X’ +0(X?))

= 1-X+2X*—4X’+0(X°).
Si on pose w = —X +2X% —4X3 40 (X3) , on développe alors

w2 oow?

_ _pLr_ v w 3
V= 1—{—w-1+2 8+16+0(w).

D’autre part on a

w?=X?—4X +o(X?) etw’ = X’ +0(X?),
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d’ou
X 7x* 25X%3 3
—= = X
’ >t s 16 ToX)
et
X 7x* 25x°3
—1 = Z4+= = 4,(x3
Y >t s 1 TOX)
x2 7x3
12 = AL _ AT x3
(v—1) 4 A +o0(X°),
X3
(v—1)7° = —?+0(X3).
En remplagant dans la formule qui nous donne arctanv, on trouve
aretan T 1/ X N 7X% 25x3\ 1 /X2 X3
Vv = —_ —_ _— _— _ —_———
4 2 2 8 16 4\ 4 8
1 3
=== X
5 () o)
T X 3X* 55x3 3
= - t+—=- X
4 4 8 96 * ( )

Finalement, on obtient

arctan x+1 T l+ 3 55 n 1
=+ =" 40|l =]).
x+2 4 4x 82 96x3

Exercice 4.10 Déterminer les limites suivantes : 1

. 1—e sin . 1—cosx)arctan . 1—cos . i
1- Tim, o =528 9 Jim, o Umcositans 3 jiny o (=00 4 Jim, g+ (cosx) ™
: 2 1
5-limy s jox —x*In (14 1). .
m Solution 4.10 1- Au voisinage de 0, on a
1 —expx~ —x et sinx~ x,
0 0
donc
. (1 —expx)sinx . —X)x —1
hm( 2p)3 hm(2 )3 im-———1.
x—0 x°4x x—0 X~ + X x—01+x

2- Au voisinage de 0, on a

2

X 8
1 —cosx~ —, arctanx ~Xx et sinx ~ Xx,
0 2 0 0
alors
x2

. (1—cosx)arctanx . \2)%¥ 1
lim —— = lim —— — =
x—0 xsinx x—0 X.X 2
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3- Toujours au voisinage de 0, on a

2
X
1—cosx~ — et tanx ~x,
0 2 0

d’ou
2
. (1 —cosx) 5
lim ————=lm5=.
x—0 tan“x x—0 X 2
4-On a

1
(cosx)% =exp (ﬁln (cosx)) )

d’un autre c6té, on sait que

2
~1—— et In(1 ~
cosx~1—— e n(1+u) S,

et puisque

limcosx—1=0

x—0
alors on a
2
In(1+(cosx—1))~cosx—1~——
(1+ (cosx—1)) ~ -2,
donc
2
X
In(cosx) ~ ——.
(cosx) ~ ==
Par suite, si m > 2, alors
. 1 i 1
lim —Incosx = lim —n =
x—0+ xM x—0+  2xM—
d’ou
e
lim (cosx)™ =0.
x—0t
Maintenant si m = 2, alors
. 1 ) 1 1
lim —Incosx= lim —= = ——,
x—0+ XM =0t 2 2

d’ou

x—0T

1 1
lim (cosx)xi’" = exp (—§> =—.
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Enfin si m < 2, alors

.1 . _
lim — Incosx = lim —x>" =0,
x—0t x™ x—0T

d’ou
1

lim (cosx)™ =1.
x—0*

On conclut que :

0 sim>2,
1 .
lim (cosx)™ = \/LE sim=2,

o+ .
o 1 si0<m<2.

5- lim,_, yoox — x%1n (1 + )1—6) Quand x tend vers oo, % est au voisinage de 0 et nous pouvons

écrire
In l—i-l ! ! + ! + !
— —_ - — - 10) —
X x  2x2 3% x3 )’

et par suite

1 1 1 1 1
2 2
X—X ln<1+;> = X—X (;_ﬁ—i_ﬁ—i_()(;))

d’ou

1 1
lim x—x*In (1 +—) = .
X—>o0 X 2



5. Intégration au sens de Riemann : Inégrale définie - intégrale indéfinie

5.1 Intégrale définie

5.1.1 Intégration de fonction en escalier sur un segment
Définition 5.1.1 (Subdivision d’un intervalle) Soit [a,b] un intervalle fermé borné de R; on
appelle subdivision de [a, b] toute suite finie de points

N={a=x0<x1<x<...<Xxp_1 <x,=b}.
On appelle pas de la division le réel

h= max (x;—xi_1).
i=12,....n

On dit que la subdivision est réguliere si le pas & est constant

b—a
h=——; xo=aetx;=a+ih,i=1,2,...,n.
n

Définition 5.1.2 (Fonction en escalier) Une fonction f : [a,b] — R est une fonction en escalier
s’il existe une subdivision IT = {a =xp < x; <xp < ... < X1 < X, = b} et des réels ¢;,i =
1,2,...,ntels que

f(x) = ¢; pour tout x € Jx;_1,x;[.

Définition 5.1.3 (Intégrale de Riemann d’une fonction en escalier) On appelle intégrale de
Riemann de la fonction en escalier f, le réel /, indépendant de la subddivision IT :

n
1= ZC,‘ (x,- —x,;l) .
i=1
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On note

b
1= / f(x)dx.
a
Elle mesure I’aire algébrique comprise entre la courbe de f et I’axe des abscisses.
m Exemple 5.1 Soit la fonction définie par

f [—2,2] —-R

/_;E(x)dx = Yl x)

2 i=1

1
= (—2)><1+(—1)><1+0><1—|—1><1+2><§
= —1.

p) 1-lintégrale de Riemann d’une fonction en escalier n’est autre qu’une somme finie d’aires
algébriques de rectangles de cotés respectifs

Ax; = (x,' —x,;l) etc; = f(x) pour x € ]x,;l,xi[.
Elle peut étre positive, négative ou nulle.

2- I’intégrale ne dépend pas des valeurs prises aux bornes de la subdivision et elle est
indépendante de la subdivision choisie.

Proposition 5.1.1 Soient f et g deux fonctions en escalier sur [a,b], alors

I- f + g est une fonction en escalier et [ (f +g) (x)dx = [” f(x)dx+ [ g(x)dx.

2- Pour tout A € R, (A f) est une fonction en escalier et | ab (Af) (x)dx=A. fab f(x)dx.
3-Si f > galors [ f(x)dx> [ g(x)dx.

4-Si f = g, sauf en un nombre fini de points alors [ f(x)dx = [ g(x)dx.

5- Pour tout point ¢ € [a,b], [” f(x)dx = [ f(x)dx+ [° f(x)dx.

5.1.2 Fonction intégrable sur un segment

Définition 5.1.4 Une fonction bornée f : [a,b] — R est intégrable au sens de Riemann (ou de
maniere abrégée Riemann-intégrable) si et seulement si

b
Ve >0, Ju,U; ugnget/ (U—u)(x)dx <e,

ol u et U sont deux fonctions en escalier définies sur [a, b .

Soient A et B les ensembles de R définis par :
b
A = { / u(x)dx, u fonction en escalier, u < f }
a

b
B = { / U (x)dx, U fonction en escalier, f < U }
a
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Ona
Va €A, VB B, o <p.

Donc A est majoré et B et minoré et par suite supA et inf B existent.

Définition 5.1.5 Une fonction bornée f : [a,b] — R est Riemann-intégrable si et seulement si

b
supA = infB :/ f(x)dx.

Propriétés

Proposition 5.1.2 Soient f et g des fonctions définies et Riemann-intégrables sur [a,b], alors
1- f + g est Riemann-intégrable sur [a,b] et [7 (f +g) (x)dx = [* f(x)dx+ [ g(x)dx.

2- Pour tout A € R, (A f) est Riemann-intégrable sur [a,b] et [ f (Af) (x)dx = A. [? f(x)dx.
3- [7 f(x)dx =0.

4 [7 f(x)dx = — [} f(x)dx.

5- Pour tout point ¢ € [a,b], fab f(x)dx = [7 f(x)dx+ fcb f(x)dx. (Relation de Chasles).

6- Si f = g, sauf en un nombre fini de points de [a,b] alors | ab fx)dx= | : g(x)dx.

7-Si f > 0alors [ f(x)dx > 0.

8- Si f > g alors fff(x)dx > fabg(x)dx.

9- Si f >0 sur [a,b] alors [° f(x)dx =0 f=0.

10- | f] est Riemann-intégrable et ‘ f: f (x)dx‘ < [P1£(x)] dx.

11- ( 1P (f.9) (x)dx>2 < [ £2(x)dx. [ g% (x)dx. (Inégalité de Cauchy-Schwarz).

Corollaire 5.1.3 Si f: [a,b] — R est une fonction Riemann-intégrable telle que
Vx € la,b], m< f(x) <M,

alors

1

m<
“b—a

/abf(x)deM.

Exemples de fonctions Riemann-intégrables

Théoréeme 5.1.4 (Fonction monotone)Toute fonction monotone (bornée) f sur un intervalle
fermé borné [a, b], est Riemann-intégrable.

Théoréeme 5.1.5 (Fonction continue)Toute fonction f continue sur un intervalle fermé borné
[a, D], est Riemann-intégrable.

Théoréeme 5.1.6 (Fonction continue par morceaux)Toute fonction bornée f continue par
morceaux sur un intervalle fermé borné [a, b], est Riemann-intégrable.

I Définition 5.1.6 (Somme de Riemann) On appelle somme de Riemann d’une fonction f
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définie sur un intervalle fermé borné [a, b], le réel

b a
n

Zn:fa—i-l

i=1

Proposition 5.1.7 (Propriété de la moyenne) Si f : [a,b] — R est une fonction Riemann-intégrable
(continue, continue par morceaux ou monotone ). Alors

b
ngl}rlen:/a f(x)dx

Définition 5.1.7 (Valeur moyenne) On appelle valeur moyenne d’une fonction continue f :
[a,b] — R, le réel

o) =y [ 1wax

Théoreme 5.1.8 (Propriété de la moyenne) Soit une fonction continue f : [a,b] — R, alors il
existe ¢ € [a,b] tel que

[ reax= 1) 0.

Théoreme 5.1.9 (Généralisation de la formule de la moyenne) Soient f : [a,b] — R, une
fonction continue et g : [a,h] — R, une fonction intégrable de signe constant sur [a,b], alors il
existe ¢ € [a,b] tel que

[ reasax=rte) [ gan

Intégrale indéfinie- Calcul des primitives

Intégrale indéfinie
Définition 5.2.1 Soit f : [a,b] — R une fonction continue, on appelle primitive de f sur [a,b],
toute fonction F : [a,b] — R dérivable et telle que

Proposition 5.2.1 Si F et G sont deux primitives de f sur [a,b], alors

F(x)=G(x)+C, CeR.

Définition 5.2.2 (Intégrale indéfinie) L’ensemble de toutes les primitives de f sur [a,b], noté
| f(x)dx est appelé intégrale indéfinie et on a

/f x)+C, C€eR.
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Théoréeme 5.2.2 ( Formule de Newton-Leibniz) Si F est une primitive de f sur [a,b], alors

Théoréeme 5.2.3 Soit f : [a,b] — R une fonction continue et soit x € [a,b], alors la fonction
F : [a,b]—R
x — F(x / f(t)

est une primitive de f sur [a,b].

Théoréeme 5.2.4 Si f : [a,b] — R est une fonction bornée intégrable sur [a,b], alors la fonction
F : [a,b]—R
x — F(x / f(t)

est continue sur [a, b].

5.2.2 Calcul des primitives

Tableau des primitives usuelles

Fonction f Primitive x— F(x) = [ f(x)dx Ensemble de validité
a (aeR) ax—+c R
x'neN nglll +c R
x* aeR\{-1} T te¢ 10, 400
1 In |x! +c ]—00,0[ ou 0, +oo
exp (x) exp(x)+c¢ R
cos (x) sin(x) +¢ R
sin (x) —cos (x) +¢ R
ch(x) sh(x)+c R
sh (x) ch(x)+c R
1_:x2 arctan (x) +c R
cos%(x) tan (x) +c |-5+kn,5+kn|, ke Z
11“2 In <x+ \/l—i—xz) +c R
11—x2 arcsin (x) +c¢ ]—1,1]
) (1) +c R
Co pIn| 5| +e |-L1]

Méthodes d’intégration
Il existe deux techniques trés utilisées dans le calcul intégral :
1)- Intégration par parties.
2)- Changement de variables.
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Théoréme 5.2.5 (Intégration par parties) Si u et v sont deux fonctions de classe C! sur [a, b],
alors on a

/ab u' (x)v(x)dx = [u(x)v(x)]; — /abu(x)v'(x)dx.

On utilise souvent I’abus d’écriture

/vdu:uv—/udv.

Cette formule d’intégration est utilisée chaque fois que udv a une primitive plus simple que vdu.

Théoreme 5.2.6 (Changement de variables) Soit f : J — R une fonction continue. Si ¢ est
de classe C' sur [a, b], telle que ¢ ([a,b]) C J, alors pour tout u € [a,b], on a

L7 pee= [ fotenel ey
¢(a) a

5.2.3 Procédés particuliers d’intégration
Primitives de fractions rationnelles
On consacre cette partie a I’intégration des fractions (fonctions) rationnelles, car la plus part des
primitives que 1’on sait calculer formellement (exponentielle, abélienne, circulaire...) se raménent a
un calcul de primitives de fonctions rationnelles, par des changements de variables adéquats. Nous
commencons par recenser les fractions rationnelles particulieres dont on sait calculer une primitive.
On les appelle les éléments simples.

Proposition 5.2.7 1a fraction rationnelle &x)) (avec d°R < d°Q) se décompose en éléments simples

O(x
sous la forme suivante :

R(x) Ay Ay Ag, A Ap A,
= + 7 .t 3 Tt ——%
0(x) (x=x1)  (x—x1) (x—xp)™ (x—x)  (x—x,) (x—x,)"
By x+C B x+C Byx+C B x+C
= 1 oy P L R 11 Uy Il Ll .
(x> +pix+q1) (x2+ prx+q)" (x> +pix+q1) (x2+ prx+q1)”
On remarque que I'intégration d’une fonction rationnelle revient a intégrer les éléments sui-
vants :
a)— Intégration des éléments simples de premiére espece : [ = fa)k dx

On distingue deux cas :
-Sik=1,

A
/ dx=Aln|x—a|+C, CeR.
(x—a)

-Sik>1,

A 1
/( )kdx: 1 k(x—a)lfk—FC,CeR
xX—a -

b)— Intégration des éléments simples de deuxieme espece : [ %dx, ol p* +4g < 0.
x+pxtq
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On peut toujours écrire
Bx+C Bx+C
/Lkdx - /Lkdx
(x> + px+q) (x+A)2+p?)
1 Bx+C
= sz/l cdx.
((5212+1)
+A

En posant t = XT’ I’intégrale devient

1 /B(ﬁt—/l)+Cdx_—B/l+C/ dt n B / tdt
BT Ty BT et B et
Cela revient a intégrer :

of (ﬂ’i’l 2 en faisant le changement de variable u = 1 +1¢2,

Thhu+C= 11+t2)+C,sik:1,
/tzﬂ 2/ B 211k)1’<+c— k)(1+z2)1*k+c,sik>1.

.I(Zil)’” on pose

dt
Py
(12 +1)

et en faisant une intégration par parties on obtient,

t
= ~+ 2kl — 2kl 4,

(2+1)
d’ou la relation de récurrence

2kl = +(2k—1)[k,k21.

(2 +1)

dt

Sachant que I} = [ 7.7 = arctan? + C, le reste se calcule en utilisant la formule de récurrence.

Primitives se ramenant & des primitives de fonctions rationnelles
Soit f une fonction rationnelle d’une variable ou de deux variables.

1) [ f(exp(x))dx < on pose : t = exp(x).
2) [ f(cos(x),sin(x))dx < onpose:t=tan (%), on obtient : cos (x) = %Hz,sm( X) = ]%2
3) J f(tan(x )) < on pose : f = tan (x).

4) [ f(x,v/x>+1)dx < onpose:=argsh(x), pour se ramener au calcul de [ f(sh(t),ch(t))ch(t)dt
qui se traite de la méme maniere que [ f(exp (x))dx.
5) [ f(x,v/x>*—1)dx < onpose:t=argch(x),pourx > lets=argch(—x), pourx < —1.
6) [ f(x,v/1—x%)dx < onpose:t=arcsin(x), pour se ramener au calcul de [ f(cos (¢),sin(z))cos(¢)dt.

R) - Les méthodes systématiques ne sont pas nécessairement les meilleures, il faut toujours voir
s’il est possible de trouver mieux.
- Dans tous les cas, on n’oublie pas de revenir a la variable initiale.

Exercices
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Exercice 5.1 1)-En utilisant la formule de Riemann, Calculer les intégrales suivantes :
a)- fabx2dx, b)- [, exp (x) dx.
2)- Les fonctions suivantes sont-elles intégrables au sens de Riemann ?

B Isixe[0,1]NQ ) - cosxsixE[O,l]
flx) = {osixe[o,l]ﬂ(R—Q) ,g(x)—{ sinxsixe[%,f]

[ isixe]0,3]
e = { 1six=0

n Solution 5.1 1)-

a)-Considérons la fonction f : x — x? et une subdivision réguliére de I’intervalle [a,b], associée
af.

Soient h = b%“ le pas de la division et

S0 = L (f)+ o fl)

2
- h<(a+h)2+(a+2h)2...+(a+nh))
= h(na®+2ah(1+2+..+n)+n* (142> +..n%))

_ b%" <na2+2a<b—a> n(ntl) <b—a)2n(n+l)6(2n+l))

n 2 n

(n+1) (n+1)(2n+1).

= p-a)@+ab-aP Tt p—ap LS

Sachant que la fonction x + x? est continue sur [a,b] donc elle est intégrable sur [a,b]; par
conséquent

(b—a)’ v 4

b
2 . 2 2
dx= lim Sp=(b— b
/ax ¥=lim Sy =(b-aja+alb—a)'+— 3 3
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b)- Dans ce cas h = %,f:xr—>exp(x) et

Sp =

S|—= S|=3|=

Sachant que la fonction f : x — exp (x) est continue sur [0, 1], donc elle est intégrable sur [0,1];
par conséquent

1 1 —1
/ exp(x)dx= lim S, = lim exp( — T el
0 n—s—+oo n—oo n (exp(i)l)
1

n

est bornée mais n’est pas Riemann-

2) e La fonction x — f(x) = { lsixe [(]), 11NQ

0sixe€[0,1]N(R—-Q)
intégrable en effet :
Soient

b
A = { / u(x)dx, u fonction en escalier, u < f }
a
et

b
B = { / U (x)dx, U fonction en escalier, f < U }
a

Ona
1 =supA # infB = 0.

cosxsix € [O, %}
sinx six € |1, 1]
[0,1], donc elle est Riemann-intégrable sur [0, 1].

sinx
oLafonctionh(x):{ x six€]0,3]

e La fonction g(x) = { est définie, bornée et continue par morceaux sur

Isix—o ot définie et continue sur [0, 3], donc elle est Riemann-

intégrable sur [0, 3]. n

Exercice 5.2 Calculer les limites des suites dont les termes généraux sont les suivants :
-l LYY (22 12\ k(K
Un:Zk_I_—n,Vn:n—zH(n +k) ’W":kg’lﬁsm ; . [ ]

k=1 k=1
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m Solution 5.2 e U, peut s’écrire sous la forme

- 1 i 1
n— ’
=0E40)
qui est la somme de Riemann de la fonction f(x) = l—ix sur I’intervalle [0, 1]. Sa limite est alors
. 1 dx 1
ngTwU T = [In(1+x)], =—1In2.

oV, =1 H 2 4 k2 est un produit strictement positif, pour le ramener en somme, on prend

le logarlthme des deux membres :

n
InV, = —21nn+%21n(n2+k2)
k=1

l n
= —21nn+721n n?
=

= —2lnn+- ZZlnn+ Zln(l ())
il 2 K\ *
= —21nn+2lnn+721n 1+ -
nk:1 n
n 2
= 121n<1+(k> >
ni= n

qui est la somme de Riemann de la fonction continue f(x) = In (1+x?) sur I'intervalle [0, 1].
Sa limite est alors

1
lim InV,= [ In (1 +x2) dx.

n—+-oo 0

Par une intégration par parties et en posant

uzln(l—i—xz) etdv=dx=du= etv=ux,

2x
1+x2
on obtient
2x2

1 ; 1
/Oln(1+x2)dx = [xln(l—{—xz)] —/0 de

+1—1
= In2-2
" / 1422 dx

1
= In2-2 1— d
! /0 < 1+x2> *

= In2—2[x—arctanx]y
= In2—2(1—arctanl)

T
= In2—-2+—.
n -|-2
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D’ou
] Y[
I =23

3)-W, peut s’écrire sous la forme

qui est la somme de Riemann de la fonction f(x) = xsin (x) sur Iintervalle [0, 1]. Sa limite est
alors
1

lim W, = [ xsin(x)dx.
n—+-oo 0

Par une intégration par parties et en posant

u=uxetdv=sin(x)dx = du=dxetv=—cosx,
on obtient
1 ' 1
/ xsin(x)dx = [—xcosx], —i—/ cos (x)dx
0 0
= sinl —cosl,

alors

lim W, =sinl —cos1.
n—+-oo

Exercice 5.3 Soita > 0, f : R — R une fonction continue. Montrer que
1)- si f est paire alors

/a f(x)dx = Z/Qf(x)dx.
—a 0
2)- si f est impaire alors

’ f(x)dx=0.

3)- si f est périodique de période T alors

/aHTf(x)dx = /OT f(x)dx.

m Solution 5.3 1)- En utilisant Ia relation de Chales, on a

/_L;f(X)dxz /_(lf(x)dx+/oaf(x)dx_
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En faisant le changement de variables : u = —x = du = —dx, et en utilisant la parité de f on
obtient

0 0 0 a
5 fx)dx = /a —f(—u)du = —/a fu)du = /0 f(u)du.
Donc
5 f(x)dx = 2/0 f(x)dx.
2)- Toujours en utilisant la relation de Chales, on a
a 0 a
A= | e / e
—a —a 0

En faisant le changement de variables : u = —x = du = —dx, et en utilisant le fait que f est
impaire, on obtient

0 0 0 a
wf(x)dx :/a —f(—u)du = /a fu)du= —/0 f(u)du.
Donc
" fx)dx =0,
3)-En utilisant la relation de Chasles, on a
a+T 0 T a+T
/a f(x)dx = /a f(x)dx—l—/o f(x)dx-l—/T f(x)dx.

En appliquant le changement de variables : u = x — T = du = dx, et en utilisant la T-périodicité
de f, on obtient

/T N dx = /0 * FutT)du= /O e
Donc
/a T rdx = / ? f)dx+ /0 g /0 " )
= [+ [ s

or
[ rewax=o,

par suite

/aHTf(x)dx = /OT f(x)dx.
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Exercice 5.4 Soient a et b deux éléments de R et f de classe C"! sur I'intervalle [a,b] .
a)- Montrer que

2 n
fb) = f(a)+@f’(a)+@f”(a)+m+%M(a)

+% / " PO (1) (b — ) dx.

Cette formule est appelée Formule de Taylor a I’ordre 7, avec reste intégrale.
b)- En déduire qu’il existe ¢ € [a, D] tel que

(b—a)’
2!

) = @+

—a n+1
+(l2n+)1)! AR O

(b—a)
n!

f(a)+ @) +...+ " (a)

m Solution 5.4 a)- Considérons I’intégrale
L2 koo
Rk:ﬁ/f (x)(b—x)"dx,oul <k<n.
. Ja

En posant

(b—x)"
Kkl

etdv = f* (x)dx,

u=

et en intégrant par parties on trouve

(b—a)* P (b—x)"
Re=—"—1 f(k)(a)+/a Wf(k)(x)d%
donc
k
Ri= —(b;a) @) +R_1, 1 <k<n.
Ainsi
R, = —(b—a)f’(d)+Ro,
- 2 "
R2 —(b 2!0) f (a)+R1,
(b_a)n—l R
e P A G
R = =9 o) g,
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En additionnant membre a membre les égalités précédentes, on obtient

o 2 AV

Ry =Ry~ (b-a)fa)~ Lo pra) - Lo g )

et puisque
b

Ro= [ 1) = 1(b) = fa)

On déduit que
b— b— : /1 b—a)" H
) = @+ @+ L ey oD )
+$ /fﬂ"“)(x) (b—x)"dx.

b)- 1l s’agit de montrer qu’il existe ¢ € [a,b] tel que

1 b n n (b _a)n+1 n

[ ) 6=y dr = )

Puisque la fonction x — f("+1)(x) est continue et que la fonction x — (b—x)" a un signe
constant (positif) sur [a,b], on déduit, d’apres la formule de la moyenne généralisée, qu’il existe
¢ € [a,b] tel que

’ b AL
nl!/a f(n+1)(X)(b_x)ndx — f(n-‘rl)(c)/ %d‘x

a

_an+1
- (lzn+)1)! 7).

Exercice 5.5 Soit f une fonction continue et croissante sur [a,b], on considere F la primitive
de f qui s’annule en a. Montrer que

F (?) < %(F (x)+F (y)), pour tout x,y € [a,b].

= Solution 5.5 Soit

A:F(J%)—%(F(x)my»,

il s’agit donc de montrer que A < 0.
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Puisque F est la primitive de f qui s’annule en a, A peut s’écrire sous la forme

A = /f dt——(/f i+ [ 1t dr)
= [0 a't+/x+v a5 [ 1 dt——(/:f(t)dﬂr/xyf(t)dt)
- [ roa from
= /s : dt——(/xzf(t)dﬂr /,;f(t)dt>
= 37 o= [ s

En faisant le changement de variable s =t —x = ds = dt,

N\
3z

x+y y—x

/x Y f(dt = /O " f(s+x)ds.

Etenposants:t—%éds:dt,

Y _ e xX+y
Jot0= [ fls 4304

Dautre part, ona 0 < s < 5% = s+x < X px =22 < g4 T2
Or f est croissante, donc

fls+2) < fls+22)

ce qui entraine
y—x

2 e xX+y
/0 f(s+x)ds</0 f(s +T)d

Par conséquent

y—x y—x
A:/ ’ f(s+x)ds—/2 f(s+x;y)ds§0.
0 0

Exercice 5.6 Soit la fonction

X dt
F(x)= .
() 0 2+cost

1)- Montrer que F' est définie et continue sur R, et qu’elle est impaire.

2)- Déterminer F (x) sur |—7, [, en déduire F (7).

3)- Montrer que F(x) = F(x—2m) + \2/—’%, pour tout x € R.

4)- Soit k € Z, calculer F (m + 2km), puis calculer F(x) pour x € |—m + 2k, + 2k7|.
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Inégrale définie -

intégrale
indéfinie

dt

3
I 5)- En déduire la valeur de I’intégrale : [,

m Solution 5.6 1)- Soit

1
2+cost’

flx)=

% 2+cost

eOna:1<2+cost <3, donc fest deﬁnie et continue sur R, ce qui entraine que f est intégrable

sur R, par conséquent F (x) = [ 55— +CO§ -
F étant la primitive de f (par définition), c-a-d F’

est définie sur R.
= f, donc F est de classe C'sur R.

oEn effectuant le changement de variable : u = —t = du = —dt, et en tenant compte de la parité

de f, on obtient

= dt
o 2+cost

F(—x) =

X du
= - — = —F(x).
/o 24 cosu (x)

Donc F est impaire.
2¢meméthode :
—*dt

F — = = —
(=) 0o 2-+cost

- 2+cost

car f est paire.
2)- Déterminons F (x) sur |-, 7[.

du

—X dt X —
_/o 2+cost_/o 2+cos (—u)

=—F
0 2+ cost (%),

Considérons le changement de variable : u = tan 5. Il est bijectif en effet,

E]O,x[c]—n,n[:%]o,

| =

et la fonction tan est bijective sur | 5%, 5[ .

|24

t 1 t 1
u:tan§:>du:§<l+tan2<§)>d E(l—l—u)d
Implique que
dt du et cost —w
= Sl = ——
1+u? 1+u?’
On obtient alors
tan 3 1 2du tans 24y
Fe) = / 2+cost :/ 9y 1= ]y “Jo 3ta2
+ 14+u?
du tan
2 tan 2
= — ’ V3 7 [ arctan <>}
b () V3o
V3
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Maintenant calculons F (7). F étant continue sur R, alors

1 2n =
F(m) = lim — arctan tan E) —

HM (f 2) VA2 V3

3)- Montrons que F (x) = F(x —27m) + \2/—’%, pour tout x € R.
En faisant le changement de variable : u =t + 27 = du = dt.

X—2T dt X du 27 du
F(x—27r):/ _ e _F_d8 v ey
0 2 +cost 2n 24cosu 0 24+cosu Jo 2+cosu
Or la fonction f est paire et 2r—périodique, donc
2 d
_du _,fF_du
0 2+cosu 0 2-+cosu
et
F(x—27) / / F(x) +2F(n) = F(x) + 2
X — P — X a1
2—|—cosu 2+cosu V3
par conséquent
F(x)=F( 27r)+27r tout x € R
x)=F(x— ——, pour tout x .
3 p
4)- Soit k € Z, calculons F (7 + 2km).
Sik=—-1,F(n+2kn)=F(—n)=—F(n ) = —\%,
Sik=1,F(n+2kn)=F(3n)=F(3n—27)+ \2/_7%:\3/_7%,
Sik=2,F(n+2kn)=F(5n) = F(5n —2m) + f/—’g: 57’;
Sik=—2,F(n+2kn)=F(-3n)=—-F(3n) = —37’%.
Par itération on trouve que
F(m+2kn) = (2k+ 1) F(m) = (2k+1) % pour tout k € Z.
Maintenant calculons F(x) pour tout x € |—7 + 2km, T + 2k .
Si on pose z = x — 2k, djaprés la 2¢™question, F(z) = % arctan <\/%tan§) .
D’autre part, d’apres la 3°"“question on a pour tout x € R,
2
F(x) = Fx—2m)+—
(x) ( ) 7
47
= x—4m)+ —
F( ) 7
6
= x—6m)+ —
F( ) 7
............ e
= x—2km)+ —
F( ) 7
2km
= Fl9+

7
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Par conséquent, pour tout x € |—7 + 2k7, w + 2k7|

F(x) = %arctan <%tan <X_T2kn)> + 2%

3n
2 _ dt
g 2+-cost *

3n 3 T
2 dt 2 dt 2 dt 3w T
= — =F(—)—F(=).
/2’ 2+ cost /o 2+ cost /0 2+ cost ( 2 ) (2)

5)- En déduire la valeur de I’intégrale :

Or
b1 . 3n N
5 € |-m,7[ c-a-d k=0 et o Jm,3m[ c-a-d k=1,
donc
It B
z 24cost

% (stan (-5)) —arotan (Jztan (5) )|+ 22

arctan (_L> _ arctan (%)] N %

3
_ __arctan<i> Lz 8 (E>+2_”_4_”
N - V3 3V3

Exercice 5.7 Calculer les primitives suivantes :
[ *=dx, [ S’ gy [ sin*xcos’ xdx, flfr—;dx, fﬁ, JVx?+4x+2dx

1
2
1+x23¥ cosx

[V3+2x—x2dx, [sin2xv/3+cos*xdx, [In(y/x—1)dx, [arcsin’tdt, fx\/deﬂ .

1 1
= Solution 5.7 e Calculons [ —**5dx. La fonction x — —**5 est définie continue sur R*, elle
1+x4 1+x4

admet donc une primitive. On pose

t>0, x=r*= dx=4rdr,

on remplace

1 5
2 t

/ ol 3dx:4/—3dt,
1+4x3 141

En faisant une division euclidienne, on trouve

£ 5 P
4 | ——=dt = 4| (t°— dt
/1+t3 /( l+t3)

= g(t3—ln(l+t3))—|—c.
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En revenant a la variable initiale, on trouve

1

2 4

/_xz dx = = (x%—ln<1+x%>> +C, CeR.
I+x3 3

i3 . . S . .
e Calculons [ 3>=dx. Ija fopctlon rationnelle x — 7= est définie continue sur R\ {% +km, ke Z} ,
elle admet donc une primitive.

On pose
t = cosx = dt = —sinxdyx,
On trouve
.5 AV
sin’ x 1—cos“x)” .
/ dx = / Q sinxdx
coSx coSx

— _/—(1_t2)2dt

t

= —/(%—2t+t3>dt

4
= —1n|t|—|—t2—Z+C

4
s x
= —In|cosx| 4 cos®x — +C, CeR.
e [sin* xcos’ xdx, s’écrit sous la forme
/ sin*xcos’xdx = / sin* xcos* x cos xdx

) ) 2
= / sin*x (1- sin® x)" cosxdx

on fait le changement de variables
t = sinx = dt = cosxdx,
et on réécrit I’intégrale
/sin4xcossxdx = /t4 (1 —tz)zdt

= / (t* =26+ %) dr

5 9
P2, 0t
= ——=t'+—+4C
5 7 +9+
5 2 9
= Cozx—§cos7x+cos x—f—C,CER.

4 . : 4 o .
e Calculons [ ;:-=dx. La fonction rationnelle x — 135 est définie continue sur R\ {—1}, donc
elle admet une primitive sur |—co, —1[ et |—1,+-o0|.
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Calculons la primitive sur |—1,4-oo[. A 1’aide d’une division euclidienne, séparons la partie
réguliere de la fraction

x X i a + bx+c
—— =x— =x :
1+x° (x+1)(x>—x+1) (x+1) x¥2—x+1

Par identification on trouve

a:—b:—c:

§.

On obtient alors

X x+1
1+x3dx N /de+3/ x+1) 3/x2—x—|—1

1 +11n(+1) 1 x+1
= x"+zIn(x 3/ g™
2 3 3 —x+1

reste a calculer

/ x+1 J / 2x—1 /
—dx —
x2—x+1 2 x2—x-|—1 2 x2—x+1

= —ln(x —x+1) 2/( dx

73 (x—%))z—l—l

On pose
2 1
t= —( ——> =dt = idx:>dx: \/—gdt,
V3L 2 V3 2
on trouve

x+1 1, .4 V3 [ dt
—dx = =1 — 1)+— | ——
/xz—x—i-l * 2 n (o —x+1)+ 4 /t2+l
1., V3 2 1
= Eln(x —x—i—l)—{—Tarctan(%( —§)>+C.
Finalement, on obtient
1 1 3 2 1
/1—|—x3 ——x +§ln(x+1)—61n(x —x+1)— \/_arct n(\/x_ \/_>
of d— est définie sur R.

Vitxta?

l+x+x% = x+

on pose
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on remplace

dx dt
/\/1+x+x2 I ARV
= argsht+C

2 1
= argsh| —=|(x+= | |+C, CeR.
wan( 75 (+2)

o [V/x%+4x+ 2dx est définie sur}—oo,2—\/§] U {2-1—\/5,—1—00[, etona

0 o 2_ o X+2 2_
X +4x+2=(x+2) 2-2((\/5) 1).

On pose

_x+2

=dx= \/Edu,
V2

u

donc

/\/x2—|—4x—|—2dx:2/\/u2—ldu.

Pour x € [Z—I-\/i,—I-OO[,u: )i\/; > 1, on pose alors
u = cht=1t=argchu

du = shtdt = dt = ﬂ
sht

don
2/\/u2—1du _ 2/sh2tdt::/(ch(2t)—1)dt
_ %sh(Zt)—tJrC
= sh(t)ch(t)—t+C

= cht\/ch*t—1—t+C

= ch(argchu) \/ch2 (argchu) — 1 —argchu+C

= u\/uz—l—ln(u+\/u2—1)+C.

Par suite, pour x € [2 + \/i, 400 [

2 1
/\/x2+4x+2dx - x; x2—|—4x—i—2—ln%(x+2+\/x2+4x+2)+C
x+2

|
= =-VR+4t2-In <x+2+ \/x2+4x+2> +5I2+C, CeR.

Nous pouvons calculer de la méme maniere la primitive sur x € ]—00,2 — \/5] , en posant
u=—cht.

e Calculons [v/3+2x — x?dx.



Chapitre 5. Intégration au sens de Riemann : Inégrale définie - intégrale
112 indéfinie

La fonction x — /3 +2x — x? est définie continue sur [—1,3], donc elle admet une primitive
sur [—1,3].

2 x—1 2
3+2x—x"=4|1-— 5 ,

on pose

x—1 dx
u = ( > )=>du—?©dx—2du
six € [—1,3],alorsu € [—1,1].

d’ou

/\/3+2x—x2dx:4/\/1—u2du,

on pose ensuite
. T T
u=sint, t € ] ) [ et du = costdt,

on trouve

/\/3+2x—x2dx — 4/\/1—u2du

= 4/cosztdt=2/(1+C052t)dt
= 2t+sin2t+C
= 2t+2sintcost+C

= 2t+2sintV/1—sin?t+C
= 2arcsinu+2u\/1—u?+C

—1 —1
= (x >\/3+2x—x2+2arcsin<xT>+C,CE]R.

4

e Calculons [ sin2xv/3 + cos* xdx.
La fonction x — sin2xv/3 + cos* x est définie continue sur R, donc elle admet une primitive sur

R.

sin2xv/ 3 + cos*x = 2sinxcosxy/3 + cos? x.

En posant
t = cos’x = dt = —2sinxcosxdx.

L’intégrale devient
/sian 3+ cos*xdx = —/ 3 +12dt.
On pose ensuite

t
t=3shu=u= argshﬁ et dt = \/3chudu.
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En remplagant, on trouve

/sian\/3+cos4xdx = / 3 (14 sh?u)\/3chudu
= —3/ch2udu:—%/(l+ch2u)du
3 3
= —EM— ZSh2M+C

3 3
= —Eu - zshuchu—FC

= —%u—ésinhu\/l—i-shZu—FC
= —%argsh \/3+t2+C
V3+12+C,CeR.

3 t
= —=1 (t 3 t2>——
2n + s )

e Calculons [In(y/x—1)dx.

La fonction x — In (y/x — 1) est définie continue sur |1, +oo[, donc elle admet une primitive sur
J1, oo

On pose

t=(Vx—1)=x=0+1)]=de=30+1)1dr,
on remplace dans I’intégrale
/m (Va—1)dx = /3(r+ 1)2 (Inf) dr,
appliquons une intégration par parties, en posant
u = Int=du= %
dv = 3(@t+1)Y2di=v=_(t+1)
et on obtient

/3(t+1)2(lnt)dt = (t+1)3lnt—/(t—:—1)3dt

B+32+3t+1
= (t+1)3lnt—/+—+3+dt

1
— (t—|—1)3lnt—/<t +3t+3+- )dr
3
= (t+1)3lnt—§—§t2—3t—lnt+C.

Finalement, on revient a la variable initiale

Y 3
[in(¥F-1)dr= (= 1) (5 1) WD 3 s 1) o3 (gr—1)+C.
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o arcsin® xdx est définie sur [—1,1], pour calculer cette intégrale, nous procédons par intégra-
tion par parties. On pose

) 2 arcsinx
u = arcsin“x = du = ——dbx,
V1—x2

dv = dx=v=ux.

On obtient
: . xarcsinx
/arcs1n2xdx — yarcsin®x — 2/ ———dbx,
V1—x?
faisons une 2¢" intégration par parties pour calculer [ —‘x ACSL Jx.,
Posons
. dx
u = arcsinx =du=——,
v1—x
—X
dv = ——dx=v=V1-—x2
V1—x2
on obtient
—xarcsinx .
ﬁdx = arcsinx\/ 1 —x2 — /dx
—Xx

= arcsinxy/ 1 —x2—x+C.

Par conséquent
/ arcsin® xdx = xarcsin®x +2arcsinxy/ 1 —x2 —x+C.

° fx\/dl"? est définie sur |—1,0[U]0, +-oo].

On pose

t=vV1+x=x=1>—1,dx=2zdr.

On remplace

/x\/m /tfitl /t—lz)d(ttJrl)'

. £ 414 . . 2
Maintenant, décomposons en éléments simples la fraction (EESHL

on trouve

2 - I
(—DG+) _ G+D) =1

2dt —dt dt
/@—n@+n = /@+n+/@—n
= —In(t+1)+Injt—1|4+C

= ln<|t_1’)+C.
r+1

d’ou
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Par suite

/ dx —ln<’\/1_+x_l|> +C.

wI1+x VIitx+1

Exercice 5.8 Soitn € N. On pose

T

I, = /4 (tanx)" dx.
0

1)- Montrer que I, > 0, pour tout n € N.
2)- Etablir une relation entre 1,1, et [,,.
3)- Montrer que la suite (7,), tend vers 0.
4)- Calculer I; puis I3.

= Solution 5.8 1)- Puisque (tanx)" > 0 pour tout x € [0, 7] et pour tout n € N, alors

L]

I, = / (tanx)" dx > 0, pour tout n € N.
0
2)-On a

Ly = / (tanx)"”dx
0

Cela implique que
i t n
L2 +1, :/4 (@)
0 COS?X

et en faisant le changement de variables : y = tanx, on obtient

1
n+1

1
Lo+, :/o yidy =

3)- Montrons d’abord que la suite (1), est convergente.

D’apres la question 1) la suite (1,),, est minorée par 0. Montrons qu’elle est décroissante.

On a
T
0 <tanx < 1, pour tout x € [0, Z] ,
alors

(tanx)"™™ < (tanx)", pour tout n € N,
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et en intégrant entre 0 et §, on obtient

I,.1 <1I,, pourtout n € N.
La suite (Z,), est décroissante et minorée donc elle converge. De la question 2), on déduit que

lim 7, =0, car lim =0.
n——+oo n—+oo 4+ 1

4)-Calculons I; ensuite /3.
On a d’abord

7[

L= /Itanxdx: [—1n (cosx)]g = §1n2.
0

Et d’apres la question 2)

=l g1
=9 ' 2

(1-1n2).
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