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(Préche

Ce polycopié traite du module d’algebre générale. 11 est le fruit de I’enseignement du module
algebre 1 en premiere année dans le cadre de la formation préparatoire a I’école supérieure en
sciences appliquées de Tlemcen (ESSAT). Cet ouvrage est donc déstiné aux premieres années
des classes préparatoires aux grandes écoles mais aussi aux étudiants de premicre année de tronc
commun (MI-ST-SM). Ce mansucrit comprend 3 chapitres qui couvrent I’ensemble du programme
du module algebre 1 :

Le premier chapitre traite de notions fondamentales utiles aussi bien en algebre qu’en analyse
et probabilités telles que la logique, la théorie des ensembles ainsi que les applications.

Le second chapitre est véritablement le coeur de cet ouvrage car on y expose les structures
algébriques que sont les groupes, les anneaux et les corps.

Enfin, dans le troisieéme et dernier chapitre on présente les notions de polynome et de fractions
rationnelles, ces derniers seront particulierement utiles en analyse notemment pour le calcul des
integrales.

A la fin de chaque chapitre on retrouve une série d’exercices avec leur corrigés respectifs.

Comme tout travail le notre reste bien evidemment perfectible, nous invitons donc le lecteur a
nous faire parvenir toute remarque ou suggestion pour ameliorer notre document.






O. Logique, ensembles et applications

1.1 Notions élémentaires de logique

Définition 1.1.1 — Proposition. Une proposition est une phrase mathématique a laquelle on
peut attribuer une valeur de vérité (vraie ou fausse)

m Exemple 1.1 1. “10 est-il pair ?” n’est pas une proposition
2. “4 est un nombre premier” est une proposition fausse
3. le théoreme de Phytaghore est une proposition vraie

Définition 1.1.2 — Négation. Soit P une proposition
La négation de P notée P est la proposition qui affirme exactement le contraire de P elle est
donc vraie si P est fausse et fausse si P est vraie.

Table de vérité :

Yol ~o

p) Latable de vérité donne toutes les valeurs possibles d’une proposition. la valeur 1 représente
une proposition vraie, alors qu’une proposition fausse est représentée par la valeur 0

1.1.1 Connecteurs logiques
Soit P et Q deux propositions

| Définition 1.1.3 — conjonction. La conjonction de P et Q notée P A Q veut dire P et Q
= Exemple 1.2 P :10 est pair

0 :12 est impair
PAQ: 10 est pair et 12 est impair

Table de vérité :
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PAQ|1]0[0]0

p) Pour que PAQ soit vraie il faut que les deux propositions P et Q soient vraies.

| Définition 1.1.4 — disjonction. La disjonction de P et Q notée PV Q veut dire P ou Q

= Exemple 1.3 P :10 est pair
Q :12 est impair
PV Q:10 est pair ou 12 est impair

Table de vérité :

p) Pour que PV Q soit vraie il suffit qu’au moins une des deux propositions P et  soit vraie

Définition 1.1.5 — implication. P implique Q notée P = Q veut dire Si P alors Q
P est souvent dite “condition” ou “hypothese” et Q est dite résultat.
Q = P est dite réciproque

s Exemple 1.4 Soitx € R
P:x=2

Q:x*=4
P=Q:six=2alorsx* =4

R) Attention, la réciproque n’est pas toujours vraie, par exemple Q = P : si x> =4 alors x =2
est fausse

Si P est vérifiée, alors Q est automatiquement vérifiée, mais si P n’est pas vérifiée, on ne peut
rien dire sur Q

Table de vérité :

P [1]1]0]0O
0o |1/o0lof1
P=o0|1]0[1]1

Définition 1.1.6 — équivalence. On dit que P est équivalente a Q et on note P <> Q si :
(P=0Q)et(Q=P)

m Exemple 1.5 P : n pair
Q: (n+2) pair
P < Q : n pair est équivalente a (n+2) pair



1.1 Notions élémentaires de logique

Table de vérité :

P [1[1]0]0O
0o |1/0/0]1
P=Q|1]|0[1]1
O=P|1]|1[1]0
Pooll|0[1]0

p) Pour que P < Q soit vraie il faut que les deux propositions P et Q sont toutes les deux vraies
ou toutes les deux fausses simultanément.

1.1.2 Propriétés des connecteurs logiques

Réflexivité
P& P
Négation
P= Q<= [PAQ]
Contraposée

Double négation

Transitivité

(PQAN(QER) = (PSR
(P=Q0)AN(Q=R)= (P=R)

Idempotence

PAP& P
PVP& P

Commutativité

PANO<s QAP
PVQ<s QVP

Associativité

PA(QAR) < (PAQ)AR

PV(QVR) < (PVQ)VR
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Distributivité

PA(QVR) < (PAQ)V (PAR)
PV(QAR) < (PVQ)A(PVR)

Lois de Morgan

~
>
QS
~l
<
Ql

ol
>
Ql

=
=

~o
<
Q

Quantificateurs logiques
| Définition 1.1.7 — Quantificateur universel. Vx P(x) veut dire pour tout objet x P est vraie.

Définition 1.1.8 — Quantificateur existentiel. Jx P(x) veut dire il existe au moins un objet x
tel que P est vraie.
p) 3'x P(x) veut dire il existe un unique objet x tel que P est vraie.
= Exemple 1.6
VvneN n>0
dneZ n>-2

dmneN" n<l

p) Lordre des quantificateurs est important, par exemple les deux propositions suivantes n’ont
pas le méme sens :

(1) VxeR,yeR, x<y (2) FJyeR, VxeR x<y

Théoreme 1.1.1 — Négation des quantificateurs. Soit P une proposition, alors :
1. [Vx P(x)] < 3x P(x)
2. [3x P(x)] & Vx P(x)

sExemple 1.7 P:VxeR, x>x*>=x>0

dxeR, x> x> etx <0 négation

VxeR, x<0=x< x> Contraposée

1.2 Types de raisonnement mathématique

1.2.1

raisonnement par contraposée
Pour montrer P = Q il suffit de montrer Q = P
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m Exemple 1.8 Montrons par contraposée que :
Vn€Z [n®—6n+5|pair = n impair
il est plus simple de montrer que :
Vn€Z npair = [n® —6n+ 5]impair

Soitn e Z

n=2kaveck € Z

n? —6n+5=(2k)* —6(2k) +5

= 4> — 12k+5=2(2k* —6k+2)+1
= 2K +1

npair

On en conclut que n> — 6n + 5 est impair

raisonnement par I'absurde

Pour montrer qu’une proposition P est vraie on suppose que sa négation P est vraie et on aboutit
a une contradiction logique.

= Exemple 1.9 Montrons par I’absurde que v/2 est irrationnel
On suppose que :

2

V2eQ=V2=Zawcanb=1=2="15=>da’ =2

D’apres lemme d’Euclide 2|a® = 2|a
= a=2k=a’ =4k> =2b* = b* = 2k
2|b* = 2|b = 2|(a Ab) = 2|1 (contradiction logique)

p) Pour montrer que P = Q on suppose que Q est vraie et on aboutit & une contradiction logique
ou avec ’hypothese P

= Exemple 1.10 Montrons par 1’absurde que :

(Vn € Npremier, \/n irrationnel) = (\fZ + \fS) irrationnel

Onsupposeque<\f+\f>e@:>f+\f —aveca/\b—1:>\f—f—\f

a 2 a2 a? b 3b2 a?
=5=(5-v2) =22 e ( b2> 0= aba = V2E0

Ce qui contredit notre hypothese
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1.2.3 raisonnement par récurrence

Le principe du raisonnement par récurrence est comme suit :
On veut montrer que Vn > ny  P(n) est vrai (avec ng € N)

1. On montre que P(n) est vrai pour n = ng
2. On suppose que P(n) est vrai pour un certain n > ng (hypothese de récurrence)
3. On montre que P(n+ 1) est vrai

m Exemple 1.11 Montrons par récurrence que :

n
1
Vn>1 1+4243+--+n=) k= nnt1)
k=1 2

1. On montre que P(n) est vraie pour n = 1

1(1+1)

Sl |

‘2

2. On suppose que P(n) est vraie pour un certain n > 1 (hypotheése de récurrence)

cad

n
1
Z k= M pournfixé
k=1 2

3. On montre que P(n+ 1) est vraie cad

ntl (n+1)(n+2)

Zk: 2

k=1
;ik:(1+2+3+-~-+n)+(n+1):"("2+1)+(n+1):("+1)2(”+2)

1.2.4 raisonnement par contre exemple

On sait que [Vx P(x)] < 3x P(x)
Pour montrer que Vx P(x) est fausse on doit trouver xo qui ne vérifie pas P(xp).

m Exemple 1.12 Toute fonction f : R — R est soit paire soit impaire
Pour montrer que cette proposition est fausse on doit chercher un contre exemple
f(x) = € n’est ni paire ni impaire

Définition 1.2.1 — Théoréme, lemme, corollaire, axiome. Un théoréme est un résultat
mathématique important qui a été démontré. Un lemme est un résultat de moindre importance
qu’un théoreme. Un corollaire est la conséquence immédiate d’un théoreme. Une conjecture est
un résultat qui n’as pas encore été€ démontré. Un axiome est un résultat non démontré mais qui
est supposé vrai.

1.3 Généralités sur les ensembles

Soit x un élément de E
On note x € E et on dit que x appartient a E
si x n’est pas un élément de E on note x ¢ E et on dit que x n’appartient pas a £
Un ensemble peut €tre défini de 2 manieres : Soit en donnant la liste de ses éléments par ex :
A =1{0,1,2,3} soit en précisant les propriétés vérifiées par ses éléments parex : A = {n € Nn <3}
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Définition 1.3.1 Le cardinal d’un ensemble E noté card(E) est le nombre d’éléments de cet
ensemble.

si card(E) < oo alors I’ensemble E est dit fini, sinon on dit que E est infini. L’ensemble vide ne
contient aucun élément, il est noté &

m Exemple 1.13 card(A) =4 card(@) =0 card(N) =

1.3.1 Sous-ensemble et ensemble de parties
Définition 1.3.2 — Inclusion. Soient A et E deux ensembles.
1. On dit que A est inclus dans E et on note A C E si et seulement si tout élément de A est
aussi un élémentde £ i.e:
xeEA=x€cFE

On dit aussi que A est un sous ensemble ou une partie de £
2. Ondit que A et E sont égaux et on note A = E si et seulementsiA CEetE CA

s Exemple 1.14 E={0,1} A={1}=ACE

Définition 1.3.3 L’ensemble des parties de E noté P(E) est I’ensemble dont les éléments sont
tous les sous ensembles de E cad P(E) = {X tel queX C E}

mn Exemple 1.15 £ ={0,1} = P(E) = {@,{0},{1},{0,1}}

1.3.2 Opérations sur les ensembles

Soient A et B deux sous ensembles d’un ensemble E

Définition 1.3.4 — Réunion. On appelle union des deux ensembles A et B et on note AU B
I’ensemble défini par :
AUB={x€E/xcAoux€ B}

Définition 1.3.5 — intersection. On appelle intersection des deux ensembles A et B et on note
AN B ’ensemble défini par :

ANB={x€c€E/xcAetx € B}

SiANB = & alors A et B sont dits disjoints

A\ B I’ensemble défini par :
A\B={x€E/xeAetx ¢ B}
Définition 1.3.7 — complémentaire. On appelle complémentaire de A noté C4 1’ensemble

défini par :

‘ Définition 1.3.6 — différence. On appelle différence des deux ensembles A et B et on note
‘ Cp={xc€E/x¢ A} =E\A

C4 est souvent noté A

Théoreme 1.3.1 Soit E un ensemble et soient A, B € P(E)
A=B& (ANB=0)A(AUB=E)

On dit que A et B sont complémentaires dans E
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A\B

B\A

1.3.3 Propriétés des opérations sur les ensembles :
Commutativité
AUB=BUA
ANB=BNA

Associativité

Distributivité
(BNC)=(AUB)N(AUC)
=(ANB)U
Transitivité
(ACB)AN(BCC)=ACC
Idempotence :

2|
Il
=
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Inclusion et complémentaire :

ACB=BCA
Lois de Morgan :
AUB=ANB
ANB=AUB
Définition 1.3.8 — Produit cartésien. Soient E1,E,,--- , E, des ensembles non vides.
Le produit cartésien des ensembles Ey,E», - ,E, noté E| X Ey X --- X E,, est définie par I’en-
semble :
E\ X Eyx - X E, ={(x1,x2,-++ ,x,) avecx; € E1, xp € Ea, -+ ,x, € E,

Les éléments du produit cartésien son appelés “n-uplets”, si n = 2 on les appelle “couple”

nExemple 1.16 1. R? = {(x,y) tels quex,y € R} (0,1) € R?
2. D=JxMxAavecJ ={1,2,--- 31} M ={1,2,--- , 12} A= {1,2,---,2019}
(5,7,1962) € D

R Attention, Ey X Ey ¢ Ey X Ey X E3

Proposition 1.3.2 Card(A x B) = Card(A) x Card(B)

1.4 Applications

Définition 1.4.1 Une application f d’un ensemble E vers un ensemble F notée f : E — F est
une relation qui a chaque élément x de E associe un et un seul élément y de F
On note
f: E—=F
x>y =f(x)

y est dite image de x et x est dit antécédent de y
On appelle E ensemble de départ et ' ensemble d’arrivée.
L’ensemble I' = {(x,y) € E X F /y = f(x)} est appelé graphe de f
L’image de f notée Imf est définie par Imf ={y € F/y = f(x)}

+
= Exemple 1.17 f: jlf : I\R}C

R = R n’est pas une application
g X o X p pp

E E
X X

est une application

— .. . c
Idg : o est appelée application identité

Définition 1.4.2 Soient A C E et f : une application

E — F
x o= f(x)
A —

L application g définie par g : X = fx) est dite restriction de f a une partie A de E

Elle est souvent notée par f|4
f est alors dite prolongement de g sur I’ensemble £
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R* — R 0,1 — R
= Exemple 1.18 f: o R Floa: )[C ] o

Définition 1.4.3 — Composition d’applications. Soient f : E — F et g : F — G deux appli-

cations.
E —- G

x = g(f(x)

L’application composée de f et g notée go f est définie par: go f :

R Attention, en général go f # fog

1 4e) = (0.1] "
sExemple 119 f: 1 g (0;1] _ %
X
[1,4) — RT
of: 1 1
8ot > g(f(x))=g<x>= N

Injectivité, Surjectivité, Bijectivité et application réciproque
Définition 1.4.4 — Injectivité. Une application f : E — F est dite injective si tout élément de
F a au plus un antécédent dans E c.a.d Vxj,x; € E, x1 #x = f(x1) # f(x2)

p) En général, pour monter qu'une application est injective, on utlise plutot la contraposée :
Vxi,x €E, f(x1) = flx)=x1=x

— R —
> x =
Soient x1,x; € Ry tels que : f(x1) = f(x2) = /X1 = /X2 = x| = xp = f est injective
Soient x1,x; € R tels que : g(x1) = g(x2) = 32 =x3 = x3 — x5 = (x1 —x2)(x1 +x2) =0
= (x1 =x2) ou (x] = —x2)

Contre-exemple : g(1) = g(—1) = 1 = g n’est pas injective

= Exemple 1.20 f: f*’ I\R}; est injective g: jlfz n’est pas injective

Définition 1.4.5 — Surjectivité. Une application f : E — F est dite surjective si tout élément
de F a au moins un antécédent dans E c.adVye F, axc E/y = f(x)

p) Pour monter qu'une application est surjective, plutot que d’utiliser la définition il est preferable
de s’aider du théoreme suivant :

‘ Théoreme 1.4.1 f surjective < Imf =F

. RJr — R+ . . . R —- R s . .
m Exemple 1.21 f: . - R est surjective 8 . ., 20N est pas surjective
0<x<40=0</x<40=0< f(x) <+oo=Imf=F=R,

Donc f est surjective.
YER=¥>0=g(x)>0=>Img=R, #F =R
Donc, g n’est pas surjective

Définition 1.4.6 — Bijectivité. Une application f : E — F injective et surjective est dite bijec-
tive :
Vye F,Axe€E/y= f(x)
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R

- Ry est bijective : - n’est pas bijective
NG i 8 2 p i

= Exemple 1.22 f: f* f{

Théoréeme 1.4.2 Soit f : E — F une application.
f bijective & Jlg: F — E telleque fog=Idretgo f=Idg

g est dite réciproque de f, elle est notée f~!

Ry = Ry 1. Ry = Ry
= Exemple 1.23 f: X o A f e s g2

y=yr=x=)y>

1.4.2 Résultats fondamentaux

Théoreme 1.4.3
1. La composée de deux applications injectives est injective.
2. La composée de deux applications surjectives est surjective.
3. La composée de deux applications bijectives est bijective.Sa réciproque est donnée par :

(gof) ™' =fog™

preuve

1. Soientxi,x2 € E, (30 f)(x1) = (g0 £)(x2) = g(£(x1)) = 8(f(x2))
= f(x1) = f(x2) (car : g est injective)
= x1 = x» (car : f est injective)

2.
gsurjective = Vze G,Jye F,z=g(y)
= VzeG,Ixc€E,z=g(f(x)) (car: f est surjective)
= VzeG,IxeE,z=(gof)(x)
= go f estsurjective
3. (gof)o(gof) ' =ldg =g 'o(gof)o(gof) ' =g oldg= fo(gof) ' =g"
= ofolgof) ! = log S (go) =t og !

Théoréme 1.4.4 Soient f: E — F et g : F — G deux applications
1. (gof) injective = f injective
2. (gof) surjective = g surjective

preuve
1. Soientx1,x; € E, f(x1) = f(x2) = g(f(x1)) = g(f(x2)) = (g0 f)(x1) = (g0 f)(x2)
= x] = x, (car g o f est injective)
2. (gof) surjective =Yz € G,3x € E,z= (go f)(x) = Vz € G,Ix € E,z = g(f(x))
Onposey= f(x)=yEF =Vze G,y F,z=g(y)
Donc g est surjective

1,4 — R e R - R o
nExemple 1.24 f: " N est injective 81 . L 2 n’est pas injective
=1, — S
gof: " N est injective

[—1,4o] — R R — Ry

mExemple 1.25 f: B Vgt n’est pas surjective 81 L L 2 est surjective



18 Chapitre 1. Logique, ensembles et applications

[_17+°°[ — R-ﬁ-
X — x+1

gof:

est surjective

1.4.3 Image directe et image réciproque
Définition 1.4.7 Soient f : E — F une application et soient A C E et BC F
1. L’image directe d’une partie A de E notée f(A) est définie par :

fA)={yeF/y=fla) acA}

2. L’image réciproque d’une partie B de F notée f~!(B) est définie par :

f71(B) ={x€ E/f(x) € B}

p) f(A)CFetf'(B)CE
fUF)=E
f(E) = Im(f)
R - R

» Exemple 1.26 f: o 241

On pose A = [—3,3] et B = [1,2] calculons f(A) et f~!(B)
—3<x<3=20<2 <P =0+1<2+1<32+1=1< f(x) <10= f(A) = [1,10]

1<f(x)<2=1<+1<2=0<2<1=0<|x|<1=-1<x<1=f1(B)=[-1,1]

Théoréme 1.4.5 1. f(E)=F < f est surjective
2. VA€ P(E), f(A)N f(A) =0 < f injective

y€eF = 3dx € E,y= f(x) (car f est surjective)
~ye f(E) = F C f(E)

. VA€ P(EE), f(A)Nf(A) =0 < f injective
= .
Soient x1,x; € E, x| # xp
Onpose A = {x;} = f(x1) € f(A)
x1#x0=x€A= f(xn)€ f(A)
FA)NFA)=0= f(x1) # f(x2)
Donc f est injective
<« :Montrons par I’absurde que : f(A)Nf(A) =0
FA)NfA)#0=Tyec f(A)Nf(A)=ye f(A)ety € f(A)
= [ =f(a) ,acA]et]y= f(x) ,x €A 7
= f(a) = f(x) = a =x(car f est injective) = a € A
contradiction avec a € A
Donc f(A)N f(A) =0

[\
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1.5 Série d’exercices

Exercice 1 Etablir les équivalences suivantes en utilisant les tables de vérité :

—(PAQ) & (-P)V (-Q
~(PVQ) & (=P)A(-Q
—(P=0Q) & (PA-Q

)
)
)
(P=0) = (=@ = —P)

Exercice 2 1. Les propositions suivantes sont elles vraies ?
(@ IxeR,VyeR, x+y>0
(b) VxeR, IyeR, x+y>0
() IxeR, VyeR, y> >x
2. Donner leur négation

Exercice 3 Soit n € N, montrer par contraposée que :

2" — 1 premier = n premier

I Exercice 4 Soitx € R tq Ve > 0,x < & Montrer par I’absurde que : x <0

Exercice 5 1. Montrer que la proposition suivante est vraie :

n+1
Vg>0,3INeNtelquen>N=2—g< ”j_rz
n

2. Donner sa négation puis sa contraposée

Exercice 6 On définit pour tout entier n € N, A, = 32"+2 —2n+1
1. Calculer A, —2A4,
2. Montrer par récurrence que Vn € N A, est divisible par 7

Exercice 7 Soit E = {a,b}
1. Donner I’ensemble P(E)

2. A quel ensemble appartiennent (a,b) , {a}, (a,{b}),{a},{b}),{{a},{b}},(a,E)

<2+gq
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Exercice 8 Soit E un ensemble et soient A,B € P(E)
résoudre dans P(E) les équations suivantes :

1. XNA=B

2. X\A=B

Exercice 9 Soit E un ensemble et soient A,B,C € P(E)
On définit la différence symétrique des ensembles A et B par :

AAB = (AUB)\ (ANB)

1. Montrer que AAB = (A\B)U(B\A)
2. Calculer AAA, AAA, AAE, AA0Q
3. En supposant que AAB = AAC démontrer que B =C

(09 E — {071}
1 sixeA

S ‘PA(’“):{O six¢ A

1. Montrer que @4 = ¢p <A =B
2. Vérifier les propriétés suivantes :
@ or=1—0qa
(®) QarB = Qa8

(€) @aB= Qa+ @Pp— Qa3
3. Bn déduire que (AUB =AUC) A(ANB=ANC) = (B=C)

Exercice 11 1. Sachant que E = F =R, les fonctions suivantes sont elles des applications ?

7 E — F E = F E — F

Tx o= X1 £y s exp(x+2) Tx o= VX2

2. sont-elles injectives, surjectives, bijectives ?

3. Déterminer dans chaque cas E et F' les plus grands possibles pour que f, g et h soient
bijectives, puis donner leur réciproque

Exercice 12 Etablir les propriétés suivantes :
1. finjective < VA € P(E), f1(f(A)) =A
2. fsurjective < VB € P(F), f(f~'(B)) =B

2
‘ Exercice 10 On définit I’application caractéristique
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Exercice 1 A T’aide de la table de vérité, montrer les propriétés suivantes :

~(PAQ) & (=P)V(-Q)
=(PVQ) & (-P)A(-Q)
—(P=0) & (PA-Q)
(P=0Q) & (-Q= —P)

P 1[1]0]0

0 1]ofo0]1
—P 0[0[1]1
~0 0[1[1]0
PAQ [1]0[0]0
PVvQ |1[1]0[1
~(PAQ) |O[1[1]1
—P)V(-Q) [0 [1[1[1
~(PVQ) |0]0[1]0
(—P)A(=0) | 0]0]1]0
P=0Q |1]0[1]1
0= P [1|0|1]1
~P=0) |0][1]0]0
PA—Q |0[1]0]0

Exercice 2 1. Les propositions suivantes sont elles vraies ?
(a) dx € RVy e R; x+y > 0 est fausse car on peut trouver un contre exemple :

y=—x—1l=x+y=x+(—x—-1)=-1<0
(b) Vx e Rdy e R; x+y > 0 est vraie car :
VxeRIy=(—x+2)eR;x+y=x+(—x+2)=2>0
(c) Ix € RVy e R; y? > x est vraie car :
Ir=—1eRVyeR;y>>x

2. Donner leur négation
(ma) VYxeRIyeRx+y<0

(=b) xeRWYeR; x+y<0
(n¢) VxeR3IyeR;y*<x
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Exercice 3 Soit n € N, montrer par contraposée que : 2" — 1 premier = n premier

Contraposée : nn’est pas premier = 2" — 1 n’est pas premier
nn’est pas premier = n=pgavecp# letp#n=2"—1=21—-1=(2P)1 -1
On pose P(X) =X7—1
P(1)=0=P(X)=(X—-1)S(X) = P(2P) = (2P)1 —1= (2P —1)S(2P)
= (27 — 1) divise (2" — 1)
pFletp£n=2P—1#1et2P—1#£2"—1
Donc 2" — 1 n’est pas premier U

Exercice 4 Soitx € R tq Ve > 0,x < € Montrer par I’absurde que : x <0
Supposons que x > 0 =-Je = )—26 > 0 On remarque que : x > € ce qui contredit notre hypothese.
Donc x <0

Exercice 5 1. Montrer que la proposition suivante est vraie :

2n+1
(P) Ve>03NeNtelquen>N=2—-¢e< n+2 <2+e¢
n
2n+1
nt < 24 € est toujours vraie car :
n+2
2n+1 2n+4-3 2 2)-3 3
ntl_ant _2n+2) =3, 3 scaye
n+2 n+2 n+2 n+2
2n+1
2—¢e< 7 S R2-¢)(n+2)<2n+1e2n+4—en—2e<2n+1&3-2e<en
n
3-2¢
& <n

3 3
11 suffit de choisir N > i 2 par exemple N = E (E)

2. Donner sa négation puis sa contraposée
Négation :
2n+1

2n+1
-P) 4 tel > 2—e> >2
(—=P) 8>0VN€Neque(n_N)/\[( 8_n+2)v<n+2_ +g>:|

2n+1 2n+1
Contraposée :Ve >03IN e Ntelque |(2—¢€ > nt \% nt >2+¢€)|=n<N
n+2 n+2

Exercice 6 On définit pour tout entiern € N A, = 321+2 2+l
1. Calculer A, — 24,
App1 —24, = 320FD+2 oD+l 2(32m+2 _pnt)
= 32mH_gn2  p(32mi2y 4 ond2
= 32(32m42) _p(32+2)
— 7 (32n+2)
2. Montrer par récurrence que Vn € N A, est divisible par 7
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Pourn=0onaAy=7
Hypothese de récurrence : Soit n € N
On suppose que A, est divisible par 7 et on montre que A, est divisible par 7

An1 —24, =7 (37"12) = Ay =24, +7(37"?)
A, est divisible par 7 = A, =Tk avec k € Z ce qui implique que :
An+1 — 2An +7 (32n+2) — 2(7k) 47 (32”4—2) — 7(2k+ 32n+2) — 7k/

Coclusion : Vn € N A, est divisible par 7

Exercice 7 Soit E = {a,b}

1. P(E) = {{a},{b},E,0}
2. A quel ensemble appartiennent (a,b) , {a},(a,{b}), {a},{b}),{{a},{b}},(a,E)

(a,b) e EXE {a} € P(E) (a,{b}) € E xP(E) ({a},{b}) e P(E) x P(E)

{{a},{b}} € P(P(E)) (a,E) € E xP(E)

Exercice 8 Soit E un ensemble et soient A, B € P(E)
résoudre dans P(E) les équations suivantes :
1. XNA=B
xeEB=>xe(XNA)=>xcXetxcA=BCXetBCA
BCX=X=BUCavecC=CE
XNA=B= (BUC)NA=B= (BNA)U(CNA)=B=BU(CNA)=B8
BNC=0=CNA=0=CCA
X =BUCavecCCA|

2. X\A=B

xeEB=x€c(X\A)=xecXetx¢A=BCXetANB=0
BCX=X=BUCavecC=CE
X\A=B= (BUC)\A=B= (BUC)NA=B= (BNA)U(CNA)=B=BU(CNA)=B
BNC=0=CNA=0=CCA
‘XzBUCavecCCA‘

deuxieme méthode :

X\A=B&XNA=B enposant A =F etB=GonauraXNF =G
D’apres la premiere question X = GUCavecCCF =X =BUCavecCCA=A



24

Chapitre 1. Logique, ensembles et applications

Exercice 9 Soit E un ensemble et soient A, B,C € P(E)
On définit la différence symétrique des ensembles A et B par :

AAB = (AUB)\ (ANB)

1. Montrer que AAB = (A\B)U(B\A)
(A\B)U(B\A) = (ANB)U(BNA)
= ((ANB)UB)N((ANB)UA)
= (AUB)N(BUB)N(AUA)N(BUA)
= (AUB)NENEN(BUA)
= (AUB)N(BUA)
= (AUB)N(ANB)
= (AUB)\(ANB)
= AAB
deuxieme méthode : On peut montrer le méme résultat en utilisant les propositions lo-
giques
Onpose (P):x€A et (Q):xeB
Notre but est de montrerqueAAB (AUB)\(ANB)=(A\B)U(B\A)
AUB = {x€E/(x€A)ou(xeB)}
= {x€E/PVQ}
ANB = {xc€E/(xeA)et(xeB)}
= {x€E/PAQ}
(AUB)\(ANB) = {x€E/(x€AUB)et(x¢ ANB)}
= {x€E/(PVQ)A-(PAQ)}
— {xeE/(PVQ)A[-PV 0]}
= {x€E/(PA=P)V(QA-P)V(PA=Q)V(QA-0Q)}
— {(x€E/(QA-P)V(PA-Q)}
A\B = {x€E/(xcA)et(x¢B)}
= {x€E/PAN-Q}
B\A = {x€E/QAN-P}
(A\B)U(B\A) = {x€E/(x€A\B)ou(xeB\A)
= {x€E/(PA-Q)V(QN-P)}
= (AUB)\(ANB)
= AAB
2.
AM = (A\A)U(A\A) = (ANA)U(ANA) = 0
AM = (A\A)U@A\A) = (ANA)UANA) = AUA=E
AAE = (A\E)U(E\A) = (ANE)U(ENA) = (ANO)U(ENA)
= QUA = A
AN = (A\O)U(D\A) = (ANO)UONA) = (ANE)U(ONA)
= = A

AUOD
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3. En supposant que AAB = AAC démontrer que B =C
Commencons par montrer que B C C
Soit x € B on distingue 2 cas
Six€eA=x€ANB=x¢ AAB=x¢ AAC=x¢ (AUC)\ (ANC)
xEAUC=xcANC=xcC
Six¢A=x¢ANB=x€AAB=x€ AAC=x€ (AUC)\(ANC)=>x€AUC=x€C
De la méme maniere, on montre que C C B

Exercice 10 On définit I’application caractéristique

o E — {0,1}

1 sixeA
o "’A(x):{o six¢A

1. Montrer que ¢4 = ¢p & A =8B

=

C

xEA=>Qu(x)=1=g@p(x)=1=x€B

C

xEB=@p(x)=1= @x) =1 =x€A
< il suffit de remplacer A par B
2. Vérifier les propriétés suivantes :

(@ or=1—qa

(b)

(©

xEA=x¢A= @a(x)=let oz(x) =0
xgA=xEA= @u(x) =0et p5(x) =1

Donc, Vx € E, @z(x) = 1 — @a(x)

PanB = PaPB

xX€EANB=x€Aetx €B= @anp(x) = @a(x) = @p(x) =1
x¢ANB=x€ANB=x¢Aoux¢B= @arp(x)=0et

94(x) =0 0u P5(x) =0

Donc, Vx € E, @anp(x) = @a(x) @p(x)

PauB = Pa+ P — PaPB

XEAUB=x€AouxeB= @upx)=1let

94(x) = 1 ou gp(x) = 1

x¢AUB=xcAUB=x¢Aetx¢ B= @aup(x) = @a(x) =@p(x) =0
Donc, Vx € E, @aup(x) = @a(x) + ¢5(x) — @a(x) @p(x)

3. En déduire que (AUB=AUC)AN(ANB=ANC)= (B=C)
(AUB =AUC)/\(AﬂB=AﬂC) = QPauB = Qauc et Panp = Qanc

d’ou,

OA+ OB — PaPs = Pa+ Pc — PAQC et PaQPE = PaPc = Pp=Qc = B=C
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Exercice 11 1. Sachant que E = F =R, les fonctions suivantes sont elles des applications ?
I E — F E = F E — F
Tx o= X1 £ x exp(x+2) Tx o V1—x?

Vx € R, f(x) € R= f estune application

Vx € R, g(x) € R = g est une application

Pour x = —2;h(—2) = /=3 n’est pas définie = & n’est pas une application
Pour que A soit une application , on chosiit E = D, = [—1,1]

2. sont-elles injectives, surjectives, bijectives ?
f(=1)=f(1) =2 = fn’est pas injective
VxER, ¥*>0=x>+1>1= f(x) > 1=Imf=[1,+o0[#F = f n’est pas surjective

g est injective car :

Soient x1,x; € R tels que g(x1) = f(x2)

=exp(x1+2) =exp(rx+2) =>x1+2=n+2=[x =x|

VxeR, x+2eR=exp(x+2) >0=g(x) >0=Img =R’ #F = g n’est pas surjective

h(—1) = h(1) = 0 = hn’est pas injective
Vxe[-1,1,0<#<1=-1<x*<0=0<1-¥®<1=0<VI-x2<1
=0<h(x) <1=1Imh=]0,1] # F = h n’est pas surjective

3. Déterminer dans chaque cas E et F pour que f, g et h soient bijectives, puis donner leur
réciproque

Déterminons E pour que f soit injective

Soient x1,x; € R tels que f(x1) = f(x2) = x}+1=x3+1
=x2—x3=(x1—x2)(x1 +x2) =0 = (x1 =x2) ou (x; = —x2)
Pour que f soit injective, on choisit £ = R

Pour que f soit surjective, il suffit de choisir F = Im f = [1, 0]
y=rl=>r=—y 13—y 1

DRy o [l
f: B o 241 est bijective et f: y . =1

On a deja montré que g est injective pour £ =R
Pour que g soit surjective, on choisit FF = Img = R",
y=exp(x+2)=x+2=Iny=x=Iny—2

R — R 4. R = R

AN —— est bijective et g Fy —~ Iny—2

Déterminons E pour que 4 soit injective
Soient x1,x; € [—1,1] tels que h(x;) = h(xz) = \/1 —x3= \/1 —x=1-x=1-x3

=2 —x3 = (x1—x2)(x1 +x2) =0 = (x; =x2) ou (x; = —x2)
Pour que 4 soit injective, on choisit E = [0, 1]
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Pour que # soit surjective, il suffit de choisir F = Imh = [0, 1]
Y= VI—B o 1-R = i = 1=y =y = /1=
Comme on a deja choisi E = [0, 1] alors x doit etre positif (x = /1 —y?)

0,1] — |0,1 0,1] — |0,1
h: 0,1] 0, 1] 5 est bijective et h': 0,1] [0.1] -
X — 1—x y — 1—y
p) Onremarque que h=h"! h est dite involution

Exercice 12 Etablir les propriétés suivantes :
1. finjective < VA € P(E), f~'(f(A))=A
=
Soit A € P(E)
Supposons que f est injective et montrons que f~!(f(A)) = A

f(A) = {y € F/y= f(a) aveca c A}

() = {x € E/f(x) € f(A)}

&

x€ fY(f(A)) = f(x) € f(A) = f(x) = f(a) avec a € A = x = a (car f est injective)
S

x€A= f(x) € f(A) = x € f!(f(A)) par définition de ' (f(A))

=

Supposons que VA € P(E), f~1(f(A)) = A et montrons que f est injective

Soient x,x; € E/f(x1) = f(x2) Montrons que x| = x;

Posons A = {x1} = f(x1) € f(A) = f(x2) € fA) = x2 € fI(f(A) = €EA= X1 =x7
2. fsurjective < VB € P(F), f(f"'(B)) =B

=

Soit B € P(F)

Supposons que f est surjective et montrons que f(f~!'(B)) = B

f~(B)={x€ E/f(x) € B}

f(r'(B)={yeF/y=f(x)avecx € f'(B)}

o

ye€ f(f1(B)) =y=f(x)avecx € f~!(B) = f(x) =y € B par définition de f~'(B)
O

y€B= Ix € E/y= f(x) (par surjectivité de f)

f(x)eB=x€ f1(B)= f(x) =y € f(f1(B)) par définition de f(f~'(B))

i

Supposons que VB € P(F), f(f~'(B)) = B et montrons que f est surjective

On chosit B=F = f(f~(F)) = f(E) = F = f surjective






[2. Structures algébriques

2.1 Groupes

2.1.1 Loi de composition interne
Définition 2.1.1 Soit £ un ensemble non vide. On appelle loi de composition interne (L.c.i)
EXE — E

dans E toute application * :
PP (x,y) = x(x,y) =x*y

s Exemple 2.1
+ estune L.c.isur N
— n’est pas une L.c.i sur N, par exemple | —5=—-4¢ N

* est une L.c.i sur N avec xxy = x> 4+ 2

p) Si*estune L.c.i sur un ensemble E on dit que E est muni de la loi * et on note (E, *)

2.1.2 Groupe, sous-groupe, morphisme
Définition 2.1.2 — Groupe. Soit (E,*) un ensemble muni d’une L.c.i *.
On dit que (E, *) est un groupe si et seulement si :
1. x estassociativei.e : Vx,y,z € E, (x*y)*xz=x% (y*2)
2. E admet un élément neutre pour x i.e:Je €E,Vx €E/xxe=exx=x
3. Tout élément de E admet un symétrique i.e : Vx € E, 3xX' € E/x*x' =X xx=¢

SiVx,y € E, xxy = y*x on dit que (E,*) est un groupe commutatif ou abélien

le symétrique de x est souvent noté x~! ou x’

s Exemple 2.2

(Z,4+),(Q, x) sont des groupes abéliens.
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(Z, x),(N,+) ne sont pas des groupes car : le symétrique de x par rapport a la loi x n’existe pas
toujours par exemple pourx=2=x'=1/2¢7Z
On peut dire la méme chose pour (N,+), eneffetx=2=x'=-2¢ N "

m Exemple 2.3 On définit sur R laloi * par: axb=a+b—ab
(R, *) est-il un groupe ?
Soienta,b € R
1. Loi de composition interne : axb = (a+b —ab) € R = x est une Lci dans R
2. Asociativité :
(axb)xc=(a+b—ab)*c=(a+b—ab)+c—(a+b—ab)c=a+b+c—ab—ac—bc—abc
ax(bxc)=ax(b+c—bc)=a+ (b+c—bc)—a(b+c—bc)=a+b+c—bc—ab—ac—abc
= (axb)*c=ax(bx*c) = x est associative
3. Commutativité : axb=a+b—ab=b+a—ba=>bx*a
4. Elément neutre : axe =a+e—ae=a=e(l—a)=0=|e=0]

5. symétrique : axd' =e=a+d —ad =0=a+d(l—a)=0=|d = al
a_

Pour a = 1, d’ n’existe pas = (R,*) n’est pas un groupe. Par contre, (R \ {1}, ) est un groupe.

Théoreme 2.1.1 Soit (E,*) un groupe et soient x,y € E

(x*xy) =y *x

preuve

Onpose (x*xy) =5 = sx(xxy)=e
=  sxx*xyry =exy
= s*xx=)
= s*xrd =y
= s=yx*x

Définition 2.1.3 — Sous-groupe. Soit (E,*) un groupe et soit A € P(E),
on dit que (A, x) est un sous-groupe de (E, ) si et seulement si :

1. e€ A (A estnon vide)

2. Vx,y €A, (xxy) €A (stabilité)

3. Vx €A, X' € A (symétrie)

= Exemple 2.4

(27Z,4) est un sous-groupe de (Z,+) avec 2Z ’ensemble des entiers paires.

(2Z + 1,4) n’est pas un sous-groupe de (Z,+) avec 2Z+ 1 ’ensemble des entiers impaires =
Définition 2.1.4 — Morphisme. Soient (E,x*) et (F,A) deux groupes et soit f : E — F une

application.
On dit que f est un morphisme de groupe ssi : Vx,y € E, f(x*y) = f(x)Af(y)

un morphisme bijectif est dit isomorphisme.
un endomorphisme est un morphisme de E vers E

un automorphisme est un endomorphisme bijectif.
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Théoreme 2.1.2 Soient (E,*) et (F,A) deux groupes dont I’élément neutre est noté
respectivement e, e; et soit f : E — F un morphisme de groupe, alors :

L. fler)=ez

2. Vx€E, [f(0)] = f(x71)

Preuve :
1. Montrons que f(e1) = e

flerxer) = fler)Af(er) = f(er)

2. Soitx € E Montrons que [f(
floxx™) = f)Af(x!

~— %
I
\
—
2

= Exemple 2.5 f - ;C - S

V21,22 €C, f(z1+22) = €72 = €% x e = f(21) f(22)
On remarque que f(0) =let f(1) =e=[f(1)] ' = 1

Or, f(—1)=e! = 2 =[] = f(-1)

est un morphisme de groupe de (C,

2.2 Annedu, sous anneau, corps

Soit E un ensemble et soient + et X deux L.c.i sur £

Définition 2.2.1 — Anneau. On dit que (E,+, X) est un anneau ssi :
1. (E,+) estun groupe abélien, son élément neutre est noté O
2. X est associative.
3. Vx,y,z€E, xx (y+z) =(xxy)+(xxz) (onditque x estdistributive sur +)
(y+2) xx=(yxx)+(zxx)
4. E admet un élément neutre pour X noté 1g

Attention, la loi (4) n’est pas ’addition et la loi (x) n’est pas la multiplication, ce sont des
notations.

Xx X y est souvent notée xy
le symétrique de x par rapport a la loi (+) est dit opposé de x, il est noté —x

le symétrique de x par rapport 2 la loi (x ) est dit inverse de x, il est noté x~!
s’il existe on dit que x est inversible.
= Exemple 2.6
(Z,4, %), (Q,+, %), (R,+, x), (C,+, x) sont des anneaux.
(N,+, x) n’est pas un anneau.
Notations
Soit n € N* et soient x,y € (E,+, X)

I. x=x+x+---4+x (nfois)
2. X"=xxxx---xx (nfois) Attention, en général (xy)" # x"y"

) vers (C*, x). En effet,
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2.2.1 Propriétés
Soient x,y € (E,+, X)

1. x0=0x=0
2. (—x)y=—xy=x(—y)
Preuve :

1. Montrons que x0 =0
x0=x(0+0)=x0+x0 = x0+(—x0) =x0+x0+(—x0)
= 0=x04+0

= 0=x0

2. Montrons que (—x)y = —xy
(—=x)y+xy=[(—x)+xly=0 = (=x)y+xy+(—xy) =0+(—xy)
= (—x)y+0=0+(—xy)
=

(—x)y=—xy

Soit (E,+, x) un anneau et soit A € P(E)

Définition 2.2.2 — Sous anneau. On dit que (A, +, X ) est un sous anneau de E ssi :
1. (A,+) estun sous-groupe de (E,+).
2. Vx,ye A, xy €A
3. 1p €A

s Exemple 2.7
(Z,+, x) est un sous-anneau de (Q,+, x)
(2Z,+, x) n’est pas un sous-anneau de (Z,+, X ) avec 27 I’ensemble des entiers paires car 1 ¢ 27

2.2.2 Corps

Soit E un ensemble et soient + et x deux L.c.i sur E

Définition 2.2.3 On dit que (E,+, X ) est un corps ssi :
1. (E,+, x) un anneau

2. 0p # 1p
3. Tout élément x de E \ {0z} admet un symétrique par rapport 2 x noté x~!

s Exemple 2.8
(Q,+, %), (R,+, %), (C,+, x) sont des corps.

(Z,+,x) n’est pas un corps. .

2.3 série d’exercices

Exercice 1 Soitn € N* On définit sur R la loi * par :
axb=a+b—nab

1. (R,x) est-il un groupe?
2. Trouver E C R tel que (E,*) soit un groupe.
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Exercice 2 Soient A et B deux sous-groupes de (E, )
1. Montrer que AN B est un sous-groupe de E.
2. Soit n € N* on définit nZ par :

nZ = {nx/x € Z}

(a) Montrer que nZ est un sous-groupe de (Z,+)
(b) 27 U3Z est-il un sous-groupe ?

Exercice 3 Soit (E,*) un groupe. On définit le centre de E par :
Z(E)={x€E/Ny€E, xxy=yxx}

1. Montrer que Z(E) est un sous-groupe de (E, *)
2. Z(E) est il un groupe abélien ?

sembles :
AB={x€E/x=axbavecac A, b€ B} BA={x€E/x=bxaavecb€B,ac A}

Montrer que : AB sous-groupe de E < AB = BA

Exercice 5 Soit (R\ {—3},*) un groupe dont la loi * est définie par : axb = ab+3(a+b+2)
Et soit ’application f: (R\ {—3},%) — (R*,.)
x—=x+3
1. Montrer que f est un morphisme de groupes

2. Calculer de deux maniéres differentes 1’élément neutre e puis le symétrique x~!

Exercice 6 Soit f: (E,*) — (F,A) un morphisme de groupes.
1. Soit B sous-groupe de F, Montrer que : f~!(B) sous groupe de E
2. on définit le noyau de f par : ker(f) = {x € E/f(x) = ez} avec e, : élément neutre de
(F.A)
(a) Déduire que ker(f) est un sous-groupe de (E, *)
(b) Montrer que : f injective < ker(f) = {e;} avec e : élément neutre de (E, )

Exercice 7 — Anneau de Boole. Soit (E,+, x) un anneau tel que Vx € E/x x x =x*> = x

1. Montrerque Vx € E, x+x =10
2. En déduire que (E,+, X ) est un anneau commutatif

‘ Exercice 4 Soit (E,*) un groupe et soient A, B deux sous-groupes de E, on définit les en-
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Exercice 8 Soit (E,+, x) un anneau et soit x € E
On dit que x est un élément nilpotent ssi In € N*tel que x" =0
Montrer que :

1. (x nilpotent) A (xy = yx) = xy nilpotent

2. xy nilpotent = yx nilpotent

Exercice 9 Q[v2] = {a+bv2/a,b c Q}
1. Montrer que (Q[\/ﬁ], +, ><> est un sous-anneau de (R, +, x).

2. En déduire que <(@[\/§], +, ><> est un corps.

Exercice 10 Soit (A,+,.) un anneau. On dit que A est intégre ssi :
Va,b€ A, ab=0= (a=0)ou (b=0)

1. Donner deux exemples d’anneaux integres.

2. Soit (.#,+,.) I'anneau des fonctions continues de R dans R On pose :

f*R — R g:R — R
x six>0

v o aw={5 v =]

six<O0

Calculer fg puis en déduire que I’anneau (.%,+,.) n’est pas intégre.

Exercice 11 Soit (A,+,.) un anneau et soit / une partie non vide de A
On dit que / est un idéal de A ssi :
1. (I,+) sous groupe de A
2. V(a,x) €eAxI,axel
1. Montrer que pour tout n € N* nZ est un idéal de (Z,+,.)
(On rappelle que nZ = {nx/x € Z})
2. Soient / et J deux idéaux de A
(a) Montrer que /N J est aussi un idéal de A
(b) 1UJ est-il toujours un idéal de A ?

0
x

six>0
six <0
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2.4 Corrigé de la serie d’exercices

Exercice 1 Soit n € N* On définit sur R 1a loi * par :
axb=a+b—nab

1. (R,x) est-il un groupe?
Soienta,b € R

(a) Loi de composition interne : a xb = (a+b —nab) € R = « est une Lci dans R

(b) Asociativité :
(axb)*c = (a+b—nab)*c= (a+b—nab)+c—n(a+b—nab)c =a+b+c—
nab — nac — nbc — n*abc
ax(bxc)=ax(b+c—nbc)=a+ (b+c—nbc)—na(b+c—nbc)=a+b+c—
nbc — nab — nac — n*abc
= (axb)*c=ax(bxc) = xest associative

(c) Commutativité : axb=a+b—nab=b+a—nba=>bxa

(d) Elément neutre : axe = a+e —nae = a = e(l —na) =0 =

(e) symétrique: axd' =e=a+d —nad =0=a+d(l1—na)=0=|d =

1 .
Pour a = —, d’ n’existe pas = (R, *) n’est pas un groupe.

n
2. Trouver E C R tel que (E, ) soit un groupe.
1
<R\ {-} *) est un groupe.
n

Exercice 2 Soient A et B deux sous-groupes de (E, )
1. Montrer que AN B est un sous-groupe de E.
(a) Elément neutre : ¢ € A car A sous-groupe et e € B car B sous-groupe = ¢ € ANB
(b) Stabilité : Soitx,y c ANB=x,ycAetx,y€B
(x*xy) € Aet (x*y) € BcarA et B sous-groupes = (x*y) € ANB
(c) Symétrique: x EANB=xcAetxcB
A et B sous groupes = x' € AetxX’ e B=x' € ANB
2. Soit n € N* on définit nZ par :

nZ ={nx/x € Z}

(a) Montrer que nZ est un sous-groupe de (Z,+)
i. Elément neutre : 0 =n0 = 0 € nZ
ii. Stabilité : Soit a,b € nZ = a=nx, b=ny=a+b=nx+ny=n(x+y) =
(a+b) €enZ
iii. Symétrique :a €nZ =a=nx=d =—nx=n(—x)=d €nZ
(b) 2ZU3Z n’est pas un sous-groupe car :
2et3€2ZU3Z mais2+3=5¢2ZU3Z

Exercice 3 Soit (E, ) un groupe. On définit le centre de E par :

Z(E)={x€E/Ny€E, xxy=yxx}
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1. Montrer que Z(E) est un sous-groupe de (E, *)
(a) Elément neutre : Vy € E, exy=yse =y = e € Z(E)
(b) Stabilité : Soienta,b € Z(E) = Vy € E, (axb)xy=axbxy=axyxb=y*xaxb=
y*(a*b)
(©) Symetrlque acZ(E)=Vy€eE,dxy=dxy*xaxd =d xaxyxd =y*d =
a €Z(E)
) est il un groupe abélien ?
Smenta ,b€Z(E)=Vy€E, axy=yx*a,en particulier poury =bon auraaxb =bx*a
Donc, Z(E) est un groupe abélien.

Exercice 4 Soit (E, ) un groupe et soient A, B deux sous-groupes de E, on définit les en-
sembles :

AB={x€E/x=axbavecac A, b€ B} BA={x€E/x=bxaavecb€ B, ac A}

Montrer que : AB sous-groupe de E < AB = BA

=

c:

x € AB = x' € AB (car AB sous-groupe) = X' =axbaveca€ A, b€ B

= (X)) =(axb) =x=b'+d = x€BA (carb € Betd € A)

D28

x€BA=x=bxa=x'=d *b = x' € AB= x € AB (car AB sous-groupe)

< : Montrons que AB sous-groupe de E

1. Elément neutre : ¢ = exe (avece € Aete € B) = e € AB

2. Stabilité : Soient x,y € AB = xxy = (a; *b;) * (aa % b2) = aj x (by xay) x by
c=byxay € BA=c€AB (carAB=BA) = c=a3*b3
Donc, x*y = aj * (a3 *b3) xby = (aj *az) * (b3*b2):>x>ky€AB

3. Symétrique : x EAB=x=axb=x'=b'xd = x € BA=x' € AB (car AB=BA)

Exercice 5 Soit (R\ {—3}, %) un groupe dont la loi * est définie par: axb =ab+3(a+b+2)
Et soit I’application f : (R\ {—3},%) — (R*,.)
x—x+3
1. Montrer que f est un morphisme de groupes
On montre que f(xx*y) = f(x)f(y)
. Calculer de deux manieres differentes I’élément neutre e puis le symétrique x
a*e—a:>ae—|—3(a+e—i—2) =a=e(at+3)+3a+b6=a=e=—-7"3=e=-2
fle)=1=e4+3=1=e=-2

-1

xxx '=e=xx ' 43 +x14+2)=2=x(x+3)+3x+6=-2
C 3x—8  1-3(x+3) |1
x+3  x+3  x+43

FE) = [ = +3= iS Sxl= -
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Exercice 6 Soit f: (E,*) — (F,A) un morphisme de groupes.
1. Soit B sous-groupe de F, Montrer que : f~!(B) sous groupe de E
(a) Elément neutre : f~!(B) = {x € E/f(x) € B}
f(e1) = ez € B car B sous-groupe = ¢ € f~(B)
(b) Stabilité : Soient x,y € f~1(B) = f(x) et f(y) €B
= f(x)Af(y) € B (car : B est un sous-groupe)
Or, f est un morphisme de groupe = f(x)Af(y) = f(x*xy) = f(xxy) €B
= (xxy) € £ (B)
(c) Symétrique : Soitx € f~!(B) = f(x) € B=[f(x)]~' € B (car : Best un sous-groupe)
Or, f est un morphisme de groupe = [f(x)]~' = f(x™!)
= fxHYeB=x"1ef (B
2. on définit le noyau de f par: ker(f) ={x € E/f(x) =ea}
avec e : élément neutre de (F,A)
(a) Déduire que ker(f) est un sous-groupe de (E,*)
ker(f) ={x € E/f(x) =e2} ={x € E/f(x) € {ea}} = f ' ({e2})
Or, {e,} sous-groupe de F = f~!({ez}) = ker(f) sous-groupe de E
(b) Montrer que : f injective < ker(f) = {e;} avec e; : élément neutre de (E, *)
= .
D :{e1} Cker(f) car: ker(f) est un sous-groupe de E
(-
x € ker(f) = f(x) = ea,
Or: f(e1) =ex= f(x) = f(e1) = x=e; (car: f est injective)
=.
Soient x1,x; € Etels que f(x1) = f(x2)
FENALFGD] = e2 = £)ALF(x)] ! = e
= fR)Af(q ) == fuxg ') =e
= (xxx7!) €ker(f) = (nxx;') e {e1} = xaxx; = e
= X2 *xfl *X] = €1 *xX] = X2 = X]

Exercice 7 — Anneau de Boole. Soit (E,+, x ) un anneau tel que Vx € E /x x x = x?

1. Montrerque Vx € E, x+x =0
(x+x)2 =+ + X+ =x+x+x+x=x+x=>x+x=0

2. En déduire que (E,+, X ) est un anneau commutatif
x4+y)?=x+y=>24+xy+yx+y =x+y=>x+xy+yx+y=x+y=xy+yx=0=
xy+yx+yx=04+yx = xy =yx

=X

Exercice 8 Soit (E,+, x) un anneau et soit x € E
On dit que x est un élément nilpotent ssi In € N*tel que x" =0
Montrer que :
1. (xnilpotent) A (xy = yx) = xy nilpotent
x nilpotent = In € N*tel que X" =0 = (xy)" = xyxy---xy = (x)"(y)" (car : xy = yx)
= (xy)" = 0(y)" = 0 = xy nilpotent
2. xy nilpotent = yx nilpotent
xy nilpotent = In € N*tel que (xy)" =0 = xyxy---xyxy = 0= y(xyxy---xy)x =0
= (yx)"*! = 0 = yx nilpotent
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Exercice 9 Q[v2] = {a+bv2/a,b c Q}
1. Montrer que (Q[\/ﬁ], +, ><> est un sous-anneau de (R, +, x).

(a) Montrons que (Q[\/E] , —|—) est un sous-groupe de (R, +)
i. Elément neutre : 0 =0+0v2 = 0 € Q[\/i]
ii. Stabilité :
Soientx,y € Q[v2] = x=a; +b;vV2ety=ay+by2
= x+y=(a1+a)+ (b1 +b)V2=x+yeQV2|
iii. Symétrie : Soit x € Q[v2] = x=a+bV/2
= —x=—a—bV2=(—a)+(-b)V2=> —xcQ[V2]

(b) Stabilité : Soient x,y € Q[v2] = x =a; +b1V2 ety =ay +by\/2
= xy = (a1 +b1V2)(ar +byv2) = (araz +2b1b2) + (arbs + azby ) V2
= xy € Q[v2]

(c) Elément neutre : 1 = 14+0v2 = 1 € Q[v?2]

2. En déduire que (Q[\/E], -+, x) est un corps.

x€Q[V2] = x=a+bV2
1

1 a—bv2 a—bv2 a —-b
== - 2 2T 2 2T\ 2 7 ) V2
X a+bVvV2  (a+bV2)(a—bV2) a*—2b* a*-2b a2 —2b
1
=€ Qv2]
|
Exercice 10 Soit (A,+,.) un anneau. On dit que A est integre ssi :
Va,b€ A, ab=0= (a=0)ou (b=0)
1. Donner deux exemples d’anneaux integres.
(a) L’anneau des entiers (Z,+,.) est un anneau integre car :
Va,b e Z,ab=0= (a=0)ou(b=0)
(b) L’anneau des polyndomes (R[X],+,.) est un anneau integre car :
VP,Q e RIX], PQ=0= (P=0)ou (Q=0)
2. Soit (.#,+,.) ’anneau des fonctions continues de R dans R On pose :
f:R — R g:R — R
x six>0 _J 0 six>0
* - f(x)_{O six <0 * - g(x)—{x six <0

Calculer fg puis en déduire que I’anneau (%, +,.) n’est pas intégre.
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Donc, Vx € R, (fg)(x) =0
On en conclut que (.%,+,.) n’est pas un anneau intégre car :

Jf,g€ Ftelsque (fg=0)et(f #0etg#0)

Exercice 11 Soit (A,+,.) un anneau et soit / une partie non vide de A
On dit que [ est un idéal de A ssi :

1.
2.
1.

(1,+) sous groupe de A
V(a,x) eAxI, axel
Montrer que pour tout n € N* nZ est un idéal de (Z,+,.)
(On rappelle que nZ = {nx/x € Z})
Soity € nZ =y=nxavecx € Z
Soita € Z = ay = a(nx) = n(ax) = ay € nZ
On a déja vu que nZ est un sous groupe de Z
Donc nZ est un idéal de (Z,+,.)
Soient / et J deux idéaux de A
(a) Montrer que /N J est aussi un idéal de A
SoitxelINJetac A= (xel)et(x€J)
= (ax €I)et (ax € J) car I et J sont des idéaux
=saxclInJ
On a déja vu que I'intersection de deux sous groupes est un sous groupe
On en conclut que / NJ est un idéal de A
(b) 1UJ est-il unidéal de A ?
SoitxelUJetac A= (xel)ou(xeJ)
= (ax € 1) ou (ax € J) car I et J sont des idéaux
=axclUJ
On a déja vu que la réunion de deux sous groupes n’est pas toujours un sous groupe
On en conclut que /UJ n’est pas toujours un idéal de A






[3. Polyndmes

3.1 Généralités
Définition 3.1.1 Soit K un corps commutatif. On appelle polyndme a une indéterminée a
coefficients dans K toute expression de la forme :

n
P(X)= Zain =aoX’+ a1 X'+ +a,X" avecq;cKetneN
i=0

L’ensemble de tous les polynémes est noté K[X]

X est dite indéterminée.

Ne pas confondre Polyndme et fonction polynomiale.
P(X) = a,X, est dit mondme.

Dans la suite de ce chapitre on prendra (K = R ou C)

Définition 3.1.2 Soit P € K[X] On appelle degré de P et on note degP le plus grand entier
naturel i tel que a; # 0

ageqp S appelle coefficient dominant de P
Si agegp = 1, P est dit unitaire.
L’ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a n est noté K, [X]

» Exemple 3.1 deg(X?—1)=3 deg(5)=0 deg(0) = —oo( par convention )
Définition 3.1.3 Soit P € K[X] avec :

n
P(X) = ZaiX‘ ZaoXO—i—ale +o et a,X"
i=0
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Le polyndome PV tel que
n
PO(X) =Y iai X" = a1 X"+ 2a,X" + -+ na,X"~" est dit dérivée de P
i=1

Proposition 3.1.1 Soitk € N*  degP%) = degP —k

3.2 Opérations sur les polynébmes

3.2.1 Addition
Définition 3.2.1 Soient P,Q € K[X] avec : P(X) = Y aiX'et Q(X) =) bX'
i>0 i>0
La somme de P et de Q notée P+ Q est définie par :

(P+0)(X ZC,X avec ¢; = a; + b;

i>0

Proposition 3.2.1
1. deg(P+ Q) < Max(degP,degQ)
2. degP # degQ = deg(P+ Q) = Max(degP,degQ)

nExemple 3.2 P(X) = —3X2+X+1 QOX)=3X2—X+3 (P+Q)(X)=

3.2.2 Multiplication

Définition 3.2.2 Soient P,Q € K[X] avec : P(X) = } aiX'et Q(X) =) bX'
i>0 i>0
Le produit de P et de Q notée PQ est définie par :

i
(PO)(X Z c; X" avec ¢; = Z arbi_i
k=0

i>0

Proposition 3.2.2 deg PQ=deg P+ deg Q

3.2.3 Division euclidienne
Définition 3.2.3 Soient P € K[X] et ,S € K[X]\ {0}

31(Q,R) e K[X]>,P=0S+R avecdegR < degS

On appelle Q le quotient de la division euclidienne de P par S
On appelle R le reste de la division euclidienne de P par S
Si R = 0 on dit que S divise P ou que P est un multiple de §

m Exemple 3.3 X3+ X2 +3X —2= (X +1)(X>+3) -5
X3 X% 43X 2| X+1
X3 +X? X243

3 -2
3 +3
-5
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3.3 Racines d’un polynomes
Définition 3.3.1 Soit P € K[X] et ¢ € K

o racine de P < (X — o) divise P

Proposition 3.3.1 a racine de P < P(ot) =0

3.3.1 Multiplicité d’une racine
Définition 3.3.2 Soit P € K[X| a € Ket m € N*
Si (X — )™ divise P et (X — a)"™*! ne divise pas P alors on dit que & est une racine d’ordre de
multiplicité m et on note mult(ot) =m

Proposition 3.3.2 (X — )" divise P ¢ [P(a) = P (a) = PY(a) = --- = P V() = 0]
Théoréme 3.3.3 mult(a) =m < P(a) = PO (a) = PP (a)=--- = PI"~D(a) =0
et P (a) #0

sExemple 3.4 P(X)= (X +1)>(X-2)=X>-3X-2  mult(—1)=2 mult(2)=1
P(-1)=0 P(-1)=3(-1)2-3=0 P'(-1)=6(—1)#0
On en conclut que o = —1 est d’ordre de multiplicité 2

Théoréme 3.3.4 Soit P € K,[X] avec P(X) = apX’ + a1 X! +--- +a,X"
etsoita:%EQaveca/\bzl

P(at) = 0= alag et bla,

= Exemple 3.5 P(X) = X*+4 X3 — X2 4 X — 2 On doit choisir alag = —2 blag =1
Onchoisita=letb=1=a=1
Onchoisita= 2etb=1=0a=-2
P(1)=P(-2)=0
Q(X) = 2X3 —3X?+3X — 1 On doit choisir alag = —1 blaz =2
1
Onchoisitazletb:2:>a:§

()

Théoreme 3.3.5 Toutes les racines de Q
(considérées avec leur multiplicité) sont aussi des racines de P < Q|P

= Exemple 3.6 Soient P(X) =X*""14+1 Q(X)=X+1 SX)=(X+1)2
Q(-1)=0 P(-1)=0=QlP
P'(X)=2n+1)X*" = P'(—1) = (2n+1)(=1)*" =2n+1 # 0 = S ne divise pas P
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3.4 Polynome irréductible - PGCD - PPCM

Définition 3.4.1 Soit P € K[X]
On dit que P est irréductible ssi tous ses diviseurs sont de la forme o ou oP

1. Dans R[X] Les polyndmes irréductibles sont les polyndmes de degré 1 et les polyndmes
de degré 2 avec A <0
2. Dans C[X] Les seuls polyndmes irréductibles sont les polynémes de degré 1

n Exemple 3.7 P(X) =X?+1 Pestirreductible dans R P n’est pas irreductible dans C

Définition 3.4.2 — PGCD-PPCM. Soient Py, Py, , P, n polyndémes dans K[X]\ {0} et soit
D, M deux polynémes dans K[X]\ {0}
On dit que D est le plus grand commun diviseur de Py, P>, - - - , B, eton note D = pged(Py, Py, , B,)
SSi :

1. D est un polyndme unitaire.

2. Vie{0,---,n} Ddivise P,

3. Vi€ {0,---,n} Pdivise P, = degP < degD
On dit que M est le plus petit commun multiple de Py, P>, --- , P, etonnote M = ppcm(Py, Py, - | P)
SSi :

1. M est un polyndme unitaire.

2. Vie {0, -+ ,n} P divise M

3. Vie {0, ,n} P, divise P = degP > degM

s Exemple 3.8 P(X) = ( —3)2(X2+1) Q(X)=—-(X+1)>2(x-3)>
R(X)=—(X - 1)(X -3)*
pgcd(P,Q,R) = (X —3)*  ppem(P,Q,R) = (X — 1)(X +1)*(X =3)*(X*+1)

p) pgcd(Pr,Py) est souvent noté P A P> de méme que ppecm(Py, P2) est noté P V Py
» Exemple 3.9 — Algorithme d’Euclide. P(X) =X>—-X -2 Q(X)=X?>+2X+1

X% 42X +1] —-3x-3

S
X X 2| X%*+42x+1 X2 4X -3X—3
X? 42x 1 1 X
—3X -3 X +1
—3X -3
PANQ=———=X+1

Théoreme 3.4.1 Soient P et Q deux polyndmes dans K[X]\ {0}

(PAQ)(PV Q) = Npg avec Npg le polyndme normalisé de PQ

sExemple 3.10 P(X)=X>—-X -2 Q(X)=X?>+2X+1 PAQ=X+1

PX)0(X)  (X2-X-2)(X>+2X+1) e

PX)ANQ(X) X+1
=PVQ=X>-3X-2

-3X-2
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Définition 3.4.3 Soient Py, P,,---, P, n polyndmes dans K[X]\ {0} On dit que P;,P,,---,P,
sont premiers entre eux ssi pged(Py, Py, ,P,) =1

Théoréeme 3.4.2 — Bézout. Soient Pj,P,,--- ,P, n polyndmes dans K[X]\ {0}

n
Py, P,,--- P, premiers entre eux < 301,05, -, 0, € K[X] tel que ) PQ; =1
-

1

Théoréeme 3.4.3 — Gauss. Soient P,Q,R € K[X]\ {0}

(P divise OR) et (pgcd(P,Q) = 1) = (P divise R)

3.5 Factorisation d’'un polynédme dans K[X]

Théoreme 3.5.1 Tout polynéme P de K[X] se décompose en produit de polyndmes irréductibles
de K[X]
Une telle décomposition s’appelle factorisation de P

PeCX]=PX)=AX—a))" (X —ap)" - (X —ar)"
PERX]=PX)=AX —a)" (X —a2)™--- (X —ap)"?(X>+ b1 X +c)l
(X2 +b2X +c2)f2 - (X2 4+ byX +cg)ka avec A; = b7 —4¢; <0
» Exemple 3.11 P(X)=X>-X24+X —1

On commence par factoriser P sur R[X]
P(1)=0= X — 1 divise P

X3 —X? 4Xx —-1] x-1
X3 —x? X% +1
X —1
X -1
0

P(X)=(X-1)(X2+1)
P n’as pas la méme factorisation sur C[X], en effet il reste 2 décomposer X2 + 1
X’+1=0=X’=-1=X=iouX=—i=X>+1=X+i)(X i)
PX)=X-1)X+i)(X—1i)
» Exemple 3.12 P(X) =X*+1
On commence par factoriser P sur R[X]
PX)=X*+1=(X*4+2X?+1)—2X? = (X>+1)? - 2X?
P(X)= (X2 +V2X +1)(X> —V2X +1)
Ensuite, on factorise P sur C[X]

—V2+2i —V2—2i
—Vivva  _TVi-Va

2 2
V2+/2i o V2-V2i
2 T
PX)=X—-a1)(X—0)(X—03) (X —ou)

A =2-4=22=0 =

Ay =2-4=2"=03=



46 Chapitre 3. Polynémes

e 5 e ) )

Définition 3.5.1 Un polynome est dit scindé dans K[X] s’il peut s’écrire comme produit de
polyndémes de degré 1

= Exemple 3.13 X*+ 1 est scindé dans C[X] mais n’est pas scindé dans R[X]

‘ Théoreme 3.5.2 Tout polyndme est scindé dans C[X]

3.6 Fractions rationnelles
Définition 3.6.1 On appelle fraction rationnelle toute expression de la forme :

F= g avec P € K[X] et 0 € K[X]\ {0}

L’ensemble des fractions rationnelles est noté K (X)
deg(F) = deg(P) —deg(Q)

X2 -3X+2

= Exemple 3.14 F(X) = ey

=deg(F)=2-3=—1 .

Définition 3.6.2 Soit F € K(X) une fraction rationnelle
A
On appelle forme irréductible de F le couple (A,B) avec F = 3 etAANB=1

X*-3X+2 P(X)

X3-2X+1 Q(X)

On cherche les racines communes : > —30+2=0=a; = l et ap =2
Q(1)=0etQ(2) #0= (X —1) divise Pet Q

- 1x-2) = X2 ZA(X)avecA/\le "
X-D)(X2+X-1) X2+X—-1 B(X)

» Exemple 3.15 F(X) =

=F(X)=

P . P . . .
Définition 3.6.3 Soit ' = — une fraction rationnelle avec PA Q = 1 et soit

« une racine de multiplicité n de Q alors, o est dite pole de F' de multiplicité n

X*+1
= Exemple 3.16 F(X) = (X+2)3 = o =2 est un pole de F' de multiplicité 3 "
PP . P . .
Définition 3.6.4 Soit F' = — une fraction rationnelle avec PAQ =1

On appelle partie entiere de F le quotient de la division de P par O

P QE+R R
P=QF+R= — = =FE+ — avecdegR < degQ
Q 0 0
SidegP < degQ alors E(X) =0
X24+2X—-1 (X+1D)X+1)-2 2
» Exemple 3.17 F(X) = i :( )X+ 1) =X+1-—
X+1 X+1 X+1

La partie entiere de F est donc E(X) =X + 1 "
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3.6.1 Décomposition en éléments simples dans R(X)
Définition 3.6.5 On appelle élément simple de R(X) :
— Tous mondme de R[X]
— Toute fraction rationnelle de la forme :

X —a)y € ko€ RetpcN* (élément simple de premiere espece)

— Toute fraction rationnelle de la forme :

aX +b

* 2 212 . N
m aveck,x e R,peN"etc”—4d <0 (élément simple de seconde espece)

Théoreme 3.6.1 Toute fraction rationnelle s’écrit de manieére unique comme la somme d’élé-
ments simples de R(X)

preuve :
P

—

X)

Soit F € R(X) = F(X) = 53

PAQ=1avec:

©

OX)=2A(X —a))" (X —az)"™ - (X —ap)" (X* + b1 X +c1) (X +baX +c2)% - (X*+ by X +c,)

avec b? —4c; <0

P(X) 04} (0%) OCnl ﬁ] 132
M _E(X B A TN
o) ()+[X—a1+(X—a1)2+ T ay | T T X T a2 T
" mX +vy X +vp I g, X + v,
X2+b X +c; (X24biX+cp)? (X2+b1X +c) )k
|: s1X+1 s2X +1 n Squ +tkq :|
X2+b X +cg  (X24bgX +cy)? (X% +byX + )k
X3
= Exemple 3.18 Décomposer F(X) = x5 éléments simples dans R(X)
x3 X?-X-2
X3 x> -2X X+1
X7 +2X
X2 X -2
3X 42
x3 (X+1)(X?—X —-2)+3X +2
XB=X+1D)X>-X-2)+0BX+2)= -5 =
(X +1)( J+BX+2) =5 X2-_X-2
3X+2
= X414 212
* +X2—X—2
X2-X-2=(X+1)(X-2)
3X +2 3X+2 ki ko
= = = —+
X2-X-2 (X+1)X-2) X+1 X-2
Calcul de k;
3X+2
—_ X+1 X+1
Xrnx—X D= T XD+ gz (X+D)
3X+2 (X 1)
= =k +

X-2 X-2
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3(-1)+2 ka((=1)+1) 1
X=—l=">"—T"=k ki ==
-2 T )2 '3
Calcul de k&,
3X +2 ky k>
T (X-2)=—— (X2 X2
TR P R Wit R g Lo )
3X+2 k(X -2
+ _ 1 )+k2
X+1 X+1
32)+2  k(2-2) 8
X:2 = — —
= 11 2711 +ky =k 3
Conclusion :
X =X+1+ ! + 8
X2-X-2 3(X+1)  3(X-2)
X2
» Exemple 3.19 Décomposer F(X) = Y xiix_1" éléments simples dans R(X)
x? aX+b ki
XX+ X-1=X*+1)(X-1)=>F = =
+ X+ 1) ) (XZ4+1)(X—1) X2+1+X—1
Calcul de k4
x? aX +b ki
(X 1) = —(X—1 X—1
(X2+1)(X—l)( ) X2+1( )+X—1( )
X? aX+b
= = X—1)+k
il o xria Ttk
12 a+b 1
X=1l=—5—=——"(1-1)+k =k ==
i T Lt g L
Calcul de a,b
x? aX +b ky
e (X’+1)= X241+ —(X2+1
rx-—p& D= D g (04
L X (X +b)+ 1 x241)
x-1 X—1
X=i= ; = (ai+b)+ l ('2+1):>1+1'— b= a=b= .
=1 l—l_ al i—ll 3 2l—al a = —2
Conclusion :
X2 3 X+3 3 X+ L]
X24+1)(X—-1)  X2+1 X—1 2(X2+1) 2(X-1)
Exemple 3.20 Dé F(X) X'42 §1éments simples dans R(X)
. m T = ———5 .5 tn men 1m n
| P ccompose X2(X2+1)Ze clements simples dans

X442 ki ka alX+b aX+b

F(X)= 2 M 7
X =wwrm - x xt v Ty

On remarque que F(X) = F(—X) avec :

—ki  ky —ailX+b —aX+b
F(-X)=—"1+2

(=X) X " x2 X?+1 (X2+1)?

Par identification, k; = —k; aj=—a; ax=-a=k=a1=a, =0
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F(X) = ko n by n by
X2 X241 (X2+1)2
Calcul de k>

X'+2 o,k by by

= 77}(2 2 X2
ZTiEs ~ et e @y

X442 by by
= 0 =k X?

X2+ 1) 2 31X iy

x=0=[k=2]
Calcul de b,

X442 k> by by
— 5 (X 1) = S (X 1)+ (X4 1)+
XZ(X2+1)( +1° X2( +)+X2+1( +)+(X2+1)2

X442 Ik

—~ XZ(XZ—H) +b1(X2+1)+ by

A )
x=i= " en ==

Xt+2 _ 2. b 3
X2(X24+1)2 X2 X241 (X2+1)2
Calcul de by

1442 2 by 3 3 by 3
X=l=—— == — = =24 =
E11)? 12111 (Zr1f 4 T2 4

3 3
~ =232+ ) » =]

X442 2 1

3

X2(X2+ 12 X2 X241

(X2+1)2
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3.7 série d’exercices

Exercice 1 Résoudre dans R[X] I’équation suivante :

P(X?) = (X*+1)P(X)

Exercice 2 Trouver le reste de la division du polyndéme P par Q
PX)=X"+(X—-1)"+1 0(X)=X*-X

P(X) = (Xsin@ +cosf)"avecne N6 eR  QO(X)=0(X)=X*+1

Exercice 3 Soient «, 3,7, € N et n € N* Montrer que Q divise P
P(X) — X4OH-3 ‘|‘X4B+2 +X4y+1 _I_X45 Q(X) :X3 +X2 X1

P(X)=nX"' —(n+1)X"+1 o(X)=(X—-1)?

Exercice 4 Soit P,(X) = (X*+1)" — X" et soit Q(X) = X2 +X +1

Pour quelles valeurs de n € N P, est-il divisible par Q "
P(X) =nX""2 — (4n+ )X +4(n+1)X" —4x""!

Exercice 6 Déterminer PAQ et PV Q
P(X)=—-2X*+2X34+2X-2  QOX)=3X>+9X>+9X +6
P(X)=X>+X>-5X+3 O(X) =2Xx3-3Xx>+1

P(X)=X"—1 0X)=(X—-1)" n>1

Exercice 7 Soient P(X) =X*+1etQ(X) =X3+1
1. Déterminer U,V € R[X] tels que : UP+VQ =1

| Exercice 5 Pour n € N* quel est I’ordre de multiplicité de 2 comme racine du polyndme :
‘ 2. En déduire que U AV =1
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Exercice 8 Factoriser les polyndmes suivants dans R[X] puis dans C[X]
1. P(X)=X3+4X>+4X +3
2. L(X)=X>-X>2-8X +12
3. Ps(X) = (X2 —X+2)2+ (X —2)?

En déduire P; A P; et P; \V P, puis ngd(Pl,Pz,P3) et ppcm(P1 ,PQ,P3) (]

Exercice 9 Soient P,(X) = X(X +a)(X +2a)(X +3a) +a* aveca € R
1. Montrer que P, est le carré d’un polynéme
2. En déduire la factorisation du polynéme Q(X) = X(X +1)(X +2)(X +3) — 8 dans R[X]
puis dans C[X]

Exercice 10 Décomposer les fractions rationnelles suivantes dans R(X)

X341 3 1 X3
A=———- B=—— C=——— D=——"——
(X—1)3 (X3-1)2 X3(x-2)3 X44+X2+1
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3.8 Corrigé de la série d’exercices

Exercice 1 Résoudre dans R[X] I’équation suivante :
P(X?) = (X*+1)P(X)

deg(P) =k = P(X) = X" +ar_1 X* ' +---+apavec a; # 0
= P(X?) =y X* +ap 1 X* 2+ 4+ ag = deg(P(X?)) =2k
deg[(X?+1)P(X)] =k+2
PX?)=X*+1)PX)=2k=k+2=k=2
P(X) =ap+a1X +aX? = P(X?) = ap + a1 X*> + ax X*
P(X?) = (X2 + 1)P(X) = ap + a1 X?> + axX* = (X* + 1)(ao + a1 X + a>X?)
= aoX?> + a1 X + arX* +ag+ a1 X + ar X?
= a1X3 S (a() —a +a2)X2+a1X =0
= (a1 :0) et (ao—a1 +apy = 0)
= (a1 = 0) et (a() = *az)
P(X)=ag+a1X +aX> = P(X) = —a + axX* = ap(—1+X?) avecap € R

Exercice 2 Trouver le reste de la division du polynéme A par B
1) A(X)=(Xsin+cos@)" avecn >2,06 cR  B(X)=X>+1

2) AX)=X"+(X-1)"+1 B(X)=X>-X

(X) =Xx"
Q(X)B(X)+R(X) avec deg(R) <2 = R(X) =ao+ a1 X
X)=X’+1=0=X’=—-1=X=iouX =—i
i) = Q()B(i) + R(i) = A(i) = R(i)
i) = (isin® 4 cos0)" = cosnb +isinnd
cosnB +isinn@ = ag+a i = ag = cosnB et a; = sinn6
R(X) = cosn6 + sinn® X

X)

Eifi;'iﬁi
I

44

2. A(X)=Q(X)B(X)+R(X) avec deg(R) <2 = R(X) =ap+a1X
BX)=X>-X=0=XX-1)=0=>X=00uX=1
A(0) = 0(0)B(0) +R(0) = A(0) = R(0)
A0)=0"+(0—-1)"+1=(-1)"+1=ay=RX)=((-1)"+1)+a:X
A(1) = Q(1)B(1) +R(1) = A(1) = R(1)
A =1"+(1-1)"+1=2=((-1)"+)+a1=a=2—-((-1)"+1)=1—-(-1)"
RX) = ((=1)"+1)+ (1= (=1)")X

npair=n=2k=R(X)=2
nimpair = n=2k+1=R(X) =2X

Exercice 3 Soient a, f3,7,0 € N et n € N* Montrer que Q divise P
1) P(X)=X%H3 1 x4B+2 L x4+l 1 x4 o(X)=X3+X>+X +1

2) PX)=nX""'—(n+1)X"+1 0(X)=(X—-1)?

L OX)=X3+X2+X+1
Cherchons les racines de Q
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O(-1)=0=0(X) = (X+1)(X*+1)
X3 X2 4X 41| X+1
X3 +x? X241

X +1
X +1

X’4+1=0=X’=-1=X=iouX=—i
Donc Q possede trois racines —i,0, i
Pour que Q divise P il faut que P(—i) = P(0) = P(i) =0
P(O) — ptot3 +O4B+2 +O47/+1 +045 -0
Pl =03 42 1l 1% — i 14i+1=0
PeR[X]=P(—i)=0
Donc Q divise P
2.0X)=(x-1)?=0=Xx=1
Pour que Q divise P il faut que 1 soit une racine double de P
P(l)=n—(n+1)+1=0
P (X)=n(n+1)X"—nn+1)X"'= P(1)=0
Donc Q divise P

Exercice 4 Soit P,(X) = (X*+1)" — X" et soit Q(X) = X2+ X + 1

Pour quelles valeurs de n € N P, est-il divisible par Q
Cherchons les racines de Q

X24+X+1=0 A:1—4:3i2:a1:_1+*/§i:ei2s”e aZ:_I_T‘/gi:—
P(eF) = (€T 41— [F)"

= ([F]+1)" =[]

= ()~ [

= [F]- "]

= eiT(l _eiT)

2

P (é3)=0= (/F =0)ou(l1—e% =0)

R

. nw nw nw nrw
és =0= cos? —i—isin? =0= cos? =0 etsin? =0

nw nrw 2 nr_z >
cos?:”0=>005?—C05(5+k75):>?—§+k”:>”—§+3k:>”¢N
Donc, ¢'3 #0
l—eT =0=>1— <c0s?+isin?) =0= [1—““% :O] et [Sin% :0}

T n T T
l—cos%=0:cos%=l:cos%=Cos(2k7r):%szﬂf#‘nzﬁcaveckeZ‘

sin%=O=>sin%=sin(k77:):>gzkn:>‘n=3kaveck€Z‘
Si={n==6kaveckeZ} ={--,-12,-6,0,6,12,---}
Sy={n=3kaveckeZ}={--,-6,-3,0,3,6,---}
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S=81NS={n==06kaveck € Z}
P(a)=0<n=06kaveckeZ
P,(0p) =P, (ay) = P,(0g) =0
Conclusion :
P, est divisible par Q < n =6k aveck € Z

Exercice 5 Pour n € N* quel est I’ordre de multiplicité de 2 comme racine du polyndme :

P(X) =nX"? — (4n+ DX +4(n+ X" —4x""!

P(2) = n2"72—(4n+ 12" Ha(n+1)2"—42" )
4n2" —2(4n+1)2" +4(n+1)2" -2(2") =0
n(n+2)X" — (4n+1)(n+ X" +4n(n+ 1)X" ' —4(n—1)X"2
n(n+2)2"" — (dn+1)(n+1)2" +4n(n+1)2""' —4(n—1)2"2
2n(n+2)2"—(4n+1)(n+1)2"+2n(n+1)2"—(n—1)2" =0
PAX) = n(n+1)(n+2)X"—(@4n+1)(n+ D)nX""' +-4n(n+1)(n— 1)X"2
—4(n—1)(n—2)X""3
PA2) = nn+1)(n+2)2"—(@An+1)(n+1)n2" " +-4n(n+1)(n—1)2"2
—4(n—1)(n—2)2""3
= Sn(n+1)(n+2)2" 3 —4(dn+1)(n+ 1)n2" > +8n(n+1)(n—1)2"3
—4(n—1)(n—2)2""3
= [Ba(n+1)(n+2)—4@n+1)(n+Dn+8n(n+1)(n—1) —4(n—1)(n—2)]2"3
# 0

P (2) #0 = mult(2) =2 .

~N 2
S X
[

Exercice 6 Déterminer PAQ et PV Q

P(X)=—-2X*+2X*+2X -2  Q(X)=3X>+9X*+9X +6

x* -x3 X +1|Xx343X%2+3x+2
X4 43x3  43x%7 42X X—4
—4X3  —3XZ  -3X 1
—4X3 —12%x% —12x -8
9X* +9X +9

X3 43X% 43X 42| X*+X+1
X3 +X* 4X X+2
2X? 42X 2

2X% 42X 2

0
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Le pgcd est le polyndme normalisé du dernier reste non nul.
Donc, PAQ=X?>+X+1

P(X)O(X)  (=2X*+2X3+2X —2)(3X3+9X2+9X +6)
PAQ X2+X+1
= 3(—2x*42X° +2X —2)(X +2)

—6(X*+ X3+ X —1)(X +2)

=PVQ=X*+X}+X-1)(X+2)

PX)=X’+X*-5X+3 QX)=2X>-3X*+1

2X3 —3Xx? +1|Xx2-2X+1

X3 4x? —5x 43[2X3-3X>+1 2X3 —4X? 42X 2X +1
X3 —3x? +1 3 X2 -2X +1
5X* —5X +3 X* —2x +1
0

Le pgcd est le polyndme normalisé du dernier reste non nul.
Donc, PAQ=X?>—2X +1

P(X)Q(X) (X3 +X%-5X+3)(2X3 - 3X2+1)
PAQ X2-2X+1
= (X’+X*-5X+3)(2X +1)

1
= 2(X+§)(X3+X2_5X+3)

1
=PVQ= <X+5) (X3 +X2—5X+3)

PX)=X"—-1 QX)=(X-1" n>1

Tout les diviseurs de Q sont de la forme k(X — 1)? avec p <n
P(1)=0= (X —1) divise P
P'(X)=nX""'= P(1) =n#0= (X —1)% ne divise pas P
Onenconclutque PAQ =X —1

PX)O(X)  X"-DHX-1)" _

_ n__ _1\n—1 -
PVQ=—5 o = —(X"—1)(X—1)

Exercice 7 Soient P(X) =X*+1etQ(X) =X3+1
1. Déterminer U,V € R[X] tels que : UP+VQ =1
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e +1 —X+1
EEIIES & Sy 2y |
e +1] X341 XZ +1
X* +X X X2 -X
—X +1 X +1
X -1
2
X +1 2
X +1[5ExX-1)
0

OEl (=R =K =1)2= 2 = KI+L1)=(=XELI)=K"=IK=1)
= XC+D)+(-X+DX>+X+1) (*)
X +1=X+DX+(-X+1)=> X+1= X*+1)-(X3+1)X

En remplagant —X + 1 dans () on obtient :

2 = (XP+D+H[X*+1D)-(X+DX](X2+X+1)
=2 = (X*+X+DEX*+D)+[1-XX2+X+1D)](X3+1)

! 1
=1 = §(X2+X+1)(X4+1)+§(1—X3—X2—X)(X3_|_1)
=1 = UP+VQ  avec:

1 1
U(X):§(X2+X+1)etV(X)=5(1_X3_X2_X)

2. En déduire que PAQ =1
D’apres le lemme de Bézout, PAQ =1

Exercice 8 Factoriser les polynomes suivants dans R[X| puis dans C[X]

Pi(X)=X3+4X>+4X +3
P1(—3) =0= X+ 3 divise P,

X3 4+4X? 44X 43 X+3
X3 43x? X?+X+1
X? +4X 43
X? 43X
X 3
X +3
0

P(X)=(X+3)(X*+X +1)

A=1-4(1)= -3 <0=X>+X + 1 est irreductible dans R[X]

Donc la factorisation de P; sur R[X] donne P;(X) = (X +3)(X>+X +1)
Il reste & décomposer X2+ X + 1 sur C[X]
A=1-4(1)=-3=32=X>+X+1 = (X + 53 (x + =543)
Pi(X) = (X +3) (X + 53 (x + 55%)
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P(X)=X>-X>-8X+12
P(2) =0= X —2divise P,

X3 —x? —-8X +12 X-2
X3 -2x? X?+X—6
X’ —8X +12
X2 —2X
—6X +12
—6X +12
0
P(X)=(X-2)(X>+X —6)

(—6)=25=X2+X—-6=(X—-2)(X+3)
X —2)2(X +3)
(X2 —X+2)%+ (X —2)?
(X2 —-X+2)? —1'2()(—2)2
= (X2-X+2+(X-2))(X>*—X+2— (X —2)i)
= (X2 F(=14+)X +2—2) (X% — (1 +i)X +2+2i)
= (—14+i)2—4(2—2i) = -8+ 6i = (1 +3i)?
o = %(1 it l43) =14 = %(1 i (143i) = —2i
X2 (—14+)X+(2-2) =X~ (1+)] (X +2i) = (X — 1 —i)(X +2i)
Comme les coefficients des deux polyndmes sont conjugués alors les racines de
X% — (1+i)X + (2+2i) sont 0 et & d’ott :
—(I+)X+(2+2))=X—-14i)(X—2i)
Donc, la factorisation de P; sur C[X| donne :
PBX)=X—-1-0)(X+2i)(X—1+i)(X—2i)
Pour trouver la factorisation de P3 sur R[X] il suffit de multiplier les polyndmes dont les
coefficients sont conjugués :
(X —1—i)(X —14i)=X>—2X +2et (X +2i)(X —2i) = X?> +4 ce qui donne :
Py(X) = (X2 —2X +2)(X>+4)

)= (
A=1-4

P(X) = (
Ps(X)

En déduire Py A P> et P V P, puis ngd(Pl,Pz,P3) et ppcm(P1 ,Pz,P3)
PAP,=X+3 PVP=(X’+X+1)(X-2)*(X+3)
pged(Py, P, Ps) = 1
ppem(Py, Py, Py) = (X2 + X +1)(X —2)2(X +3) (X2 —2X +2)(X% +4)

Exercice 9 Soient P,(X) = X (X +a)(X +2a)(X +3a) +a* aveca € R
1. Montrer que P, est le carré d’un polynoéme
P(X)=X(X+a)(X +2a)(X +3a)+a* =

X +a)(X +2a)X(X +3a)+a*
X? +3aX +2a%)(X?* + 3aX) +a*
X2 4 3aX)? 424> (X* + 3aX) + (a?)?
X? +3aX +a*)?
2. En déduire la factorisation du polynéme Q(X) = X(X +1)(X +2)(X +3) — 8 dans R[X]
puis dans C[X]
a=1=PX)=XX+1)X+2)X+3)+1=(X>+3X+1)?

N N N
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OX)=XX+1)X+2)(X+3)-8 = XX+1)X+2)(X+3)+1]-9

(X243X+1)2-9

= (X24+3X+1+3)(X2+3X+1-3)

= (X?43X+4)(X2+3X -2)

A1:32—4(4):—7<0:>X2+3X+4estirréductibledans]R[X]

M =F-4(-2)=17=X2+3x-2 = (x-(2H0)) (x- (2347))
= (x+37) (x + 2410)

Done, Q(X) = (X2 +3X +4) (X + 317 (x + 2/17)

Il reste a factoriser X + 3X + 4 dans dans C[X]
A =F—4(4) = —T=T = X>43x+4 = (x-(30)) (x - (20))

0= () (4 ) . 42) 1+ )

Exercice 10 Décomposer les fractions rationnelles suivantes dans R(X)

el 3 1 X
X1 B -1)2 X3(X —2)3 Xt X241
|
X3+1
A(X) =
( ) (X—1)3
X3 +1 X—1
X _x2 XTrX 11
X2 +1 3 2 2
. X34+1 X-DXP+X+1)+2 X2+X+1 2
X —X 3: 3 = 2 + 3
a— xX—1) X—1) X-12  (xX-1)
X -1
2
X* 4X +1|X-1
2 _
X - X+2 XX+l (X-DX+2)+3 X423
2X -2 x-12  X=1?2  X-1 (X-1)
3
§ Jj X‘i X42 _(X-D+43_ 3
— X-1  Xx-1 X—1
X341 3 3 2
AX) = =1
(X) X1 X1 X_1E X1
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3
BX)= ——
X3-1)=X-DX>*+X+1)
B(X) = .
(X —1D2(X24X+1)2
. ki n ko n aX+b cX +d
X -1) (X=1)2 0 (XX +1) 0 (XX +1)2
Calcul de &
3 aX +b cX+d
X-1)2BX)= =k (X —1)+hkp+(X—1)2
(X —1yB(X) (X2+X +1)2 X = Dtke+(X-1) X21X+1)  (X24X+1)2
1
X:1:> kzzg

(%)
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Calcul de k;

On dérive (x)

3 ' —6(2X +1)
[(X2+X+1)2] (X2+X+1)3

X X !
_ kH—(X—l)z[ aX+b cX+d )2]

(X2~I—X+1)+(X2+X+l
aX +b n cX+d
X2+X+1) (X2+X+1)2

+2(X—1) [(

-2

Calcul de cetd

(X?+X+1)B(X) = ()(31)2
ky ka

xX—1)  (X—1p

= (X*+X+1)? +(aX +b)(X*+X+1)+cX +d

a2+a+1:0:a1:%+§i
3
X=ay= ———— =c(5t+ i) +d
(F+5i-1)
3 1 2 2(1+V3i 1 V3, .
3 7 = - = ( . \fl) : :——l—il:(%c—i—d)—&—c?z
— B 1=V3i (1-V3)(1+V3) 2 2

Calcul de a

3X
lim XB(X) = lim
X —o0 X —+oo (X—l)z(Xz—l—X—l—l)2

ki X ko X aX +b cX+d

= I X X
N e SR eI i s B s G QI b

=0=k4+a=a=—-k=|la==
Calcul de b

-2 1 N 2X+3 N X+1
(X—1)2 3(X2+X+1) (X2+X+1)?
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1 ki ky k3 ks ks ke
CX)= - =L 2
X =x—yp x e x xoy x_2r x_2P
Calcul de k3
1 ky ks ke
X3c(X) = = X%k +Xky + k3 + X3
K)={x—gp =Xt Xtk t <<X—2>+<X—2>2+<x—2>3>
1
Calcul de &,
En dérivant X3C(X),on obtient :
- k4 ks ke !
=2Xk| +k + | X3
(x—of T 2+{ <<X—2>+<X—2>2+<X—2>3>]
-3
X=0=|ky=—
2716
Calcul de k4
En dérivant une deuxieme fois,on obtient :
L—2k+x3 ky N ks N ke "
x-2p5 X-2) (X-27 " (x-2)
12 -3
X: 7:2 _ —
0= =y ki1 = |k 1
Calcul de kg
1 ki ko k3
<X—2>3C<X>:xs:<X—2>3<X+xz+x3 (X =2k 4+ (X —2)ks +kg
1
Calcul de k5

En dérivant (X —2)°C(X) , on obtient :

3 _ [(X—2)3 <kl+kz+k3>],+2(X—2)k4+ks

x4 X ' x2'x3
-3
X=2=|ks=—
" 16
Calcul de k4

En dérivant une deuxieme fois, on obtient :

12 ki ko k3\]”
_ 3
5_[(2(—2) <+2+3>} + 2ka

12 3
X = 0 kg = | ky
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) = 1 -3 3 1 N 3 3 N 1
COX3(X—2)3  4X  16X2  8X3  4(X—2) 16(X—2)?  8(X—2)3
X3

DX)= 55—

(X) X4+X2+1

X4 4X241 = X 4X2H1+(X2-X?) = (X 42X +1) - X> = (X2 +1)2-Xx?
X2+ X+ 1) (X2 =X +1)
X3 X+b X+b

D(X) = a1 X + by arX + 02

X24X+1D)(X2—X+1) X24X+1 X2—X+1
—aiX+by —@mX+by —aiX—-b —aX-—b
X2—-X+1 X24+X+1 X24X+1 X2—-X+1

On remarque que : D(—X) = —D(X) =
Par identification, on obtient : a; = a, by =—by d’ou :

X3 _ aX+b | aiX-—b
(XZ4HX+1D)(X2-X+1) X2+X+1 X2-X+1

D(X) =

Calcul de a;

. . X4 . a1X+b1 . a1X —bl
lim XD(X) = lim = lim X———+ lim X—5——
x—too xotoo (X2 X +1)(X2 =X +1) a0t X24X 41 xote X2 X +1
1
=1=2a; = a1:§
Calcul de b,
X3 aiX +b; a1 X — b
D(X) = —
(X2+X+1)(X2-X+1) X?+X+1 X?2—X+1
1 b da; —1
X:1:>§:al—; L vai—by=1=a;+b;+3a;—3b; = —2by =1 —4a; = b, = ‘“2
1
bl:i
X3 X+1 X-1
D(X) = 2 2 = 2 + 2
X24+X+1D)(X2=X+1) 2X2+X+1)  2(X2—X+1)
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