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Préface

Ce polycopié est le fruit de dix ans d’enseignement de cours et TD du module Analyse I dans le cadre de la
formation préparatoire a 1’école supérieure en sciences appliquées de Tlemcen (E.S.S.A.T). Cet ouvrage est non
seulement destine aux étudiants de la premiere année des classes préparatoires aux grandes écoles mais aussi aux
étudiants de premiere année de tronc commun (MI-ST-SM).

Ce manuscrit comprend six chapitres qui couvrent I’ensemble du programme officiel du module Analyse I :
Le premier chapitre donne un apergu sur I’ensemble des nombres réels et ses propriétés algébriques et métriques.
La notion importante dans ce chapitre est celle de la borne supérieure et ses conséquences.

Le second chapitre est consacré aux suites réelles, on y étudie leur convergence.

Le troisieme chapitre traite les fonctions réelles, on y expose les notions de limite et continuité et quelques
résultat fondamentaux des fonctions continues.

Dans le quatrieme chapitre, on présente la notion de dérivabilité et le théoréme des accroissements finis et ses
applications.

Le chapitre cinq est réserver pour les formules de Taylor et développements limités et ses applications.

Enfin, dans le sixieme et dernier chapitre, on expose le concept de I’intégrale de Riemann d’une fonction réelle
bornée, ainsi que les différentes méthodes de calcul de primitives et intégrales définies.

Chaque chapitre contient des exemples entiérement traités pour illustrer les différentes notions exposés et
suivi d’une série d’exercices proposés.

Signalons qu’un grand nombre d’exercices proposés a été testé dans le cadre de travaux dirigés ou a fait I’objet
de devoirs de réflexion ou de contrdle des connaissances pour les étudiants de la premiere année : formation
préparatoire a I’E.S.S.A.T.

Les autres exercices ont été inspirés de lecture d’ouvrages spécialisés dont les références sont données a la fin du
document.

Comme tout travail le notre reste bien évidemment perfectible, c’est pourquoi, nous saurions gré a tout

lecteur de bien vouloir nous faire parvenir toute remarque ou suggestion pour améliorer notre document.



Table des matieres

Préface

1 Nombres réels

1.1

1.2 Définition axiomatique de 1’ensemble des nombres réels

1.3 Quelques conséquences de Théoréme de la borne supérieure

Définition générale de I’ensemble des nombresréels . . . . . . . ... ... ...

Exercices du chapitre 1

2 Suites réelles

2.1
22
23
24
25

Généralités sur les suites rélles
Limites d’une suite réelle, Convergence

Théorémes sur les suites convergentes

Limite infinie d’une suite réelle . . . . . . . .

Convergence des suites récurrentes

Exercices du chapitre 2

3 Fonctions réelles d’une variable réelle : Continuité

3.1
3.2
33
34
3.5
3.6
3.7

Généralités
Limite finie d’une fonction réelle
Théorémes sur les limites
Fonctions continues

Opérations sur les fonctions continues

Théoréme sur les fonctions continues . . . . .

Fonctions continues et strictement monotones

Exercices du chapitre 3

4 Fonctions réelles d’une variable réelle : Dérivabilité

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5

Dérivabilité d’une fonction réelle en un point

Dérivabilité a droite , a gauche en un point :

Dérivabilité d’une fonction réelle sur un intervalle, Fonction dérivée

Différentielle d’une fonction

Dérivée d’ordre supérieur

13

17

21
21
25
28
35
38

41

47
47
51
54
57
58
59
61

68



TABLE DES MATIERES

4.6 Dérivées des fonctions réciproques :
4.7 Théoreme des accroissements finis

4.8  Applications du théoréme des accroissements finis :

Exercices du chapitre 4

5 Formules de Taylor et développements limités

5.1 Formules de Taylor
5.2 Développements limités d’ordre n au voisinage de zéro
5.3 Développements limités d’ordre n au voisinage d’un point x

5.4  Quelques applications de DL, (xg)

Exercices du chapitre 5

6 Intégrales et Primitives
6.1 Fonctions en escalier , Sommes intégrales
6.2 Fonctions intégrables et notion de I’intégrale
6.3 Propriétés de I'intégrale
6.4 Théoreme de la moyenne
6.5 Intégrales et Primitive
6.6 Primitives des fonctions usuelles
6.7 Procédés généraux de calcul d’intégrales
6.8 Intégration de certaines expressions contenant le trindme
6.9 Intégration des fractions rationnelles

6.10 Intégration de certaines classes de fonctions trigonométriques

Exercices du chapitre 6

Bibliographie

iii



Chapitre

Nombres réels

Le présent chapitre, est consacré a 1’étude des nombres réels sans passer par leur construction. Il s’agit de
définir I’ensemble des nombres réels IR sous différents points de vue. On présente une définition générale et une
autre dite axiomatique. Cette derniere définition s’articule autour de structure algébrique de IR, et la propriété

importante de la borne supérieure.

1.1 Définition générale de I’ensemble des nombres réels

1.1.1 Les nombres rationnels

Considérons les ensembles bien connus
IN {0,1,2,3,4,5...}, IN*=IN\{0}
-N = {-n: neN}={0,-1,-2,-3,-4,-5...}
Z = -INUN, Z'=2Z\{0}.

L’ensemble IN des entiers naturels, est caractéris€ de la maniere suivante
0elN et (peIlN = p+1€NN)
L’ensemble Z des entiers relatifs, est caractérisé de la maniere suivante
0€Z et (peZ — p-1€Z et p+leZ)

On considere I’ensemble Q des nombres rationnels
Qz{g tpEZ, qu*}, Q" =Q\ ({0}

En tenant compte de la relation d’équivalence suivante ( égalité de deux rationnels )
’

p_p b
== e pq=qp
q 4

I’ensemble Q est défini de maniere équivalente, comme suit

Q:{% :peZ,qeN’ p/\q:l}

ou la notation p A q = 1 signifie que les entiers p et q sont premier entre eux.

1.1.2 Nombres irrationnels

Les nombres rationnels sont insuffisant pour étudier la géométrie plane, par exemple. En effet, la longueur

de diagonale d’un carré de c6té 1, n’est pas un nombre rationnel. Autrement dit, nous avons la
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Proposition 1.1

Il n’existe aucun rationnel positif r tel que r* = 2.

Démonstration On raisonne par I’absurde. Supposons qu’il existe un rationnel positif r = % avec p,q € IN" et
pAq=1tel que r* = 2. Donc
5—2 =2 = p?=2¢> = 2divise p> = 2divisep
Cela signifie que p est pair. Supposons donc p = 2k avec k € IN*. 11 vient alors
p?=2¢> = 4k*=2¢> = ¢* =2k* = 2diviseq
Par conséquent, 2 divise p et g, donc 2 divise le plus grand commun diviseur de p et g qui est égal a 1 puisque
p A g = 1. Contradiction. [
Les considérations géométriques et la proposition précédente, montrent bien qu’ils existent des nombres (

des meseures ) n’appartients pas a Q.

Définition 1.1

Le nombre positif r qui vérifier r* = 2 est noté \2 est appelé racine carré de 2. Ona V2 ¢ Q.

Proposition 1.2

Pour tout a € Q* alors a+ \/EeéQeta \/EGQ.

Démonstration Soit a € Q*. On raisonne par 1’absurde. Supposons que b := a+ V2 € Q. Or —a € Q, alors
-a+beQ = V2e Q contradiction

De la méme manicre, si on suppose que a V2 € Q, alors

%EQetu\/EGQ e \/EZ(%)x(a \/E)EQ contradiction

De la proposition 1.2, on en déduit qu’il existe une infinité des nombres qui ne sont pas des rationnels.

Définition 1.2

Un nombre qui n’appartient pas a Q est appelé nombre irrationnel. L’ensemble des nombres irrationnels

se note par 6

Définition 1.3

Un nombre réel est un nombre rationnel ou irrationnel. L’ensemble des nombres réels se note par R. On a

donc

R=QuUQ

1.1.3 Nombres algébréques , nombres transcendants

Définition 1.4

Un nombre réel A est appelé nombre algébrique s’il existe un polynéome P a coefficients dans Q, tel que

P(A) = 0. En d’autre terme, les zéros des polynémes a coefficients rationnels, sont appelés nombres
algébriques.

On note par A I’ensemble des nombres algébriques.

Exemple 1.1 L’équation ax = b oli a € Z* et b € Z admet une solution unique %. Donc tout nombre rationnel %
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est algébrique. Par conséquent nous avons I’inclusion Q C A.
Exemple 1.2 Soit a = \/§+ 2 \/5 On a

a?=(V3+2V2)2=11+4V6

Par suite, nous avons
(a?-11)> = (4V6)> =96

Finalement, on trouve
a*-11a%+25=0

Ainsi, on voit clairement, que « est un zéro d’un polyndme de degré 4 a coefficients rationnels. Donc a est un
nombre algébrique.

Il existe une infinité des nombres réels qui ne sont pas algébriques comme le nombre célebre 7.

Définition 1.5

Un nombre réel qui n’est pas algébrique, est appelé nombre transcendant. On notera T [’ensemble des

nombres transcendants.

n €T = (Il n’existe aucun polyndéme a coefficients rationnels P tel que P(17) = 0)

Montrer qu’un nombre donné est transcendant n’est pas évident en général. Ce type de questions se
trouve au coeur de la théorie des nombres. On donne par la suite, un résultat de cette théorie, qui caractérise une

classe des nombres réels transcendants.

( Hermite-Lindemann ) Soit « un nombre algébrique non nul. Alors e® est un nombre transcendant.
Exemple 1.3 Les nombres : e, €2, Ve, e V2 sont transcendants d’apes le theoréme d’Hermite-Lindemann.

1.1.4 Premiere conclusion

o Un nombre réel est un nombre algébrique ou un nombre transcendant. Ainsi
R=AUT=QUQ

o Tout nombre rationnel est un nombre algébrique. C’est a dire Q C A.

o Tout nombre transcendant est un nombre irrationnel. C’est a dire T C @

1.2 Définition axiomatique de I’ensemble des nombres réels

1.2.1 Propriétés algébrique de R

Les deux opérations : 1’ addition notée ”+” et la multiplication notée ".” vérifient les propriétés suivantes :

(A1) (a+b)+c=a+(b+c), Ya,b, ceR( Associativité de ’addition ).

(A2) a+b=b+aVa,beR( commutativité de la’ddition ).

(A3) VaeR,a+0=0+a=aou0 est’élément neutre de 1’addition dans Q.

(A4) VaeR,3(-a)eRtel que a+(—a) =0 ('existence de I’élément symétrique par rapport 1’addition ).
(A5) Va,b,ceR,a(b+c)=ab+ac (distributivité de la multiplication sur 1’addition ).
(M1) Va,belR, ab=ba(commutativité de la multiplication ).
(M2) VYa,b,ceR, a(bc)=(ab)c (associativité de la multiplication ).
(

M3) VaR,al=1.a=aoul est]’élément neutre de la multiplication dans Q.
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(M4) Va e IR, il existe un élément unique noté a~! ou % tel que a.a~! = 1. ( I’existence de I’élément inverse
par rapport la multiplication ) .

Les propriétés algébriques (A1) — (A5) et (M 1) — (M4) se résument, en disant que 1’ensemble R avec les deux
opérations addition + et la multiplication . est un corps commutatif. Remarquons quel’ensemble Q vérifier

égalemment les propriétés algébriques (A1) — (A5) et (M 1) — (M4). On dit alors, que Q est un sous corps du
corps des nombres réels R.

La structure algébrique de IR permis d’en déduire les identities remarquables suivantes

Proposition 1.3

Pour tout nombres réels a et b on a
1. (a+b)>=a®+2ab+b>
(a-b)?=a?-2ab+b%
(a+b)°=a®+3a’b+3ab*+b>.
a’>-b>=(a+b)(a-D).
a®—b® = (a—b)(a®+ab+b?).
a"—b" =(a-b)@" ' +a"2b+a"3b% +...+ab" 2 + b 1), pour tout n € N,

ISR S

La généralisation des propriétés 1 et 3 de la proposition 1.3 est la formule de bindme donnée par la proposition

suivantes :

Proposition 1.4

Pour tout nombres réels a et b, et pour tout entier n € IN*, on a
n

(a+Db)" = Zcﬁakb”—" (1.1)
k=0
ou le nombre C,’; est le nombre défini par
n!
Ck=—— _
"kl (n-k)!

1.2.2 Relation d’ordre sur R

Considérons I’ensemble noté Q.. défini par
Q+:{§ . peNet qelN*}cQ

Q, est I’ensemble des nombres rationnels positifs. De maniére similaire, considérons Q_. ’ensemble de tout les

nombres irrationels positifs.
Q,={xeQ : x>0}
Soit maintenant I’ensemble des nombres réels positifs noté IR, défini par
R, =Q, U 6+
On définie maintenant une relation d’ordre notée < entre deux nombres réels quelconque a et b par
a<b — b-ackR,

Sia < b, on écrit autrement b > a. En particulier b > 0 si et seulement si b € R,.. De plus les notations a < b ou
b > a signifienta <beta=Db.
On peut voir facilement que la relation < vérifie les propriétés suivantes

(O1) Pour tout x € R alors x < x. ( On dit que la relation < est réflexive )
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(O2) Pourtoutx,y € Rona
x<yety<x = x=y ( Onditque larelation < est asymétrique )
(O3) Pourtoutx,y,z€Rona
x<yety<z = x<z ( Onditquelarelation < est transitive )
(O4) Pourtoutx,y €lRona
X<y ou XxX=y ouU X>7.

Propriété (O4) signéfie que deux nombres réels sont toujours comparable. On dit que IR est totalement ordonné.

Généralement, une relation < définie sur un ensemble abstrait X qui est réflexive, asymétrique et
transitive, est appelée relation d’ordre sur X. Si de plus, la propriété (O4) est satisfaite dans X, olors on dit que
(X, <) est totalement ordonné, si non, on dit que X est partiellement ordonné, ou que la relation < est une relation
d’ordre partielle dans X.

Par exemple on défini la relation notée < dans Z par
p,9€Z, p<q < p divise g

L’étudiant peut montrer que < est une relation d’ordre partielle dans Z.

On regroupe les propriétés de base de la relation d’ordre < dans IR dans la proposition suivante

Proposition 1.5

[. x<y & x+z<y+z

2. (x<ypetz>0) = xz<yz
3. (z>0et xz<yz) = x<.
4.

(nelNet0<x<yp)= x"<p"

1.2.3 Les intervalles

Soit a et b deux réels tel que a < b. Considérons les parties réelles suivantes :

I, = [ab] :={xeR :a<x<b}
I, = [ab:={xeR : a<x<b}
I; = Jab] := {xeR :a<x<b}
Iy = Jabl:={xeR :a<x<b}
Is = [a,+co[:= {xeR : x>a}
Ie = Ja,+oo[:= {xeR : x>a}
I; = ]J-oco,a[:= {xeR : x<a}
I = ]-o00,a] == {xeR : x<a}
Iy = ]-o00,+0[=R

Définition 1.6
Un intervalle dans R est une partie réelle ayant [’une des formes I, , k =1,2,3,...,9 définies ci-dessus .

En particulier, I’ensemble vide () est un intervalle puisqu’il s’écrit par exemple comme [a, a[. De plus, il est

clair que I’ensemble d’un seul élément ( singleton ) {a} = [a, a] est aussi un intervalle.
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Définition 1.7

Les intervalles de types I;. , k = 1,2,3,4 sont des intervalles d’extrimités a et b.
1. Le nombre b — a est appelé la longueur ( ou I’amplitude ) de intervalle I, , k=1,2,3,4.
2. Le nombre “+b est appelé le centre de Uintervalle I, , k=1,2,3,4.

Les intervalles I, , k =1,2,3,...,9 ont une caractérisation commune suivante :

Théoreme 1.2
Une partie réelle non vide | est un intervalle si et seulement si :

(Va,be] (a<b),: Vx:a<x<b) = x€] (1.2)

Le Théoréme 1.2 exprime q’un intervalle est un ensemble connexe ( ne présente aucun saut a son intérieur ).

La négation de I’expression (1.2) nous améne au résultat suivant

Corollaire 1.1
Soit A une partie réelle non vide.

A n’est pas un intervalle < (da,b € A,dc€la,bletce A)

Exemple 1.4 Soit ] =[0, VZ)NQ.Ona0eJetlefet0<Y2 <1; mais

V2 V2
TEQ: 76]

Donc J n’est pas un intervalle.

1.2.4 La valeur absolue

Définition 1.8

La valeur absolue d’un nombre réel a est le nombre noté |a| défini par

a sia>0
|a =

—a sia<0

11 découle de la définition précédente, que la valeur absolue d’un nombre réel est toujours positive. De point
de vue géométrique, la valeur absolue |a| d’un nombre réel a mesure la distance entre le point a et ’origine 0 de
la droite réelle.

Question 1 En utilisant la définition 1.8, montre que si a et b sont deux réels alors
a-b sia>b
la—bl= .
b—a sib>a
Remarque Géométriquement parlant, la quantité |a — b| mesure la distance entre les deux point a et b de la droite
réelle.

Nous citons, maintenant, quelques propriétés importantes de la valeurs absolues

Proposition 1.6 (Igalités)

Soit a et b deux nombres réels. Alors
1. la-bl=1|b-aq|

la—b|=0 & a=b

|a bl = |al |b]

| = % (b=#0).

N oW
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5. |a" =lal", pour tout n € N.

6. Va2=|a|

Démonstration Les propriétés 1. et 2., découlent directement, de la définition de la valeur absolue.

3. On distingue trios cas. a et b sont positifs les duex, sont négatifs les deux, ou sont de signes contraires.

a>0,b>0 — ab>0 — l|ab|=ab=]al|b]|
a<0,b>0 — ab<0 = l|abl|=-ab=|a||b|
a<0,b<0 = ab>0 = |abl=ab=(-a)(-b)=|a||b|

4. Soit b = 0. En utlisant la propriété 3., en prenant a = %, il vient

1 1 1 1
1: —b = |7 b - = —
3= [alm = [3l=
Maintenant, soit a € R, alors
|a|_ . 1 _|a|‘1’_|a|
bl |7 b b| |b|

5. Se démontre facilement en utilisant la récurrence et la propriété 3..

6. Soit a € R. D’apres la propriété 5. on voit que a® = |a?| = |a|?, et comme |a| > 0, on en déduit que

Va2 = \jaP = |a|

Proposition 1.7 (Inégalités)

Soit a et b deux nombres réels quelconques et soit v > 0. Alors
1. |a|€r & -r<a<r
2. la+Db|<la|l+|b| (Inégalité triangulaire ).

3. lal=|bll€la-b] ( Deuxiéme inégalité triangulaire ).

Démonstration
1. Soita € Retr > 0. Alors d’apres les propriétés 5. et 6. de la propositions 1.6 , on en déduit que

2_12<0 & (a-1)(a+7r)<0 & —-r<a<r

la|<r e a*><1? = a
2. Soit a et b deux réels quelconques. Il est clair que
—la|<a<l|al et —I[b|<b<]Ib|
Par la somme il vient, ainsi
—(lal+ b)) <a+b < (la|+|b]) &< la+b| < |a]+|b] (En utilisant 1.)
3. Soit a et b deux réels quelconques. D’apres la propriété 2., il vient
la|=la—b+b| <|la-bl+|b] = l|a|—1|b] <|a-b|
En échangeant les places de a et b dans la relation (1.3), on trouve
bl —-lal <|b—al=la-b] = la|-|b] > —|a—b|
En combainant les relations (1.3) et (1.4), on obtient

—la—-b| < |al-|b| <|a—-b| = |la| - [bl| < |a - b]

(1.3)

1.4

Remarque [Importante] Pour les réels x , xg et r > 0, I’expression |x — x| < r signifie que la distance entre les

deux points x et x( ne dipasse jamais r. De plus, d’apres la propriété 1. de la proposition 1.7 , il vient

lx—xg|<7r & xg—1 <x<xp+1 & x€E|xg—71,x0+7[
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]xo =1, xo + r[ est un intervalle ouvert de centre x et de langueur 2.
Bref, I’expression |x — x| < r signifie que x se trouve dans un intervalle ouvert de centre x et de langueur 2.
1.2.5 Borne supérieure, borne inférieure

1.2.5.1 Partie minorée , majorée , bornée

Définition 1.9

Soit A C IR une partie non vide.

1. Un nombre réel M € R est appelé un majorant de la partie A, si M est plus grand a tout les éléments
de A. Autrement dit

(M est un majorantde A) < (Vx€A : x<M) (1.5)

2. Un nombre réel m € R est appelé un minorant de la partie A, si m est plus petit a tout les éléments
de A. Autrement dit

(m est un minorantde A) <= (Vx€A :x>m) (1.6)

3. Ondit que A est majorée ( resp : minorée ) s’il existe un majorant ( resp : minorant ) de A. Autrement
dit
(A est un majorée ) — (IMeR : VxeA : x<M)

(A est un minorée ) &< (dmeR : VxeA :x>m)

4. On dit que A est bornée si elle est majorée et minorée a la fois. Autrement dit

(A estun bornée) — (dmet Me R(m<M) :VxeA :m<x<M)

Remarques 1 Soit A C R une partie non vide.
1. Si M est un majorant de A, alors tout nombre réel supérieur a M est aussi un majorant de A. Donc si A
est majorée, I’ensemble des ses majorants est infini.
2. Si m est un majorant de A, alors tout nombre réel inférieur a m est aussi un minorant de A. Donc si A est

minorée, I’ensemble des ses minorants est infini.

Exemple 1.5 Soit A = [-5, +oo[N Q. A est’ensemble de tout les nombres rationnels dans ’intervalle [-5, +oo.

11 est clair que A est non vide ( 0 € A par exemple ). D’autre part on a
Vx€eA: x>5 = A est minorée

De plus, comme Q est un ensemble non majoré, alors A est non majorée.

Exemple 1.6 Considérons la partie B C IR définie par

1

B= {2 + ,
1+x2

Il est clair que tout les éléments de B sont positifs. Donc 0 est un minorant de B, se qui signifie que B est minorée.

erR}

De plus, on sait que pour tout x € R on a

<3

<1l = 2+
1+x2 7 1+x2

Donc B est majorée. Ainsi B est bornée.

Proposition 1.8

Soit A C IR une partie non vide. Les assertions suivantes sont équivalentes
1. A est bornée.
2. Il existe M > 0 tel que, pour tout x e Aona |x| <M.




Nombres réels

Il clair que la deuxieéme assertion implique la premiere, puisque
x| <M & -M<x<M
Montrons maintenant la réciproque. Supposons que A est bornée. Donc il existe deux nombres réels « et p tels

que
a<p et a<x<f VxeA

En utilisant la valeur absolue ; on obtient
Vxe A a<x<B = VYxe A m:=min{lal,|Bl} <|x| < M :=max{|a|, |Bl}

Donc pour x € Aona
-M<0<m<|x| <M = |x|<M

Définition 1.10

Soit A une partie non vide de R.
Si a est majorant ( resp : minorant ) de A et si a € A, alors le nombre « est applé maximum ( resp :
minmum ) de A et on écrit

a =max(A) (resp: a=min(A))

Exemple 1.7 On dit qu’un ensemble non vide A C R est fini s’il posséde un nombre fini d’éléments. Dans ce cas

I’ensemble A est de la de forme
A={a;,ay,..ay}, ar€R, k=1,2,.,N, NeN*

Le plus grand (resp : plus petit ) éléments parmis les a; € R, k=1,2,..., N est le max(A) (resp: min(A) ).

En particulier si a et b sont deux nombres réels, on écrit

a sib<a . a sia<b
max{a, b} = ) et minf{a, b} = )
b sia<b b sib<a
Question 2 Montrer que pour tout nombre réel x :  |x| = max{x, —x}

1.2.5.2 Borne supérieure , Borne inférieure

Rappellons que si une partie A C IR est non vide et majorée ( resp : minorée ), alors elle a une infinité de
majorants ( resp : minorants ). On s’intéresse a deux choses : le plus petit des majorants et le plus grand des
minorants s’ils existent.

Définition 1.11

Soit A C R une partie non vide.

1. Si A est majorée, alors le plus petit de ses majorants, s’il existe, est appelé la borne supérieure de

A, et se note par sup(A).

2. Si A est minorée, alors le plus grand de ses minorants , s’il existe, est appelé la borne inférieure de

A, et se note par inf(A).

Soit A une partie réelle non vide et majorée ( resp : minorée). A possede donc une infinité de
majorants ( resp : minorants ). Soit Maj(A) ( resp : Min(A) ) ’ensemble de tout les majorants ( resp :

minorants) de A. Alors il est clair que si sup(A) ( resp : inf(A) ) existe, on a
sup(A) =min(Maj(A)) (resp: inf(A)=max(Min(A)))

D’autre part, il est clair que si sup(A) ( resp : inf(A) existe, alors elle est unique. En effet si I’on suppose qu’il
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existe deux bornes supérieures M; et M, de la partie A, alors puisque M; est le plus petit des majorants de A et
M, est un majorant de A on en déduit que M; < M,. En échangéant les roles de M; et M, dans la déduction
précidente, on obtient M, < M;, et comme la relation d’ordre < est antisymétrique, on conclure que M; = M,.

Il existe des parties A C Q non vides et majorées, mais sup(A) ¢ Q. En effet, un exemple de cette pathologie est

fourné par la proposition suivante.

Proposition 1.9

Soit A C Q une partie définie par
A={xeQ : x>0etx*<2}

Alors A ne posséde ni plus grand élément, ni borne supérieure dans Q.

La proposition 1.9 révele I'insuffisance de 1I’ensemble Q pour étudier et exploiter la notion de la borne supérieure.
Cependant dans R I’existence de la borne supérieure pour une partie réelle non vide et majorée est toujours

assuré. En effet on a le résultat -qu’on admet- suivant

Toute partie non vide de IR, majorée ( resp : minorée ) admet une borne supérieure ( resp : inférieure ).

Il résulte de ce qui précede, que 1’ensemble de tout les majorants d’une partie non vide et majorée ( resp :
minorée ) admet un plus petit ( resp : plus grand ) élément qu’on appelle borne supérieure ( resp : inférieure ) de

cette partie. Cela nous amene aux caractérisations suivantes de sup et inf d’une partie réelle.

Caractérisation du la borne supérieure : Soit A C IR une partie non vide et majorée. Alors
VxeA: x<M (1)
M =sup(A) & { et
Ve>0,dxgeA: xog> M—¢ (2)

L’expression (1) signéfie que M est un majorant de A, et I’expression (2) traduit le fait que M — & n’est

pas un majorant de A pour tout € > 0 ( méme pour ¢ trés proche de 0 ), se qui signéfie que M est le plus petit

majorant possible de A.

Caractérisation du la borne inférieure : Soit A C R une partie non vide et minorée. Alors

VxeA:x>m (3)
m=1inf(A) < { et

Ve>0,dxg€A: xp< m+¢ (4)

L’expression (3) signéfie que m est un minorant de A, et I’expression (4) traduit le fait que m + & n’est pas
un minorant de A pour tout € > 0 ( méme pour ¢ trés proche de 0 ), se qui signéfie que m est le plus grand
minorant possible de A.

11 est clair que si max(A) (resp : min(A) ) existe, alors sup(A) = max(A) (resp : inf(A) = min(A)
).
Exemple 1.8 Soit A = [-1 2[. Montrer que sup(A) = 2.
Réponse :
Pour tout x € A, nous avons, x < 2. Donc, 2 est un majorant de A. Maintenant, soit € > 0. Deux cas, se présentent :
Premier cas: 2-—¢<-1 & ¢ >3 Dans ce cas 13, il existe toujours un xy € A tel que x5 > 2 — €.

o 2+(2-¢ . P
Deuxieme cas: —1 <2—¢ < 2. Posons xy = +(2 d=-p- 5. Comme A est un intervalle, on en déduit que

Xg € A, et par construction on a bien que xg > 2 —¢.

10
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Par conséquent, pour tout € > 0 il existe toujours x € A tel que xj > 2 — €. Donc, il en résulte que sup(A) = 2.
Exemple 1.9 Soit B = {4 + : xeR } Montrer que inf(B) = 4.

1+| [ -
Réponse :
Il est clair que pour tout x € Ron a 4 + 5 +| E 4. Donc 4 est un minorant de B. Par la suite nous allons montrer
que
Ve>0,dypeB: yy<4+e (1.7)
Soit € > 0, et considérons 1’inégalité
1
4+ ——<4+¢ (1.8)
1+ |x|
Il est clair que il existe un nombre réel x( vérifiant I'inégalit (1.9), alors I’élément yo = 4 + 5 | 7€ B vérifie la
propriété (1.7). D’autre part, on a
1-¢
4+ | |<4+£(=>|x|>T (1.9)

Remarquons que si € > 1 alors I’inégalité (1.9) est vérifie pour tout x € IR. De plus, on a

1- 1- 1-
O<e<l et |x|>—€=x€K::]—oo,——€[U] E,+oo[
€ € €

Ainsi, un choix possible de x est (par exemple) le suivant

2019 si ex>1
Xo = 1—¢ .
— s1 O<exl
Donc pour ce choix de x(, on est sur que I’élément yy = 4 +
inf(B) = 4.

I +|x € B vérifie 1a propriété (1.7). Par conséquent
1.2.6 Deuxiéme conclusion

Il résulte de ce qui précede, que (IR, +,., <) est un corps commutatif, totalement ordonné, contenant le sous
corps Q et possede la propriété : Toute partie réelle non vide et majorée, admet une borne supérieure.
1.2.7 Quelques propriétés de la borne sup et inf et méthodes de calcul
1.2.7.1 Quelques propriétés de sup et inf

Soit A une parties non vide de IR. On définie la partie notée —A par
-A={-a : acA}

La proposition suivante regroupe quelques propriétés importantes de sup et inf.

Proposition 1.10

Soient A et B deux parties non vides de IR.

1. Si A est majorée ( resp : minorée ) alors —A est minorée ( resp : majorée ), et on a
A est majorée —> sup(A) = —inf(-A)
et
A est minorée = inf(A) = —sup(-A)
2. Si A et B sont majorées ( resp : minorées ), alors AU B est majorée ( resp : minorée ), et on a

sup(AUB)=max{sup(A),sup(B)} (1.10)

inf(AUB)=min{inf(A), inf(B)} (1.11)

11
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Proposition 1.11

Soit A une partie réelle non vide . Alors

1. M =sup(A) si et seulement si M est un majorant de A et il existe une suite (a,);>n,, telle que

Vn>ng:a,€eA et lim a,=M
n—+oo
2. m=inf(A) si et seulement si m est un minorant de A et il existe une suite (b,,),>,,, telle que
Vn>ng :b,e A et lim b,=m
n—+oo

3. An’est pas mojorée ( resp : n’est pas minorée ) si et seulement si il existe une suite (a,,);>p,,
telle que
Vn>mng:a,€A et lim a,=+c0 (resp: —oo)

n—+oo

1.2.7.2 Quelques méthodes de calcul de sup et inf

On présente ici quelques méthodes pratique pour calculer la borne supérieure ( resp : borne inférieure ) d’une
partie non vide et majorée ( resp : minorée ).

Soit A C R une partie réelle non vide.

Premier cas : A est I’ensemble des termes d’une suites monotone :

Soit 1 un entier naturel fixé. Considérons la partie A définie par
A={u,: n>ny}

ou (u,,) est une suite réelle monotone. Deux cas remarquables se présentent :

1) Si A est majorée et la suite (u,,) est croissante, alors

inf(A) = min(A) =u,, et sup(A)= lim u,

n—+oco

2) Si A est minorée et la suite (u,,) est décroissante, alors

sup(A) = max(A) =u,, et inf(A)= lim u,
n—+co
Deuxieéme cas : A est ’ensemble des valeurs d’une fonction réelle continue :

Soit ] C IR un sous ensemble non vide. Soit f : ] — IR. Considérons la partie A définie par

A={f(x): xe]J}=f(])
L’ étude des variations de la fonction f sur J permet de déterminer la partie A = f(J) et d’en déduire sup(A) et
inf(A) s’ils existent.
Dans de nombreux cas, pour le calcul des bornes sup et inf, on est amené d’utiliser leurs propriétés
exposés déja dans les propositions 1.10 et 1.11, mais dans le cas général, ce calcul est difficile.
Exemple 1.10 Calculer inf(A) et sup(A) s’ils existent, dans les cas suivants :

1) A:{2+# :nelN*} 2) A:{(x+1)e_X/4xe[0,+oo[}

Solution :
1) On pose pour tout n € IN*

Il est clair que la suite (u,) n’est pas monotone, mais on remarque que les suites (uy; = 2 + 1/2k) et
(44241 = 2+ 1/(2k + 1)) sont monotones. Ainsi on peut écrire A = BU C ou

1
2k+1

1
B:{M2k22+— : kGN*} et C:{u2k+1:2—

2% keN}

12
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11 est clair que (u,;) est une suite décroissante et la suite (#4551 ) est croissante. Donc
5 . .
sup(B) =max(B) =up = =, inf(B) = lim upy, =2
2 k—+o0
et

inf(C) =min(C)=u; =1, sup(C) = klim Upgy1 = 2
—+00
En vertu de la proposition 1.10, il vient donc
sup(A) = sup(BU C) = max{sup(B), sup(C)} = g et inf(A) =inf(BU C) = min{inf(B), inf(C)} =1

1) On pose pour tout x € [0, +oo[
flx)=(x+1)e

L’étude des variations de la fonction f sur I'intervalle [0, +oo[ est résumé dans le tableaux de variations suivant

X 0 3 400
f(x) + 0 -
4o-3/4
f(x)
1 / \ 0

Donc, il est clair maintenant que A = ([0, +oo[) =]0, 4e~3/4]. Par conséquent

inf(A)=0 et sup(A)=max(A)=f(3)=4e 4

1.3 Quelques conséquences de Théoréme de la borne supérieure

Le théoreme d’existence de la borne supérieure est un résultat important en analyse. Il a plusieures conséquences.

Parmi eux, on présente ici trois les plus importantes.

1.3.1 Principe d’Archimede

Théoreme 1.4

L’ensemble IN des entiers positifs, n’est pas majoré. Autrement dit

VYVxelRdneIN: n>x

Démonstration Par ’absurd, supposons que IN est majoré. Donc la borne supérieure de IN existe. Soit
s = sup(IN). Comme s est le plus petit des majorants de IN, il vient ainsi que s — 1 n’est pas un majorant de IN.
Donc

dpelN:s-1<p = s<p+1

Le fait que p + 1 € IN contredit s = sup(IN) < p + 1. Par conséquence, IN n’est pas major€. |

Théoreme 1.5 ( Principe d’Archimede)

Pour tout nombres réels a et b > 0, il existe un entier n € IN tels que nb > a; i.e

YaeR,Vb>0,dnelN : nb>a

13
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Les théorémes 1.4 et 1.5 sont équivalent; en effet, si I’on prend a = 1 dans le théoréme 1.4, on voit
clairement que IN n’est pas majoré. Inversement, pour deux réels quelconques a et b > 0, on pose x = 7 € R.

Comme IN n’est pas majoré, il existe un entier # € IN tel que n > x, c’estadire nb > a.

1.3.2 Partie entiére d’un nombre réel, Fonction partie entiere

La notion de partie entiere d’un nombre réel est une notion importante en analyse mathématique. Cette

notion, est une conséquence du princpe d’Archimede.

Proposition 1.12

Pour tout réel x , il existe un entier unige n € Z dépand de x, tel que

n<x<n+1 (1.12)

Soit x € R. Considérons 1’ensemble () C Z défini par
Q={meZ : m<xj
Six >0, alors 0 € (), et si x <0, alors d’apres le principe d’Archimede, il existe g € IN tel que
—Xx<qg = —q<x = —qeQ)
Nous avons montré que pour tout x € IR, I’ensemble () n’est pas vide. D’autre part, il est clair que x est un
majorant de (). Donc I’ensemble () admet une borne supérieure. Posons 1 = sup(€2). Montrons maintenant que

n € (). En effet, comme 7 est le plus petit majorant de (), il vient que n — 1 n’est pas un majorant de (), ce qui

signifie qu’il existe p € QQ telque p >n—1. Donc n =sup(QQ) <p+1e€Z. 1l vientalorsque p+ 1 ¢ Q) et
peQetQc{meZ : m<p} = max(Q)=p
Donc

p=max(Q)=sup(QQ)=n = ne.

D’autre part, comme 7 est le plus petit des majorant de (), on en déduit que #n < x. De plus, le fait que n+ 1 ¢ Q
sinéfie que n + 1 > x. Par conséquence il existe un entier n qui vérifier n < x < n+ 1. L'unicité de n due a

I’unicité de la borne supérieure d’une partie réelle majorée.

Définition 1.12

L’entier n qui vérifier les inégalités (1.12) est appelé la partie entiére de x, et se note par E(x) ou [x].

Autrement dit, la partie entiére d’un nombre réel x est I’entier noté E(x) qui vérifier
E(x)<x<E(x)+1 (1.13)
En d’autre terme, la partie entiere d’'un nombre réel x est le plus grand entier qui est inférieur ou égal a x.

E(x)=sup{meZ : m<x}

Remarques 2 .

1) 1l est clair que E(x) = x si et seulement si x € Z. Donc pour tout x e Ret x ¢ Z, on a

E(x)<x<E(x)+1

2) De larelation (1.13), on en déduit, facilement I’encadrement de la partie entiere suivant

x-1<E(x)<x, VYxeR

14
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Exemple 1.11 Comme 3 < 7t < 4, on en déduit que E(m) = 3.
Exemple 1.12 Comme —6 < —5.27 < =5, on en déduit que E(—5.27) = —6.
Exemple 1.13 Soit n € IN. On sait bien que n° < n(n+2) = n®> + 2n < (n+ 1). Donc

n< n(n+2)<n+1=>E( n(n+2)):n, VnelN

Les propriétés principales de la partie entiere sont listé dans la proposition suivante

Proposition 1.13

Pour tout x et y dans Ron a :

/. x<y = E(x) <E(y).

2. E(x+m) = E(x)+ m, pour tout m € Z.

3. E(=x)=-E(x)—1 pour tout xe Ret x ¢ Z.
4.  E(x+v)-E(x)-E(y) €{0,1}.

Démonstration Soient x et y deux nombres réels, et soit m € Z.

1.

Supposons que x < p. On sait bien que
E<xs<y = E<y (1)
Comme E(y) est par définition, le plus grand entier qui est inférieur ou égal a y , et E(x) <y d’apres (1),
on en déduit que E(x) < E(y).
Ona
E(x)<x<E(x)+1 = E(x)+m<x+m<E(x)+m+1 (2)

Posons p = E(x) + m € Z. Donc la relation (2) signéfie que p < x+m < p + 1. Cela signéfie que
E(x+m)=p=E(x)+m.
Soitx e Retx ¢ Z. Alors
E(x)<x<E(x)+1 = —-E(x)-1< —-x < —E(x) (3)

La relation (3) signéfie que —x se trouve entre deux entiers consicutifs m = —E(x)— 1 et m+ 1 = —E(x).
Donc, E(-x) =m =—-E(x)—1.
On a

< E(x+y) <x+yp
-x < -E(x)<—-x+1

< —-E(y)<-v+1
On fait la somme, membre a membre, les relations ci-dessus, il vient que

-1 <E(x+y)-E(x)-E(y) <2 = E(x+y)—E(x)—E(y)=0o0u 1.

1.3.3 Densité de Q dans R

Définition 1.13

Une partie non vide A C R est dite dense dans R si

Autrement dit, la partie non vide A est dense dans R si pour tout deux réels distincts x et y il existe

toujours un élément a de A entre x et y.

V(x,p)eR?, x<y = (JacA: x<a<yp) (1.14)
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La négation de I’assertion (1.14) est
A(x,y)eR? : x<ypet(VacA: x>aouy<a) (1.15)

Donc une partie non vide A C IR n’est pas dense dans IR si et seulement si ’assertion (1.15) est satisfaite.

En utilisant cette remarque, on peut montrer par exemple que 1’ensemble Z n’est pas dense dans IR. En effet soit
x=1lety= V3. 1l est clair qu’il n’existe aucun entier m € Z qui vérifier m €]1, V3 [ ce qui montre que soit
m <1 soit m > V3.

L’ensemble des nombres rationnels Q est dense dans R. C’est a dire qu’entre deux nombres réels distincts,

il existe un nombre rationnel.

Soient x et y deux nomres réels tels que x <y. Posons a =y —x > 0 et b =1 et appliquons le
principe d’Archimede. Ainsi
dneN:n(y-x)>1

Donc

>}H_l_nx+1
y n o on

Posons maintenant p = E(nx+ 1) = E(nx)+ 1. Il vient ainsi
E(nx)>nx-1 = p>nx = L
n

De plus, on a
+1
E(nx)<nx = BS i
n n

+1<
=X _
n Y

Nous avons montrer donc 1’existence d’un nombre rationnel 5—71 tels que x < % < y. Par conséquent I’ensemble Q

est dense dans IR. [ ]

L’ensemble des nombres irrationnels Q est dense dans R. C’est a dire qu’entre deux nombres réels

distincts, il existe toujours un nombre irrationnel.

Soient x et y deux nombres réels tzls que x < y. Alors x — V2 <y — V2. Comme Q est dense
dans R on déduit qu’il existe un nombre rationnel r tel que x — \/5 <r<y-— \/5 Donc

x—V2<r<y-V2 = x<r+ V2<yp

Nous avons montrer alors, que le nombre irrationnel r + V2 se trouve entre x et y. ]
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Exercices

Exercice 1 1. Montrer que si p est un entier premier alors \[p est irrationnel.

2. Montrer que le nombre log(2) est un nombre irrationnel, ou log(.) désigne le logarithme décimal.

Exercice 2 Soient a # 0, b, c et d quatre nombres rationnels et soit x un nombre irrationnel. Montrer que si

ax+b
cx+d

ad—-bc =0 alors le nombre est irrationnel.

Exercice 3 Montrer que les nombres suivants sont algébriques :

a=-1+2V5, b=1-+/1+ V7, C:\/§—2
V5+2

Exercice 4 Soient p et q deux nombres rationnels. Posons

x=p>+3pq®> et p=(p*+q°)[p?+4q?
3 y+x_ 3 y—x
7‘\/ 2 \/ 2

2

et soit

Lo . yi-x
1. Simplifier au maximum le nombre ~—

2. Montrer que y est un nombre algébrique.

3. Est-ceque y € Q?

Exercice 5 On notera A ’ensembles des nombres réels algébriques, et par T pour I’ensemble des nombres
transcendants. On note A* = A\ {0}.

I) Soient a, b deux nombres réels. En admettant que :
acA,beA = a+beA et abe A
et que
aeA’ = % eA’
Montrer, alors que
I. aeA,beT = a+beT.

2. aeA*,beT = abeT.
3. aeT = leT

I1) On admet le résultat due a Hermite-Lindemann suivant :

Théoréme ( Hermite-Lindemann )

aeA — e%eT



Exercices

1.  Déduire qu’il existe une infinité des nombres réels transcendants.

2. Enutilisant le théoréme d’Hermite Lindemann, montrer que
xeA,: x>0etx#1 = In(x) €T

3. Les nombres suivants, sont ils algébriques ou transcendants ?

1
a=+e, b=(1+V5)In(2+ x/§),c:ez+\/§.

Exercice 6 Soient x et y deux nombres réels quelconques. Montrer que :

Lo Jx+ [yl < x+yl+ x =yl

20 14y -1<1+]x-1))(1+y-1]|)
3.

eyl I [yl
T+lx+y] = 1+x| ~ 1+[p

Exercice 7 Soient a, b, ¢ trois nombres réels.

1. Montrer que (la| < c et |b|<c) = |#|+|%|<c
2. Montrer que (|a+b|=la|+1|b]) < ab>0.
3. En déduire que(|#|+’%| <c) — (la|<c et |bl<c).

Exercice 8 Soit x € R. Montrer que si |x| < € pour tout € > 0, alors x = 0.

Exercice 9 On note par Q. ’ensemble des nombres rationnels strictement positifs. Considérons la partie non
vide A définie par
A={xeQ; : x*<2}

Considérons aussi la fonction f : QL — Q7 définie par :

x(x%+6)
flx)= 3x2+2
1. Vérifier que pour tout x € Q, ona :
2 3 2
) (x2=2) 2x(2—-x7)
—2=—— ' et -X=—
(f() Garr2p G- ==75 5

2. Vérifier que a = sup(A) existe dans R et que a > 0 et a> < 2.
3. Supposons que a = sup(A) € Q. , et soit b = f(a).

(a). Montrer que b € A.

(b). Montrer que b > a.

(c). Conclure.

Exercice 10 Trouver un majorant et un minorant de A C R dans les cas suivants :
1) A={gis: xe-11)ye[-1;1])

x+y+5

_ [(=1)"(4n+3) | %
2) A= {T :nelN }

3) A={Z3 . neN,meN).

3n+2m?

Exercice 11 Soit | = lx eR:-2<x+ 21_x < 2}. L’ensemble | est-il un intervalle ? Déterminer, s’ils existent, la

borne supérieure, la borne inférieure, le plus petit et le plus grand élément de J.

Exercice 12 Soit A C R la partie réelle non vide définie par :

A={xeQ: 1=x<V5)}
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1. Est-ce que A est un intervalle ? Justifier votre réponse.
2. Enutilisant la caractérisation de la borne supérieure, montrer que sup (A) = V5.
3. Soit

B:{xeA : x—E(x)Zg}

oui E(x) est la partie entiére de nombre réel x.
(a). Vérifier que B est non vide.
(b). Calculer inf(B).

Exercice 13 Soient A et B deux parties réelles non vides.
1. Montrer que si B est majorée et A C B alors A est majorée et sup(A) < sup(B).
2. Montrer que si A est minorée et A C B alors B est minorée et inf(A) > inf(B).

3. Montrer que si A et B sont majorées, alors AU B est majorée, et l'on a :
sup(A U B) = max{sup(A), sup(B)}
4. Montrer que si A et B sont minorées, alors A U B est minorée, et l'on a :
inf(A U B) = min {inf(A), inf(B)}

5. Déterminer les bornes superieures et inférieures, lorsqu’elles existent, des ensembles suivants :

—1)"
A =1{0.5,0.55,0.555,0.5555,....}, B= {2 + (n+)1 ,NE IN}

C:{n_zcos(zn—n),neﬂ\l}
n+1 3

Exercice 14 Soit f : [0,1] — [0, 1] une application croissante, c’est-a-dire :

Vx,p€[0,1]:x<y = (x) < f(p)

Soit A I’ensemble défini par :

A={x€[0,1]:x< f(x)}

Vérifier que A est non vide et majorée.
Posons a = sup(A). En utilisant la définition de la borne supérieure, montrer que a € [0, 1].
Montrer que f(a) est un majorant de A.

Montrer que si a =1 alors f(1)=1.

SR Wb~

On suppose que a € [0, 1] . Montrer que si x €la, 1], alors x € A..
6. En déduire que f(a) est minorant de la, 1] .
7. Déduire des question 3 et 5 que f(a) = a.

Exercice 15 /. Calculer E( V4n? + 4n + 3), pour n € N.
2. Calculer E((3n+1)e™"), pour n € IN.

Exercice 16 .

1. Montrer que Vx € R, Yn e IN* : E(&) = E(

n
2. En déduire que E (M) =E(x).

n

IR

).

Exercice 17 Résoudre dans R les équations :

(1) E(x-5)=2E(x), (2) E(2x+3)=E(x+2).
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Exercice 18 Soit n > 1 un entier positif. Soient a1, a,, as, ..., a, des nombres réels strictement positifs.

[. Montrer par récurrence que
n

Vn>1: ajay..a,=1 :>Zak > 1 (1.16)
k=1
2. On considere les nombres A, , G, ,H, appelés respectivement moyenne arithmétique, moyenne

géométrique et moyenne harmonique des nombres ay ou k € {1,2,...,n}, définis par :

ay+ay+..+ay, n
AHZT , Gn: {mlaz....an , Hn:ﬁ'

3. Soit by = g—’; , pour tout k € {1,2,...,n}.
(a). Vérifier que b1b,...b, = 1.
(b). Déduire que pour tout entiern>1ona: G, <A,.
(c). Soit ¢, = al—k pour tout k € {1,2,...,n}. Utiliser les nombres cy et le résultat G,, < A,,, pour montrer
que pour tout entiern >1: H, < G,,.

(d). Conclure.

Exercice 19 ( Inégalités de Schawrz et de Minkowski )

Soit n € IN* et soient x1, X, X3, ..., X, et Y1, V2, V3, ..., ¥, des nombres réels. On pose

A:ixiz, B:ixiyi, C:i})f
i=1 i=1 i=1

1. Montrer que
VteR: At?+2Bt+C>0

2. Déduire de la question précidente que
" " 12/ 4 1/2
in Vil < fo‘ Zyzz (Inégalités de Schawrz)
i=1 i=1 i=1
3. En utilisant I’inégalité de Schwarz, montrer I’inégalité suivante
" 1/2 " 1

/2 " 1/2
Z(Xi + yi)z < lez + ZV:Z (Inégalités de Minkowski)
i=1 i=1 i=1
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Chapitre

Suites réelles

Ce chapitre est consacré a 1’étude des suites numériques. La notion la plus importante dans ce chapitre
est la convergence d’une suite numérique. En effet, les suites convergentes jouent un rdle primordiale en
analyse numérique qui est la discipline mathématique qui se charge d’étudier les méthodes et les algorithmes
de résolution approchée de différent problemes mathématiques ( équations non linéaires , calcul intégral,
équations différentielles, équations intégrales, équations aux dérivées partielles ... ) issue de différentes disciplines

scientifiques (Physique , chimie , biologie , ingénierie, ...).

2.1 Généralités sur les suites rélles

2.1.1 Définitions et vocabulaires

Définition 2.1

Soit ng € IN. L’application u qui fait associée pour chaque entier n > ny un nombre réel noté u,, est

appelée suite réelle . Autrement dit, une suite réelle est une relation qui fait associer un entier n > ny ou
ng est un certain rang fixé, un nombre réel dépend de n, noté u,. On note souvent une telle suite réelle
par (Uy)y>n,- S'il'y a pas risque d’ambiguité, on note (u,,) au lieu de (1), ot ny se détermine par le

contexte.

Vocabulaire
1) Les nombres u, uy, ..., u,, sont appelés les termes de la suite (1,),,>¢-
2) Le nombre u,, est appelé terme général de la suite (u,,).
3) L’ensemble () C R définie par

Q ={ug, uy, e, Uy, ...} ={ug : k >0}

est appelé I’ensemble de termes de la suite (u,,),,>0-
4) Le graphe d’une suite réelle (u,,),>,, est I'ensemble suivant

G={(nu,) eNxR : n>ngy}

De point de vue géométrique, le graphe d’une suite (u,,),>,, est I’ensemble de points de coordonnées (1, u,,)
dans le plan muni d’un repere orthonormé.
Comment définir une suite réelle ?
Une suite réelle (u,,),>,, peut se définie par différentes fagons :
1. Explicitement par la donné de son terme général u,, = f (n) en fonction de n ou f est une fonction réelle

définie sur un ensemble contenant I’intervalle [, +oo].
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2. Implicitement par la donné d’une relation récurrente de type

u, €I estdonné
0 2.1)

Upy1 = g(”n) Vn2>n
ou

u u € I sont donnés
ny » Yng+1 (2‘2)
Upio = h(uy, 1) Y 2ng

Exemple 2.1 Soit (1,,),>1 la suite réelle définie par son terme général

D"

U, =3+ o Yn>1

Le graphe de la suite (u,,),>; est I’ensemble des paires (1, 1,) € IN* x R. La représentation géométrique de ce

graphe est donnée par la figure suivante

Loy
0.9
0.8¢°

0.71 «

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

2.1.2 Suites remarquables

1. Suites constantes, suites stationnaires

Définition 2.2

Une suite réelle (uy),>y, est appelée suite constante si u,, = u,,1 pour tout n > ng. Dans ce cas, on a

Définition 2.3

Une suite réelle (u,) >, est appelée suite stationnaire s’il existe un certain rang N > n tel que la suite
(4,) >N Soit constante. Autrement dit, une suite stationnaire, est une suite constante d partir d’un certain

rang. En particulier, toute suite constante est une suite stationnaire.

Exemple 2.2 Considérons les suites réelles (u,,) et (v,) définies par

2019
=1+si tv,=25+E , ¥YnelN
U, sin(nm) et v, (n+1) n
Il est clair que u,, = 1 pour tout n > 0. Donc (u,,) est une suite constante. D’autre part, on a
2019 2019
n>2019 = 0< <1:>E( ):O:vn:25
n+1 n+1
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Ainsi, la suite (v,,) est constante deés que n > 2019. Par conséquent, (v,,) est une suite stationnaire.

2. Suites arithmétiques

Définition 2.4

Une suite réelle (u,,),>( est appelée suite arithmétique, s’il existe une constante r € IR tel que
Uy =U, +7, Yn=0

Le nombre r est appelé la raison de la suite arithmétique (u,,).

Remarque Il est clair qu’une suite arithmétique est constante si et seulement si, sa raison est nulle.

Exemple 2.3 Soit la suite (u,,) définie par
u,=20n-18, n>1.
Nous avons, pour tout n > 1 :

Uy — U, =20(n+1)-20n = 20.

Donc, (u,,) est une suite arithmétique de raison 20.

Proposition 2.1

Soit (u,,),>0 une suite arithmétique de raison r. Alors

I uy=uy,+(n—p)r pourtoutn,p € N.
2. Pourtoutn,p €N, tel que p <n, ona

n—p+1 n—p+1
Sp,n:up+up+1+....+un:+(up+un):+(2up+(n—p)r)

3. Suites géométriques

Définition 2.5

Une suite réelle (v,,),>( est appelée suite géométrique ( ou progression géométrique ), s’il existe une

constante q € R tel que
Vyp1 =4V, YVn2>0

Le nombre q est appelé la raison de la suite géométrique (v,,).

Exemple 2.4 Considérons la suite (v,,) définie par
v, =5x3*""1 n>0.
On a pour tout n > 0 :

V1 =5x 321 =5%327 1«32 =9y,

Donc, (v,,) est une suite géométrique de raison 9.

Proposition 2.2

Soit (v,,),>0 une suite géométrique de raison q. Alors

I vy=v,+q"P  pourtoutn,p € N.
2. Pourtoutn,p €N, telsquep <n,etq#1,ona
1-— qn—p+1 )

Fp,n:vp+vp+1+....+vn:vp( Ty

23



Suites réelles

2.1.3 Suites monotones

Les suites monotones possédant des propriétés remarquables.

Définition 2.6

Soit (u,,) une suite réelle. On dit que (u,,) est

1. Croissante s’il existe un rang Ny € IN tel que

Vn>Ny, Uy =u,
2. Décroissante s’il existe un rang Ny € IN tel que

Vn 2Ny, Uy Sty

3. Monotone si elle est croissante ou décroissante.

2.1.4 Les suites extraites

Définition 2.7

Soit (u,),>0 une suite réelle. On appelle suite extraite ( ou sous suite ) de la suite (u,),>, toute suite

réelle (v,,) tel que

Vn:”<p(n)r 1’120

ou @ : IN — IN est une application strictement croissante.

Exemple 2.5 Soit u,, = 2+ % le terme général de la suite (u4,,),,>1 - Une suite extraite est de la forme (u4p(4) )nz0

avec @ : IN — IN. Selon le choix de I’application ¢ ; on obtient une suite extraite particuliere. Par exemple :

1. Pour ¢(k) = 2k, on trouve la suite extraite (1, )x>1 de terme général

1
Vg =Upp =24+ —
k 2k 6k
2. Pour ¢(k) = 2k + 1, on trouve la suite extraite (1,51 k>0 de terme général
1

= =2

3. Pour ¢(k) = 3k, on trouve la suite extraite (13 )x>1 de terme général

(-1
= =2+
Z) = Usg 9k
4. Pour (k) = 3k + 1, on trouve la suite extraite (1351 )x>0 de terme général
(-1

u =2-
Remarquons qu’on peut extraire une infinité de sous suites de la suite “mere ““ (u,,),>1. De plus, les indices

des termes d’une suite extraite quelconque sont sélectionner parmi ceux de la suite meére selon le choix de

I’application ¢.

2.1.5 Suites bornées

Définition 2.8

On dit qu’une suite réelle (u,,),>o est

1. Majorée si I’ensemble de ses termes est majorée. C’est a dire si

IAMeR: u, <M, Yn>0
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2. Minorée si I’ensemble de ses termes est minorée. C’est a dire si
dmelR: u,>m, Vn>0
3. Bornée si elle est majorée et minorée a la fois. Dans ce cas [’ensemble des termes de la suite est
bornée. Donc nous avons ’équivalence suivante
(Uy)nso estbornée < I(m,M)e R>: m<Met m<u,<M VYn>0

— dA>0: |u, /<A Vn>0.

Remarques 3 :

1. Une suite réelle est non bornée si elle est non majorée ou non minorée. Par exemple la suite de terme
général 3n+ 1 est non majorée et la suite de terme général 4 —In(n + 2) est non minorée. Donc les deux
sont non bornées.

2. L’ensemble des termes d’une suite bornée est inclue dans intervalle borné.

3. Une suite extraite d’une suite bornée est évidemment bornée. Donc si on extraire une suite non bornée

d’une suite mere, alors cette derniére n’est pas bornée.

2.2 Limites d’une suite réelle, Convergence

2.2.1 Limite finie d’une suite réelle

On commence par un exemple simples pour donner une définition rigoureuse de la notion de la limite d’une
suite réelle.
Exemple 2.6 Soit (1,,),>1 la suite réelle définie par son terme général

U, =2+—,n2>1
n
Remarquons que lorsque # devient assez grand, les termes de la suite sont assez proches de 2. Soit € > 0 un
nombre proche de 0. A partir de quel rang N € IN; la distance entre un terme u,, et le nombre 2 soit inférieur a

la tolérance ¢ ? Autrement dit, existe- il un rang N € IN tel que
n>N — |u,-2|<¢

Pour trouver la réponse a cette question, on remplace u,, en fonction de n dans la derniere inégalité. En effet, on a

1 1 1
lu,—2|<e &= 24+ —-2|<¢e &= —<eg <= n>-— (2.3)
n n €
Par exemple si on prend ¢ = 107, alors d’aprés (2.3) nous avons
n>10" = |u,~2/<107 2.4)

Donc la distance entre le terme général u,, et le nombre 2 ne dépasse 10~2 dés que n > N = 10°.
Maintenant soit € = 0,00037 alors % =2702,7027. Donc d’apres (2.3) nous avons

n>2702,7027 = |u,—2|<0,00037 (2.5)

La relation (2.5) signifie que |u, — 2| < 0,00037 pour tout les entiers n > 2702,7027. Le premier entier qui
vérifier (2.5) est alors N = 2703 = E(2702,27) + 1 qui est le rang demandé. On peut choisir d’autres rangs
N =2704; N = 2705,...de sorte que (2.3) soit toujours satisfaite pour le choix ¢ = 0,00037. Dans le cas

général, pour tout choix de € > 0, nous avons d’apres (2.3) :

1 1
nZN:E(—)+1>— = |u,-2|<e¢
€ €
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On constate alors que pour toute valeur de € > 0 il existe toujours un rang N = E(%) + 1 de sorte que la distance
entre le terme général u,, et le nombre 2 est inférieure a € dés que n > N.
Le nombre 2 dans cet exemple est appelé la limite de la suite (,,). On dit aussi que la suite (u,,) converge vers 2.

Maintenant, on présente la définition rigoureuse de notion de limite d’une suite réelle.

Définition 2.9

Un nombre réel € est appelé limite d’une suite réelle (u,,) si :

Ve>0, ANeN :VnelN, n>N = |u,—{|<e (2.6)

Si une suite réelle admet une limite finie, alors cette limite est unique.

Soit (u,,) une suite réelle convergente. Supposons que cette suite admet deux limites finies € et

¢’. Par définition de la limite, il vient

Ve>0, ANgeIN : VnelN, n>Ny = |u,—{|<¢/2

et
Ye>0,dAN;eN :VnelN, n>Ny = |u,-l'|< ¢/2
Donc
Ye>0 n>max{Ny, N} = [-C|=0-u,+u,—C|<|u, - +|u,—-C|< e/2+¢/2 =¢.
Ainsi

Ye>0 [(-C|<e = ="

|
Notation : Si une suite réelle (1,,) admet une limite £, alors d’apres le théoreme précédent, cette limite est unique.
On écrit lim u, = ¢, ou de maniere différente u,, — ¢ quand n — +oo.

n—+oo

On a donc

(lim u,=¢) & (Ye>0, ANeN :VnelN, n>N = |u,-{|<¢)

n—+00

Définition 2.10

On dit qu’une suite réelle (u,,) est convergente s’il existe un nombre réel € tel que lim u,, = €. Dans ce
n—+00

cas on dit que la suite (u,,) converge vers €. En revanche, si la suite (u,)) n’admet aucune limite finie, alors

on dit qu’elle est divergente, ou on dit qu’elle diverge.

Remarques 4 .
1. La relation (2.6) s’interpréte ainsi :
Pour tout choix de € > 0 ( méme trés proche de zéro ) alors il existe un certain rang N € IN tels que tout
les termes u,, d’indice n > N vérifient I’estimation |u, — {| < &.
2. On sait que
lu, -l <e == (—e<u,<l+e < u,ell—¢,l+¢

Donc, l_i)m u,, = ¢ signifie que pour tout € > 0 ( méme proche de zéro ), il existe un certain rang N € N
tel quenpgbj; tout n > N on ait u, €]l — ¢, + €[ ( ¢’est a dire u,, se trouve dans 'intervalle ouvert de
centre de € et de longueur 2 ¢ ce qui veut dire que les termes de la suite s’accumule autour de la limite € a
partir d’un certain rang. Voir figure 1.1 ).

Exemple 2.7 Montrer que lim ¢" =0, Vqe]-1,1].

n—+oo
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Il est clair que si g = 0 alors g" = 0, ce qui implique que ngrpw q" = 0. Supposons maintenant que g €]—1, 1] et
q # 0, ce qui est veut dire que 0 < |g| < 1.
On doit montrer que
Ve>0,ANeN :VnelN, n>N = |¢"-0|<¢
Soit € > 0. Donc
In(e)
In|q]

lg"-0]< ¢ & |q|" <e & nlnlq|<In(e) = n>

Soit maintenant
0 si e>1

In(e) .
E(ln|q|)+1 si O<exl1

N():

Ve>0,ANyeN :VneN, n>Ny = |¢"-0|=|g"< ¢

Ce qui montre par définition que lim ¢" =0.
n—+oo

2.2.2 Suites de Cauchy

Comment montrer la convergence d’une suite réelle, pas forcément monotone, sans connaitre a priori sa
limite éventuelle ?
La réponse a cette question s’articule autour de la notion de suite de Cauchy. Si les termes d’une suite réelle sont
arbitrairement proche I’un de I’autre a partir d’un certain rang alors la suite en question est appelée suite de
Cauchy. Nous allons montrer que toute suite de Cauchy est convergente. On considere tout d’abord la définition

suivante
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Définition 2.11

On dit qu’une suite réelle (u,,) est une suite de Cauchy si la condition suivante est satisfaite :

Ve>0, ANgeIN : Vp,qeN :p,q=>Ny = [u, —uy|< ¢ (2.7)

La relation (2.7) s’interpréte comme suit :
Pour tout réel strictement positif ¢ ( méme tres proche de zéro ) il existe un certain rang Ny € IN tel que la
distance entre deux termes u, et u, pour p, q = Ny est inférieure a ¢. Autrement dit, les termes d’une suite de
Cauchy sont proche 1’'un de 1’autre a partir d’un certain rang.
Une condition équivalente de celle de (2.7) est la suivante
Ve>0, ANgeIN : Vp,ne€IN :p >Ny = |up,, —up|<e

Nous avons le résultat important suivant qui assure 1I’équivalence entre suite convergente et suite de Cauchy.

En effeton ale

Une suite réelle est convergente si et seulement si elle est de Cauchy.

Exemple 2.8 Considérons la suite (1,,) réelle définie par

sin(n)
uozlet lxln+1:lxln+7
Soit € > 0 et soit p et n deux entier naturels. On a
|up+n - upl = [ Upin = Upsn-1 )+ ( Upin-1 — Upyn-2 )+t (up+l —Up )
_ |sin(p+n-1) sin(p+n-2) sin(p)
- 3p+n-1 3p+n-2 et 3P
|sin(p+n—1)] N |sin(p +n—2)| o |sin(p)|
3p+n-1 3p+n-2 3p

1 1 1 , .
3prn1 + pin Tt ( Puisque |sin(a)| < 1)

2 (1 1)< 1
3p-1 3n )= 3p-2

Donc

1
F<E = |upyn—up| <&

Maintenant

SLSRPPNPEEN 3P2>1In(l/e) &= p>2+

In(1/¢)
32 n3 2+log;(1/¢)

On pose Ny =1+ E(2 +1og; (1/¢)). Il vient ainsi

1
p>Ny>2+log,(1/e) = F<€ = |upyn—up| <&

Par conséquent, (u,,) est une suite de Cauchy. Donc elle converge.

2.3 Théoremes sur les suites convergentes

2.3.1 Convergence et suites extraites

Proposition 2.3

Une suite extraite d’une suite convergente, converge vers la méme limite.

Pour montrer la proposition 2.3 nous aurons besoin du lemme suivant
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Soit @ : IN — IN une application strictement croissante. Alors pour tout n € N on a @(n) > n.

Démonstration Par récurrence. Comme ¢ : IN — IN, en on déduit que ¢(0) > 0. Supposons maintenant que

pour un rang # 1’on a ¢(n) > n. En utilisant la croissance stricte de I’application ¢, il vient :
pn+1)>pn)>2n = en+1)>n = @n+1)>n+1.

Donc, d’apres le principe de raisonnement par récurrence, on en déduit que pour tout 7 € IN, 'inégalité ¢(n) > n
est vraie.

Démonstration [ de proposition 2.3] Soit (1,,),>¢ une suite convergente vers un réel £. Alors
Ye>0,ANeN :VnelN, n>N = |u,-{|<e (2.8)
Soit ¢ : IN — IN une application strictement croissante. Il vient alors d’apres (2.8) :
(Ve>0, ANelN :VnelN, n>N = |u,-{|<e¢)
= (Ve>0, ANEN :VnelN, n>N = @(n)>@p(N)>N = |uyy,) —{<e)

Donc, lim wuy ) =¢. |

n—+00

Corollaire 2.1

Si l'on peut extraire de la suite (u,,), deux sous suites convergentes vers deux limites différentes , alors la

suite (u,,) n’admet aucune limite.

Exemple 2.9 La suite (u,,) définie par u,, = (—1)" pour n > 0 n’admet aucune limite. En effet, les deux sous

suites (#p, = 1) et (u,,,1 = —1) sont constantes, elles convergent vers deux limites différentes.

2.3.2 Convergence et bornitude

Théoreme 2.3

Toute suite réelle convergente est bornée.

Démonstration  Soit (1,,),> une suite réelle convergente vers une limite finie €. D’apres la définition de la
limite, nous avons
Ve>0, ANgeN : VnelN, n>Ny = |u,—{|<e
En particulier pour ¢ = 1, il existe N; € IN tels que
n>N| = |u,-€<1 = -1<u,<l+1
Soient maintenant les deux nombres réels m et M définis par
m = min{ug, uy, Uy, ...., UN, -1, -1} et M =max{ug, uy, uy, ..., UN, -1, C+1}

11 est clair maintenant que m < u,, <M pour tout n € IN. C’est a dire que (u,,) est bornée. [ |
Remarque La réciproque du Théoréme 2.3 est fausse en général. En effet la suite de terme général (—1)" est
bornée et n’admet aucune limite.

En utilisant la contraposée de Théoréme 2.3, on en déduit le corollaire suivant

Corollaire 2.2

Toute suite réelle non majorée ou non minorée est divergente.
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2.3.3 Propriétés algébriques des suites convergentes

Soient (u,) et (v,,) deux suites convergentes vers deux limites finies € et {’ respectivement. Alors

1. lim (u,+v,)= €+
n—+oo

2. lim wu,v,=¢0{
n—+o0 p

3. lim 22 =2 sie =0,
n—+co Y Y

Considérons (u,,) et (v,,) deux suites convergentes vers deux limites finies € et £’ respectivement.

1. Nous utilisons la définition de la limite. On a

lim u, =€ & VYe>0,ANye NVneN, n>Ny = |u, - €| <¢/2

n—-+oo

La méme chose pour (v,,) :

nl_i)rpoovn =0 & Ve>0,AIN;eNVneN,n>N;, = |v,-l'|<¢e/2
Soit N, = max{ Ny, N; }. Maintenant, en utilisant 1’inégalité triangulaire, il vient
n>Ny, = (U, +v,)—(C+) | =, =0+ (v, =) < |uy =€ +|v, - | <e/2+e/2=¢
Ainsi par définition de la limite, on en déduit que nl_i)rﬂ)o(un +v,)=C+ 0.
2. Comme la suite (v,,) converge vers une limite finie, elle est bornée. Donc

AM >0 : |v,|<M, VnelN

On définit deux nombres a et b comme suit
2M si €20 21 si €#0
a= . et b = .
M si €=0 1 si €=0

Utilisons maintenant la définition de la limite,il vient alors

Ve>0, ANgeNN :VnelN, n>Ny = |u,—{f|<¢/a
et

Ye>0,AN;eN :VnelN, n>N, = |v,-{|<e/b

D’autre part, en utilisant I’'inégalité triangulaire, il vient

lu,v, — €|

[, v, — Cv, + v, 00|
V(1 =€) + € (v, =)

[vulluy = C1+ 10, = ]

A

Maintenant, on pose N, = max{ Ny, Ny}. En utilisant la derniere inégalité on trouve
n>Ny, = |u,v, — | <Me/a+|lle/b=e(M/a+|l|/b) = ¢

Ce qui montre que u, v,, — {{’ quand n — +oo.
3. On donne la preuve en trois étapes

Premiere étape : Montrons que

+0 = (AINeN:Yn>N = v,20) (2.9)

En effet
lim v,=¢ & VYe>0,dANyeN,VnelN,n>Ny = '-e<v, <l +¢
n—+o00

En particulier pour € = |€’|/2, il existe un rang N € IN, tel que

n>N = 0 -|0|/2<v, <l +|C'|/2
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Donc pour 7 > N nous avons
<0 = v,<l'/2<0 et '>0 = v,>0/2>0

Ainsi, I'impliction (2.9) est vraie.
Deuxieme étape : Montrons que

1
lim vn:€'¢0 = lim —=— (2.10)
n—+00 n—+oov, {’

En utilisant la deuxieme inégalité triangulaire, nous obtenons

lim v,=¢0'#0 = VYe>0,dANyeN,V¥nelN, n>Ny = |[v,|-|||<|v,-C'|< ¢

n—+oco

— |l]-e<|v,|<|l|+¢€

En particulier pour ¢ = |€’|/2, il existe un rang N; € IN tel que
1 2

<—<
3l vl 1]
D’autre part comme lim,,_,, ., v,, = £’ # 0 on peut déduire toujours que

Ve>0,AN,eN,VnelN, n>N, = |v,-| < e|t’|*/2

n>N, = [0)2<v,| <3012 =

Soit N3 = max{Nj;, N,}, alors
1 1| -] 2 o, ¢ 26|0'17/2
vy O el e ez

Ce qui montre bien que 1I’implication (2.10) est vraie.

n>N; —

2.3.4 La convergence et relation d’ordre

Soit (u,,) une suite réelle positive a partir d’un certain rang, c’est a dire :
ElNOeNZ Mn>0, VTZZN().

Si (u,,) converge vers une limite €, alors £ > 0.

Soit (u,,) une suite réelle, tel que :
ANgeN: u,>0, Vn>N,. (2.11)

((2.11) estvraieet lim u,=0) = €>0

n—+o0o

Par 1’absurde, supposons que (2.11) est vraieet lim u,, =€ et que € < 0.

n—+oo

Par définition de la limite, on a
Ye>0,dAN; eIN: VnelN: n>N; = |u,-{ll<e = l-e<u,<l+¢

En particulier pour ¢ = —% > 0, il existe un rang N, € IN tel que

4 3¢ l
n>N, = |u,—{|<——- = —<u,<=-<0 = u,<0

2 2 2
Soit N3 = max{ Ny, N,}. Alors

n>N3; = u, >0 et u,<0 Contradiction
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Soient (u,,) et (v,) deux suites convergentes vers deux limites € et {’ respectivement. Alors

(HNOEIN: U, >v,, VnzNO):> >0,

Posons w,, = u,, — v,,. Alors la suite (w,,) converge vers £ —{’ et vérifier la relation
HN()GNI w,,>0, VnZNo.

Donc d’apres le théoréme 2.5, on déduit que € > ¢’. [

Soient (u,), (v,,) et (w,,) trois suites réelles vérifiant la condition suivante
ANgeIN: v, <u, <w, VYn>N,. (2.12)

Si les deux suites (v,,) et (w,,) convergent vers la méme limite € € R, alors (u,,) converge aussi vers €.

Puisque les deux suites (v,,) et (w,,) convergent vers la méme limite £ € R, on en déduit que
Ye>0,dAN; eIN: VnelN: n>N; = (|v, -l <eet|w,-C<e) (2.13)
De la condition (2.12) il vient
n>Ng = v, - <u,—€<w,-{ = |u,— €| <max{|v, —{|, |lw, — €|} (2.14)
En combainant les deux relations (2.13) et (2.14), il vient ainsi
Ve>0,dN, =max{Ny,N;} eIN: VnelN: n>N, = |u,—-{|< ¢

Ce qui signifie que (u,,) converge vers £. [
Exemple 2.10 Calculer
lim 107" E(10" x)

n—+o00
ol E(x) est la partie entiere du nombre réel x.
Réponse :
On pose u,, = 107" E(10" 7t). On a pour tout n € IN :
10"t-1<E(10"n)<10"n = n—-10"<u,<m
Comme les extrémités de I’encadrement de u,, convergeant vers 7t, on en déduit que

lim 107" E(10" ) = 1.
n—+o0o

Remarquer que u,, est une approximation décimale du nombre 7t ! !

Deux corollaires pratiques découlent du théoréme d’encadrement sont les suivants

Soit (u,,) une suite réelle. S’il existe une suite réelle positive (\,)) qui converge vers zéro et vérifiant
lu,| < A, apartir d’un certain rang, alors (u,) converge vers zéro. Autrement dit
lu | <A, Yn>NyeN,
et — lim u,=0
. n—+o0
lim A,=0
n—+o0o
L’ expression |u,| < A, ¥n > Ny est équivalente a

Vn>Ny =M, <u, <A,
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Comme A,, — 0 quand n — +oo, il vient d’apres le théoreme d’encadrement que lim u, = 0. [ |
n—+o0

Exemple 2.11 1l est clair que
(=1)"sin(n)

N

i 1
= [sin(n) <——0 quand n — +o0

VR

—1 )\ g1
Ainsi 1lim 2280 _ o

n—+00 \/ﬁ

Soit (a,,) une suite bornée et soit (b,,) une suite réelle qui converge vers zéro. Alors la suite (a, b,) ( de

terme général le produit de a,, et b,, ) converge vers zéro.

Comme (a,,) est une suite bornée, il existe un nombre réel M > 0 tel que
Yn: |a,|<M
Donc

Yn: 0< |an bn| = |an||bn| < Mlbnl S Mlbn| <ay bn < Mlbn|

Or b, — 0 quand n — +o0; il en résulte donc d’apres le Théoreme d’encadrement que a, b,, — 0 quand

1 — +oo. u
Exemple 2.12 11 est clair que les suites de termes généraux (—1)" et cos(n) sont bornées. Donc si a,, — 0 quand
1 — +o0, on en déduit que (—1)"a,, — 0 et cos(n)a,, — 0 quand n — +oo. En particulier, pour a,, = % par
exemple, on trouve :
lim (=1)*In(n) ~0, lim sin(n)In(n) _o
n—+oo n n—+0o n

2.3.5 La convergence monotone

Toute suite réelle croissante ( resp : décroissante ) et majorée ( resp : minorée ) converge vers la borne

supérieure ( resp : inférieure ) de I’ensemble de ses termes.

Soit (#,,),>0 une suite réelle . Considérons I’ensemble (2 C IR suivant
Q={u, :n>0}

Premier cas : (u,,),>( est croissante et majorée.

L’ensemble () est non vide et majoré puisque la suite (u,,) est majorée par hypotheése. Donc la borne
supérieure de Q) existe. Posons maintenant € = sup(€2). Nous allons montrer par la suite que (1,,) converge vers

£. En effet, en utilisant la caractérisation de la borne supérieure, il vient que
Ve>0,3n061N:€—6<un0§€ (2.15)
En utilisant maintenant la croissance de la suite (u,,), la relation (2.15) devient
Ve>0,dnge N :VnelN:n2ny = -¢e<u, <u, <l<l+e
C’est a dire
Ve>0,dnpelN :VnelN: n>ny = |u,-{|<¢ (2.16)

Par conséquent, par définition de la limite, la relation (2.16) signéfie que lim u, =¢.
n—+oo

Deuxiéme cas: (u,),>o est décroissante et minorée.
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Posons v,, = —u,, ; alors la suite (v,,) est croissante et majorée. Donc, d’apres le résultat du premier cas, (v,,)
converge vers la borne supérieure de I’ensemble de ses termes. Soit m = lim v,,. En utilisant les propriétés de

n—+00
la borne supérieure et de la limite, il vient

{= lim u,=-m=-sup{v, = —u, : ne N} =-sup(-Q) =inf(Q)

n—-+oo

2.3.6 Suites adjacentes

Définition 2.12

Deux suites réelles sont appelée adjacente si 'une est croissante et [’autre est décroissante et leur

différence tend vers zéro.

Exemple 2.13 Soient (u,,) et (v,,) deux suites réelles définies par
u,=5+3", v,=5-3", nelN
Pour tout n € N on a

2
Uy —ty, =313 =337 _1)= ~3n <0 = (u,) estdécroissante
et

_ -n-1 -n _ 2 .
Vypl —Vy =-3 +37" = 30 >0 = (u,) estcroissante

D’autre part

U, —v,=2x3"—-0 quand 71— +oo

Donc (u,,) et (v,,) sont adjacentes.
Remarquons que les deux suites de 1I’exemple précédent convergent vers la méme limite. En effet, le résultat

suivant assure la convergence de deux suites adjacentes vers une méme limite.

Deux suites réelles adjacentes sont convergentes vers la méme limite.

Soient (u,,) et (v,,) deux suites adjacentes. Supposons par exemple que (u,,) est croissante et
que (v,,) est décroissante. Posons w,, = v,, — u,,. Alors pour tout n € IN
Wyl — Wy = Vpyl —Ups1 =V + Uy = (Vg1 — V5 ) — (U1 —U,) £0 = (w,,) est décroissante.
Donc puisque w,, — 0, on en déduit d’apres le théoreme de la convergence monotone ; que

0= lim w,=inf{w, : nelN}

n—+oo

Par conséquent, w,, >0, VnelN,c’estadireu, <v, VneN.Ilvientainsi

M0SMISM2S...SMHSMH+1Svn+1S7JHS...SV1SVO

Donc la suite (u,,) est croissante est majorée par v, et (v,,) est décroissante et minorée par u,. Alors les deux

suites sont convergentes. Soit { = lim u, et{’ = lim wv,. Les propriétés algébrique de la limite entraine alors

n—+oo n—+oo
(-0 = lim u,-v,=0 = £=C
n—+oo
Donc (u,,) et (v,) convergent vers la méme limite. [

Exemple 2.14 Considérons les deux suites réelles (u,,),>1 et (v,),>1 définies par

n—l1 n 1
U, = ;% —Inn, et v, = %% —Inn
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Montrer que les suites (u,,) et (v,,) sont adjacentes. Conclure.
Réponses :
On a pour tout n € IN* :

1 1 1 1 1
Uppl — Uy = ;—ln(n+1)+lnn: ;—ln(n:; ): E—ln(1+;)

Donc )
Uy — Uy :f(Z) , avec f(x)=x+In(1+x), x€]0,1]

La dérivée de f est positive sur 'intervalle ]0, 1] ce qui signifie que f est croissante sur ]0, 1]. Donc, pour tout
x€]0,1]ona f(x)> 0 et ceci nous a conduit a dire
1 .
VYnelN": u, 1 —u,= f(—) >0 = (u,) estcroissante
n

Par une méthode similaire, on peut montrer que la suite (v,,) est décroissante ( vérifier ¢a!!).

D’autre part, il est clair que
1
VnelN*: v,—u,=——0 quand n — +oo
n

Par conséquent, les deux suites (u,,) et (v,,) sont adjacentes; elles sont convergentes vers la méme limite. Cette
limite est appelée la constante d’Euler et elle est notée souvent par . Une valeur approchée de cette constante
d’Euler 2 10710 prés est 0,5772156649.

2.4 Limite infinie d’une suite réelle

Une classe importante des suites divergentes est celle des suites qui tendent vers 1’infini.

Définition 2.13

Soit (u,,) une suite réelle.

1. Ondit que lim u, = +oo si
n—+oo
VA>0,dNelN :VnelN: n>N = u,>A
2. Ondit que lim u, = —oo si
n—+oo

VA>0,ANeN :YnelN: n>N — u,<-A

Soit Q) I’ensemble des termes de la suite réelle (u,,). Il est clair que

nl—i>r-lI—loo U, = +oo (resp: —oo) = () n’est pas majoré (resp : n’est pas minoré )

Exemple 2.15 Montrer que

1) lim 37} =+c0, 2) lim ln(

n—+oo n—+oo

Réponses :

1) On doit montrer que :

YVA>0,dINeN :YneN: n>N = 3n’>A

/A
3> A & n> 3

Soitdonc , N = E( \/g) + 1 .1l vient, alors

n>N — n> \/% = 3n’> A.

Soit A> 0. Alors,pourn € N,on a:
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[A
YA>O0, HN:E[ 5)+1e1N :¥VnelN:n>N = 3n’>A

C’estadire : lim 3n? = +oo.
n—+00

2) On doit montrer que :

VA>0,dNeN :YnelN: n>N —= ln( 5 )<—A
n-+2

Soit A>0. Alors,pourn € N,ona:

ln( " )<—A — 1 <e™4
n2+2 n?+2
n+2 N

2
>e” &= n+-—>e
n

n
Comme n + % > 1, il suffit de considérer donc 1 > e. On pose N = E(e?) + 1 . Il vient, alors

VA>0,3dN = EEeM)+1eN:¥YneN:n>N = n>et
2 A
= n+—>n>e
n
= ln( 211 )<—A
ns+2

D’ou lim ln( 211 ):—oo.
n—+00 nc+2

Proposition 2.4

Soit (u,,) une suite réelle monotone.

1. (uy,) estcroissante et non majorée —> lim u, = +oo
n—+00
2. (u,) estdécroissante et non minorée — lim u, = —co
n—-+oo

Démonstration Soit (u,,) une suite réelle croissante et non majorée. On a
((u,,) est une suite réelle non majorée) <= (VA >0, AN e N : uy > A)
En utilisant maintenant la croissance de la suite (,,), on trouve :
YVA>0,ANeN: VnelN: n>N = u,>uy>A = u, >A

Cela signifie que lim u, = +o0. Le deuxiéme point se démontre de la méme maniere.
n—+o00

Le résultat suivant est une extension du théoréeme 2.4. Sa preuve s’articule sur les définitions des limites

finies ou non.

Proposition 2.5

Soient (u,,) et (v,) deux suites réelles. On a les résultats suivants :
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lim u,=| lim v,= | lm (4, +v,) = | lim u,v,=| lim %=
n—+oo n—+oo n—+o0o n—+oo n—+oo Vn

¢ 0 %0 e+ iz £
>0 +00 +00 +00 0
<0 +00 +00 Foo 0

0 +o00 +o00 F.I 0
+00 +00 +00 +00 F.I
+00 —00 F.I —00 F.I
€+0 0 ¢ 0 00

0 0 0 F.I

Dans le tableau ci-dessus, la notation F.I signifie forme indéterminée. Le calcul d’une limite lorsqu’une
forme indéterminée se présente, est effectuer en utilisant les différentes techniques de simplification et de
reformulation et 1’utilisation des limites standard déja vue dans le calcul des limites de fonctions en terminale

comme par exemple :

i X -1 1 +1
hmsmle, lime =1, limﬁzl
x—0 X x—0 X x—0 X
et 1
nx
lim x%eP*=0, (a,p>0), lim — =0;...efc
X—>+00 X—>+oc0 X

Signalons maintenant, une limite importante :

aVl
lim (1+—) =e?, aelR

n—-+oo n

. n . . o .
En effet si I’on pose u,, = (1 + %) , alors -lorsque a # 0 si non le résultat est trivial - on trouve :

a ln(1+%)
ln(un)znln(ljt;):a ————|—a quand n — +c0

n
Donc u,, — e* quand n — +o0.
Uu cas particulier lorsque a = 1 on trouve une définition de nombre transcendant e la base des logarithmes
népérien :

n—+oo n

n
e= lim (1+l)

—1\3
Exemple 2.16 Calculer lim (n )3.
n—+oo\ 11+ 2

Réponse :
On a pour tout nIN* :

(=) 6a) (2]

—1\3 _ n\3 -1\1/3
lim (n 1) = lim (—(1 1/n) ) :(e_) =e L
2

n—+oo\ 11 + - n—+oo (1 + 2/1’1)” 62

11 vient, alors
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2.5 Convergence des suites récurrentes

Soit I C R un intervalle non vide et soit f : I — IR une fonction réelle vérifiant les deux conditions suivante :
(1)  f estcontinue sur I'intervalle [
(2)  f(I)cI.cestadire que f envoi I dans lui méme.

Soit (u,,) la suite numérique définie par la relation de récurrence suivante

{ upg €I donné

2.17
Upgr = fuy) n20 ( .

2.5.1 Suite récurrente bien définie

Définition 2.14

On dit que la suite récurrente (u,,) est bien définie si la relation de récurrence (2.18) permet de calculer

tout les termes de la suite.

Il est clair que la condition f(I) C I assure que la suite (u,,) est bien définie. En effet, pour chaque choix de
ug € I on a pour tout n > 0
up€l = uy = f(u,) el

Donc si Dy C R est I’ensemble de définition de la fonction f, alors la suite réelle (u,,) définie par (2.18) est bien
définie s’il existe un intervalle ( ou une partie non vide ) I C Dy tels que ug € I et f(I) C I.
Exemple 2.17 Soit (u,,) la suite réelle définie par

up=3, et u,.1=In(u,) VYn=>0.
Onau; =In3, u, =In(ln3) = 0,094047..., u3 = —2,363951... mais on peut pas calculer u; pour k > 4.
En effet, soit I = [a, +oo[ avec 0 < a < 3. Soit f(x) = In(x). Alorson a 3 € I et f(I) = [In(a), +oo[. Comme
In(a) < a, il vient que f(I) ¢ I. Donc la suite (u,,) est “ mal définie “!!
Exemple 2.18 Soit (v,,) la suite réelle définie par

vo=1, et v, =+2+v, Yn=0.
Soit f(x) = Vx+2etx €l =[-2, +oo[. Comme [ est continue et croissante sur I on trouve que f(I) =
[0, +oo[C I. Donc puisque vg € I et f(I) C I, la suite (v,,) est bien définie.
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2.5.2 Sens de variation

Proposition 2.6

Considérons la suite récurrente (u,,) définie par (2.18). Supposons que la fonction f est croissante sur I .
Alors (uy,) est monotone. Plus précisément :

1. Siug < f(ug), la suite (u,) est croissante .

2. Siug > f(ug), la suite (u,) est décroissante .

Démonstration 1. Supposons que 1y < f(uy). Montrons par récurrence que pour tout 7 € IN : 1, < 1,,,1.
Initialisation : Par hypotheése on a 1y < uy = f(u).
Hérédité : La fonction f étant croissante, alors

Uy Sty = Uygy = fuy) < fUpg) =t
Conclusion : Par le principe de raisonnement par récurrence on en déduit que pourtout n € IN :  u, < 1.
C’est a dire (u,,) est croissante.

2. Se démontre de la méme maniere.

Donc dans tout les cas ( 1 < uy ou 1y > 1y ) la suite (u,,) est monotone. |

2.5.3 Convergence

On admet le résultat suivant

Lemme 1 Siot f : I — R est une fonction réelle continue sur 1. Soit (u,,) une suite d’éléments de 1. Alors

lim u, =0 = nl_igloof(un) =f(0)

n—+o0

Autrement dit, si la fonction f est continue sur I alors elle transforme toute suite (u,) d’éléments de I qui

converge vers € en une suite image (v,, = f (u,)) qui converge vers f ({).

Proposition 2.7

Soit (u,) la suite récurrente définie par la relation (2.18). Supposons que f : I — I est continue. Si la

suite (u,,) est convergente, alors sa limite € vérifie £ = f ({). On dit que € est un point fixe de f.
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La suite (u,,) est bien définie puisque f(I) C I. En vertu de lemme 1 on en déduit

£= = i e =l fa) = £

Une conséquence immédiate du proposition précédente est le

SiVx € Dy : f(x) # x alors la suite récurrente (u,,) définie par (2.18) est divergente.

Exemple 2.19 Soit (u,,) 1a suite réelle définie par

{ o =3 (2.18)

_ 1
Upsl = Uy + 55 n>0

Iei,onau,, 1 = f(u,)avec f(x) =x+ 31—x ,  x € IR*. Il est clair que I’équation f(x) = x n’admet aucune solution.
Donc la suite (u,,) est divergente. De plus comme u > 0 le lecteur peut montrer facilement en utilisant la

récurrence que u, > 0 pour tout 7 € IN. Ainsi

VnelN : u,q—u,=

>0 = (u,) estcroissante
3uy,

Finalement, puisque (u,,) est croissante et divergente, on en déduit que lim u, = +oo.
n—+oo

Proposition 2.8

Soit (u,,) la suite récurrente définie par la relation (2.18). Supposons que f : I — I est croissante.
1. S’il existe b €1 tels que ug < b et f(b) <balorsVnelN, u, <b.
2. S’il existe a € I tels que uy > a et f(a) > aalorsVne N, u, >a.

11 suffit d’utiliser le raisonnement par récurrence et la croissance de f. [

En combinant le théoréme de la convergence monotone et les propositions 2.7; 2.8 nous obtenons la

Proposition 2.9

Soit (u,) la suite récurrente définie par la relation (2.18). Supposons que f : I — I est continue et

croissante. Alors
1. S’il existe b € I tels que uy < f(ug) < f(b) < b alors la suite (u,,) est convergente et sa limite {
vérifie uyg <€ < b.
2. S’il existe a €1 tels que a < f(a) < f(ug) < ug alors la suite (u,,) est convergente et sa limite £
vérifie a < € < uy.

Exemple 2.20 Etudier la convergence de la suite réelle (u,,) définie par

MOZO
2.19
{ Uy = Vd+u, n=>0 19

Solution : Posons f(x) = Vx+4ouxel=[0,+oo[. Ilest clair que f est une fonction continue et croissante sur
I.D’autre part, Ona 0 el et f(I)=[2, +oo[C I. Donc (u,,) est bien définie. De plus, on a uy = f(ugy) = f(0) =
2 > uy, alors (u,,) est croissante. Remarquons que 0 = 1y < f(3) = V7 < 3. Donc on en déduit que pour tout
ne N on a u, < 3, ce qui signifie que (u,,) est majorée. Par conséquent, la suite (u,,) est convergente. Posons
¢ =lim,_,, u,. Alors

0=f(0) = (?=4+0 = (>-(-4=0

Donc ¢ est la solution de I’équation x?

€="117 1 5 56155

—x—4 =0 et qui vérifier 0 < ¢ < 3. Un calcul simple montre que
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Exercices

Exercice 20 Montrer en utilisant la définition de la limite que :

1) lim a" =0, out a un réel tel que |a| < 1.

n—-+o0 2 1
+
2)  lim ln( ! ):1n2.
n—+00 n+3

Exercice 21 Considérons les suites réelles (u,,),>q et (v,) >0 définies par
u, =sin(n) v, = cos(n)
1. Vérifier que pour tout n € IN :
Upe1 + Uy =2u, cos(l) et Uyl — Uy_1 = 2v,sin(1)
2. Supposons que les suites (1),, et (v),, convergent vers € et {’ respictivement.
(a). Montrer que €*+ €% =1,
(b). En utilisant la question 1 montrer que € = ¢’ = 0.

(c¢). Déduire que les suites (1), et (v),, n’admettent aucune limite.

Exercice 22 I) Etudier la monotonie et la bornitude de la suite réelle (1)) dans les cas suivants :

(1) un:n+% (2) w,=Vn+2-+n  (3) un:2+;1+)nl
(4) un::—i (5) wu,=(n+2)et (6) un:(a+%)n. O<a<l

- (-2 Vi a" :
(7)”;1:]; o (S)Unzm O up=—7, acR

II) Calculer la limite de la suite (u,,) dans les cas précédents.

Exercice 23 Calculer les limites des suites suivantes et préciser leur sens de variation :

(1)un=¥ (2) u,= Vn+1-+n (3) u, =In(n+1)—In(n)
no ok ;
k=1

n
1
Exercice 24 Soit (u,,) la suite réelle définie pour tout n € IN* par : u,, = ZP

k=1
Le but de cet exercice est de montrer que (u,,) est convergente par deux méthodes différentes.

Premiére méthode



Exercices

1. Montrer que (u,,) est strictement croissante.

.. A 1
2. Vérifier que pour tout k > 2 731

y i % et montrer que (u,,) est majorée. Conclure.

Deuxiéme méthode

1. En utilisant la question 2 précédente, montrer que pour p, q deux entiers positifs tel que p > q alors :
| |< .
U, —u,| < —
p q q

2. Déduire que (u,,) est une suite de Cauchy. Conclure.

Exercice 25 Considérons la suite réelle (u,,),>( définie par son term général

|
=) &
k=0

~

. Montrer que (u,,)) est une suite croissante

N

. Montrer que

w

. Déduire que

4. Déduire que (u,) converge vers une limite £ € [%, %].

5. Montrer par ’absurde que € est un nombre irrationnel.
6. Soitv, =u, + % et soit w,, = @ pour tout n € IN.
(a). Montrer que (u,,) et (v,) sont adjacentes.
(b). Montrer que pour tout n € N : |w, — €] < % .

(c). Donner une approximation de € avec 3 chiffres exacte aprés la virgule.

Exercice 26 On considére la suite (u,,),>1 définie par
1 1 1
Uy=1l+—-+=-+—-+..+—
n
1. Montrer que pour tout n € IN*, u,,, > % + Uy,
2. Montrer que (u,,) est strictement croissante.

3. Montrer que lim u,, = +oo ( On pourra faire un raisonnement par I’absurde).
n—+oo

Exercice 27 FEtudier la convergence des suites suivantes :

E(Vn+1) Eos | 1 &
—  Qu,=

(1) 1, = = (3) u, = — Y E(ka),acR

Vk + n? n? o

Exercice 28 Soit (u,),>o une suite a termes dans Z. Montrer que (u,),>o converge si et seulement si elle est

stationnaire ( ¢’est a dire : il existe N € N tel que (u,),>N Soit constante ).

Exercice 29 Soit q un entier supérieur ou égale d 2. On pose u,, = cos %

1. Montrer que l'on a ;4 = u, pour tout 1.

2. Calculer g et uy,q,1. En déduire la nature de la suite (u,,).

Exercice 30 Soit (u,),cn une suite réelle telle que les suites extraites (U2p)peN, (Uzps1)peN €t (U3p)peN

convergent. Montrer que (u,,),cN converge.

Exercice 31 Soit (1,,) une suite da termes positifs, définie par uy = 1 et pour tout n € IN*

(”n+1)2 =2u,
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Exercices

1. Calculer uy, us et uy (On dennera les résultats sous formes 24, q étant un rationnel).
2. Onpose :NneN v, =Inu, —In2
a) Montrer que (v,,) est une suite gémétrique dont on précésera la raison.

b) Déduire que la suite (u,,) converge et calculer sa limite.
Uy XUy X... XUy,

¢) Calculer lim,,_, , o e

,avec a >1
Exercice 32 Soient a et b deux nombres réels tels que a > b > 0. Soient (a,,) et (b,,) deux suites réelles définies
par

a,+b

1. Montrer que (a,,) est décroissante et que (b,,) est croissante.

2. Montrer que pour tout n € N on a
1
4y = bl < 5 la b

3. Conclure que (a,,) et (b,)) convergent vers la méme limite.

Exercice 33 ( Approximation décimale d’un nombre réel )
Soit A un réel fixé. Considérons les suites (X,,),eN €t (Vi)neN définies pour tout n € N par
x, =107"E(10" X)) et Yy =X, +107"

1. Soit A = . Calculer les six premiers termes de chaque suite (x,,) et (v,,). Qu’est ce que vous remarquer ?
2. Montrer que les suites (x,) et (v,) sont adjacentes.
3. Montrer que lim x, = lim y, = A
n—-+oo n—+o0o
Exercice 34 Soient ag et by deux réels tels que ag < by. On définit par récurrence les suites (a,,),eN €t (V) neN
par
2a,+b, a,+2b,
Ayl = — 35— et by = ERE
1. Montrer que la suite (a, —b,),eN est une suite géométrique, et I’exprimer en fonction de a et by.
2. Montrer que ces suites sont adjacentes.

3. En calculant a, + b,,, montrer qu’elles convergent vers @

Exercice 35 Soit a € R fixé. On considére la suite (u,,) définie par

2
n n+1
Uy =a et VneIN*,unH:( )

ni1) "7 (n+2)?

1. Montrer que la suite (u,,) est constante si et seulement si a = —i.

2. On suppose que a = %. On définit la suite (v,,) par v, = U, + i, pour tout n € IN*.
(a). Montrer que pour tout n € N* , v,,1 = (%)2 vy,
(b). En déduire que pour tout n € N* , v, = Ay

(c). En déduire nl m i, .

i
—>+00

Exercice 36 Etudier la convergence des suites définies ci-dessous par les relations récurrentes suivantes :

1
1) un+1:aun+§, O<a<let ug=2 2) Uy = Nu,+6 et uyg=3

2
u
3) Uy =In(u,+1) et ug=1 4) Uy = un+7” et uy=1.

Exercice 37 I) Posons P, =) }_, 105, et Q,= Yo 1072
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Exercices

1. Calculer P, et Q,, en fonction de n puis calculer lim,,_,, . P, et lim,,_, . Q,,.
2. Montrer que sup{P,:neIN}= 5
3. Calculer inf{QLn :n €N}

1I) Soit (u,,) la suite réelle définie par :

n
U, = Zak 107
k=0
ou

| 1 sik estpair
T\ 3 sik est impair

1. Montrer que la suite (u1,,) est croissante .

2. Montrer que la suite (u,,) est bornée. Déduire la nature de la suite (u,,) .
3. Montrer que pour tout n € N : 1y, = %Qn —3x107(2n+1),

4. Justifier pourquoi lim,,_,, o u,, =lim,_, . uy, ?

5. Déduire la valeur de lim,,_, , ., u,,.

Exercice 38 Soit o un réel strictement supérieur a 1 et m un entier naturel tel que :
(m-1)><a<m?
On consideére la suite (u,,) définie par uy = m et pour tout n € IN : 1,1 = %(un + u—”)
1. Montrer que pour tout n € N ona : u, > \Ja
2. Déterminer le sens de variation de la suite (u,,) puis justifier que (u,,) converge.

3. Montrer que pour tout n € N ona : u, — \Ja < W. En déduire la limite de la suite (u,,).

Exercice 39 I. Soit f : [0,1] — R définie par : f(x) = %x3 + %x+ %
1. Pour x ety dans [0, 1], factoriser f(x)— f(v).

2. Déduire que f est croissante sur [0,1] et que :

F@-FN <33l Vxpelo]

II. Considérons maintenant les deux suites (u,,) et (v,,) définies par :

ug=0, uy1=f(uy), vo=1 vy =f(vy)
1. Montrer que (u,,) et (v,) sont adjacentes.
2. Notons A € [0,1] la limite commune des suites (u,) et (v,). Montrer que A est la solution unique de
I’équation :
15 2 2

§X —§X+§:O

Exercice 40 .

I) Considérons les deux fonctions réelles f et g définies sur [1,+oo[ par :

f(x):L+ln( X ), g(x):l+ln( X )

x+1 x+1 x x+1
1. Montrer que f(x) <0 et que g(x) > 0, pour tout x > 1.

2. Déduire que pour tout k € IN*, on a
1 1
—— <In(k+1)-Ink < — 2.20
k+1_n(+)n_k (2.20)

I1) Considérons les deux suites réelles (u,,) et (v,,) définies pour tout n € N* par :

Z——ln , Z——ln (n+1)
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Exercices

1. En utilisant la relation (2.20) montrer que (u,,) est décroissante et que (v,,) est croissante.

2. En déduire que (u,) et (v,) sont adjacentes.

3. Notons par y la limite commune de suites (u,) et (v,). Le nombre y est appelé la constante d’Euler. Soit
w, =
(a). Montrer que pour tout n € N* on a |w,, — y| < %ln(l + %)
(b). A partir de quel rang Ny on ait : lw,, —y| < 1073,

Probleme :
I) Soit A une partie réelle non vide . Montrer que

I. M =sup(A) si et seulement si M est un majorant de A et il existe une suite (a,,),>,, telle que
Vn>ng:a,€A e lim ag,=M
n—+oo
2. m=1inf(A) si et seulement si m est un minorant de A et il existe une suite (b,,) >, telle que
VYn>ng:b,e A et lim b,=m
n—+o00
3. An’est pas mojorée ( resp : n’est pas minorée ) si et seulement si il existe une suite (a,,),>y,, telle que
Vn>nyg:a,€A et lim a,=+4c0 (resp: —oo)

n—+oo

1I)

Exercice 41 On considére les suites (v,,) et (w,,) définies pour tout n € IN* par :

1., n'"
v, =—Vnl, Wy = —
n n!

1. Trouver une relation simple liant In(v,,) et In(w,,) pour tout n € IN*.

M:(Hl)”
wy n

2. Montrer que pour tout n € IN* :

En déduire que (w,,) est strictement croissante et minorée par 1

2
3. a) Montrer que pour tout x € R" ona: 0<x—In(l+x) <%

b) En déduire que pour tout n € IN*

1
0<1+In(w,)-In(w,;1) < o

¢) Montrer en utilisant la question 3(b) que pour tout n € N* on a :
1y 1
<n- <= E -

4. a) Montrer que pour tout n € N* : Y, % <1+In(n)

b) Déduire de ce qui précéde que lim,,_, , . % In(w,) = 1.

1

5. Conclure de cette étude que la suite (v,) est une suite qui converge vers .

Exercice 42 On considére une suite réelle (u,) a termes positifs et soit (v,,) la suite définie pour tout n € IN*
par:

_ Uy t+tuy+...+uy,
w =

n
1. Montrer que si (u,) converge vers | alors (v,) converge vers .
2. Soity, =Inu, —Inu, | pour n € N*
a) Verifier que pour tout n € N* : u,, = u,,_je¥.
b) Déduire que pour tout n € IN* : {fu,, = %, uoew

¢) Déduire de ce qui précéde que

lim 2 =] = lim {fm, =1

n—+o0 un n—+oo
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Exercices

3. Application : Calculer les limites des suites suivantes :

n . (n!)?

7 (3) (2n+1)!

(4) (CJ)7.

n

(1) %(/(m D(n+2)...2n-1)  (2)
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Chapitre

Fonctions réelles d’une variable réelle :

Continuité

Dans ce chapitre nous allons voir la notion de continuité d’une fonction réelle d’une variable réelle. Dans
un premier temps, on rappel quelques notions de base sur les fonctions réelles, puis nous donnons les définitions
régeureuses de la notion de la limite. En dernier temps, la définition de la continuité d’une fonction réelle et ses

propriétées fondamentales sont étudiées.

3.1 Généralités

3.1.1 Définition d’une fonction réelle d’une variable réelle

Définition 3.1

Soit I C R une partie réelle non vide. Une relation f qui fait associée chaque élément de I un nombre réel,

est appelée fonction réelle d’une variable réelle définie sur 1. On note f : I — IR la fonction f. On écrit
parfois x — f(x) pour notée la relation fonctionnelle f. Toute fonction réelle f d’une variable réelle, est

définie sur une partie réelle maximale appelée ensemble de définition de f et noté souvent par Dy
Dr={xeR: f(x) existe}

Sion écrit f : I — R, alors on comprend que I C D i Par la suite, on dit tout simplement, fonction réelle,

au lieu de dire fonction réelle d’une variable réelle.

Exemple 3.1
1. La fonction affine x — ax + b o a,b € R est une fonction réelle, définie sur R.
2. Larelation x — 2%*3 egt une fonction réelle d’une variable réelle, définie sur R*.

X
3. La fonction réelle x — +/x est définie sur [0, +oo].

4. La fonction réelle x — E(x) est définie sur IR. C’est la fonction partie entiere.

3.1.2 Graphe d’une fonction réelle

Définition 3.2

Soit f : I — R une fonction réelle. L’ensemble noté Gy défini par

Gf:{(x,f(x))EIR2 : er}C]R2



Fonctions réelles d’une variable réelle : Continuité

est appelé graphe de la fonction réelle f.
Dans le plans R? muni d’un repére, le graphe G  de la fonction f peut considérer comme I’ensemble des

point M de coordonnées (x, f (x)) ou x € I. Cet ensemble de points M(x, f (x)) lorsque x parcourt I est

appelé courbe représentative de la fonction f dans le plan.

Ficure 3.1: Graphe de la fonction x — 3 e /4

3.1.3 Fonction paire, impaire, périodique

Définition 3.3

Une fonction réelle f : I — R est appelée fonction paire (Resp : impaire ) si :
1. Pour tout x € I alors —x € I ( on dit que I est symétrique par rapport a 0 ) et

2. Pourtoutx€lona f(—x)= f(x). (Resp: f(—x)=—f(x)).

Exemple 3.2

1. Les fonctions x — x
. 3 . . . .

2. Les fonctions x > x3 | x — x|x|, x — x;CT’ x > sin(x) sont définie sur R et sont impaires.
sin(3x)

3. Lafonction f :] - %, £[— R définie par f(x) = c0s(x)

Définition 3.4

Une fonction réelle f : I — R est appelée fonction périodique s’il exite un nombre réel positif T > 0 tels

4 P . .
2 xx), x> x;‘ﬁ, x > cos(x) sont définie sur R et sont paires.

est impaire.

que :
1. Pourtoutxe€elonax+T el et

2. Pourtoutx€lona f(x+T)=f(x).
Le plus petit nombre T > 0 s’il existe qui vérifie f(x+ T) = f(x), pour tout x € I est appelé période

fondamentale de f ( on dit aussi période de f ). Dans ce cas on dit que la fonction f est T— périodique.
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Fonctions réelles d’une variable réelle : Continuité

La condition x e ] = x+ T €I implique que pour tout x € [ etpourtoutn € Z: x+nT € I.

Exemple 3.3
1. Soit w > 0. Les fonction x > sin(w x), et x > cos(w x) sont périodique de période %’T
2. La fonction x > tan(x) est définie sur D = R—{(2k + 1)7 : k € Z} est — périodique.
3. La fonction partie décimale x — x — E(x) est 1— périodique.

Pour tracer le graphe d’une fonction f : I — R qui est T— périodique,il suffit de le tracer sur un
intervalle [a,a+ T] C I et de faire des translations de ce tracer de vecteurs k.T.ioukeZeti estle vecteur
unitaire de 1’axe des abscisses, pour obtenir le graphe complet. Le point a € I sera choisi pour simplifier
I’expression de f ou de fagon a profiter d’éventuelles particularités de la fonction f ( parité ou imparité par
exemple ).

La fonction partie décimale D : x — x — E(x) est 1— périodique et elle a I’expression D(x) = x sur ’intervalle
[0,1[. Le graphe de D sur [0, 1] est alors le segment d’équation y = x dans un repére orthonormé. En faisant des

translations des vecteurs ki de ce segment,en trouvera le graphe complet de D sur IR.

AN

Ficure 3.2: Graphe de la fonction x — x — E(x)

3.1.4 Fonction monotone

Définition 3.5

Une fonction réelle f : I — R est dite :

).
®)-

1. Croissante si pour tout x,y €l : x<y = f(x) < f(y
Décroissante si pour tout x,y €l : x<y = f(x) > f
Monotone si elle est croissante ou décroissante.

Strictement croissante si pour tout x,y €l : x<y = f(x) < f(p).

Strictement décroissante si pour tout x,y €I : x<y = f(x) > f(y).

SRS

Strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement décroissante.

1. Il est clair que toute fonction strictement monotone est monotone. La réciproque est fausse.
2. 1l est clair q’une fonction réelle périodique n’est pas une fonction monotone.
Exemple 3.4
1. La fonction affine x — ax+ b ol a, b € R est strictement croissante ( Resp : strictement décroissante ) si
a>0(Resp:a<0).Sia= 0 elle est constante.
2. La fonction partie entiére x — E(x) est croissante sur IR.

3. La fonction x — 1 — Vx + 4 est décroissante sur [—4, +oo].
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3.1.5 Fonctions bornées

Définition 3.6

Une fonction réelle f : I — R est dite :
1. Majorée surlsi: AMeR: Vxel: f(x) <M.
2. Minorée surlsi: dmelR: Vxel : f(x)>m.

3. Bornée sur I si elle est minorée et majorée a la fois sur 1.

Soit f : I — R une fonction réelle. On note par f(I) I’ensemble défini par

fI)={f(x) : xelI}CcR
f(I) est appelé I’ensemble des valeurs de f. Il est clair que f est majorée ( Resp : minorée, bornée ) sur I si et
seulement si f(I) est majoré ( Resp : minoré, borné).
Soit f : I — IR une fonction réelle. En utilisant la négation logique de la définition précédente, on en
déduit :
1. Non majoréesur I si: YMelR: dxgel : f(xg) > M.
2. Nonminorée sur I si: VmeR: dxgel : f(xq) <m.

Proposition 3.1

Une fonction réelle f : I — R est bornée si et seulement s’il existe une constante M > 0 tel que

Vxel: |f(x)|<M

11 suffit de remarquer que la fonction f : I — R est bornée si et seulement si la partie réelle
f(I) est bornée. [
Exemple 3.5 Soit w € R. La fonction g : R — R définie par g(x) = 3sin(wx) + 5cos(w x). On sait bien que
pour tout a € R : |sin(a)| < 1 et |cos(a)| < 1. Donc
VxeR: |g(x)| < 3|sin(wx)|+ 5|cos(wx)| <8

Ainsi, la fonction g est bornée.
Exemple 3.6 Montrer qu’une fonction affine non constante est non bornée sur RR.
solution :

Soit f(x) = ax+ b avec a € R* et b € R. Par I’absurde, supposons que f est bornée sur R. Alors
AM>0:VxeR: |f(x)<M
Donc AM >0telque VxR : |ax+ b| < M. 1l vient alors
AM>0:VxeR:-M-b<ax<M-b

Comme a = 0, on en déduit

AM>0: VxeR :min{_Ma_b, Ma_b}SxSmax{_NIa_b, Ma_b}

Cela signifie que I’ensemble IR est borné. Contradiction.

3.1.6 Propriétés algébriques des fonctions réelles

Soit I C R une partie réelle non vide. L’ensemble de toute les fonctions réelles définies sur I est notée par
F(I,IR)
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3.2 Limite finie d’une fonction réelle

3.2.1 Voisinage d’un nombre réel

Définition 3.7

On appelle voisinage du nombre réel a et on le note par V(a) tout sous ensemble de R qui contient un

intervalle ouvert contenant a. Autrement dit

V(a) est un voisinage de a < il existe un intervalle ouvert I tel que a €1 C V(a)

Exemple 3.7 .
1. [2,5] est un voisinage de 3.
2. [-1,0[U [2, %] est un voisinage de %.
3. [9,11] n’est pas un voisinage de 9.

4. ]1-2,0[U]0, 1] n’est pas un voisinage de 0.
Remarque Soit r > 0 et soit a € R. L’intervalle ouvert Ja —r,a + r[ centré en a de rayon r est un voisinage de a

entierement déterminé par le nombre . De plus, on a
X€la-ra+r[e&= -r<x—a<r < |x—a|<r

Donc, I’inégalité |x — a| < r signifie que x se trouve dans le voisinage |a—r,a+ r[ centré en a .

Définition 3.8

Un voisinage de a auquel on a 6té le nombre a s’appelle voisinage épointé de a. On note : V*(a) = V(a)\{a}.

Exemple 3.8 ] —2,0[U]0, 1] est un voisinage épointé de 0.

3.2.2 Limite finie d’une fonction au point donné

Définition 3.9

Soit f une fonction réelle définie dans un voisinage de a sauf peut étre en a.

On dit que f a pour limite € au point a, si, a tout voisinage V (€) de €, on peut associer un voisinage V (a)
de a tel que :
xeVia) = f(x)e V()

On note lim f (x) =€ , ou la notation x — a signifier que x se rapproche de a et x # a.
X—a
En considérant les intervalles ouverts centrés en a de rayon r , et ceux centrer en € de rayon €, I’écriture

lim f(x) = € se traduit par :
X—a

Ve>0,3r>0, (x€la-r,a+r[etxza) = (f(x)ell—¢e,l+¢])

ou par :
Ve>0,3r>0, 0<|x—al<r = |f(x)-{|<¢

Théoreme 3.1 3

Si la fonction f a pour limite € au point a, cette limite est unique.

Démonstration Soit f une fonction définie dans un voisinage de a sauf peut étre en a. Supposons que f admet

deux limites ¢; et {, au point a. Alors, on a

VYe>0,dr >0, 0<|x—a|<r, = |f(x)—€1|<§

51



Fonctions réelles d’une variable réelle : Continuité

et

VYe>0,dr,>0, 0<|x—a|<r, = |f(x)—€2|<§

Donc,

Ve>0,dr>0etr, >0, 0<|x—a|l<min{r;,r,} = |f(x)—€1|<%et |f(x)—€2|<%

Par conséquent, pour tout ¢ > 0, il existe r; > 0 et r, > 0, tel que :

(f(x) = &2) = (f (x) = &)

|f(x)_€1|+|f(x)—€2|<%+%:g

0<|x—al<min{r|,rn} = [, -]

IA

Il vient finalement que
Ye>0: |€2—€1|<8 — 51 262.

Exemple 3.9 Soit la fonction f définie sur R par f(x) = 2x. Lorsque x
se rapproche de 0 , f(x) se rapproche de 0 ( voir figure 1.1 ).

Montrons maintenant que }Cirr(l] f(x) = 0. On veut donc établir la proposi-
tion : ” L /

Ye>0,3r>0, 0<|x|<r = |f(x)|<e (%)

Il faut bien comprendre qu’on veut démontre, pour tout ¢ donné positif,

I’existence de r > 0 ayant la propriété ().
Soit € > 0. La condition |f (x)| < & s’écrit 2|x| < & ou [x] < 5.

I suffit donc de prendre r = 5. ( Remarquer que n’importe quel r tel que

0 <r < 5 convient aussi ).
Exemple 3.10

Soit f la fonction réelle définie sur R \ {-2} par f(x) = -4 Ficure 3.3

x+2
Démontrons que lim2 f(x) = —4. On veut donc établir la proposition :
xX——
Ye>0,3r>0, 0<|x+2|<r = |[f(x)+4]|<e¢
Six # -2, alors

flx)= (x—2)(x+2) —y_2

X+ 2
et
If(x)+4]=|x—2+4[=|x+2]

Ainsi, pour € > 0, la condition |f (x) + 4| < & s’écrit |x + 2| < €. Donc, il suffit de prendre r = ¢.

3.2.3 Limite a droite, limite a gauche

Définition 3.10

Soit f une fonction définie sur un intervalle |a, b|, avec a < b.

On dit que f a pour limite € a droite au point a si, et seulement si, pour tout € > 0, il existe r > 0 tel que :
x€laga+r[= f(x)ell—¢,l+¢]
On note lim f (x) = € . Ainsi,
X—a

x>a

(limf(x)zé) — (Ve>0,dr>0,a<x<a+r = |f(x)-{|<e)
X—a

x>a
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Définition 3.11

Soit f une fonction définie sur un intervalle |a, b[, avec a < b.

On dit que f a pour limite € a gauche au point b si, et seulement si, pour tout € > 0, il existe r > 0 tel que :
xelb—-rb= f(x)e]ll—¢,l+¢]

On note lim f (x) = € . Ainsi,

x—b
x<b

[linzf(x):€] — (V¥e>0,3r>0,b-r<x<b = |f(x)-{|<¢€)
%

Il est clair que

X—a X—a X—a
x>a x<a

( limf(x):€) — [ lim f(x) =1lim f(x) =€
Donc, si les limites a droite et a gauche de f au point a existent et sont différentes, alors la limite de f au point a
n’existe pas.

X—a
x>a x<a

[ limf(x)=€, =€, = limf(x)] — lim f(x) n’existe pas
X—a X—a
Exemples.

1) Soit f la fonction définie sur [1, +oo[ par f(x) = Vx — 1. Montrons que lin} f(x)=0.
x—
x>1

On veut donc établir la proposition suivante :
Ve>0,3r>0, 1<x<1l+r = |[f(x)|<¢

Soit & > 0. Comme | Vx — 1| = Vx—1, alors la condition |f(x)] < & s’écrit Vx—1 < ¢, soit 0 <x—1< e 11

suffit donc de prendre r = 2.

2) Rappelons que la fonction partie entiére x € R +— E(x) € Z est définie sur R et
elle vérifie

VxeR: E(x)<x<E(x)+1
Soit m € Z un entier fixé. Montrons que lim E(x) = m — 1. Il faut donc établir la

x<m

proposition —
VYe>0,dr>0, m—r<x<m = |E(x)—(m—-1)|<e
Pour conclure, il suffit de prendre pour tout € > 0, r = 1. En effet, sim—1 < x < m, M

alors E(x) = m — 1, par suite : FiGure 3.4

|[E(x)—(m—-1)|=0<e¢

De la méme maniére, on peut montrer que lim E(x) = m (on prend r = 1 pour tout € > 0 ).
X—m
x>m

Il en résulte ainsi, que lim E(x) n’exite pas.
X—m
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3.2.4 Opérations sur les limites

Théoreme 3.2

Soient f et g deux fonctions réelles définies dans un voisinage de a sauf peut étre en a. Si f et g ont pour

limites € et {’ respectivement au point a, alors
1. La fonction f + g a pour limite € + {'. Autrement dit :
lim(f +¢)(x) = lim f(x) + lim g(x) = € + £"
2. La fonction f g a pour limite £{’. Autrement dit :

lim(f g)(x) = (lim f(x))(lim g(x)) e

X—a X—a X—a

3. Si " # 0 alors la fonction é a pour limite 6%. Autrement dit :

lim|—|(x) = limL = l
x—a g Xx—a g(x) €’
a pour limite %. Autrement dit :

. |f L flo) 1
()0 b 5

f

4. Sit’ =0 alors la fonction g

Remarque Cas particuliers :
1. Si A est une constante réelle, alors lim (A f)(x) = A €.
X—a
2. Le théoréme précédent est valable pour les limites a droite et les limites & gauche au point a.

3.3 Théoremes sur les limites

3.3.1 Signe d’une fonction a partir de signe de sa limite

Théoreme 3.3

Si f a une limite strictement positive ( Resp : négative ) au point a , alors il existe un voisinage épointé de

a sur lequel f est positive ( Resp : négative ) .

Démonstration

Hypothese : Supposons que lim f(x) =¢ > 0.
—_— X—a

L’écriture lim f (x) = € se traduit par
X—a
Ve>0,3r>0, 0<|x—al<r = |f(x)-{|<¢
L+e T (Cp)
En particulier, soit ¢ = %, (e>0car €>0). Alors, il existe r > 0 tel que
4
O<l|x—a|l<r = |f(x)—€|<s:§ ¢
l l
= {(-=< <l+—= L=t
S <)<+
4 3¢
= —< <=
S <)<
Conclusion : f est positive sur Ja—r,a + r[\{a}.
De la méme maniere, on montre que si £ < 0, alors pour le choix ¢ = —g, il oo
existe r > 0 tel que Ficure 3.5

O<|x—a|l<r = 37€<f(x)<§<0
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3.3.2 Signe de la limite selon le signe de la fonction

Théoreme 3.4

Soit f une fonction définie et positive ( Resp : négative ) ou nulle dans un voisinage épointé de a. Si f a

une limite € au point a, alors € est positive ( Resp : négative ) ou nulle. Autrement dit

f(x)>0, (Resp: f(x)<0) VxeV*(a)
et limf(x)=1¢

X—a

}:>€20 (Resp: €<0)

Démonstration Hypothese : Supposons qu’il existe un voisinage épointé V*(a) de a sur lequel f > 0 (Resp :
fSO)et}ciLrLllf(x)zf.

On fait un raisonnement par 1’absurde. Supposons que £ < 0 (Resp : € >0 ) . Alors, d’apres le théoréeme 3.3, il
existe un voisinage épointé de a , V*(a) sur lequel f <0 (Resp : f > 0) ce qui est en contradiction avec f >0
(Resp: f <0).

Conclusion: €>0( Resp:€£<0 ). ]
Remarque S’il existe un voisinage épointé de a sur lequel f > 0 et )lcli)l"ll f(x)={¢, € peut étre nul.

Par exemple si f(x) = x2, alors f > 0 sur tout voisinage épointé de 0, mais lir% f(x)=0.
X—

Corollaire 3.1

Si f < g sur un voisinage épointé de a et si lim f(x) =€ , limg(x)=¢’, alors { < ('.
X—a X—a

Démonstration Soit h = g — f. On sait d’apres le théoreme 3.2 que lim h(x) = ¢’ — €. De plus, comme h est

X—a
positive sur un voisinage épointé de a il vient de théoréme 3.3 que ¢’ — € > 0, soit £ < ¢’. [

3.3.3 Théoreme des gendarmes

Théoreme 3.5

Si f < g < h sur un voisinage épointé de a et si f et h ont la méme limite € au point a, alors g a pour

limite € au point a.

Démonstration Hypothése : 11 existe un voisinage épointé V*(a) de point a sur lequel f(x) < g(x) < f(x) et
}Cig}lf(x) = lig}lh(x) ={.
L'hypothese }clgéf(x) = )1(11)1{11 h(x) = € se traduit par :

Ye>0,dr >0, 0<|x—al<r = |f(x)-{|<e¢
et:

Ye>0,dr,>0,0<|x—al<r, = |h(x)-{|<¢
Soit ¥ = min{ry, r,}. Alors

O<l|x—al<r = (0<|x—a|<r et 0<|x—a|l<r) = (0<|f(x)—{€|<e et 0<|h(x)—£€]|<{)
D’autre part,
If(x)—¢€] <esécrit € —e < f(x) <+ eetdeméme, |h(x)— €| <esécrit{ —e <h(x) <l+e.
Comme par hypothese f(x) < g(x) < h(x), en on déduit :
(—e<f(x)<g(x)<h(x)<l+e = (—e<g(x)<l+e

d’ou

Ve>0,3r>0, 0<|x—al<r = |g(x)-{]|<e
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Conclusion : lim g(x) =¢. [
X—a
. . sinx
Exemple 3.11 En admettant que pour tout x € [O, %[ ona: 0 <sinx < x < tanx. Montrer alors que hn% — - 1
X—

Réponse : Pour tout x € ]O, %[ on a sinx > 0. Donc, de I’encadrement sin x < x < tan x, on déduit , en divisant

par sinx :

X 1
1< — < ,
sinx ~ CcOSXx

4
v , —
xe]() 2[

Autrement, dit : .
sinx T
cosx<——<1, Vxe](),—[
b 2

D’apres le théoreme des gendarmes :

. sinx )
lim =1, carlimcosx=1
X_BO X x—0

x>

Comme la fonction x > 3= est paire, il en résulte que :
. sinx
lim =
x—=0 X
x<0

1.

sinx
=1.

Par conséquent, lim
x—=0 X

3.3.4 Lien avec les suites réelles

Soit f une fonction réelle définie sur un voisinage de a sauf peut étre en a. Les assertions suivantes sont
équivalentes :
1. La limite de f au point a est égale a €. ({ e Roul =o0)

2. Pour toute suite réelle(u,) convergente vers a, la suite image (f (u,)) converge vers €.

Soit f une fonction réelle définie sur un voisinage de a sauf peut étre en a. S’il existe deux suites réelles
(u,) et (v,) convergent vers a et les deux suites images (f (u,)) et (f (v,)) convergent vers deux limites

différentes, alors f n’admet aucune limite au point a.

Exemple 3.12 Considérons la fonction f définie sur R* par f(x) = sin (%) Montrer que f n’a pas de limite au

point 0.
Réponse : Soient (u,,) et (v,,) deux suites réelles définies par leurs termes généraux :
1 B 1
= VT w2t omn

Il est clair que lim u, = lim v, = 0, mais
n—+oo n—+o0o

lim f(u,)= lim sin(rn)=0, lim f(v,)= lirP sin(1t/2 4+ 2mn) =1
n—+0o0

li
n—+oo n—+oo n—-+oo

Donc, lim f(x) n’existe pas.
x—0
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3.4 Fonctions continues

3.4.1 Fonctions continues en un point , Continuité sur un intervalle ouvert

Définition 3.12

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle ouvert I C R et soit xg € I.

. On dit que la fonction f est continue en xg si lim f(x) = f(xq). Autrement dit si :
X—X
Ye>0,dn>0, Vxel(x—xol<n = |f(x) - f(xo)| <¢)

2. On dit que x est un point de discontinuité pour f si f n’est pas continue en x.

3. On dit que f est continue sur I si f est continue en xy pour tout Xy € I.

Exemple 3.13 .
1. Toute fonction constante sur un intervalle ouvert I est continue sur I.
2. La fonction affine x — ax + b ol a € R* et b € R est continue sur R.
3. On déja vu que la fonction partie entiere x — E(x) n’admet aucune limite en tout m € Z. Donc les entiers
sont des point de discontinuité pour la fonction partie entiére. De plus, sur tout intervalle |m, m + 1] ol
m € Z la fonction x — E(x) est constante, donc, elle est continue sur tout intervalle de type |m, m + 1]
avec meZ .

3.4.2 Continuité a droite, a gauche en un point , Continuité sur un intervalle quelconque

Définition 3.13

Soit f : [a,b] — R une fonction définie sur un intervalle [a,b] (a <b ).

1. On dit que la fonction f est continue a droite en a silim,_,, f (x) = f(a). Autrement dit si :
Ye>0,3n>0, Vxelabl(a<x<a+n = |f(x)-f(a)l<e)

2. On dit que la fonction f est continue a gauche en b si lin; f(x) = f(b). Autrement dit si :
X—

x<b

Ye>0,3n>0, Vxelab] (b-n<x<b = |f(x)-f(b)|<e)

Remarques 5 .
1. 1l clair qu’une fonction f est continue en un point x si et seulement elle est continue a droite et a gauche
en ce point.
2. Si l'une des limites a droite ou a gauche n’existe pas ou sont existes en x et sont différentes, alors x est

un point de discontinuité pour f.

Définition 3.14

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle quelconque I C R .

1. Si I est ouvert, on dit que f est continue sur I si elle est continue en tout point de I.

2. Sil=1[a,b]loua<b, onditque f est continue sur I si f est continue sur ’intervalle ouvert |a, ],
et elle est continue a droite en a et continue a gauche en b.

3. Sil=[a,bloua<b, onditque f est continue sur I si f est continue sur l’intervalle ouvert |a, b|,
et elle est continue a droite en a.

4. Si I =]a,b] o a<b, ondit que f est continue sur I si f est continue sur l’intervalle ouvert |a, b,
et elle est continue a gauche en b.

5. 8il=[a,+oo[, ondit que f est continue sur I si f est continue sur l’intervalle ouvert |a,+oo[, et
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elle est continue a droite en a.
6. Sil =]—o0,b], ondit que f est continue sur I si f est continue sur l'intervalle ouvert |a, b|, et elle

est continue a gauche en b.

La continuité d’une fonction f : I — IR sur un intervalle quelconque I de R se traduit par :
Vxo€l,Ve>0,dn>0 :Vxel(x—xol <y = |f(x)—f(x)l < &)

Exemple 3.14

1. La fonction x > |x| est continue sur R

2. Les fonctions x > sin(x) et x — cos(x) sont continues sur RR.

3. la fonction x — E(x) est continue sur tout intervalle de type [m,m + 1[ avec m € Z ( continue sur

I'intervalle |m, m + 1[ et continue a droiteen me Z ) .

Exercice :

I. Montrer que pour tout nombres a et b positifs, ona Va+b < va Vb.

2. Déduire que pour tout nombres x et y positifs, on a | /x — VIl < lx =yl
3. Montrer en utilisant la définition de la limite que la fonction x — +/x est continue sur [0, +oo|.

3.5 Opérations sur les fonctions continues

3.5.1 Opérations algébriques sur les fonctions continues

Le théoréme sur les opérations algébriques ( somme , produit , quotient ) sur les limites des fonctions réelles

permet de prouver le résultat suivant

1. La somme de deux fonctions continues en un point x ( resp : continues sur un intervalle 1 ) est une
fonction continue en x ( resp : continues sur lintervalle I ).

2. Le produit de deux fonctions continues en un point x ( resp : continues sur un intervalle I ) est une
fonction continue en x ( resp : continues sur intervalle I ).

3. Le quotient de deux fonctions continues en un point x ( resp : continues sur un intervalle 1 ) sachant
que la fonction en dénominateur ne s’annule pas en x ( resp : ne s’annule pas sur l'intervalle 1 )

est une fonction continue en x ( resp : continues sur l’intervalle I ).

On sait bien que la fonction x +— x est continue sur IR. Donc, d’apres le théoréeme précédent, le produit
de cette fonction par elle méme est aussi continue sur IR. Il vient, ainsi que la fonction x > x? est continue sur RR.
Par récurrence, on obtient que pour tout n € IN*, 1a fonction x — x" est continue sur IR. Il en résulte que pour tout
a € R et pour tout n € IN*, la fonction x — ax™. En utilisant maintenant la continuité de la somme de fonctions
de formes x — ax™ on abouti a la continuité des polyndmes sur IR. Finalement, il est clair d’apres ce qui précede

que les fonction rationnelles ( quotient de deux polyndmes ) sont continues sur leurs domaines de définition.
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3.5.2 Composée des fonctions continues

Soit f : I — IR une fonction continue sur un intervalle 1. Soit g : | — R une fonction réelle.

Si f(I) C ] et si g est continue sur f(I) alors, la fonction composée g o f est continue sur I.

Exemple 3.15 .

1. Les deux fonctions f : x > xe* et g : x > sinx sont définies et continues sur IR, alors les fonctions

sinx

composées f o g : x> sinxeS™* et go f : x > sin(xe*) sont continues sur IR.

2. Considérons les fonctions f : I =[1,+o0o[— Ret g: ] =[0,+0o[— IR définies par :
x—1
f=—7, 8x)=Vx
I1 est facile de montrer que f(I) C J . D autre part, comme f et g sont continues sur I et ] respectivement,

ilvientquegof:I >R, x ,/% est continue sur I.

3.6 Théoreme sur les fonctions continues

3.6.1 Caractérisation séquentielle des fonctions continues

Proposition 3.2

Soit f une fonction définie au voisinage V d’un nombre réel x. Les propriétés suivantes sont équivalentes

1. f est continue en x.

2. Pour toute suite réelle (u,) d’élément de V on a

lim u, =xy = lim f(u,)=f(xq)

n—+oo n—+oo

La preuve de cette proposition découle de la caractérisation séquentielle de la limite. Un corollaire immédiat

de la proposition précédente est le suivant,

Soit f : I — IR une fonction définie sur un intervalle 1. Les propriétés suivantes sont équivalentes
1. f est continue sur I.

2. Pour toute x € I et pour tout suite réelle (u,,) d’élément de I on a
lim u,=xy = lim f(u,)=f(x
too T 0 n—>+oof( n) f( 0)
Il est clair que s’il existe xo € I et une suite (1,),>o d’élément de I tel que u,, — x( et la suite
(f (uy,))ns0 est divergente, ou bien lim f(u,) # f(xq) alors f est discontinue en x.
- n—+oo

Exemple : Considérons la fonction f définie sur R par :

] 1sixeQ
flx)= 0si x¢Q
Montrer que f est discontinue sur RR.
Réponse : Soit xg € R quelconque. On distingue deux cas :
Premier cas : x; € Q. Considérons la suite réelle (u,,),>; tel que u, = xo + ‘/75 11 est clair que u,, — x quand
n — +oo0, mais comme u,, ¢ Q pour tout n € IN*, il vient que f(u,) =0 — 0= 1 = f(x(). Donc f est discontinue
en tout xy € Q.

Deuxiéme cas : xy ¢ Q. Considérons la suite réelle (v,,),>1 tel que u,, = 107" E(10"x,). Il est clair que pour
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tout n € IN :
10”X0—l <E(10”x0) < 10”3(0 - xO—IO_” <v, < Xp

Ainsi, v, = xo quand # — +00, mais comme v, € Q pour tout n € IN*, il vient que f(v,) =1 — 1% 0 = f(x).
Donc f est discontinue en tout xy € Q.

Bilan : La fonction f est discontinue en tout nombre réel. On dit que f est partout discontinue.

3.6.2 Fonctions continues sur un segment

Toute fonction f : [a,b] — R continue sur le segment [a, b] est bornée et atteint ses bornes i.e. il existe

xo € [a,b] tel que f(xq) = ;be]f(x) et il existe x1 € [a,b] tel que f(x) = s?%]f(x) .
xe|a, X€|a,

Les hypothéses du théoreme 3.9 sont indispensable. Si on considere au lieu de I'intervalle [a, b], un
autre intervalle non fermé ou non borné ou bien si f n’est pas continue, alors le théoreme 3.9 peut tomber en
défaut. Voici, quelques exemples :

Exemple 1 : ( Intervalle bornée non fermé et fonction continue )
Soit f :]0,1] — R définie par f(x) = ;1? Il est clair que f est continue sur |0, 1] mais f n’est pas majorée ( donc

n’est pas bornée ) sur |0, 1]. En effet, on a :

lirr(l)f(x):+oo & YA>0,dn>0,0<x<n = f(x)>A. (%)
X—
x>0

Si I’on suppose que f est majorée sur |0, 1] alors il existe un réel positif M ( puisque la fonction f étant positive
), tel que f(x) < M pour tout x €]0, 1]. Maintenant, si I’on prend A = M dans la relation (+), on en déduit qu’il
existe 0 < <1 tel que :

0<x<n<1l = f(x)>M ce qui contredit le fait que M est un majorant de f
Exemple 2 : ( Intervalle non bornée et fonction continue )
Il est clair que la fonction f : [0, +co[— IR, x > x? est continue, mais elle n’est pas bornée.
Exemple 3 : (Intervalle bornée et fermé et fonction discontinue )

On considere la fonction f : [0,2] — IR définie par :
2x si x€[0,1]
f)=3 | .
— st x€]1,2]

La fonction f est discontinue en 1 puisque lirr(l) f(x) = +o0. Il clair, alors que f n’est pas bornée sur [0, 2].
x—

x>0

3.6.3 Théoreme des valeurs intermédiaires

Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I de R. Soient a , b deux nombres dans 1 tels que
a<b.

Tout élément compris entre f(a) et f(b) est I'image d’un élément de [a,b). Autrement dit :

Vk € [min{f(a), f (b)}, max{f (a), f (b)}] , A c € [a,b] : k= f(c)

Soit f une fonction continue sur un segment [a,b]. Si f(a).f(b) < 0 alors, il existe ¢ €la,b] tels que

f(c)=0.
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Démonstration 1l suffit de prendre k = 0 dans le théoreme 3.10

|
Remarque Le corollaire 3.4 est trés souvent utilisé en analyse numérique pour localiser les solutions d’une
équation f(x) = 0 ou f est une fonction continue sur un certain intervalle.

Proposition 3.3

Soit f : I — R une fonction continue sur l'intervalle I. L'image f(I) de I par la fonction f est un

intervalle.

Démonstration  Si f(I) se réduit en u point (i.e. f(I)={y}) alors f(I) est un intervalle [y, p].

Supposons que f(I) contient au moins deux éléments. Soient y; et y, dans f(I) tels que y; < y,. Donc, il
existe x1,x, € I tels que y; = f(xq) et v = f(x2). Siw € [y1,v2] = [f(x1), f(x)] alors d’apres le TVI il existe
z € [x1,x2] ou [xp,x1] tel que w = f(z). Ainsi w € f(I), et alors on a

Yy, v2€ f(I),91 <y2 = [y1,92]C f(I)

ceci signifie alors, que f(I) est un intervalle. [

Corollaire 3.5

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On pose : m = inf f( )et M = sup f(x). Alors :

x€[a,b] x€[a,b]
1. f([a,b]) = [m,M].
2. Pour tout k € [m,M] il existe ¢ € [a,b] tel que k = f(c)

3.7 Fonctions continues et strictement monotones

3.7.1 Image d’un intervalle par une fonction continue et strictement monotone

On note la limite a droite ( resp : a gauche ) en un point 2 d’une fonction f par: f(a*) (resp: f(a”) ). On

note également pour alléger 1’écriture des intervalles, f(+o0) = lim f(x).
X—+00

Proposition 3.4

Soit f : I — IR une fonction réelle continue et strictement monotone sur l’intervalle I.

1. Sil=][a,b]et f eststrictement croissante, alors f(I)=[f(a), f(D)].

o0), f
o), f (a)].

Si I =]—oco,+o0[ et f est strictement croissante, alors f(I) =]f (—c0), f (+00)].

J

I

SiI=]-o0,a]et f est strictement croissante, alors f(I) =]f (-

2. Sil=|a,b| et f est strictement croissante, alors f(I) =|f(a®), f(b7)[.

3. Sil=|a,b]et f est strictement croissante, alors f(I) =]f (a*), f(D)].

4. Sil=[a,bletf eststrictement croissante, alors f(I) =[f(a), f(b7)[.

5. 8iI=[a,+oo| et f est strictement croissante, alors f(I) = [f(a), f(+o0)[.
6. Si I =)a,+oo[ et f est strictement croissante, alors f(I) =|f (a™), f (+o0)[.
7. Sil=]—o0,al et f est strictement croissante, alors f(I) =]f (—o0), f(a”)|.
8.

9.

Si f est strictement décroissante sur I, alors f (1) prend les formes précédentes en échangeant les extrémités

des intervalles images précédents.
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3.7.2 Fonction réciproque d’une fonction continue et strictement monotone

Définition 3.15 (Rappel d’algebre )

Soit f : A — B une application d’un ensemble non vide A vers un autre ensemble B. On dit que :

1. f estinjective si ¥(x1,X,) € AXA, x1 #x, = f(x1)# f(x2).
2. f estsurjective si¥y € B,Ax € A : f(x) =y.

3. f est bijective si elle est injective et surjective.

Si f : A — B est une application surjective, alors cela signifie que pour tout y € B, I’équation
f(x) =y d’inconnue x admet au moins une solution dans A.
D’autre part, si f est injective, alors la solution de I’équation f(x) = p si elle existe, est unique. En effet si x; et

X, sont deux solutions de ¢ pour un y fixé dans B, alors :

fx)=y=f(x) = x1=x
Cela montre I’unicité de la solution si elle existe de I’équation f(x) = y dans le cas ou f est injective .
Dong, si f : A — B est une application bijective, alors toute équation f(x) = y d’inconnue x, pour tout y € B
admet une solution unique x dépend de y.
L application qui fait associer chaque y € B la solution unique de I’équation f(x) = y est appelée application
réciproque de f et elle est notée par f 1. Ainsi, si f : A — B est bijective alors :
flx)=y x=f"(y)
x€A et yeB = x€A et yeB
Il est clair que I’application f~! : B — A est aussi bijective, et on a :
I. Pourtoutx € A: f1(f(x))=x.
2. Pourtouty € B: f(f'(v)=v.
Si A et B sont deux parties réelles et f : A — B est bijective, alors les courbes de f et de sa fonction

réciproque f~! dans un repére, sont symétriques par rapport la droite d’équation v = x (la premiere bissectrice ) .

Soit f : 1 — ] = f(I) une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I et a valeurs dans
Uintervalle ] = f(I). Alors f : I — ] est bijective et sa fonction réciproque f~' : ] — I est continue et

strictement monotone sur | et de méme sens de variation de f.

Exemples :

1. La fonction exp : x € R+ e* €]0, +oo[= exp(IR) est continue et strictement croissante sur IR, alors elle est
bijective et sa fonction réciproque In :]0, +oo[— IR est aussi continue et strictement croissante sur ]0, +oo].
Ona:exp(lnx)=xVx>0etln(e)=xVxeR.

2. La fonction f : x € R* > x? € R = f(IR") est continue et strictement croissante sur R™, alors elle est
bijective et sa fonction réciproque ¢ : R" — IR* , x — +/x est aussi continue et strictement croissante sur
R*.Ona: Vx2=x, Vx> 0et (yx)2=x, ¥x > 0.

3.7.3 Quelques applications du théoreéme de la fonction réciproque continue

1 Fonctions trigonométriques réciproques :
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Proposition 3.5 (Fonction x — sin x et sa fonction réciproque x — Arcsin(x) )

La fonction sin : [—%, %] — [=1, 1] est continue et strictement croissante . Sa fonction réciproque notée

Arcsin: [-1,1] — [—%, %] est continue et strictement croissante. On a :

Arsin(x) =y — | #= sin(p)

xe[-1,1] ye|-%.%]
T =siny y = Arcsinz
L .
1 pommneee :
o I |
! 0 T2 U ! 0 G
=] -1
— —7/2
Remarques 6 1) La fonctions Arcsin : [-1,1] — [—%,% est impaire; i.e. : Arcsin(—x) = —Arcsin(x) ,

Vxe[-1,1].

2) Quelques valeurs usuelles de la fonction x — Arcsin(x) :

1 V2 V3
X 0 x5 | =5 - +1
. TC s TT TT
Arcsin(x) | 0 e +7 +3 +5

Proposition 3.6 (Fonction x — cos x et sa fonction réciproque x — Arccos(x) )

La fonction cos : [0, 1t] — [—1, 1] est continue et strictement décroissante . Sa fonction réciproque notée
Arccos: [-1,1] — [0, 7] est continue et strictement décroissante. On a :
Arccos(x) = X = cos
(x) =y ()
xe[-1,1] y e (0,7]

4@ =cosy Yy = Arccosx

/2
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Remarques 7 1) La fonctions Arccos : [—1,1] — [0, 7] n’étant ni paire ni impaire. On démontre plus tard que :
, T
Arccos(—x) = Arcsin(x) + F=n —Arccos(x), Vx e [-1,1].

. 2) Quelques valeurs usuelles de la fonction x — Arcsin(x) :

1] V2] V3
Arccos(x) | 5 | 5 | & 511

Proposition 3.7 (Fonction x — tan x et sa fonction réciproque x — Arctan(x))

La fonction tan : ]—%, %[ — R est continue et strictement croissante . Sa fonction réciproque notée

Arctan: R — ]—%, % est continue et strictement croissante. On a :

{ Arctan(x) =y - { x = tan(y)

x€R Ve —%g[

x = tan{y) y = Arctan(x)
w/2
1
72 072 v 0 1 T
—7f2

Remarques 8 1) La fonctions Arctan: R — ]—%, 2| est impaire; i.e. : Arctan(-x) = —Arctan(x), Vx € R.

2) Quelques valeurs usuelles de la fonction x — Arctan(x) :

1
X 0| x| %1 |+ V3
Arctan(x) | 0 | =% | £7 | £%

Proposition 3.8

(Quelques propriétés )

1. Pour tout x € [-1,1] on a : Arcsin(x)+ Arccos(x) = 7.
2. Pourtout x € [-1,1] on a : Arccos(—x) = Arcsin(x) + 5 = 1 — Arccos(x).

3. Pourtoutx e R*ona:

Arctan(x) + Arctan (%) = {

2 Fonctions hyperboliques et leurs fonctions réciproques :

Définition 3.16

1) La fonction notée sh définie sur R par : f(x) = ex_ze_x est appelée fonction sinus hyperbolique.

2) La fonction notée ch définie sur R par : ch(x) = exzefx est appelée fonction cosinus hyperbolique.
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sh(x)

3) La fonction notée th définie sur R par : th(x) = ) & appelée fonction tangente hyperbolique. On
a : pourtout x € R: th(x) = i;ﬁj .

Proposition 3.9

1. La fonction sh : R — IR, est impaire, continue et strictement croissante.
2. La fonction ch : R —]0, +o0[, est paire, continue .

3. La fonction th : R —| -1, 1|, est impaire, continue et strictement croissante.

yy=shx

yy=chzx

y=thzx

Proposition 3.10

1. Pourtout x € R: ch?(x)—sh?(x) = 1.

2. Pourtout x € R: ch+(x) =1-th*(x).

Proposition 3.11 (Fonction réciproque de sh )

La fonction sh : R — R = sh(IR) est continue et strictement croissante et bijective. Sa fonction réciproque

est appelée Argument sinus hyperbolique, notée par Argsh : R — IR est continue et strictement croissante

et impaire.
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y = Argshz

Proposition 3.12 (Fonction réciproque de ch )

La fonction ch : [0,+0co[— [1,+00[= ch([0,+o0[) est continue et strictement croissante et bijective. Sa
fonction réciproque est appelée Argument cosinus hyperbolique, notée par Argch : [1,+oo[— [0, +oo est

continue et strictement croissante.

y = Argchzx

Proposition 3.13 (Fonction réciproque de th )

La fonction th : R —]—1,1[= th(R) est continue et strictement croissante et bijective. Sa fonction
réciproque est appelée Argument tangente hyperbolique, notée par Argth :] —1,1[— R est continue et

Strictement croissante et impaire.

1y = Argthe
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Proposition 3.14

( Représentation logarithmique des fonctions hyperboliques réciproques )

1. Pour tout x € R: Argsh(x) =In(x+ Vx2+1).
2. Pour tout x € [1,+00[: Argch(x) =In(x+ Vx?-1).
3. Pour tout x €] —1,1[: Argth(x) = %ln(%) .
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Exercices

Exercice 43 En utilisant la définition de la limite, montrer que :

) 1 . 1 .
(1) )1{1_r)r(1)x cos(;):o, (2) )lcl_)rr% x-2)7 =400, (3) xg@mln(|x|+2)=+w.
Exercice 44 Calculer les limites suivantes :
) 1\ E(3x) ) (x+70)(1 —7x)
: 1/x : 2 . x (b
(4) lim(1 +2x) (5) lim - (6) im—E|—| aveca,b >0
x—0 x>0 1 4 ex x—04a X
. 1 . oat=3"
(7) limx cos(—),neIN (8) lim ——, a>0, b>3.
x—0 X x—+00 hX — 3%

Exercice 45 Etudier la continuité des fonctions suivantes :

3 xE(%) sixz0 ] 0 sixeQ
f(x)_{l six=0 g(x)_{ x sixe R\Q

Exercice 46 Soit la fonction f définie par
1 si xeQ
flx)=
-1 si xeR\Q
1. Montrer que f n’est continue en aucun point.
2. Montrer que |f| est continue en tout point.

3. Montrer que §: IR - R, x> xf(x) est continue uniquement en zéro.

Exercice 47 Considérons la fonction f définie sur R par :

f(x) = E(x)+ yx—E(x)

Montrer que f est strictement croissante sur R.

Etudier la continuité de f sur Z puis sur R.

Montrer que pour tout x e R : 0 < f(x)—x < % et déduire lim,_,, ., f(x) et lim,_,_, f(x).
Vérifier que pour tout x e R : f(x+1)= f(x)+1.

En utilisant la question 3, tracer le graphique de f dans ’intervalle [-3; 3.

SR S

Soit la fonction g définie sur IR par :
g(x) = E(x) + (x — E(x))*
(a). Montrer que pour tout x € R : f o g(x)=go f(x) =x.

(b). Déduire le sens de variation de g et sa continuité sur R.
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Exercice 48 Soit f : R — R une fonction continue telle que lim f(x)=—-co, lim f(x)=+oo.
X——00 X—+00
1. Montrer qu’il existe c € R tel que f(c) =

2. Montrer que tout polynome a coefficients réels de degré impair admet au moins une racine réelle.

Exercice 49 Soit f : [a,b] — [a,b]. Montrer que si f est continue ou croissante il existe c € [a,b] tel que

flc)=c.

Exercice 50 Montrer que :
1. Si f est une fonction réelle continue sur R telle que lim|y|_,,, f (x) = € R, alors f est bornée sur R.

2. Toute fonction continue et périodique sur R est bornée sur R.

Exercice 51 Montrer sans utiliser la dérivation, les relations suivantes :
1. Pour tout x € [—1,1] : Arcsin(x) + Arccos(x) = 7.
Pour tout x € [-1,1] : Arccos(x) + Arccos(—x) = 1.
Pour tout x € R* : Arctan(x) + Arctan (%) =Z.
Pour tout x € R : Argsh(x) =In(x + Vx2 +1).
Pour tout x € [1,+o0[ - Argch(x) = In(x + Va2 -1).
Pour tout x €] —1,1] : Argth(x) = ;ln( 1+x)

SIS SN

Exercice 52 1. Vérifier que : Arcsin ( 153 ) + Arcsin

2. Verifier que : Arctan( )+Arctan( )+Arctan

) Arcsm(6—6)
) x

)

3
5
1
8
2x

3. Trouver une relation entre Arctan(x) et Arcszn(

4. Résoudre I’équation : Arcsin(x) = 2Arctan(x).

Exercice 53 Soit f : I — R une fonction réelle.

1. Montrer que si f est dérivable en un point x, alors

St = f(xo—h)
h—0 h

existe.

2. La réciproque de la question précédente est-elle vraie ?

Exercice 54 Montrer les inégalités suivantes :
1. Vxe]l-1,+c0], Z7<In(x+1)<x
2. ¥Vx€[0,1/2], xcos(x)< 1—;.
3. ¥YnelN¥, Vx e RY, 1 _(n+1)x+n>0.

x"
4. ¥Vx€[0,1[, tan(x)<

17x2'
Exercice 55 Soit I C R un intervalle contenant 0. Soit @ : I — R une fonction réelle dérivable sur I telles que :

@(0)=0, et k:=suplp’(x)<1

xel
Soit (u,) une suite numérique définie par ug € I, u,,.1 = @(u,). Montrer en utilisant le théoréme des

accroissements finis que lim,,_,, ., u,, = 0.

Exercice 56 Montrer que pour tout x,y € R :
1. sh(x+yp) = sh(x)ch(y) + ch(x)sh(p).
2. sh(x—y) = sh(x)ch(y) — ch(x)sh(y).
3. ch(x+7v) = ch(x)ch(y) + sh(x) sh(y).
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4. ch(x+ )_ch() h(y) —sh(x)sh(p).

_ th(x)+th(y)
5. th(x+v) = W

Exercice 57 I) Soit f une application de [a;b] dans lui méme telle que
Vx,p €la;b]: |f(x) - f(@)l <|x -yl
Soit g(x) = f(x)—x.
1. Montrer que g est continue sur [a,b].
2. Montrer que g est strictement décroissante.
3. En déduire que I’équation f(x) = x admet une solution unique dans a, b|.
II) On admet le résultat suivant :

Théoreme : Si une suite réelle (u,,) vérifie la condition ( dite critére de Cauchy ) :
Ve>0INeN: VpnelN, n>N = |u,,, —u,[<e

Alors, la suite (u1,,) est convergente.

Considérons maintenant une fonction h : [a,b] — [a, b] continue, et dérivable sur |a,b| telle que :

q:=supl|h’(x)| <1

xel
1. Montrer que pour tout x,y € [a,b] alors |h(x) —h(y)| < g|x — y|.

2. Déduire d’aprés ce qui précéde que I’équation : h(x) = x admet une solution unique x* dans |a, b|.
3. Soit (u,,) une suite réelle définie par

ug €la,bl, u,q=h(u,), nelN.
Montrer que u,, € [a,b], Yn > 0.

Montrer que |t 1 —u,| < qlu, —u,_1|, n > 1 et déduire que |u, .1 —u,| < q" |u; —ug|

woh o~

n
Montrer que [t —1t,| < Iq—_qlul —ugl. Vp,n e N.
Déduire que la suite (u,) converge et sa limite est égal a x* la solution unique de I’équation h(x) = x.

Montrer que |u, — x*| < %Iul —ugl. Vne IN.

ISAN I

Soit p € IN*. A partir du quelle valeur de n on ait : |u, —x*| < 107P.
II1) Application : Faire une application des résultats précédents pour montrer [’existence et 'unicité de la
solution de I’équation h(x) = x et pour calculer cette solution a 1073 prés dans les cas suivants :

/. h(x) = cos(x), [a,b] = [1t/6,7/3].

2. h(x)= %x3 + % [a,b]=1[0,1].
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Chapitre

Fonctions réelles d’une variable réelle :

Dérivabilité

Ce chapitre est consacré a I’étude de la notion importante de dérivabilité des fonctions réelles d’une variable
réelle. On présente les définitions de bases ainsi les résultats classiques de fonctions dérivables et quelques
applications utiles pour 1’étude de sens de variation, recherche d’éventuel extrémum et le calcul de limites
dans le cas de présence d’une forme indéterminée. Toutes ces applications découlent du fameux théoréme des
accroissements finis.

4.1 Dérivabilité d’une fonction réelle en un point

Définition 4.1

Soit f : 1 — R une fonction réelle définie sur un intervalle ouvert . Soit xy € I. On dit que f est dérivable

au point xg Si :

i £ 00~ flx0)

X—X X — xO

existe

Cette limite notée par f’(xy) est appelée le nombre dérivé de f au point x, . On écrit

lim f(x)_f(xO) :f,(xo)

X=X X=X

Remarques 9 1. La quantité JC(X;:—QXO) est appelée le tau de changement ( ou tau d’accroissement ) de la
fonction f entre x et x( . En cinématique, si la variable x représente le temps, et f (x) représente la position
d’un mobile dans un chemin, alors le tau d’accroissement %ﬁé%) représente la vitesse moyenne du
mobile entre les instants x et x(. De plus si ' (x() existe, alors ce nombre représente la vitesse instantanée

du mobile a 'instant x .

2. On pose h = x—xq, ce qui signifie que x = xy + h . Supposons que h est assez petit pour que xq+h € I.
Alors, la relation (x) devient :

lim f (xo+h) - f(xo)

= f(x
h—0 h fixo)
Ainsi, la définition précédente de la dérivabilité, devient :
+h) -
(f est dérivable en x)) < }lirré f (%o 2 f (x0) = f'(xy) existe

3. Soit (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé. Si f est dérivable

au point xg , alors sa courbe (C) admet au point A(xq, f (xg)) une droite tangente d’équation : y =
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£/ (x0) (x —x0) + f(xg). De plus, si O est une mesure de I’angle formé par la tangente d et I’axe des

abscisses, alors tan(0) = f’(xq). ( Figure ci-dessous)

y = f(x)

&

0 T

Ficure 4.1: La tangente d’une courbe

Exemple 4.1 Soit n € IN*. Soit f 1la fonction réelle définie sur R par
1

x"sin( =) si x=0
o] Fnlt)

0 si x=0
Etudier la dérivabilité de f au point 0.
Réponse : On a pour tout x =0 :

) x)—f(0 . 4. (1
lim 2222 22 — [im x"! sm(—)
x—0 X x—0 X

Dong, si n = 1 on trouve

lim M = lim sin(

) n’existepas
x—0 X x—0

==

R|=

etsi n> 2, alors x"~! — 0 quand x — 0 et comme x sin(

o )= £(0)
x—0 X
Par conséquent, f est dérivable au point O si et seulement si n > 2 et ’on a dans ce cas f(0) = 0.

) est bornée, il vient

=0.

4.2 Dérivabilité a droite , a gauche en un point :

Définition 4.2

Soit I C R est un intervalle . Soit f : 1 — IR une fonction réelle définie sur . Soienta, b el .

f)-fl@) _ Harh)=fa)

X—a

1. Sila limite : lim > lim, > existe , alors on dit que f est dérivable a
x—a h—=0

droite au point a. Cette limite est notée par f(a) ou f'(a*).
f(x)-f(a) flath)—f(a)

2. Sila limite : lim_ < —— = lim, < existe, alors on dit que f est dérivable a
x—a X4 h—0

h
gauche au point a . Cette limite est notée par fg’(b) ou f’(b7).

Remarques 10 /. Si f est dérivable en un point xq € I alors f'(xo) = f{ (xo) = £, (xo).
2. 8i fg'(xo) et f(xg) existent et fg' (xo) = fj(x0) alors f n’est pas dérivable au point x . Dans ce
cas la courbe représentative de f posséde au point A(xq , f (xq)) deux demi droites tangentes. Le point
A(xg, f(xq)) est appeler : point anguleux .

3. Si fg' (x0) ou f](xo) est égal a infini, on dit que la courbe de f a une demi tangente verticale au point

(x0, f(x0))-
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Exemple 4.2 Soit f (x) = |x| . Calculer f,(0) et fg’(O) . Conclure.
Réponse : On a pour tout x =0 :

fx)=f(0) x| |1 si x>0
) -1 si x<0

Par conséquent,

£0) = tim LSO o i) = tim LSO

x—0~ X x—0* X

Comme f;(0) # £;(0), on en déduit que f n’est pas dérivable au point 0.

Proposition 4.1

Soient I un intervalle de R et xq € I. Soit f : I — R une fonction réelle. Alors

( fest dérivable au point xy ) = [ est continue au point x )

Supposons que f est dérivable au point x(. Considérons la fonction ¢ : I — IR définie par :

{M_f'(xo) si x€l\{xo}

e(x) = %o

0 si X=X

Il est clair que la fonction € est continue en x( et que pour tout x € [ on a

f(x) = f(x0) + (x = x0) (f(x0) + £(x)) 4.1)

De la relation (4.1) il vient que lim f(x) = f(xg). Donc, f est continue. ]
X—Xq

4.3 Dérivabilité d’une fonction réelle sur un intervalle, Fonction dérivée

4.3.1 Fonction dérivée

Définition 4.3

On dit qu’une fonction réelle f : 1 — IR est dérivable sur ’intervalle ouvert I si elle est dérivable en

chaque point de 1. Autrement dit :

+h) -
(f est dérivable surl) — [Vxel : }lin% M = f’(x) existe
Si f est dérivable sur I, alors la fonction notée f’ qui a chaque x € I fait associée le nombre f’(x) =

fxth)—f(x)
h

limy,_, , est appelée la fonction dérivée de f .
h—0 pp

Notation : Parfois on note % (x9) = f’(xg) . Sil’on pose y = f(x) , les notations abrégés Z—z ; ' signifient

tous, la dérivée de f au point x . On a Z—z =y =f'(x).

Définition 4.4

On dit qu’une fonction réelle f est dérivable sur l'intervalle [a , b] si elle es dérivable sur l'intervalle
ouvert la, b[, et si f{() et f;(a) existent.

Si f est dérivable sur un intervalle I , alors elle est continue sur I .
Exemple 4.3 Montrer que :
1. La fonction constante sur un intervalle ouvert I est dérivable sur I et sa dérivée est la fonction nulle.
2. La fonction affine x +— ax + b est dérivable sur IR et sa dérivée est la fonction constante x +—— a.
3. Lafonction x — +/x est dérivable sur |0, +oo| et sa dérivée est la fonction x +— Lx .

2vx

4. La fonction x — sinx est dérivable sur IR et sa dérivée est la fonction x —— cosx .
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5. La fonction x —> x™ ( n € IN*) est dérivable sur IR et sa dérivée est la fonction x > n x" ! .
Réponses : On laisse au lecteur le soin de vérifier les deux premiers points. Vérifions les deux autres.

4. Soit f(x) = sin x. Rappelons tout d’abord la formule trigonométrique suivante

Va,beR :sina—sinb = 25in(a;b)cos(a-’2_b)

Donc, pour tout x € IR et pour tout & = 0 on a
fx+h)-f(x) sin(x+h)-sinx _ 2sin (h/2) cos(x + h/2)
h B h B h
lim flx+h)—f(x)  lim sin (h/2)
h—0 h h—0 h/2

Par conséquent

cos(x +h/2) = cosx

car SHZ% 2 1 quand b — 0 et }l1im cos(x + h/2) = cos x puisque la fonction x +> cos x est continue.
—0

Donc, la fonction x — sin x est dérivable sur IR et sa fonction dérivée est x — cos x.

5. Rappelons dans un premier temps une formule de factorisation importante :

n
Va,beR : a"—b"=(a-b) Zak_l bk (4.2)
k=1
Soit maintenant f(x) = x" o n € IN*. En utilisant la formule (4.2) aveca=x+hetb=xouh=0etx € R, on
trouve : ok
(x+h)—f(x) (x+h)"—x" hY;_(x+h)<< x" I
f ) fx) _ })l _ Ml : :Z(X+h)k1xnk
k=1
Donc,

n n
lim f(x+ h) _f(x) = lim (X+ h)k—l xn—k — an—l — nxn—l
h—0 h h—0 = =

Ainsi, la fonction x — x™ est dérivable sur R et sa fonction dérivée est la fonction x > nx"!.

4.3.2 Opérations sur les fonctions dérivables

Théoreme 4.1 (Dérivée d’une somme , produit de deux fonctions)

Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle . Soit € R . Alors les fonctions f +g, Af , f.g

sont dérivables sur I et on a pour tout x €I :
L (f+8) (x)=f"(x)+g'(x).
2 (AfY (R = A f(0).
3. (f9) () =f(x)g(x)+f(x)g'(x).

Théoreme 4.2 (Dérivée de quotient de deux fonctions )

Soit f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle 1. Supposons que pour tout x €I : g(x)#0.

Alors les fonctions % et {Zi sont dérivables sur I et on a pour tout x €I :
1Yy _8W
i (Jg()'(x)_ f((g()X)()z).f( ) &%)
f _ flx)g(x)—f(x) g (x
2 (§) )= G

Nous admettons le résultat suivant concernant la dérivation des fonctions composées.
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Soit f :1 — R une fonction dérivable sur I et soit g : ] — IR une fonction dérivable sur |

tels que f (I) C ] . Alors la fonction composée g o f est dérivable sur I et on a pour tout x € I :

(gof) (x)=g"(f(x)f'(x) (4.3)

Soient u : I — IR une fonction dérivable sur I . Alors :

1. La fonction u™ est dérivable sur I etona:¥ x €l : (u") (x)=n (u(x))".u’(x).

2. La fonction e" est dérivable surl etona:¥ xel : (e") (x)=u’(x).e*™

3. SiVxel: u(x)=0,alorslafonctionIn|u| estdérivablesurletona¥ x €1 : (Injul)(x) = 'L’((;C))
( Dérivée logarithmique de u )

4. Si¥xel : u(x)>0 , alors pour tout € R, la fonction u® est dérivable sur I et on a :

Vxel @ (u®)(x)=a (ux)*"u (x)
En particulier, la fonction \/u est dérivable surl etona: ¥ x €l : ( \/ﬂ)/(x) = W

4.4 Différentielle d’une fonction

La notion de différentielle pour les fonctions réelles d’une variable réelle est équivalente a celle de dérivée.
La différence entre ces notions sera claire pour les fonctions de plusieurs variables.
Soit f une fonction réelle définie au voisinage V' (x() de xq et soit & un réel dans un voisinage V' (0) de O tel que

Xo+h e V. Nous avons vu que si f est dérivable en x alors il existe une fonction ¢ : V(0) — R définie par :

e(h) :{ f(xO+h);f(f(xO) — f(xp) s% h=0
0 si h=0
tels que :
fxo+h) = f(xo) = f'(x) h+ he(h) 4.4)

Inversement, S’il existe un nombre réel A et une fonction ¢ : V(0) — IR continue en 0, nulle en 0 tels que pour
tout h € V(0) on ait
f(xo+h)—f(xg) =Ah+he(h);

alors f est dérivable en x( et I'on a f’(xq) = A. D autre part, I’expression f’(x)h est la meilleure approximation
linéaire de la différence f(xq + h) — f(xq).

Définition 4.5

1. On appelle différentielle premiére, ou simplement différentielle de la fonction f au point x, la

fonction linéaire h— f’(xq)h.

2. La différentielle de f en x est notée souvent par d f(xg) ou D f(xg). Ainsi, pour touthe Rona :
df (xo)(h) = f'(xo)h.

3. Si f est dérivable sur un intervalle 1 , il existe une différentielle de f en tout point de 1. Dans ce
cas, on a pour tout x € I et pour tout h € R : df (x)(h) = f’(x)h.

4. La différentielle de la fonction x — x en chaque réel x est I’application linéaire identitie h — h.
On écrit, alors dx(h) = h. Donc pour une fonction différentiable sur un intervalle I on a pour tout
xeletheR:

df (x)(h) = f'(x)h = f'(x)dx(h) = df(x) = f’(x)dx
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L écriture d f (x) = f’(x)dx est une égalité entre deux applications linéaires.

4.5 Dérivée d’ordre supérieur

Définition 4.6

Soit f : I — R une fonction dérivable sur 1. Si la fonction dérivée f’: 1 — R a son tour est dérivable

dzf‘

sur I, alors on dit que f est deux fois dérivable sur . La dérivée seconde se note f” ou f? ou par Tz

Onadone f'(x)=(f) ()= & f/() = ()00 = o).

. sz z v . z 7 s z LY
Si la dérivée seconde f :1 — IR est dérivable sur, alors sa dérivée est appelée dérivée troisiéme de f.

On la note par " ou f® ou par 3 f . On a ainsi

m Y d G d3
===t (E =21

De la méme maniere on définit les dérivée d’ordre 4, 5, . ..

(%)

Dans le cas généml pour € IN* , on dit que la fonction f est n fois dérivable sur I si les dérivées
..., f" sont bien définies surI.

La fonction f(") est appelée la dérivée n — ie¢me de la fonction f. Elle est définie par récurrence par

d _
f(O):f ot f(n):E(f(ﬂ 1)) s onx>1

Exemple 4.4 Calculer la dérivée n — iéme de la fonction f sur I dans les cas suivants :
I. f(x)=x", =R, melN* .

2. f(x)=e™ ,I=R,aeR.

3. f(x)=sin(x) ,I=R.

4. f(x)=cos(wx) ,I=R,w>0.
5. f(x)=1=,1=]1, +oof.

Réponses : Toutes les fonctions citées dans I’exemple sont de classe C*™ sur I, et alors elles posseédent des
dérivées de tout ordre.

Un calcul des dérivées successives de f dans chaque cas permet de capturer la forme générale de la dérivée nime
de f. Le lecteur est inviter de vérifier les calculs suivants :

lf(”)(x): 0 si n>m
' m(m—l)...(m—n+1)xm‘” si 1<n<m

2. f0(x) =

3. f(”>(x): (x+n )

4. fM(x) = " 1n(a)x+(n+1)%)
5. f0(x) = e

Soit n € IN* . Soient f et g deux fonctions réelle n fois dérivables sur un intervalle 1. Alors la fonction

produit f. g est n fois dérivables sur I , etona :

n
= chrg f(k)g(n_k) 4.5)
k=0
ou Ck 2

= K=kl

Nous allons utiliser le raisonnement par récurrence. Supposons que f et g sont n+ 1 fois
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dérivables sur I. La relation (4.5) est vraie pour n = 0. Supposons maintenant que (4.5) est vraie pour le rang n

et montrons qu’elle est vraie aussi pour le rang n+ 1. On a :

(f-e"" = (f.gn) (ZC" ]

n—1 ‘
[fgn+f )g+ ) Ch fHg ]
k

=1

n-1
— (f/g +fg (n+1) f (n+1) g+f + Zcﬁ (f(k+l)g(n—k) +f(k)g(n+1—k))
k=1

_ (f/g(n)+f(n)g/+fg(n+1)+f(n+1)g)+ Cili (k+1) n —k) +ch n+1 k)

n n—1

_ (f/g(n)+f(n)gf+fg(n+l)+f(n+l)g)+ cm- 1f( )g(n+1 m Zcm mg (n+1-m)

m=2 m=1
n

= frg e fUg 4 £l fO g e n(f g+ g+ ) (g + ) fUg

m=2

= £ fr g (e 1)(f g+ f chﬂf (=)

n+1
_ E n+1 m)
- Cn+1

Donc, la formule (4.5) est vraie pour le rang n + 1. Il en résulte de principe du recurrence que (4.5) est vraie

pour tout 71. [

Remarques 11 /. Pour n=1, la formule (4.5) devient la fameuse relation : (fg) = f'¢+fg .

2. On utilisant pratiquement, le triangle du Pascal pour calculer les nombres C,’§ dans la formule de Leibniz .

Exemple 4.5 Calculer la dérivée n™* de la fonction f définie sur R par f(x) = xe™.

Réponses :
1) Soient u(x) = x et v(x) = e *. Il est clair que u , v et f = u.v possedent des dérivées de tout ordre. De plus, Il
est clair que

W(x)=1, u™(x)=0VYxeR et Ym>2;

et
vW(x)= (-1)ke™, VxeR et YkeNlN.

En appliquant la formule de Leibniz, on obtient pour tout x e Retn € IN :

n 1
ZC"; () (k) _ ch (0 (1)
— ch (n— k

L e G e
= (-1)"(x—-n)e™.

f(x)
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Définition 4.7 ( Fonctions de classe C")

Soit f : 1 — IR une fonction réelle définie sur ’intervalle I . On dit que la fonction f est de classe C" (1)
si f est n fois dérivables sur I et la fonction f (") est continue sur I. On écrit f e C"(I) pour dire que
f est de classe C"(I). Si f est seulement continue sur I , on dit que f est de classe C°(I) et on écrit
e CYI) .

On dit que f est de classe C* (I) si pour toutne IN, f € C"(I) . Dans ce cas on écrit f € C®(I).

1l est clair que C*®(I)c C"(I)c---c C>(I)c CHI)c C(I).
Exemple 4.6 Les fonctions x —> ¢* , x —> sin(x) , x —> cos(x) , x — x" sont de classe C* (IR).

Exemple 4.7 Soit f : R — IR la fonction réelle définie par
1
F0)=0 et f(x)= x3cos(—) si x%0
x

1. Montrer que f € C!(R) .

2. Est-ce-que f est de classe C2(IR)?
Réponse :
Il est clair que la fonction x > cos ( 31?) est dérivable sur IR* puisqu’elle est composée de deux fonctions x 31? qui
est dérivable sur IR* et x — cos x qui est dérivable sur IR. De plus, comme le produit de deux fonctions dérivables
sur IR* est aussi dérivables sur IR", il vient que f est dérivable sur IR*. En utilisant les régles de dérivation de

produit et composée des fonctions, on trouve que pour tout x € R* :
1 . (1
f(x) =3x2 cos(—)+ x sm(—)
X X
Maintenant, vérifions la dérivabilité de f au point 0. On a:

lirn]M = limxzcos(l): 0

x—0 X x—0 X

2

car 'X COS ( 1

;)| <x?> - 0 quand x — 0.

11 vient ainsi que f est dérivable sur tout IR et I’on a
1 . (1 .
f0)=0 et f'(x)=3x> cos(—) +x sm(—) six = 0.
X X
Les théorémes de continuité de somme, produit et composée des fonctions continues nous assure que la fonction

dérivé f” est continue sur IR*. De plus, comme
If'(x)| <3x*+]x] >0 quand x —»0 = lim f(x)=0=f(0)
X—

on en déduit que f” et continue en 0. Donc, f” est continue sur R ce qui signifie que f est de classe C! sur R.
Pour la deuxiéme question, essayer de suivre la méme méthode de la question 1 pour trouver que f” existe et

continue sur IR* mais elle n’est pas continue au point 0 ce qui signifie que f n’est pas de classe C? sur R.

4.6 Dérivées des fonctions réciproques :

Proposition 4.2

Soit f :1 — ] = f(I) une fonction strictement monotone et continue sur l'intervalle I . Soit yo €1 . Si f

est dérivable en vy et si f'(yo) # 0, alors la fonction réciproque =1 : ] — I est dérivable en xo = f(v)

etona

(f_l),(xo )= =
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Corollaire 4.2

Soit f : 1 — ] = f(I) une fonction strictement monotone et dérivable sur I’intervalle I. Alors la fonction
réciproque f~' : ] — I est dérivable sur D = { f(z) : z€I et f'(z)#0} C ] et sa dérivée est la

fonction (f_l)’:DC]—ﬂdéﬁniepar YV xeD : (f_l)’(X)Z —f,(f}l @)

Remarque Sionpose S={zel : f’(z)=0},alorsona
D={f(z):zel et f'(z)=0}=f(I\S)

En appliquant le corollaire 4.2 a des fonction réciproques trigonométrique et hyperboliques, on obtient le

résultat suivant :

Proposition 4.3

1. Lafonction x +> Arcsin(x) est dérivable sur | — 1, 1| et sa dérivée est la fonction x —> 11_x = .
2. La fonction x + Arccos(x) est dérivable sur | —1, 1] et sa dérivée est la fonction x — I_lxz .
3. La fonction x +—— Arctan(x) est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction x —> # .

4. La fonction x +— Argsh(x) est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction x — \/xl? .

5. La fonction x +— Argch(x) est dérivable sur |1 ,+oo[ et sa dérivée est la fonction x —> xi_l

6. La fonction x +—> Argth(x) est dérivable sur |—1, 1] et sa dérivée est la fonction —> I_IXQ .

4.7 Théoreme des accroissements finis

1) Théoreme de Rolle :

Théoreme 4.5

Soient a et b deux nombres réels tels que a < b. Soit f une fonction continue sur l’intervalle [a,b] et

dérivable sur I'intervalle ouvert | a, b | tels que f (a) = f(b) . Alors il existe au moinsunc €| a, b | tel
que f'(c)=0.

fla)=f(b) | -1-

Ficure 4.2: Théoréme de Rolle

Démonstration Il est clair que si f est une fonction constante, elle vérifier bien les hypotheses du théoreme de
Rolle et f’(x) = 0 sur ]a, b[.
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Supposons désormais que f est non constante sur [a,b]. Comme f est continue sur I’intervalle fermé et borné
[a,b], elle est bornée et atteint ses bornes sur [a, b], i.e.

der,ca€lab] : fler)= sup f(x) et f(cy)= inf f(x)

xela,b] x€[a,b]

Posons M = f(cy) et m = f(c,). Ainsi m < M puisque f n’est pas constante sur [a, b]. Trois cas, alors, sont
possibles :
Casl:c;=aoucy=betc, €la,bl.
Cas2:cy=aouc,=betc €]abl.
Cas3:cjetc)€labf.
On a donc dans tous les cas ¢; €]a, b[ ou ¢, €]a, b[. Supposons le cas ol ¢; €]a, b[. Pour tout & > 0 assez petit de
sorte que c; +h €la,b[ona f(c; + h) <M = f(cq). Il vient ainsi
fle +h}z—f(C1) <0 et fllo)= hhj& fle +h}z_f(C1)
D’autre part, pour tout & < 0 vérifiant c; + h €]a,b[ on a f(c; + h) < M = f(cy). Par conséquent

h) - h) —
Vh<0, flei + Z JAGY <0 et fé(Cl)ZI}LTBl_f(CIJF }: f(c1)
Comme f est dérivable en ¢y, ona f'(cy) = f;(c1) <0 et f'(cy) = f¢(cz) = 0. Donc f'(cy) = 0.

De la méme maniére, on peut montrer que si ¢, €]a, b[ alors f’(c,) = 0. Dans tous les cas on a donc 1’existence

Vh>0, <0

>0

d’un réel c €]a, b[ tel que f’(c) = 0. ]
2) Théoréme des accroissements finis (TAF)

Soient a et b deux nombres réels tels que a < b . Soit f une fonction réelle continue sur 'intervalle [a, b]

et dérivable sur lintervalle ouvert | a, b [. Alors il existe au moinsun c € | a, b | tel que :

fb)=f(a)=f"(c) (b-a). (4.6)

Considérons la fonction g définie par

g(x)=f ()~ f(a)- (b—:a)u—a)
Il est clair que g est continue sur [4, b] et dérivable sur ]a, b[ puisque f 1’est aussi. De plus, g(a) = 0 et

8(b) = f(b)=f(a)=f(b)+ f(a) = 0 =g(a)
Donc, g vérifier tout les hypothéses du théoreme de Rolle ce qui entraine 1’existence d’un nombre réel ¢ €]a, b|
vérifiant g’(c) = 0. Donc

§'(c)=0 = f(b)-f(a)=f'(c)(b-a)

|
Larelation (4.6) est appelée formule des accroissements finis. Cette formule nous donne évidemment
I’égalité

f)-f@) _,
-, -/

—f(a)

D’autre part, le réel f (bgia est la pente de la corde joignant les deux points A et B du graphe de la fonction f,

de coordonnées (a, f (a)) et (b, f (b) respectivement. Donc, la formule des accroissements finis traduit I’existence

d’au moins d’une tangente au graphe de f en un point de coordonnées (c, f (c)) qui est paralléle a la droite (AB).

Exemple 4.8 En utilisant le TAF, chercher un encadrement par deux nombres rationnels de \/§ .
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Perite movernine

y=fx)

Tangente en

-
a { b x

Ficure 4.3: Théoréeme des accroissements finis

Réponse : Soit f v/x. On sait bien que f est continue et dérivable sur 0, +oo[. En appliquant le TAF pour la
fonction f sur I’intervalle [4, 5] C]0, +oo[ on en déduit qu’il existe c €]4, 5] tel que

F(5)=f(4)=f'(c)(5-4) = V5= 2+ﬁ

De plus, comme 4 < ¢ < 9 on trouve

1 1 1 1 1
- <— = 2+-< V5<2+-
2\/_ 4 6 V5 4

Par consequent 3 < \/_ <
Sment a, b,etc tr01s nombres réels tels que a < ¢ < b. On pose 6 = ;=%. Alors, il est clair que
0<O<letc=a+0(b—a). Donc

c€la,bl = (F0€]0,1[: c=a+0O(b—a)
De plus, si I’'on pose A =1 — 6 alors
c€la,bl (AA€]0,1[: c=b+ Aa-D)

De deux relations c =a+ 6(b—a) et c = b+ A(a —b) on tire le principe suivant :

Si x, v sont deux réels quelconque tels que x # v, alors
min{x, y} < z <max{x,y} < 30 €]0,1[: z=x+0(y —x)

En utilisant ce principe, on donne une autre formulation du théoréme des accroissement finis.

Soient a et b deux nombres réels tels que a < b . Soit f une fonction réelle continue sur 'intervalle [a, b]

et dérivable sur lintervalle ouvert | a, b [. Alors il existe au moins un 0 € |0, 1] tel que :

fb)-f(a)=f"(a+06(b-a) (b-a)
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4.8 Applications du théoréme des accroissements finis :

4.8.1 Etude de la monotonie d’une fonction dérivable

Proposition 4.4

Soit f une fonction réelle continue sur ’intervalle [a, b] et dérivable sur l'intervalle ouvert | a, b [ . Alors

1. Si f’ est nulle sur la, b alors f est constante sur [a, b] .
2. La fonction f est croissante sur [a , b] si et seulement siV¥ x € |la,b[ : f’'(x)>0

3. La fonction f est décroissante sur [a , b] si et seulement si¥ x € |la,b[ : f’(x)<0.

Démonstration
1. Un élément quelconque c de |a, b[ s’écrit toujours ¢ = a+ 6(b —a) pour un 0 €]0, 1[. Comme f’ s’annule

sur |a, b[ alors pour tout 6 €]0, 1 et pour tout x et y €]a, b[ on ait x + O(y — x) €]a, b[ et alors

fix+0@y-x)=0

Soient maintenant x et y deux réels quelconque de [a, b]. D’apres le TAF il existe un réel 6 €]0, 1] tel que

f@-fx)=f(x+0p-x)y-x)=0 = f(x)=f(y)
Par conséquent, f est constante sur [a, b].
2. Soient x et y deux réels quelconque de ]a, b[ tels que x < p. Considérons le taux de changement de f entre

xety:
. _fe)=f

Xy — y —x
Si f est croissante sur [a, b] alors T, > 0. Ainsi, compte tenu de la dérivabilité de f sur |a, b[, il vient que
) _1:
f (X)—;gr;chy >0
Inversement, si f” > 0 sur |a, b[, alors d’apres le TAF il existe 0 €]0, 1] tel que
f@)-fx)=f(x+0@p-x))y-x)>0 = f(y)>f(x)
Donc f est croissante.

3. Si f/<O0sur]a,b[ alors —f” > 0. Donc d’apres ce qui précede, —f est croissante sur |a, b[ et alors f est

décroissante sur |a, b|.

4.8.2 Recherche d’extremum d’une fonction dérivable

Définition 4.8

Soit D C R une partie réelle non vide. Soit f : D — IR une fonction réelle.

1. On dit que f admet un maximum local ( Resp : minimum local ) en xy € D s’il existe un voisinage
V de x tels que V. C D et :

VeV if()<f(x) (Resp : f(x) >f(x0) )
2. Un maximum local ou un minimum local est appelé un extremum local.

3. Ondit que f admet un maximum global ( Resp : minimum global ) en xy € D si

VxeD :f(x)<f(x) (Resp : f(x) =f(xg) )
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Définition 4.9

Si f est dérivable en un point xo € D et si f'(xg) = 0, alors on dit que x( est un point critique de f ( ou

on dit que x est un point stationnaire de f ) .

Proposition 4.5

Soit xy € R et f une fonction réelle dérivable sur un voisinage de x .

1. Si f(xq) est un extremum local de f , alors f’(xg) = 0 ( ¢’est-a-dire que x est un point critique de

f)

2. 8i f’(xg) = 0 et si la fonction dérivée f’ change de signe en xq , alors f(xg) est un extremum local
de f .

Démonstration 1. On a déja vu dans la preuve du théoreme de Rolle que si f(x() est est un extremum local de
f et f est dérivable au point x; alors f’(xq) = 0.

2. Supposons que f’(xy) = 0 et la fonction dérivée f” change de signe en x,. Donc il existe un r > 0 tel que f est
dérivable sur V =]xg —r,xq + r[ et f’ change de signe sur V. Soient maintenant x € V. En appliquant le TAF a
f sur Iintervalle d’extimités x et x(,on en déduit I’existence d’un réel 6 €]0, 1] tel que :

f(x) = f(x0) = f'(x0 +0(x = x0))(x — x0)
Deux cas se présentes.
Premier cas [’ > 0 sur |xg,xo+r[ et f’ <O sur |xg—7,x0[ :
Dans ce cas, si x €]xq, xq+ r[ alors x —xy >0 et f'> 0 etsix €]xy—7r,x[ alors x —xy <0 et f' < 0. Donc pour
tout x € Vona f(x)— f(xg) = f'(xg + O(x —xq))(x —xp) > 0 ce qui signifie que f(x() est un minimum local de
f.
Premier cas [’ <0 sur |xg,xo+r[et f' >0 sur |xg—7,x0[ :
Dans ce cas, si x €]xq, xq+ r[ alors x —xy >0 et f' < 0etsix €]xy—7r,xo[ alors x—xy <0 et f'> 0. Donc pour
tout x € Vona f(x)— f(xg) = f'(x0+60(x—x0))(x—xp) < 0 ce qui signifie que f(xy) est un maximum local de
f. [
Exemple 4.9 Chercher les extremums locaux de la fonction f : x — sin(x) e™* sur I'intervalle [0, 27].
Réponse :
Il est clair que f est dérivable sur 'intervalle [0, 27c]. Cherchons dans un premier temps les points critiques de
fsur [0, 27]. Comme f’(x) = (cosx—sinx)e ™, il vient alors :

f'(x) =0 & sinx =cosx

La seule solution de I’équation f’(x) = 0 dans I'intervalle [0, 27] est & qui est le point critique de f. De
plus, f” est positive sur [0, 7¢/4] et négative sur [7t/4, 27c]. Donc f posséde un extrémum local en 7t/4 qui est un

maximum global sur I'intervalle [0, 27].

4.8.3 La regle de L’Hopital

Théoreme 4.8 (des accroissements finis généralisés )

Soient f et g deux fonctions réelles continues sur l'intervalle [a, b] et dérivables sur | a, b [ . Alors il

existe un réel c €la, b| tel que

(f(b)=f(a))g'(c) = (g(b)—g(a) f'(c) 4.7)

La formule (4.7) est appelée formule des accroissements finis généralisés.

Démonstration Si g(a) = g(b) alors le théoreme de Rolle s’applique pour la fonction g et il en résulte I’ existence
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d’un réel c €]a, b[ tel que g’(c) = 0. Donc la relation (4.7) est satisfaite dans ce cas.
Supposons maintenant que g(a) # g(b). Considérons I’application ¢ : [a, b] — R définie par

_ f(b)-f(a)
(x) = f(x)—f(a)- m (g(x)—g(a))

11 est clair que la fonction 1 est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. De plus ¢(a) = ¢(b) = 0. Il vient alors

d’apres le théoreme de Rolle qu’ il existe ¢ €]a, b tel que

P20 = f(c)= %g (©) = (F(b)-f(a)g (0)=(g(b)-g (@) f(c).

Proposition 4.6 ( Regle de L’Hopital)

Soient xg € Ret f , g deux fonctions continues sur un voisinage V de x et dérivables sur \{xq} .
Supposons que la dérivée g’ ne s’annule pas sur V \{xo}.Ona:
/ f—
im0y g £
x> g'(x) =% g (x) —g(xo)

Soit V) C V un intervalle contenant x,. Les deux fonctions f et g sont continues sur V; et

’
. . X
dérivables sur V; sauf x;. Supposons que lim f(x)

x=x 8’ (x)
généralisés appliquée a f et g sur I'intervalle I d’extrémités x et xg, assure I’existence d’un réel ¢, ,, € I tel que

(f(x) - f(xO))g,(Cx,xo) = (g(x) - g(XO))f,(Cx,xo)

Comme g’ ne s’annule pas sur V, on en déduit via la formule des accroissements finis que g(x) — g(xo) # 0 pour

={. Pour x € Vjy\ {xg}, la formule des accroissements finis

tout x € V \ {xg}. Il vient alors

(%)
g'(x)

Puisque ¢, ,, — xg et — ¢ quand x — x;, on en déduit que

lim f/(cx,xo) - ¢ — lim f(x)_f(xO) —¢.
R ¢ (Cany) %, (x)-g(xo)

L’implication réciproque dans la regle de L'Hopital est fausse. (Chercher un contre exemple).

f(x)=f(xo)
8(x)=g(xo)
trouve une forme indéterminée de type . Si la régle de I’Hopital est applicable, alors pour lever cette forme

- fx)—flxo) . (%)
xh—>nx10 g(x)—g(xo) Xh—gclo g'(x)

Le fait qu’on passe aux dérivées des fonctions f et ¢ donne une chance pour lever la forme indéterminée que se

Dans la prtique si I’on veut calculer la limite d’une fraction de type quand x — xg on

indéterminée on écrit souvent :

présente au début du calcul. Si la limite de fraction des dérivée présente encore une forme indéterminée, alors on
applique de nouveau la regle de 1I’Hopital ( si elle est applicable ) pour la nouvelle fraction. Ce procédé peut se
répéter plusieurs fois jusqu’a la disparition de la forme indéterminée.
Exemple 4.10 En utilisant la régle de L'Hopital, calculer les limites suivantes :
1. lim s%n(ax) ;a,beR.
x—0 sin(bx)
1-
2. lim c—(;s(x)
x—0 X
In(x+ Vx2+1)-In(1+ V2)

x2-1

3. lim,_4
Réponses :

1) Le calcule direct nous donne une forme indéterminée de type . On remarque que la régle de I’Hopital est
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applicable pour cet exemple. On a alors
sin(ax) .. acos(ax)

a
x00sin(bx) x50 beos(bx) b

2) En appliquant la regle de I"Hopital deux fois, on obtient

lim 1 —cos(x) ~ im sin(x) ~ im cos(x) _ l
x—0 x? x—0 2x x—0 2 2
3)Ona
. In(x+ Vx2+1) . 1l 1
lim —————— =lim =—.
x—1 x2-1 x—1 2x 242
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Exercices

Exercice 58 Soit f : [0,1] — R une fonction dérivable et telle que f(0) = f(1). Considérons la fonction g
définie par :

f(2x) si x€|0,%
g(x)= . | 2]1

f(2x—1) si xe[j,l]

1. Montrer que g est continue.

2. A quelle condition g est-elle dérivable ?

Exercice 59 Soit m € IN*. Considérons la fonction f,, définie sur R par
fm(0)=0 et f(x)=x"sin(l/x) six=0
1. Montrer que f,, est continue sur R.

2. Etudier la dérivabilité de f,, au point 0.
3. Pour quelles valeurs de m la fonction f,, est de classes C'(R), C*(IR) ?

Exercice 60 Soit f : [0,1] — IR une fonction continue et dérivable sur 0, 1] telles que f(0) =0 et
AM >0: |f'(x)| < M|f(x)] VYx€]0,1]
Montrer que f(x) =0, Vx €[0,1].

Exercice 61 Soit f : R — R une fonction réelle tel que :
IA>0, Vx,yeR: |f(x) = f(p)l <lx—yp/"

Montrer que f est constante sur R.

Exercice 62 Montrer en utilisant la dérivation, les relations suivantes :
1. Pour tout x € [-1,1] : Arcsin(x)+ Arccos(x) = 7.

Pour tout x € [-1,1] : Arccos(x) + Arccos(—x) = 1.

Pour tout x € R* : Arctan(x)+ Arctan (%) =7

Pour tout x e R : Argsh(x) = In(x + m).

Pour tout x € [1,+00[ : Argch(x) =In(x + Vx2-1).

Pour tout x €] —1,1[ : Argth(x) = %ln(%)

“woN

ISR

Exercice 63 Calculer dans les cas suivants f’(x) en précisant en chaque cas le domaine de dérivabilité :
) Arcsin(1/x
(1) £ =xsin(vB) (@) £ = 2D (3 ) = (Arecos( VR)?

X
1-x

1+x

7t — Arctan(x) 3

) (5) f(x):Argsh(

) flo) = ) (©) = Argtne™

70+ Arctan(x)



Exercices

Exercice 64 Considérons la fonction f définie par :

f(0)=0 et f(x)zexp(—%) si x#0

Montrer que f(”)(O) = 0 pour tout n € IN*.

Exercice 65 Calculer la dérivée n™* de la fonction f sur I dans les cas suivants :
I f(x)=x>e > ,n=5, I=R
2. f(x)=2 . n=4, I=]-1,+o.

x+1
Exercice 66 Trouver les extrima des fonctions suivantes sur les intervalles considérés :

(1) f(x)=e*sin(x), sur[0,7]. (2) g(x)= (x3 - 2x)2/3, sur [0,3].

Exercice 67 Montrer que : Vx,y €[0,1[ tel que x <y :

y X < Arcsin(y) — Arcsin(x) <

V1 -x? 1-y?

Exercice 68 Calculer en utilisant la régle de I’Hopital les limites suivantes :

0 I 0 O et
(4) }C%%ﬁ;‘g), G€R bz0. (5) iﬁ%%’ O<a<b<c<d.
(6) iﬂw @) alci—%%_exl—l ) alci—rf(l)xil _lnix)
(9) chl_l’)l’(l) 1- cos(;— cos(x)) (10) )161_1‘)1’(1) Arcsin(x)x—3Arctan(x) (1) i{%%
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Chapitre

Formules de Taylor et développements limités

Dans ce chapitre, on va étudier les formules de Taylors et les dévellopements limités de fonctions réelles

d’une variable réelle. L’idée de base est d’approcher une fonction par un polynéme autour d’un point donné.

5.1 Formules de Taylor

Soit f : I — R une fonction réelle continue sur un intervalle ouvert I et dérivable en un point xy € I . On sait
bien qu’il existe une fonction € : V' (xg) — R ol V (xp) C I est un voisinage de x; , tels que lim,_,, ¢(x)=0 ,

et pour x € V(xq) assez proche de x; , on a

f(x) = f (x0) + £ (x0) (x = x0) + (x = x0) () (6.0
On constate que la fonction f peut étre approximée par un polynéme P (x) = f (xg) + [ (xo) (x — x¢) de degré 1
au voisinage de x . L'erreur commise par cette approximation est Ry (x) = (x — xg) &(x) tendant vers zéro quand
X — Xq .

Sif (") (x,) existe, la formule de Taylor-Young, généralise la formule (5.1) en montrant que
f(x)=F(x)+ R, (x) , x€V(x)
Ou P, est un polynéme de degré n et la quantité R,, (x) appelée reste de la formule, tel que

R, (x) = (x—xp)"e(x) avec xlggcl e(x)=0.

D’autre part, si la fonction f est dérivable sur I , alors pour tout , b € I , la formule des accroissements finis

s’applique et on a

fb)y=f(@)+f"(c)(b-a) (5.2)

Ou ¢ est un nombre strictement compris entre a et . i.e. c =a+6(b—a)avecun 6 €]0, 1].
La formule (5.2) est un cas particulier de la formule de Taylor-Lagrange d’ordre # si la fonction f estn+ 1

fois dérivable sur I ou n € IN .

5.1.1 Formule de Taylor Lagrange

( Formule de Taylor avec reste de Lagrange )
Soient n € IN et I un intervalle ouvert. Soit f : 1 — R une fonction réelle. Supposons que f est

n+ 1 fois dérivable sur I. Soit xy € I . Alors, pour tout x € I , x # xg il existe un nombre réel c
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strictement compris entre X et x tel que :

— — )2 RY/!
£ = p E3 g BT 01 RO gt

(x _ xo)n+1

(n+1)!

fo ) (TL)

(X—XO)MH
(n+1)!

La relation (TL) est appelée formule de Taylor-Lagrange d’ordre n entre x et x . ( avec un reste d’ordre

Le terme R(xg, x) = f(””) (c) est appelé reste de Lagrange d’ordre n+1 .

n+1)

Remarques :
1. Pour n = 0 dans la relation (TL) , on retrouve la formule des accroissements finis.

2. Dans la relation (TL) , le nombre c est inconnu. La seule information sur le nombre ¢ est qu’il soit
strictement compris entre x et X, , pour tout x , xg € I .i.e. ¢ = x¢+ 6 (x— x) pour un certain 6 €]0, 1] .
3. La formule (TL) peut s’écrire sous la forme : f (x) = P, (x — xg) + R,,(x¢ , x) avec

P, (x—x9) = f (x0) + Xi_o (f (kli(!x‘)) ) (x— xo)k est appel€ le polyndme de Taylor de f au point x; , et
n+1
R, (xg, x) = % FU ) (xo+0 (x—x9) ), 0<6<1,lereste de Lagrange .
1. Sionpose h=x—-xp,etc=xg+6hou6e€]0, 1] , alors la formule de Taylor-Lagrange (T L) devient
h h2 2) h" (n) hn+1
— —_— — CICEEY — n
fxo+h)=f(x0)+— f(x0)+ 57 f (x0) + +n!f (X0)+(n+1)!

T o1 FU D (xo +Oh )

Exemple 5.1 Soit f (x) =sin(x) oux e IR.Comme f est indéfiniment dérivable sur R , on en déduit que le

théoréeme 1 de Taylor Lagrange s’applique pour f . Les dérivées jusqu’ au I’ordre 4 de f sont :

fl(x)=cos(x) , f (x)==sin(x), f®(x)==cos(x), f¥(x)= sin(x)

Soit x € R tel que x # 7 . Alors il existe un nombre c strictement compris entre x et 7 tel que :

R R IV TR

1 7T \4
— 4 _=
S TACICEEY

Ainsi , la formule de Taylor-Lagrange a I’ordre 3 ( avec reste d’ordre 4 ) entre x et I est :
in(c

; V2
i < 2 () e ) )
Avec c=T+ ( —%) 6€lo, 1.

5.1.2 Formule de Maclaurin Lagrange

Définition 5.1

Soit I un intervalle ouvert contenant 0. Soit f : I — R une fonction réelle vérifiant les hypothése

du théoréme 1 . La formule de Taylor Lagrange (TL) avec xq = 0 est appelée formule de Maclaurin-

Lagrange :

x2

fubf@+%f@+g Jﬂﬂ

La relation (5.3) est appelée formule de Maclaurin-Lagrange d’ordre n de la fonction f .

" n+1
(2)(0)+...+_f(n)(0)+

o Fr @ x), €0, 1] (5.3)

Remargues :
. Le nombre x dans la formule de Maclaurin-Lagrange (M L) est positif ou négatif strictement.

2. La formule de Maclaurin Lagrange (ML) s ecrlt f P,(x)+R ( ) , avec

P,(x)=ag+ayx+---+a,x" ouay=f(0)eta, = f Pourk—12

&9
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R, (x)= (il‘i—T), fn+1)(0 x) avec 6 €]0, 1] .
Exemple 5.2 Ecrire la formule de Maclaurin-Lagrange d’ordre n de la fonction x — e*.
Réponses : La fonction f est indéfiniment dérivable su IR. Sa dérivée d’ordre 1 est x — f") (x) = * . Donc
fM(0)=1
Ainsi, la formule de Maclaurin-Lagrange de f s’écrit
e":1+x+z—j+§—j+m+i—lz + x(l;%i?!x avec 0<0<1

5.1.3 Formule de Taylor Young

( Formule de Taylor avec reste de Young )
Soient n € IN et I un intervalle ouvert. Soit f : 1 — IR une fonction réelle. Soit x € I et supposons que
£ (x) existe.
Alors il existe une fonction € : V(xg) — R définie au voisinage V (xg) de x tels que lim,_,, € (x) = 0
et pour tout
xeV(xg), x#xqona:

2
£ = f )+ B0 () 2O !
Le terme (x —x )" €(x) est appelé reste de Young d’ordre n . La relation (TY) est appelée formule de

(x —x0)"

(2)
[ (xo) +--- 4+ 0

O (o) +(x—x0 )" e(x)  (TY)

Taylor-Young d’ordre n autour de x .

Remarques :
1. Pour n =0 la formule de Taylor-Young (TY) s’écrit : f (x) = f (xg) + &(x) , donc € (xy) = 0 . C’est-a-dire
la fonction ¢ est continue au point x .
2. Il est clair que si la formule de Taylor-Lagrange est applicable pour une fonction réelle f alors la formule

de Taylor-Young est automatiquement applicable. En effet, on a
)1’[+1

n_ (k) ~
f(X) = f(X())—i-kZ:d(f k(!XO) ) (X—X())k +(x(n+]_)! f(”+1)(c)
L (k)
Z(% ) (x=x0)" +(x=x0)"
k=0 ’

Exemple 5.3 Ecrire la formule de Taylor-Young de la fonction x —> In(x+2) al’ordre 3 autourde 1 .
Réponses : La fonction f : x — In(x+2) estindéfiniment dérivable sur | -2, +oo[ . On doit calculer les
trois premieres dérivées de la fonction f :

1 1
/ = fr— ’ 1 = —
fx)=—5 =f1)=3

p 1 "(1) 1

flo=-——y L1

(x+2) 20 18

2 G 1

O (x) = [ _ 1

(x+2)° 3! 81
Ainsi, la formule de Taylor- Young de f d’ordre 3 autour de 1, s’écrit

1 1 1
In(x+2) =In3+ 2 (x-1)- ¢ (x—1)2+8—1 (x=1)°+(x-1)° ¢(x)

Avec lim,_,;e(x) = 0.
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5.1.4 Formule de Maclaurin Young

Si xy = 0 dans le théoréme 2 , alors on obtient sous les mémes hypotheses, la formule de Maclaurin Young

al’ordre n :
2 n

) (0) 4 .-+ % F(0)+x" e(x) (MY)

f@=f O+ 0+

avec lim,_,o €(x) = 0.
Remarque : La formule de Maclaurin Young (MY) s’écrit : f (x) = P,(x) + x" e(x) , avec lim,_,g&(x) =0 et

(k)
P,(x)=ag+ayx+---+a,x" ouag=f(0)eta :%Pourk: 1,2,...,n.

Exemple 5.4 Ecrire la formule de Maclaurin Young a I’ordre 4 de la fonction f : |- 1, +c0[ = RR; f (x) 3

= 2x+1

3
2x+1

formule de Maclaurin Young est applicable pour f. D’autre part, la dérivée n'eme de f existe au point O pour tout
3(=2)" n!
(2x+1)"H

Réponse : La fonction f : x est de classe C* sur 'intervalle I =] — % , +oo[ qui contient 0. Donc la

€ IN . Un calcul simple montre que : f(”) (x) = , Yxel, VYnelN. Ainsi, pour tout n € IN*, nous

)
avons L n!(O) =3(-2)".
La formule de Maclaurin Young de f al’ordre n est alors

f(x)=3—6x+12x%—24x3 +---+ 3(=2)" x" + x" £(x) avec lim,_,o €(x) = 0.

Remarque générale : La formule de Taylor Lagrange a un caractere global ( elle est applicable sur un intervalle

) tandis que celle de Taylor Young a un caractere local ( elle est applicable sur un voisinage d’un point ).

5.1.5 La notation petit o

Définition 5.2

Soit xy € R, et soit V un voisinage de x . Soient f , § deux fonctions réelles définies sur V (xq) sauf

peut étre en x . Supposons que la fonction g ne s’annule pas sur V\{x}.

0 _ g

g(x) )

Onnotepar f =0(g), x— xgoupar f(x)=0(g(x)), x — x pour dire que f est négligeable devant

On dit que f est négligeable devant g au voisinage de xo si ~ lim, _,

g au voisinage de x. Cette notation se lit : f est un petit oh de g lorsque x tend vers x.
S’il n’est y a pas de risque de confusion, on note tout simplement f = 0(g) ou f (x) = 0(g(x)) en supposant
que x est défini par le contexte . En particulier :

1. f(x) =o(1) signifie que xh_)n)rcl f(x)=0.(mémesixg=0 ).
f(x)

2. =o(x") signi lim — = 0.
f(x) =o0(x") signifie que lim ==

3. f(x)=o0((x—xq)") signifie que lim G

=0.
5 (= %)

11 est clair que la notation o(1) au voisinage de x; , représente n’importe quelle fonction réelle qui tend vers O,
lorsque sa variable tend vers x( . Donc si on a

f=o(r=x)") = lim O o
Il en résulte que
Fo=o((r-x)) = L o
(x—xp)

Donc
fx)=0((x-x)") &= f(x) = (x-x)" o(1)

Autrement dit, n’importe quelle fonction négligeable devant (x — x,)" au voisinage de x, , s’écrit comme le
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produit de (x — x()" par une certaine fonction qui tend vers zéro au point x .
Exemple 5.5

1. Onaﬁ—::x—>0 quand x — 0 ,doncx4:o(x3).

sin(x)

— — 1 , donc

.2 .
2. Ona % = sin (x) (%) — 0 quand — 0, puisque sin(x) — 0 et

sin? (x) = o(x)

1
3. limx cos(;): 0, donc xcos(%) =o(1).

x—0
4 4x+3
4. lirr} xx—xlzlirr}(x3+x2+x—3):0,donc "4;4#’{”’:0(96—1).(Auvoisinagedel).
x— - x—

Remarques importantes :

1. La notation o(g) au voisinage d’un nombre x, est I’ensemble de toutes les fonctions réelle définies au
voisinage de x ,sauf peut étre en x ,qui sont négligeables devant g au voisinage de x( . Ainsi
o(g):{f :Vi(xg) > R : leII}CO % = 0}

Donc I’écriture f = o0(g) signifie f € o( g) . Autrement dit, dans I’écriture f =0 ( g ), la fonction f est une
fonction parmi toute les autres fonctions négligeables devant ¢ au voisinage de x( . C’est-a-dire f est une
représentante de o( g ). Souvent, on écrit f (x) = 0 (g(x)) a la place de f = o(g).

Par exemple on a bien qu’au voisinage de 0 : x> = o(x*) et que x> = 0 (x3) , cela n’implique pas que o (x4) =o(x3)
, mais plutdt signifie que I’ensemble o (x4) est inclus dans I’ensemble o(x3) . Ainsi, au voisinage de 0; nous
avons les inclusions

o(x”“)co(x")C-~Co(x3)co(x2)co(x)co(l) (%)

1. De larelation (+) on en déduitque : f (x) =o(x") et p<n— f(x)=o0(xP)

2. Lécriture f (x) = p(x)+o( (x—xg)") signifie que dans un voisinage de x , f(x) est égale & p(x) plus une
fonction négligeable devant (x —x()" . C’est-a-dire qu’il existe une fonction € : V (xg) — IR définie sur
un voisinage V(xg) de x tels que lim,_,y € (x) = Oet f(x) =p(x)+ (x —x)" &(x) sur V(xq) .

3. Le reste de la formule de Taylor-Young (TY) ( resp : Maclaurin-Young (MY) ) a I’ordre n autour de xg ,
(resp : autour de 0 ) est négligeable devant (x — x()" (resp : devant x ), il s’écrit alors o ((x —xg)" ) (
resp:o(x") ).

Ainsi la formule de de Taylor-Young (TY) s’écrit de la maniére suivante :

— )2 _\n
F= o)+ I gy BERO 01 )y BEOR 0 ) ()
et la formule de Maclaurin Young s’écrit
2 n
F@=f O+ f/(0)+ 5 FO0)+-+ = F(0)+0(x")

5.1.6 Formules de Maclaurin-Young des fonctions usuelles

1 1
1-x > 1+x

a € R"™\\ {1} ) admettent des dérivées de n’import quel ordre au point O . Donc elles admettent des développements

Les fonctions x — ¢* , > sin(x) , x  cos(x) x), x — X x> In(x+1) , x> (x+1)% (

de Maclaurin-Young d’ordre n quelconque. Un calcul simple montre qu’au voisinage de 0, on a : ( Vérifier les
calculs a titre d’exercice )
2 3 n
LoeX=1+x+%+5+-+75+o(x").

(=1)P 2041 N 0(x2p+1 ) ., n=2p+1

. _ X3 x5
2. sm(x)_x—§+§+...+w
2 4 _1\Py2p
3. cos(x):l—%+%+...+%+o(x2p), n=2p .
4o =lex+ x4 23+ x ro(x) et T = 1—x+x? —xP 4+ (=1)"x" + o(x")
5 11’1(x+1):x—x—22+3§3+.. +& x”+0(x”).
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ala-1)(a=2) 3

—1)...(a—n+1
x2+ 2 x3 4 ... g dlazl)(a-ntl)

n!

(x+1) —1+ax+a(“!_1) x"+o(x™) . a e R\ ({1} .

_ 33 (-1)"" 1x3x5%-x(2n=3) 5 "
VX (x+1)7 =1+ 3- 2><4 todaxe Tt 2xAx6x--x(21) X"+ o(x").

5.1.7 Application de la formule de Taylor : Recherche d’extremum

On a déja vu que si une fonction dérivable f admet un extremum local en un point x, alors f’(xg) = 0; mais
la réciproque est fausse en général. Ce probléme peut étre précisé si la formule de Taylor est applicable a la

fonction f au voisinage de x .

Soit f une fonction réelle de classe C" ( n > 2 ) au voisinage d’un point x . Supposons de plus que :

f'xo)=f (xo)=-=f"Dxo)=0 et f"(x)=0.
Alors :
1. f admette un maximum local en x si et seulement si n est pair et f™ (x;) < 0.

2. f admette un minimum local en x si et seulement si n est pair et f(”) (xg) > 0.

La preuve du théoréme précédent est basé sur le lemme suivant :

Soit u : I — R une fonction réelle continue sur ’intervalle ouvert I . Soit xo € I, telle que u (xqg) =0 .

Alors il existe un nombre réel >0, telle que sur l'intervalle |xg —1 , xo +1 [, le signe de u(x) est celui

de u(xp) .
La fonction u étant continue au point x , il vient alors d’apres la définition que
Ve>0 Ar >0 :Vxel : xg—r<x<xg+r = u(xg)—e< u(x)<u(xg)+e ()
Puisque u (xg) = 0, alors on peut choisir € = M > 0. Alors d’apres la relation (*) on en déduit qu’il existe un
n >0 tel que :
Xg—N<x<Xg+H = u(xg)— |“(;C0)| < u(x)<u(xg)+ |”(;C0)| (%)

Donc :

1. si u(xg) > 0 alors la relation (x+) entraine que u (x) > u(g") >0 ,Vxelxg—1n, xo+1[.

u(x )

0

2. siu(xg) < 0 alors la relation (++) entraine que u (x) < <0, Vxelxg—1n, xo+1[.
|

Preuve du Théoréme 3 : La fonction f étant de classe C" au voisinage V de x , alors f (") est continue sur V.

Comme f " (xg) # 0, il vient d’apres le lemme précédent il existe un nombre réel n >0, telle que
W=lxg—n,xg+n[CV etque £ (x) est de méme signe de f (") (x,) sur I'intervalle W. D’autre part, la
formule de Taylor — Lagrange d’ordre n — 1 est applicable a la fonction f sur W. Donc, pour tout x € W et x # x

on a "
" (c)
Fe0= f o+ (emx) L (e
Ou c est un nombre strictement compris entre x et . Ainsi le signe de f ) est celui de f Xp) . Donc
()
. Si n est pair et " (xo) >0 alors (x—x)" fn!(c) >0 ; ce qui 1mp11que d’apres (***) que pour tout
xeWwW
f ) > f (xg); Cest-a-dire f(xg) est minimum local de f. .
()
. Si n est pair et ™ (xo) <0 alors (x—x)" % < 0 ; ce qui implique d’aprés (***) que pour tout
xeW
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f(x) < f(xg); C’est-a-dire f(x) est maximum local de . .
Un cas particulier et fréquent du théoréeme précédent est pour n = 2. Nous avons donc le corollaire suivant :
Corollaire 1 : Soit f une fonction réelle de classe C? au voisinage d’un point x telles que f”(xy) = 0 et f " (xg) #
0.
Alors :

|. f admette un maximum local en x si et seulement si 1 est pair et f (xy) <0 .

2. f admette un minimum local en x si et seulement si 1 est pair et f "(x0)>0.
Exemple 6 : Soit f : R — IR la fonction définie par f (x) = (x + 1)4 e . Il est clair que f est de classe C* sur
R.
Onapourtout e R, f'(x) = (x+ 1)} (3-x)e™* . Donc f'(=1)=f"(3) = 0. (1 et3 sontdeux points critiques
de f).
D’autre part, par un calcul des dérivées d’ordre supérieur, on trouve facilement que

1. f/(3)=0et f (3)=-64¢3 <0.Donc f(3) =256 ¢ est un maximum local de f .

2. f/(-1)=f(-1)= fO(-1)=0et f#(=1)=24 ¢ >0.Donc f (-1) = 0 est un minimum local de . De

plus il est clair que pour tout x € R: f (x) > 0= f(—1), ce que signifie que 0 est un minimum global de f .

5.2 Développements limités d’ordre n au voisinage de zéro

Nous avons vu que la formule de Taylor-Young permet d’approchée une fonction f atour d’un point x, par un
polynéme P, de degré n dés que f (") (x,) existe. Plus précisément, la différence f — P, est négligeable devant la
fonction x — (x — x)" au voisinage de xg , ¢’est-a-dire : f (x) = B, (x)+ o ((x —x¢)" ) (%) .

Soit par exemple f définie sur I =[-1, 1], par

x

fo)= 0 si x=0

{ 1+x+2x2+x3sin(1) si xeletx=0

1
X

Il est clair que f n’est pas continue au point 0 . De plus, on voit que x>

sin( ) = 0(x?) au voisinage de 0. Donc,
pour tout x € I et = 0, la relation ($) est satisfaite avec xy = 0, et P, (x) = 1 + x+2x>, n =2 . En conséquence,
dans le cas général, Le polyndme P, qui vérifier ($) au voisinage de x, peut exister sans que la fonction f soit

continue en x . Ceci nous amene a la notion de développement limité.

5.2.1 Définition et exemple

Définition 5.3

Soit f une fonction réelle définie sur un voisinage de 0, sauf peut étre en 0 . On dit que f admet un

développement limité d’ordre n au voisinage de 0 s’il existe un intervalle I de centre 0 des constantes

réelsay, ay, ap, ..., a, tels que pour toutx €l etx=0ona:

fx)=ag+a1x+ay x>+ +a, x" +x"(x) (dl)

Ouce : I >R estunefonction réelle, telle que lim,_,q ¢ (x) = 0.
La relation (dl) s’écrit aussi de la maniére suivante
f(xX)=ag+a1x+ay x>+ +a, x" +o(x")

Le polynéme P, (x) = ag+ a;x+a, x> + -+ a, x" dans la formule (dl) est appelé partie réguliére du

développement et

x"e (x) = o(x™) est appelé reste ou terme complémentaire .
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Abréviation : La phrase, <’ développement limité d’ordre # au voisinage de 0 ** sera agréger en DL,,(0) .

Exemple 7 : En considérant la suite géométrique de terme général x" ol x = 1 , on a bien la somme

1 _xn+1
T+x+x2 44 x= ———
1-x
Donc, pour toutx #1 ona
1 5 xn+1
=l+x+x "+ +x"+
1-x 1-x
n+1 . z .
Remarquons que % =x" &(x) avec £(x) = =; . Comme lim,_,y ¢ (x) = 0, on en déduit quele DL,(0)
de la fonction x llfx au voisinage de 0 est ﬁ =1+x+x2+-+x"+x" &(x)
On écrit aussi llfx =1+x+x2+---+x"+0(x") pour tout x dans un voisinage de 0 et = 1 . En particulier
1. Le DL(0) de la fonction x llfx est: ﬁ =1+ e(x)=1+0(1).

2. Le DL, (0) de la fonction x > —— est : ﬁ =l+x+xe(x)=1+x+0(x).

1-x
1 2 2

3. Le DL,(0) de la fonction x — +— est : 117 =1l+x+x

T—x +X

e(x)=1+x+x>+0(x?).
Remarques :

I. Si f admetun DL, (0) alors f a une limite finie au point O . En effet

f(xX)=ag+aix+ar x> +-+a, x"+o(x") = lirr(l) f(x) = ag existe
X—

Donc par contra posé on en déduit que

(lim,_,o f(x) n’existe pas)=— ( f n’admet aucun DL,(0)).

Autrement dit, ’existence de la limite de f au point O est une condition nécessaire pour que son DL, (0) soit
existe.

) n’a aucun L,(0) , (

==

Par exemple, lim,_,, cos()l—c) n’existe pas ce qui signifie que la fonction x cos(
YVn>0).
1. Si f est continue au point O et admet un DL, (0) ( DL a I’ordre 1) alors f s’écrit au voisinage de O :
f(x)=ag+a;x+o(x)
Ona lim,_,y f(x) =ayg=f(0). Ainsi
f(x)=f(0)+a; x+o0(x) = f(x)—f(0)=a;x+x0(1) =

M = a; ce qui signifie que f est dérivable au point 0 et f’(0) = a; .

Donc lim,_,g
Nous avons établi alors que pour une fonction f continue en 0 :
( f admetun DL(0) ) = ( f est dérivable au point 0 )

Par contra posé nous obtenons alors

( f est continue en 0 mais elle n’est pas dérivable au point 0 ) = ( f n’admet aucun DL, (0) pourn>1).

5.2.2 Unicité de développement limité

Si une fonction f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0, ce développement est

unique.

Supposons que la fonction f admet deux DL, (0) :
f(x)= ag+ayx+ay x> +---+a, x" +x" & (x) avec lim,_,q & (x) = 0,
f(x)= bo+bix+byx>+---+b, x" +x" &5 (x) avec lim,_,o & (x) = 0.

Alors on a pour tout x = 0 dans un voisinage de O :

(a9 =bo) + (a1 —by)x+---+(a, —by)x" =x" ( &(x)—€1(x) ) ($1)
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En faisant x tendre vers 0 dans la relation ($1) on obtient ag = b, . Donc ($1) devient
(a1 =by)x+-+(a, —by)x" =x" (&2(x) - € (x))
Comme x = 0, on en déduit
(1 =by) + oo+ (@ = b)x" =" (e (1) -0 () ($2)
Par le passage a la limite dans ($2) quand x — 0 , on obtient a; = b; . De la méme maniére on trouve
ap = bz, ey Ay 1 = bn—l Ctﬂn—bn = €2(X)—€1 (X) .
Ainsi:a,—b,=lim, o (& (x) —&1(x))=0 = a,=b, = & (x)= &(x) .
Par conséquent, le DL,,(0) de f est unique . [

Maintenant voyons quelques conséquences importante du théoreme d’unicité de DL.

Si une fonction paire ( resp : impaire ) admet un développement limité au voisinge de 0, alors la partie

réguliere de ce développement est un polynéme pair ( resp : impair ) .

Supposons que f est paire. Soit le DL,,(0) de f :
f(xX)=ag+aix+ay x>+ +a, x" +x" e(x)
En remplagant x par —x , on obtient

f(=x)=ag—ajx+ar x> +--+(=1)"a, x"+ x"[ (=1)" e(-x)].

n

En égalant les développements de f(x) et f(—x), il vient € (x) = (—1)" e(—x) et

a = (-1)fay . Vke{0,1,2,...,n)

Maintenant, pour k = 2p + 1, on trouve a;,,1 = 0, c’est-a-dire que dans la partie réguliere, les coefficients
d’indice impair sont tous nuls. Un raisonnement similaire montre que si f est impaire, alors tout les coefficients
d’indice pair de la partie réguliere de son DL, sont nuls.
Par conséquent, DL,(0) de f s’écrit :

I. f(x)=ag+ax>+---+ azp x%P +0(x?P) si f est pair, ot p est le plus grand entier tel que 2p <7 .

2. f(x)=ajx+azx>+--+ a2p+1 x2P*1 4 o(x2P*1) si f est impair , ol p est le plus grand entier tel que

2p+1<n

Si f (m(0) existe, alors f admet le développement limité unique d’ordre n suivant

f(x):f(0)+f'(0)x+mx2+”_+w

n n
o X +o(x")
Si f (M(0) existe, alors la formule de Maclaurin-Young d’ordre # s applique 2 f , et cette
formule donne le , DL,,(0) de f puisque ce développement est unique . [ |
Si f(”)(O) existe et si le DL, (0) de f est
f(xX)=ag+ax+ay x>+ +a, x" +o(x")

(k)
Alors d’apres le corollaire 2 , on déduit que pour toutles k = 1,2,..n,ona g, = f k!(O) .

5.2.3 Développement limité usuels obtenus par la formule de Maclaurin Young

En appliquant le corollaire 2 précédent, qui affirme que le DL, (0) d’une fonction f coincide avec sa formule de
Maclaurin-Young dés que f (m(0) existe, on obtient alors les développements usuels suivants :

2 3 n
LoeX=1+x+3+5+-+ 37 +0(x").
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(2p+1)!

.cos(x)=1—2—!+@+---+ﬂ+o(x2p), n=2p .

2p+1
2. sin(x):x_§_+’é_5+...+M+o(x2P+l), n=2p+1
x
3 (2p)!

4o =T+x+x?+ 23+ +x" +o(x")

5. p=l-x+x?=x3+-+(=1)"x" + o(x") .

6 1n(x+1):x—x—22+x?+ +% x"+o(x").

; (x+l)a:1+ax+a(0;1) x2+a(afg)'(a72) x3+,,_+wx”+0(x”).a€IR*\{1}.
1 1 n-1 1x3x5x%--%x(2n-3

8. Vx+1 =(x+1)? =1+3- 2><4+2?<4f><6+ -+ )2x4i6§~-~XX(2XVE)n Pt o(x).

5.2.4 Opérations sur les développements limités

De point de vue théorique, les développements limités des fonctions possédants des dérivées d’ordre n peuvent
calculer par la formules de Maclaurin Young. Ceci est possible et pratique si I’on peut calculer facilement les
dérivées jusqu’au I'ordre # . Dans le cas général, ces calculs des dérivées sont fastidieux voir trés compliqué.
Le plus souvent on calcule les développements limités a partir des autres par des opérations algébriques, par
dérivation ou par intégration. Rappelons que I’écriture w = o(x") signifie que w € o(x") . i.e. w est un élément
de I’ensemble o(x") des fonctions négligeables devant la fonction x — x" au voisinage de 0.

Rappelons aussi que o(1) est I’ensemble de toute les fonctions réelles qui tendent vers 0 au point 0.

On a bien évidemment o (x") = x" 0(1) .

Proposition 5.1

I. Siu=o(x")etn>p alors u =o(xP). Autrement dit o (x"*) Co(xP)Co(1), V p < n.

2. Siu=o(x")et A e R* alors A u = o(x") . Autrement dit A o (x"*) Co(x"), VAeR", Yn=>0.
3. Siu=o(x")etv=o0(xP)alors u+v € o(x™™" PV Autrement dit o (x")+ 0 (xP) C o(x™in{n P} ),
4. Siu=o(x")etv=o0(xP)alors u.v =o(x"*P). Autrement dit o (x").o (xP) C o(x"*P).

Preuve : Exercice .
1. Développements limités obtenus par restriction :

Proposition 5.2

Si f admet un DL, (0) alors elle admet aussi des DL,(0) pour toutp <n—1.

Soit p < n et soitle DL,(0) de f : f(x) =ag+a;x+ap x> +---+a, x" +o(x") .

En se basant sur 1’égalité o (x") = x"0(??) , on obtient

f(x)=ag+a;x+ay x2+---+ap xP + xP( ap+1x+ap+2x2+---+an x"P+x"Po(1))
On pose &(x) =ap,1x+ ap+2x2 4+t a, x"P+x""Po(??) . Ainsi, nous avons lim,_,; ¢ (x) = 0= ¢e(x) =
o(??) et

f(x)=apg+ax+ap x2+---+ap xP+xPo(l)=ag+a;x+ay x2+---+ap xP +o(xP)
Cestle DL,(0) de la fonction . [
Exemple 5.6 On a le DL35(0) de la foncgion x—In(x+1) :In(x+1)=x- 3 + 5 +o(x°) .
Donc, In(x+1) :x—%+o(x4) car %+0(x5) :x4(§+x 0(1)) =x*0(1)=o(x*).
L'écriture In(x+1) = x— %3 +0(x*) estle DL4(0) de la fonction x - In(x +1) .
D’autre part,onaln(x+1)=x— "3—3 +o(xt) =x- "—33 + 0(x3) c’estle DL3(0) de la fonction x > In(x+ 1) .
2. Opérations algébriques sur les développements limités :
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Soient f et g deux fonctions réelles admettant des DL, (0) ( de méme ordre n ). Alors les fonctions f + g
et f.g
Admettant des DL,,(0), et il en est de méme de {% silim, ,0g(x) =0 . Deplus:
1. La partie réguliére du DL, (0) de f + g est la somme des parties réguliéres des DL,,(0) de f et
2. La partie réguliere du DL,,(0) de f.g est le polynéme de degré < n obtenu on faisant le produit des
parties réguliéres de f par celle de g en ne gardant que les termes de degré inférieur ou égal a n .
3. La partie réguliére du DL, (0) de é est le quotient a l'ordre n dans la division suivant les puissances

croissantes de la partie réguliére de f par celle de .

Exemple 5.7 Trouver le DL,,(0) de la fonction f dans les cas suivants :
I. f(x)=ch(x),n=2p.(p=1)

2. f(x)=sh(x),n=2p+1.(p=0)
3. f(x)=si )e‘x,n:6.
4 f(x)=tan(x), n=5
Réponses :

N . 2 2,
I. Onadéjavule DLy,(0) de la fonction x > e* 1 e =1+ x+ 5+ + (xp +o(x?P) .
—x ESO - N S APy P
En remplagant x par —x , on trouve e =1 - x+ 5 + op-n t (2p)!0(

S _ e _ x> xt x2P 2
AlnSlCh(X)— ) —1+ﬁ+ﬂ+"‘+(2—p)!+0(xp).

1. De la méme maniére on obtient
X — X x3 X5 x2p+1
sh =X+ 4+ -+ ——+o0(x
(x) = 2 3! 5! (2p+1)! (

2. La partie réguliere du DL(0) de la fonction x + sin(x) est: Py(x) =x— 5 + ’g— et celle du DLg(0)

3 x4 x5

de la fonction x > e™* est:Pz(x):l—x+’§—?—%+m—§+§ .
Il est clair que le produit P; (x).P5(x) est un polyndme de degré 11. On note par Q(x) ce produit en ne gardant
que les termes de puissances < 6 . Ainsi

Q(x):Pl(x)_xpl(x)+x2_2 (X—x—; )—x?i(x—ﬁ)+x—4 (x)—i(x)

Apres les calculs et la réarrangements des termes, on trouve

1 3 1 5 1 6
+ R +_
Q(X)—X X 3X 3 X 9 X

Finalement, le DLg(0) de f est

== xXx—-Xx"+=-x"——x"+—x"+o0(x
3 30 90
1. La partie réguliere du DL5(0) de la fonction x — sin (x) est:Py(x)=x- ’;—3, + ’é—? ,etcelle du DL5(0)
sin(x) _ P(x)+o(x%)
cos(x) — Py(x)+o(x?)
Soit Q(x) le quotient obtenu dans la division suivant les puissances croissantes de P; (x) par P (x)

1 1 1
sin(x) e™* 2 3 > %+ 0(x°)

de la fonction x > cos(x) est: Py(x)=1- 2, + 4, . Donc tan(x) =

On trouve : . 5
3 5
X)=x+=-x"+—x
Q(x) 3 15
Finalement, on a )
3 5 5
tan(x)=x+—-x"+ — x” +o(x
an (x) = x+ < ¥+ = 2° + o(x?)

3. Développement limité d’une fonction composée :
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Proposition 5.3

Soit u deux fonctions admettant des DL, (0) , de parties réguliéres f, , u, . Si (0) = 0, la fonction
composée f ou admet admet alors un DL,,(0), sa partie réguliére s’obtient a partir de f, o u, et en ne

gardant que les termes de puissances < n.

Exemple 5.8 Trouver le DL, (0) de la fonction f dans les cas suivants :

I f(x esin®) =8
2. f(x) zln(cos(x)) ,n=4.
Réponses

I. Onae* —1+Zk li—k-i- x%) et u= sin(x):x—g+ﬁ+o(x6).
u

Alors: f(x)=e" =1+ 22:1 Tt 0(x%) .
D’autre part, Nous avons :
w_l (x—x—3+£)2+o(x8): l(x—x—3+£)(x—£+X—S)+0(366)
2 6 120
On fait la multiplication et en ne conservant que les termes de puissances < 8 , nous obtenons :

1 1 1
uz = Ex2 — 8x4 + Exﬁ + 0(X6)

Aa 1 _ u_1(1,2_ 1.4, 1.6 x, x 6
DememeF—T.g—g(jx —EX +EX)(X—?+T)+O(X).

w _1,3_1.5 6
On trouve THSI 3 ;gx — 15X 3+o(x5)
w1 (w \_1(,_ x> x> \(1,3_ 1,5 6
Deplus,ﬂ_4u(6 )_4(x c 12 )(6x 15X )+o(x) on trouve apres calcul
u4 1 4 6

—_ = —X
24 24 36
. A . 5 5 6 5
En poursuivant cette méthodologie, on montre que {55 = 755 + 0(x%) et 455 = 55 + 0(x%) .

. . k
Finalement on fait la somme des termes de type % aveck=0,1,2,...,6, nous obtenons

Sl = 1+x+§x —g X T X o X +0(x%)
1. Le DL4(0) de la fonction x > In(x + 1) est :ln(x+1):x—§+x—;—"7;+o(x4) etle DL4(0) de la

fonction

2 X4 2 4

X > cos(x) estcos(x)zl—%+2—4+o(x4) . Donc, In(cos(x) ) = In( 1—7+’2‘—+0(x4))=1n(1+u)avec

_oxr oyt 4 P
u——7+ﬂ+0(x ).A1n51.

In(cos(x) ) = In( 1+u):u——+———+o(x4)

D’autre part, on a

2 2\ 2 24
Et %3 = _%4 = 0(x*) . Ainsi par la somme de ces termes on trouve finalement
1 1
In(cos(x)) = — 5 x% - Ex4 +o(x*)

4. Développements limités obtenus par intégration :

Définition 5.4

Soit f : I — R une fonction réelle continue sur ’intervalle I . Une fonction F : 1 — R dérivable sur I

est appelée primitive de f sur I si pour tout x € I : F’(x) = f(x) .

On admet le théoréme suivant :
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Soit I un intervalle ouvert contenant 0, et soit f : 1 — R une fonction réelle continue sur I . Soit
F : 1 — R une primitive de f surI . Si f admet le DL, (0) suivant

f(xX)=ag+a1x+ay x>+ +a, x" +o(x")

Alors la fonction F admet le DL, .1(0) ( d’ordre n+ 1 ) suivant

ai o 42 3 An_  n+l n+l1
F(x))=F(0)+agx+—x"+—=x"+---+ X
(x) = F(0)+ag x+ 2 27+ 3 " )

+o(x
Exemple 5.9
1. On sait bien que la fonction x — Arctan(x) est une primitive sur R de la fonction — leﬁ .
Or i~ = A7 avec = x> > 0 quand x — 0 . Donc
1
x2+1  u+1
En remplagons u = x? dans le développement précédent, on trouve
1
x2+1 u+l
Comme an (0) = 0, il vient d’apres le théoreme précédent que :

3

=l-u+u’—u’+-+(=1)"u" +o(u")

=1-x2+xt = x4+ (1) %P 4 o (x?)

3 5 7 n
o X (=D)" 21 2041
Arct = S I S A 22 n+
retan(x) = x-F+5-3 el o(x*"!)
3 5 7 n
X X X (_1) 2n+1 2n+1
= -t — - — e ——= +
X 3 5 7 2n+1x O(X )

I. Soita € R*, @ # -1 .Le DL,(0) de la fonction x > (1 + x)* est :
ala=1) , ala-1)(a-2)

a _
(x+1)" = 1+ax+ o X<+ o
-1)...(a—n+1
P C )n'(“ D) o)
. . _ 1 . 1 .
En particulier, pour = —5 , on trouve le DL,,(0) de la fonction x i
2 3
1 _ 1_lx_'_(l—) 1><3x2+(1—) x1x3x5 4
Vx+1 2 22 x 2! 23 x 3!
(1-)"1x3x5x---x(2n—1)
+ et T x"+o(x") (%)
Remarquons que 2"n! =2 x4 x 6 x --- x (2n) ( produit des nombres pairs ). Alors (*) devient
q q p p
1 o 1x+(1—)21><3x2+(1—)3x1><3x5 3
Vit+l 2 2x4 2x4%x6
1-)"1x3x5x%x--x(2n-1
+ +( ) X3 XX X(Tl )xn+0(xn) (*)

2X4X6X---x(2n)

Soit maintenant €] — 1, 1[ . En remplacant dans (+) x par —x? et en suite par x? on trouve
1 :1+lx2+ 1x3 x4+1X3X5x6+---+1X3X5xmx(2n_1)x2”+0(x2”)
1_x2 2 22 x 2! 2x4x6 2x4x6x---%x(2n)
1 o 1x2+(1—)21><3x4+(1—)3><1><3><5 ¢
Viex2 2 2x4 2x4%x6
1-)"1x3x5x%x--x(2n-1
N +( )" I x3x5x%x-+-x(2n )x2n+0(x2n)

2X4X6X%X---x(2n)
D’autre part, on sait bien que la fonction x — Arcsin(x) (resp : x — Argsh(x) ) est une primitive de la fonction
L_sur]—1, 1[(resp:de x — —— sur R)

V1-x2 V1+x2
Comme Arcsin(0) = 0 et Argsh(0) = 0, on obtient en utilisant le théoréme d’intégration de DL, les DL;,,,1(0)

X =
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des fonction x — Arcsin(x) et: x — Argsh(x) suivants :

. 1 x> 1x3 x> 1x3x5 «x’
Arcsin(x) = ST toa 5 ENETI A

1x3x5x%x---x(2n-1) x2n+l 2n+1
b g +

Ixax6x <@ i o)

Argsh(x) 1x3+1><3 x> 1x3x5 7
rgsh(x) = x—=- — _—— =
8 23 2x4 5 25x31 7
. m+(_1)nl><3><5><---><(2n—1) x2”+1+0(x2n+1)

2x4x6x%x---x(2n) 2n+1
5. Développements limités obtenus par dérivation :

On admet le théoréme suivant :

: Soit I un intervalle ouvert contenant 0, et soit f : 1 — IR une fonction réelle dérivable sur I . Si f
admet un DL,,(0) et si sa dérivée f’ admet un DL,_1(0) ( d’ordre n—1 ), alors la partie réguliére du
développement de la dérivée [’

est la dérivée de la partie réguliére du développement de f . C’est-a-dire sile DL,,(0) de f est

f(x)=ag+a1x+ay x>+ +a, x" +o(x").

et si f est dérivable sur I et sa dérivée admet un L,,_1(0), alors ce développement est

n n—l)

f/(x):al +2a2x+3a3x2+...+nanx —1+0(x

]

Si f("(0) existe (la dérivée d’ordre n de f au point 0 ), alors c’est la dérivée d’ordre 1 — 1 de f
au point 0. Donc la formule de Maclaurin-Young d’ordre 1 — 1 est applicable a f” qui donne le DL,,_1(0) de " .

Evidemment la partie réguliere du DL,,_;(0) de f est la dérivée du la partie réguliere du DL,,(0) de la fonction .
1

7 sont indéfiniment dérivables sur =]—oo0, 1]

Exemple 5.10 La fonction x +— llfx et sa fonction dérivée x —

1

De plus le DL,,.1(0) de la fonction x > 1= est :

2 1 n+1)

—— =1+x+x"++x"+ X" o(x

1-x

Donc d’apres le théoréme 6, on en déduit que le DL,,(0) de fonction dérivée x (1_1x)

5 est

Ry =1+42x+3x%+--+(n+1)x" +o(x")
-x

5.3 Développements limités d’ordre n au voisinage d’un point x,

Définition 5.5

On dit qu’une fonction réelle f définie sur un voisinage d’un point x, € R, sauf peut étre en xy , admet au

voisinage de x, un développement limité d’ordre n si la fonction t — f(t + xo) admet un DL,,(0) .
De plus , soit v > 0 et soit x €] xg— 1, X+ r[ ( voisinage de xy ) . On pose t = x—xy <> x=1t+Xq.
Donc t €] —r, r[ ( voisinage de 0 ). Soit maintenant g(t) = f(t+xq). Si g admet un DL,(0) :

g(t) = ag+art+ayt’ +---+a,t" +o(t")
Alors le développement limité d’ordre n au voisinage de x de f est

f(x) =g(x—xp) =ag+ai(x—xp) Jrﬂz(X—Xo)2 +-o+ a,(x —x0)" + 0((x — x0)")

Abréviation : La phrase, ”_développement limité d’ordre # au voisinage de x( “’ sera agréger en DL, (xg) .
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Remarques :
I. La fonction f admetun DL, (xp) = lim,_,, f(x) existe.

2. Silim,_,,, f(x) n’existe pas alors f n’admet aucun DL, (xg) pour tout n € IN .
3. Si f est continue au point x; et si elle admet un DL, (x() (d’ordre 1) alors elle est dérivable au point xj .
4. Si f admet des dérivées successives jusqu’au I’ordre n au point x , alors le DL, (x() de f existe et il
coincide avec la formule de Taylor-Young d’ordre n autour de x.
Exemple 5.11 Trouver le DL, (xy) de la fonction f dans les cas suivants :
I f(x)=cos(2x) ,xo=%,n=6.
2. f(x —1n3x) xo=2,n=4.
3. f(x 2x+3,x0 1,n=3.
Reponses :
I. Soitt =x-% &= x=t+7% .Donc
cos(2x) = cos (2t + 1t) = —cos(2t)

Ainsi

2 4 6
cos (2x) = _(1_ (2t) N (21)°  (21) +0(t6)):_1+2t2_§t4+it6+0(t6)

2! 4! 6! 45
Finalement, en remplacant t parx — 5 on obtient le DL¢(% ) de la fonction x — cos(2x) :

cos (2x) =—l+2(x—%)2_§(x_§)4+%(x_%)6+0((x_%)6)

1. De la méme maniere, soitt =x—2 <= x=1t+2 . Donc

In (3x) = In(3+ 6) :1n(6 (£+1 )) :1n6+1n(% ; 1)

Soit maintenant u = % = %2 Alors u — 0 quand x — 2, il vient alors
" 2 3 4
In (3x)= In6 + 1n(5+1) =1n6 + In(u+1) =6+ u— "+ 5 = o)
On trouve ainsi le DLy4(2 ) de la fonction x — In(3x) :
3 1 1 , 1 3 1 4 4
1r1(3x)—1n6+§(x—2)—§(x—2) +ﬁ(x—2) —a(x—2) +0((x—2) )

I. Onposet=x—1<=x=t+1.Donc

2

x“ -1 242t 2
=373 2t+5_(t +2t) %

1 1 1 1 2t\  (2t\* (2t} 3
Efitg) - T
5+2t 5 (1+2 5 575 5
= o v — 12 Pt
5725 Y1250 "G5t TO)
+0 (3

2 2 2 3 3
) Zpp L2 2B to(d) .

542t
D’autre part

Ainsi, £22 _(t2+2t)(— Zt4 2t 6§5t3)

Finalement, le DL3(1 ) de la fonction x > 3~ +3 est
2
x—-1 2 1 2 2 3 3
== (x-1)+ —=(x-1)"——=(x-1)"+ -1)7).

33 =5 D gl P e 1 o (1))
Notons qu’on peut utiliser la division suivant les puissance croissante pour calculer le DL3(0) de la fonction
fr Pr2t

2t+5
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5.4 Quelques applications de DL, (x,)

5.4.1 Position de la tangente a une courbe en un point

Proposition 5.4

Soit f : I — R une fonction réelle dérivable sur un intervalle ouvert I . Soit ( C f ) la courbe représentative

de f dans le plan muni d’un repére orthonormé . Soit xy € I et supposons que f admet un DL,(x) :
f(x)=ag+ay (x—xg) +a,(x—x0)" +0 ((x—x)F)
Ot p > 2 est le plus petit entier tel que a, # 0 . Alors
1. La droite (T) d’équation cartésienne y = ay+ ay (x — x) est la tangente a la courbe (C f) au point
(x0, f (x0)) -
2. Si p est impair, alors A(xq , f (xg)) est un point d’inflexion de (Cf) . De plus, on a
3. Sipestpaireta, <0 (resp:a,>0 ), alors(T) est au dessus ( resp : en dessous ) de (Cf) .En
particulier :
4. Sip estpair, a; =0 eta, <0 alors ay= f(xg) est un maximum local de f .

5. Sipestpair, a; =0eta, >0 alors ag = f (xg) est un maximum local de f .

1. Comme f est dérivable sur , alors elle est continue en xg € I . Donc ag = lim,_,, f (x) = f(x) .
De plus, puisque f (x) = f (xg) + ay (x —x¢) + ap(x—xo)l‘J +0 ( (x—xp)P) , pour tout x # x, dans le
voisinage de x( . Ainsi sur ce voisinage on a

W:al +a, (x—xo)p_1+o((x—xo)p_1 ) ($)
En considérant la limite quand x — x( de deux c6tés de la relation ($) on trouve bien que a; = f”(xq).
Par conséquent I’équation de la droite (T) est y = f'(xq)(x —xg) + f(xg). C’est-a-dire que (T) est la
tangente  la courbe (Cr) au point A(xg , f (xg)) -

2. On a pour tout x au voisinage de x; et x # X :

f ()= (ag +a1 (x—x0) ) = ap(x = x0)’ +0 ((x=x0)") = (x=x0)" (ap+0(1) ) (5.4)
Si p est impair alors le terme (x —x()P change de signe au voisinage de x; . Donc la différance
f(x)—(ag+ay (x—xg) ) change de signe au voisinage de x , ce qui signifie géométriquement que la
tangente (T) traverse la courbe (Cy) au point A(xq , f (xp)). C'est-a-dire A(xg , f(xo)) est un point
d’inflexion de la courbe (Cy) .

3. Le o(1) dans la relation (5.4) représente une fonction tendant vers 0 au point x . Le signe de a,, +0(1) est
celui de a, . Or p €étant pair et alors le terme (x — xo)P est strictement positif. Alors le signe de la différance
f(x)=(ag+ay (x—xg) ) est celui de a,, . Donc, si p est pair eta, >0 (resp:a, <0 ), alors (T) est
localement au dessus ( resp : en dessous ) de (C f) . En particulier, si

(a). Sipestpair,a; =0eta, <0 alors la tangente (T) est horizontale au dessus de la courbe (Cf) ,ce
qui signifier que f (x() est un maximum local de f .
(b). Sipestpair,a; =0eta, >0 alors la tangente (T) est horizontale en dessous de la courbe (Cf) ,ce
qui signifier que f (x() est un minimum local de f .
Remarquer que a; = f’(x) . Donc a; = 0 = f’(x), signifie que x; est un point critique de f. C’est une condition
nécessaire d’existence d’extremums d’une fonction dérivable. [

Exemple 5.12 Soit f la fonction définie sur I =] — % , +oo[ par: f(x) = ’z‘fc—jré . Cette fonction est dérivable sur .
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Nous avons vu que le DL3(1) de f est

F@)= 3 =1 a1 - oo(e- 1) +o((x-1)°)
Ainsi
F=2 (=14 b= 17 +ol(x 1))

Par conséquent, I’équation de la tangent a la courbe de f au point A(1,0) est:y = %( x—1) . De plus, on a pour

tout x dans le voisinage de 1 :
2

f(x)—g(x—l): 21—5(X—1)2+0((x—1)2)20

Donc la tangente au point A est en dessous de la courbe de f au voisinage du point A.
Exemple 5.13 Soit la fonction h la fonction réelle définie sur R par i (x) = (—x + 2)e*. Il est clair que h est

dérivable sur R et elle admet un DL3(0). Un calcul simple, nous donne le DL3(0) de & :

X3
h(x):2+x—€+o(x6)

11 est clair maintenant que I’équation de la tangente a la courbe (C;) de h au point A(0,2) esty =x+2.
De plus, , nous avons au voisinage de 0 : h(x) — (x+2) = —x—; +0 (x3) =x3 (—% +0 (1)) un terme qui change de
signe au voisinage de 0 . Donc la tangente au point A traverse la courbe (C;,) . Donc A(0, 2) est point d’inflexion

de (C) .

5.4.2 Equivalences au voisinage d’un point

Définition 5.6

Soient f et g deux fonctions réelles définies au voisinage V d’un point x , sauf peut étre en x . Supposons

que f et g ne s’annules pas sur V\{xo} . On dit que f et g sont équivalente au voisinage de x et on note

f~8 (x—=x)oupar f(x)~g(x) (x—xo)si:

lim f () =1
X—Xg g(x)
Remarques :
1. Pour une fonction non nulle , il est clair que f ~ f dans n’import quel voisinage auquel f est définie.
fx) fx)

2. Par définition f ~ ¢ (x = xg) & lim,_,,, 0 = 1 ,donc o 0 au voisinage de x; . Donc

lim & = lim

x=xg f(x)  x-x (

=1 &<=g~f (x—xp)

\
o

)

A

x)
Par conséquent on a I’équivalence f ~ ¢ — g~f (x = xq)
Onahmx_)x()géz_l <:>hmx_,x0£()) 1:O:>f—x; 1=0(1) (x— xq) .
Donc f~g (x—x)) = %—1_0(1)= Fx)=gx)(1+0(1) (x—xp).

1. On n’écrit jamais f ~ 0 . Autrement dit, il n’existe aucune fonction non nulle équivalente a la fonction
nulle .
2. Si¢e\Ret f(x)~¢ (x— xg)alorslim,_,, f(x)=¢.
Exemple 5.14

1. En utilisant la régle de L’Hopital deux fois, on a lim,,_,(

X

=lim,_,¢ COS( = 1.

ef—1-x e*
sin(x )

1—cos(x)

=lim, o

Donc

e*—1-x ~ 1-cos(x) (x—0)

On obtient aussi e¥—1 ~ sin(x) (x—0)
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2. En utilisant la régle de L’Hopital, on trouve aisément les équivalences simples suivantes au voisinage de 0 :
sin(x) ~x ,In(x+1) ~x,e*-1 ~x.

et
2

Arctan(x) ~x, Arcsin(x) ~x,1 —cos(x) ~ %

Proposition 5.5 (Propriétés )

Soient f , g, h, fi,f>,81, g des fonctions définies sur un voisinage de x, sauf peut étre en x .
1. Sif ~g (x—>xp)etlim,_,, g(x)=¢,alorslim, . f(x)=¢.
2.8 f ~g (x—>xg)etSig ~h (x—>xg)alors f ~h (x— xq)
3. 8if(x)~g(x) (x> xg),alors¥V nelN :(f(x)" ~(g(x)" (x—xp).
4. Sif(x)20 ~g(x)=0 (xﬁxo),alorsﬁ ~ ﬁ (x = xq) .
5 Sifi~g (xoxo)etomgy (xoxo)alorsfi fo ~21 g (x— %)) -
6. Sifi~g1 (x—xp)etfp0~g #0 (x—>x0)al0rsj; ~ %‘2 (x > xq) .

Preuve : Exercice ( Utiliser la définition de 1’équivalence ) .

Remarque Il n’existe pas un résultat similaire a I’affirmation 4) de la proposition précédente pour la somme .
Autrementdit,si fj ~ g1 (x > xg)etfo ~ g (x — xg)alors f1+ f, n’est paséquivalentea g+ g, (x — Xp)
en général . Par exempleonae*—1 ~x (x —> 0)et—x ~—x , etsi on fait la somme membre 2 membre, on
obtient

e¥—1-x ~0 (x— 0)cequiest absurde car lim,_, =lim,_,0 0=0=1 .

_0
eX—1-x

Proposition 5.6 ( Equivalent simple d’une fonction )

Soit f une fonction réelle admettant le DL,(xo) suivant

f(x)=ag+ay(x—x)P + 0 ((x=xp)")
Ou p > 1 est le plus petit entier tel que a, # 0 . Alors
1. Silimy,_,, f(x)=ag=0,alors f ~ag (x—xp).
2. Silim,_,, f(x)= a,=0, alors f ~a,(x—xo)’ (x—xp).

Le terme ay(x — xo)P (o p > 0) ) est appelé un équivalent simple de f au voisinage de x .

Démonstration
1. Estévident .
2. Silimy_,, f (x) =4, =0, alors par hypothése, on a dans un voisinage de x :
f(x)=a,(x=x0)" +0 ((x=x0)") =ay(x—xp)" (1+0(1))

Donc pour x # x( , on trouve d’apres ce qui précede :
0

L)p =1+0(1)> 1 quand x—xg
aplx—x0)
Ce qui montre que f(x) ~ ap(x—xo)p (x—>xg). [

Exemple 5.15 Trouver un équivalent simple de f au voisinage de x( dans les cas suivants :
l. f(x _1n2x+5) etxp=0.

2. f(x _2x+3etx0_1.
3. f(x —x+5etxy=3
Reponses.

1. Remarquons que lim,_,¢ In(2x+5) =In5 ,doncIn(2x+5) ~In5 (x—0)
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2. Onalim,_,; f(x)= lim,_,; 5 2x =0.Le DL{(??)de f ( déja calculé ) est

f()= 2 (=1 o((x=1)

Donc;‘ijré ~ %(x—l) (x—>1).
I. Onalim,_,5 f(x)=0.Cherchonsle DL,(??)de f (sile terme de degré 1 dans la partie réguliere est
nul, alors il faut calculer le DL,(??),etc.....).Soit t=x-3 & x=1t+3. Alors

fE=ft+3)=2-Virs=2-23145 =2-21+5)

f(x):2—2(1+% (é)+o(t) ) 50

Ainsi

Ce qui donne
ot _ (x=3)
f(x)——ﬁ+o(t)_ B

Par conséquent, 2 — Yx+5 ~ -13 (x=3) (x —> 3)

5.4.3 Equivalences en ’infini

Définition 5.7

Soient f et ¢ deux fonctions réelles définies sur [a, +oo[ (resp : |—oco, a] JouaeR.

On dit que f et g sont équivalentes en +oo ( resp : en —oo ) et on note f ~g  (x — +00) ou par

fx) ~ (f? (x — +oo) (resp nfO(te) f~g (x— —co)ouparf(x)~glx) (x> —c0))si

lim,_, o —x =1 (resp:lim,_,_ . T = 1)

Exemples 17 :

I. Onalim,_, % 2

—x+3 _
¥ =1
2. Nestclair que si P, (x) =ag+a;x+---+a,x" aveca, =0, alors P, (x) ~ a, x

3. Onalimx_)JrOOM =limy_,, (1 +2vx e¥)=1,donc Vx+2xe™ ~ yx (x— +c0).

, donc x2—x+3 ~ x

(x — o0 ) (plus ou moins I'infini ) .

" (x—>00).

Vx
4. Test clair quesin(1) ~1 (x> c0).
Remarques :

1. Soit f(x) ~g(x) (x— o0).Onposet= % — 0 quand x — co . Soient u (t) = f(%) et () :g(%) .
Alors il est clair que f (x) ~ g(x) (x > o0) & u(t) ~v(t) (t— 0).Donc les propriétés de 1’équivalence
au voisinage d’un point x restent vraies si on remplace x par co .

1. Comme les suites numériques sont des fonctions d’une variable entier naturel, on considere également la

notion d’équivalence de deux suites réelles. Deux suites réelles (u,,) et (v,,) non nulles & partir d’un certain

rang , sont équivalentes si lim,,_, , ., Z—: =1 . Par exemple %/% ~ % (n—+oc0) .
n n n3

5.4.4 Application : Calcul des limites

Lors du calcul des limites, le seul probléme qui se présent est I’apparition des formes indéterminées. Si les
simplifications algébriques et la régle de I’Hopital ne s’appliquent pas, alors le développement limité et les
équivalents simples seront dans ce cas les outils puissants pour lever les formes indéterminées. Dans ce contexte,
pour calculer une limite lim,_,, f(x) on procéde de la maniere suivante :
I. On calcule le DL,(xg) s’il existe, ou p est un ordre minimum pour puise conclure la limite cherché, ou bien
2. On cherche une fonction g simple et équivalente a f au voisinage de x; , en utilisant les équivalents

simples des fonctions usuelles et les propriétés de I’équivalence listées dans la proposition 5 . Dans ce cas
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3.

4.

lirnx—>x0 f (x) = 1imx—>x0 g(x) .

Pour calculer lim,_,, f (x) , on pose t = )1_( —0,g8(t)=f (%) . Le probleme se ramene alors a calculer
lim;_, g(t); ou bien

On cherche une fonction g simple et équivalente & f en oo, puis on calcule lim,_,, g(x) =lim,_,, f(x) .

Exemples 18 : Calculer les limites suivantes :

1

lim,_,o (1 +sir1(x))% .
1

2. limy_,y (cos(3x) )22 .
. 1—cos(Arcsin(x) )
3. hmx—>0 In(1+2x2)
. in(x—1
4. limy_y %(_xl) )
: 3x+1\*
5. limeie (32)
Réponses :_
[. Soit f(x)=(1+ sin(x))% , x20.0naf(x)= e In(l+sin(x))  yaygre part, comme sin (x) — 0 quand
x — 0; on en déduit que
In(1+sin(x))~sin(x) ~x (x—>0)
Donc In(1 +sin(x)) ~x ( x—0).
Par suite, %ln(l +sin(x)) ~ 37" =3 (x—0).Donclim,_,q %ln(l +sin(x))=3.
Comme la fonction x > e* est continue sur R , il vient lim,_,, f (x) = €.
Autre méthode : Cherchons le DL, (0) pourunp > 0.
Onaln(l+sin(x))=In(1+u)=u+o0(u) , u=sin(x) >0 quand — 0.Donc u = x + 0o(x)
Ainsi,
3
In(1+sinx) =x+o0(x)=x(1+0(1)) = —In(1+sinx)=3(1+0(1))
X
= f(x)=e> (1) x50
Ce qui donne finalement lim,_,; f (x) =€
1 1
2. Onpose u (x) = (cos(3x) )22 = ez2M(€sBY ) op gait que cos (3x) =1 —% x? +0(x2) x — 0. Donc
_ 9 > 2\y_ 2 2 2
1n(cos(3x))—ln(1—§x +o(x))——§x +o(x) x— 0.
Ainsi
In(cos(3%)) ~ 2 x>  (x—>0) = ——ln(cos(3x)) ~ —2
n(cos ~ —= — ——In(cos ~ —=
2 2x2 2
li ! 1 __2
- lim 22 n(cos(3x)) = )
D’oi lim,_,o u(x) = e ? d’aprés la continuité de la fonction > e* .
3. Soit w(x) = 1_“1’:1((??;;?)(") L Onaau voisinage de O :
X2 X2
Arcsin(x) ~x et (1-cos(x))~ > — 1-cos(Arcsin(x)) ~ >
D’autre part, on saitque In(1 +x) ~x (x > 0) = ln(l +x2) ~ x? (x—>0) .
Donc, w (x) ~ Zx—xzz = % (x> 0) = lim,_gw(x)= %
4. Soit h(x) = %(_x{l) .Onposet=x—1 &> x=t+1. Parsuite, x> —1 = (x—l)(l+x+x2) =

t(3 + 3t +t2).

Il vient alors Dsi | |
t t t t t
hx) = h(t+1) = (t+1)sin N (t+1) _ +
t(3+3t+t2)  t(3+3t+t2) 3+3t+t2

Par conséquent : lim,_,; h(x) =lim;_o h(t+1)= % .
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Formules de Taylor et développements limités

r o

0(x) = Q(l):(ﬂ)f _ ()

2
5. Soit Q(x) = (gj‘cj) Y, Onpose:)l—c e x=1 Donc

t 3-t
Soit m(t) = ln(%) . Pour ¢ dans le voisinage de 0, on a
m(t)=In(3+t) —In(3—t) =In3+¢t—(In3—t)+0(t) =2t+ o(t) = m(t)~ 2t
Ainsi, % m(t) ~4 (t > 0), ce qui implique d’apres la continuité de la fonction exponentielle que

lim, 0 Q(x) = €.
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Exercices

Exercice 69 En appliquant la formule de Taylor-Lagrange a l'ordre 1 a la fonction f : x — Nx + 27 sur un

intervalle bien choisi, montrer que :

6641 6642
—— < V28 < ——
2187 8 2187

Exercice 70 1. Ecrire la formule de Maclaurin-Lagrange a ['ordre n de la fonction x — e*.

n
1
2. Cosidérons la suite réelle (u,,) définie par : u,, = Z«F
k=0 "

(a). Montrer que : k! > 2K Vk > 4. Déduire que la suite (1,,) est bornée.
(b). Déduire que la suite (u,) est convergente.

(c¢). En utilisant, la premiére question de I’exercice, montrer que lim u, =e.
n—+00

3. Sachant que e < 3, chercher une approximation du nombre e a 107> prés.

Exercice 71 Soient n € IN et a un paramétre réel. Considérons la fonction réelle f : R — R définie par
flx)=(x+a)"
1. Ecrire la formule de Maclaurin-Lagrange d’ordre n de f.

2. Déduire que pour tout a, b € R et pour tout n € IN :
n
(a+b)" =) Croka"™  (v)
k=0
N.B : La relation () est appelée formule de binéme de Newton.

Exercice 72 .

1. Soitu € R, 0 <u < 1. En appliquant le théoréme des accroissements finis a la fonction t — V1 —t sur

Uintervalle [0, u] montrer que

\/l—u<1—%

2. Soit x €]0, 5.
(a). En appliquant la formule de Taylor-Lagrange a l’ordre 3 a la fonction t +— cos(t) sur I’ intervalle
[0, x] montrer que
2 PR

1—x—<cosx<1——+—
2 2 24

(b). Montrer encore que, pour x €]0,1] :
cosx— V1-x2>0

3. Soit u €0, 1]. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange a l'ordre 1 pour la fonction t — V1 —t sur l’intervalle
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[0,u]. En déduire, pour x €]0, 7] que :
2
— X X
8(1-15)2
4. Montrer qu’il existe un nombre réel A > 0, tel que, pour tout x €]0, %] :

0<cosx— V1—-x2<Ax*

4

Exercice 73 Soit f : R — R une fonction deux fois dérivable sur R et trois fois dérivable en 0. Calculer :

lim L (£(3%) = 3£(2x) + 37 (x) — £(0))

x—0 x3
Indication : Utiliser la formule de Maclaurin-Young.

Exercice 74 Déterminer le développement limité a l'ordre n au voisinage de x des fonctions suivantes :

c(x) = Xz’f;rl, xo=0, n=6.
(x) = x2 o X0 = n=4

wW o
—

. g(x)=(cosx— 1)(sh( x)—x)—(ch(x)-1)(sinx—x), xy=0, n=7.
4. h(x)=(1+ 2x) Xg=2, n=2.
5. k(x)=sin(Arctan(x)), x3=0, n=S8.
6. mx)=In(1+x+ V1l+x), xy=0, n=4
7. w(x)=(cosx)*INX x, =0, n=4
Exercice 75 Calculer les limites suivantes :
L 1
ex —Ccos(~ R
(1) lim ex—cosly) (2) 1im 1S e (3) Tim (cos x)
xoteo [ 1 x—0 In(cos(bx)) x—0
X

(4) lim(tan(x)™®)  (5) lim x?(ex—eT) (6) lim

x_ﬁ% X—>+00 X—+00

Lot Y
ax +bx +cx
[—] a,b,ce R}

Exercice 76 Soit f la fonction définie sur] — %, 5[ par f(x) = 2tan(x) - x.
1. Montrer que f admet une fonction réciproque de classe C.
2. Veérifier que f ~1 est impaire.
3. Donner le développement limité de f ~1a l'ordre 6 en 0.

Exercice 77 1) Soit f la fonction définie sur R par f(x) = ﬁ
[. Donner un développement limité de f a l’'ordre 3 en zéro.
2. En déduire que la courbe représentative de f admet une tangente au point d’abscisse 0, dont on précisera

I’équation.

3. Prouver que la courbe traverse la tangente en 0. Un tel point est appelé point d’inflexion.

ax+b
1+e*

1. Déterminer en fonction de a et b le DL(3) en zéro de la fonction g.

ouna belR

II) Considérons maintenant la fonctiong définie sur R par : g(x) =

2. Déduire en fonction de a et b les valeurs suivantes : g’'(0), g”(0) et g3(0).
3. Sous quelles conditions sur a et b, la fonction g admet en zéro :
(a). un maximum local , un minmum local ?

(b). un point d’inflexion ?

Exercice 78 Calculer les limites suivantes :

In x+1 x ) _xIn(1
(1) lim M 2) lim—2"%  peR (3) lim SR ¥)-xIn(1+x)
"_>+°°sin(;2trl3) x—>11—-x+In(x) x—0 e¥ +cosx —sinx — 2
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X
(4) lim(cosx +sinx)®™®  (5) lime\/xz—x+1—x(1+%) (6) lim x—In(ch(x))

x—0 X—+00 X—+00
1 1 Arctan(2sinx) - %
(7) }Ci_r)r(l)(;(1+sh(x))”“l<"’—€) ®)  lim c<()5<3x)) = (9) lim(cos )"

Exercice 79 Soit n € IN* fixé et soit la fonction f définie par :
e(n+1)x -1
f0)=n+1, et f(x):ex—_1 six#0
[. Déterminer le DL(3) de f en zéro. ( en fonction de n ).
2. Vérifier que pour tout x e R : f(x) =)}, ekx,

3. Déduire que :

- 1)(2n+1) n?(n+1)>

I ety k=TT
6

k=0
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Chapitre

Intégrales et Primitives

Ce dernier chapitre de ce polycopié est dédié au calcul intégral. On commence par définir la notion
d’intégrabilité au sens de Riemann d’une fonction réelle bornée, puis on définit I’intégrale de Riemann comme
une limite d’une certaine somme. Par suite, nous démontrons le théoreme fondamental du calcul intégral qui
exprime la valeur d’une I’intégrale définie d’une fonction continue sur I'intervalle d’intégration en utilisant
une fonction primitive, ce qui explique I’importance de présenter quelques méthodes classiques de calcul des
primitives.

Introduction :
Soit f : [a, b] — IR une fonction continue et a valeurs positives. Considérons le domaine D de points dans le

plan ( rapporté d’un repére ), défini par :
D:{M(x,y)eIRZ: a<x<b etOSysf(x)] (1)
Vous avez vu en classes de Terminales que I’aire de domaine D est le nombre
Aire(D f f(x)dx =F(b)—F(a) (2)

Ou F est une primitive de f. C’est-a-dire F’(

Le nombre réel I = jﬂb f (x) dx est appelé intégrale de f sur 'intervalle [a, b].
Si f est continue et positive, le nombre I est la mesure d’aire du domaine D définie par (??). En utilisant ce
principe géométrique, il est clair d’apres les figures ci-dessous, que :
Dans la suite, nous allons définir le nombre [ = fab f (x)dx, ou la fonction f est supposée bornée et pas
forcément continue et positive, sous les trois points de vue suivants :
I. En utilisant les fonctions en escaliers.
2. En utilisant les sommes de Riemann.

3. En utilisant les primitives.
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Les point de vue 1) et 2) sont équivalents, et ont un intérét théorique, et sert a donner un sens de nombre [ si
f est non continue sur I’intervalle [a, D] . De plus si la fonction f est continue, alors les trois points de vue
précédents sont équivalents.

En pratique le calcul d’une intégrale Jab f (x)dx selon les points de vue 1) et 2) est délicat ou presque
impossible méme si f est assez simple ! !

On peut calculer I’intégrale () par le point de vue 2) par exemple, mais il est impossible de calculer I’intégrale
(#+) avec ce point de vue. Cependant ce calcul devient un jeu d’enfant si en utilise le troisiéme point de vue.
On va utiliser les points de vue équivalents 1) et 2) pour définir les fonctions intégrables sur [a, b], et on utilise

le dernier point de vue seulement pour les calculs d’intégrale en pratique.

6.1 Fonctions en escalier , Sommes intégrales

6.1.1 Subdivision d’un intervalle

Définition 6.1

Soit n € IN* et soit a et b deux nombres réels tel que a < b .

Un ensemble fini de nombres réels 0 = {xg, X1, ..., X, } telsque xo =a<x; <xy<--<x,=b,

est appelé une subdivision de l'intervalle [a ,b] .
1. Le nombre noté | o| défini par | 0| = maxj<k<,(Xx —Xx_1) est appelé le pas de la subdivision o.
2. La subdivision 0 = {xq , X1, ..., X, } permet de partager l'intervalle [a , b] en n intervalles

partiels [x;_1 , xplouk=1,2,...,n.

Exemple 6.1 L'ensemble o = {0 ,% ,

Définition 6.2

Si

ETS

, 1} est une subdivision de I’intervalle [0, 1 ] du pas |o| = % % = %

b—a

X1 =X0=X2—=X1 ==Xy~ X1 = n

Alors on dit que la subdivision 0 = {xy, X1 , ..., X, } de Uintervalle [a , b] est uniforme ( ou réguliére ) .

Donc les éléments d’une subdivision uniforme de Uintervalle [a , b], constituent une suite finie arithmétique

duraison%.Ainsi,onapourtoutk:(),1,2,...,n Jxp=a+kh; avec h:b—;“.

1. La subdivision uniforme o, = {xg, X1, ..., X, } permet de partager I’intervalle [a, b] en n intervalles

—a
n

~

partiels [x;_; , x;] de méme longueur h =
Exemple 6.2 0 = {2, % , ITIO , % , 3 } est une subdivision uniforme de pas i de I'intervalle [2, 3 ].

Définition 6.3

Soient o et 0’ deux subdivision d’un intervalle [a , b]. On dit que o’ est plus fine que 6 siona o C o’ .

1. On note par ¥.(a,b) I’ensemble ( ou la famille ) de toutes les subdivisions de I’intervalle [a ,b] .
2. 1l est clair que si 0 € X(a,b) et 6’ € X(a,b) alors Uc’ € X(a,b). De plus 0 U’ est plus fine que &

eto’.

Proposition 6.1

Si 0’ € ¥(a,b) est plus fine que o € ¥(a,b) alors |o’| < |o] .
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6.1.2 Fonctions en escaliers

Définition 6.4

Une fonction ¢ : [a, b] — R est appelée fonction en escalier s’il existe une subdivision o =

{ x0,%1, X2, .., x,,} de lintervalle [a , ] telle que @ est constante sur chaque intervalle |xp_1 , xi[.

Autrement dit : 1l existe des constantes réelles cq, c,, ..., ¢, tels que :
ex)=cr, VYxelxpq,x[, k=1,2,..., n

On dit alors que la subdivision o est adaptée a @.

L’ensemble de toutes les fonctions en escalier définies sur 'intervalle [a , b] est noté par E([a , b]).

Exemple 6.3
1. Toute fonction constante sur [a , b] est une fonction en escalier particuliere sur [a,b] .

2. La fonction partie entiere x > E(x) est une fonction en escalier sur tout intervalle [a , b] .

Proposition 6.2

Si la subdivision o est adaptée a @ € E([a , b)), alors toute autre subdivision plus fine que o est aussi

adaptée a @ .

6.1.3 Intégrale d’une fonction en escalier

Définition 6.5

Reprenant les notations de la définition 2 .

Le nombre I = ) | (Xx —Xg_1) ck est appelé lintégrale de la fonction en escalier ¢ sur l'intervalle

b n
I= j P (x) dx = Z(xk_xk—l)ck

k=1

[a,b], et se note par

Cas particuliers :
1. ¢ est constante sur I’intervalle [a ,b] : Danscecas:c; = ¢c;= -~ = ¢, =¢

Ainsi fubc dx=c) i (xx—xg_1) =c(x,—x¢) =c(b—a).

1. @ est définie par une subdivision uniforme : Dans ce cas x; —x,_; = h = bea

b "
Ainsi [ p(x)dx=hY ] jce=(b-a)( $ X} k).

1. Dans la notation Lb @ (x) dx ,la variable x est une variable muette et on peut la remplacer par une autre
variable ; i.e. on peut écrire Lb Q(x) dx = Lb Q(t) dt = fab Q(s)ds=....
2. On peut montrer que le nombre f: @ (x) dx est indépendant du choix de la subdivision.

Exemple 6.4 Calculer le E(2x)dx.
Réponse : La subdivision réguliere o = {—2, —% ,—1 ,—% ,0, % , 1 } est adaptée a la fonction en escalier
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x+— E(2x).Ona :

-4 si xe[-2, —%[
-3 si xe[-3,-1]
-2 si xe[—l,—%[

E(2x)={ -1 si xe[—%, |
0 si xe[O,%

si xe[%,l[
2 si x=1

2—(

Donc [, E(2x)dx = 251 (<44 (=3)+ (-2) + (-1) +(-3) + 0+ 1) = 1.

6.1.4 Sommes de Darboux , Sommes de Riemann

Soit f
1. On note par ©(c) la famille de tout les ensembles finis A = {A;, A, ..., A,} C[a,b] , tels que

et

: [a,b] — R une fonction bornée . Soit o = { xy , X, X5, .., Xx,,} une subdivision de I’intervalle [a , b].

A €[xi_1, x; ]pourtouti €{1,2,..., n}.

2. Onpose m; =infycy | ) f(x) et M; = SUP ye[x, , ,xi]f(x) pourtouti €{1,2,..., n}.

3. On défini les trois sommes suivantes :

Emlzlel §M xll

R(f,o, A)=) f(A)(xi-x1) , A€®(o)
i=1

. On défini les trois fonctions en escalier ¢ , ¢ et & sur [a, b] par

px)=m; , px)=M;, Ex)=f(;) Vx€lxjq,x[, i=1..,n

2. Tl est clair que pour tout x € [a, b] : @ (x) < f (x) < P(x) .

3. On remarque que

Lb(p()de jgl) x)dx =D"( etfé )dx =R(f,o0, A)

. Les nombres D, (f,0) et D*(f, o) sont appelés sommes de Darboux associées a f relativement a la

subdivision o.

. Le nombre R(f,0 , A ) est appelé somme de Riemann associées a f relativement a la subdivision o et a

la famille A € ©(o) .

. Onal;€(x;_1,x;].Sil’onchoisi A; =x; (Resp: A; = x;_; ) pour tout i € {1,2,..., n} on trouve la

sommes de Riemann a droite notée R*(f, o) (Resp : a gauche notée R, (f,0) ).

. On pose m = infye[qp) f(x) , M = supxe[a’b]f( x) .Comme m <m; < f(A; ) <M; <M, etil est clair

que pour tout ¢ € ¥(a,b) :
m(b-a)<D,(f,0)< R(f,o0,A) < D*(f,0) <M(b-a).

8. De point de vue géométrique, si f est positive, alors les sommes D, (f,c), D*(f,0) et R(f, 0, A)

sont les sommes des aires des rectangles de base x; — x;_; et d’hauteurs m; , M; et f(A;) respectivement.

1. Si on considére une subdivision uniforme o,, de pas h,, b —2 de I’intervalle [a, b] alors :

= h, Zmi , D(f, 0n) =y ZMZ- et R(f,0,, A)=h, if(A,)
i=1 i=1 i=1
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En particulier, les sommes de Riemann a gauche et a droite s’écrit dans ce cas :

*

R*(f'an):han(a"'(i_l)hn) et R (f’an):hn Zf(a"'ihn)
i=1 i=1

Exemple 6.5 Calculer la somme de Riemann a droite associée a f relativement a la subdivision uniforme de

I’intervalle [a, b] dans les cas suivants :

Réponses :
I. f(x)=x.0naR*(f,o,)=h, Y! f(a+ih,) avec h,= h%“ . Donc
n n n n
R*(f,an):hnZ(a+i h,)=h, Za+hnZi hy=h, na+(h,) Zi.

i=1 i=1 i=1 i=1

Comme ) [ i = n(n2+1) , ON trouve :

D(b—

R*(f,an):(b—a)(mw )

1. f(x)=e¢*.En utilisant la formule de somme des termes d’une suite géométrique, on obtient

< n i nh
. "1
R*(f,004) =hy E et = hye } (eh")z =h,e” e (e )
i=1

Ty _
i=1 el =1

Finalement,

6.2 Fonctions intégrables et notion de I’intégrale

6.2.1 Fonctions intégrables au sens de Riemann

Définition 6.6

Soit f :[a,b] = R une fonction réelle . On dit que la fonction f est intégrable ( au sens de Riemann ) sur

Uintervalle [a ,b] si :

b
Ve>0,3¢,, p.€&(a,b]): o <f< P, et J (Pe(x)— e (x))dx<e.

Autrement dit, la fonction réelle f est dite intégrable sur [a ,b] si pour tout € > 0, on peut trouver deux
fonctions en escalier ¢ , P, encadrant f et telle que la différence de leurs intégrales ( c’est I'aire de la

portion colorée dans la figure ci-dessous ) ne dépasse pas ¢.

On sait bien que toute fonction en escalier est bornée. Donc d’apres la définition 5 , toute fonction
intégrable sur un intervalle [a, b] est bornée. Par conséquent, une fonction non bornée sur [a, b] n’est pas
intégrable sur [a, b].

La définition 5 est équivalente a la définition suivante :

Définition 6.7

Une fonction réelle et bornée f : [a, b] — R est dite intégrable sur [a ,b] si :

Ve>0,d0€X(ab): D (f,0)-D.(f, o) <e .
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Autrement dit, f est dite intégrable sur [a ,b] si pour tout € > 0, il existe une subdivision o de lintervalle
[a, b] de sorte que la différence entre les sommes de Darboux associées a f relativement a o est inférieure

ac.

Notation : L’ensemble de toutes les fonctions réelles intégrables ( au sens de Riemann ) sur 'intervalle [a , ]
est noté par I([a, b]).

Toute fonction réelle monotone sur 'intervalle [a , b] est intégrable sur [a, b].

Soit f : [a, b] — IR une fonction réelle monotone sur [a, b] . Supposons par exemple que f

est croissante sur [a, b] . Soit 0 ={xy, X1, ..., X,, } une subdivision de [a, b] . Alors

D.(f, 0)=) f(xi1)(xi=xi1) et D'(f,0)= Zf xi) (% = xi 1)
i=1

Donc
n

D*(f,0)=Du(f,0) = ) (f (i) = f (xi1)) (x; = xi1) (1)

i=1
La relation (1) est vraie pour toute subdivision o = {xg, X1, ..., x,, } de [a, b].

Soit maintenant > 0, et choisissons une subdivision o = {xy, x1 , ..., x,, } de [a, ] telle que

o] = sup (x;—x;1) <
1<i<n f(b)—f((l)

n

D*(f,0)-D.(f,0) < @) (xi=x1) = (b-a)(fB)=f (@) (3)

i=1

Ainsi, pour ce choix, on trouve d’aprés la relation (1) :

* _ € - ) = € _ —
D*(f,0)=Du(f,0) < s ;f(xz) o F@ (SO fan=e

Ce qui signifie par définition que f est intégrable sur I’intervalle [a, b] . [
Exemple 6.6 Soit f la fonction réelle définie sur [0, 2] par
x sixel0, 1]
flx)=3 2 si x=1
e* sixe€]l, 2]

Il est clair que f est monotone (elle est croissante ) sur [0, 2], donc elle est intégrable sur [0, 2].

Toute fonction réelle continue sur intervalle [a , b] est intégrable sur [a, b].

Pour démontrer le Théoréeme 2 , nous aurons besoin du lemme suivant :

Si f est une fonction continue sur [a, b], alors :

Ve>03dn >0 :Vx,x’e[a,b]:(|x—x'|<r1 =|f(x)-f(x)]|<e.

Preuve du Théoréme 2 : Soit f une fonction réelle continue sur 'intervalle [a, b]. Soite > 0.

Alors d’apres le lemme 1 on en déduit qu’il existe un 779 > 0 ( dépend uniquement de ¢ ) tels que :

Vx,xelabl: ([x-x|<n =|fx)-f)<e) (3

117



Intégrales et Primitives

Soit 0 = {xg, X1, ..., X, } une subdivision de I’intervalle [a, b] telle que
Mo
lof= sup (xj —xj_1) <—
1<i<n
La fonction f étant continue sur [a, b]; elle est donc continue sur chaque intervalle partiel [x;_; , x;].
Donc, sur chaque intervalle [x;_; , x;], la fonction f atteint sa borne inférieure et sa borne supérieure. Autrement
dit, pour chaque i € {1, 2,..., n}
dyiet zielxjq, x]: my= inf f(x) =f(y;) et Mj= sup f(x)=f(z)
x€[x;_y , x;] x€[x;_1 , x;]

Ainsi

=2

D*(f,0)-D.(f,0)= Y (fz)-f)ts-x)s Y |fz)-fl)] (4
i=1

a n
i=1

Ory; et z; € [x;_1, x;],larelation (3) nous assure que pour chaque i € {1,2,..., n}ona |f(zz-) -f (Vi)| <e.
Donc la relation (4) nous donne D*(f,0)— D, (f,0) <#g € , ce qui montre que f est intégrable sur [a, b]. Le
théoréme est démontré.

Une autre classe importante des fonction intégrables sur un intervalle fermé et borné [a, b], est la classe des

fonctions continues par morceaux sur [a, b].

Définition 6.8

Une fonction f : [a, b] — R est dite continue par morceaux sur [a, b] s’il existe une subdivision

o ={xp,X1,...x, } de [a, U], tels que f soit continue sur chaque intervalle ouvert |x;_y , xi[ et la limite
a droite de f au point x;_ et la limite a gauche de f au point x; existent pour touti € {1,2,..., n}.

L’ensemble de toutes les fonctions continues par morceaux sur [a , b] est noté par C,,([a , b]).

N

L S| | Ly, X

-

Ficure 6.1: Fonction continue par morceaux

11 “est clair que toute fonction continue sur [a , b] est continue par morceaux sur [a, b]. C’est-a-dire C([a, b]) C
Colla, b))

Exemple 6.7 Soit x — E(x) la fonction partie entiére.

Soit f : [0, 1] — R la fonction réelle définie par

f(x) = (1 —x?)E (5x). I est clair que f € C,,([0, 1])

Le graphe de f ci-contre est continu par morceaux.

On admet le résultat suivant

Toute fonction continue par morceaux sur [a , b] est intégrable sur [a , b]. Autrement dit : C,,([a, b]) C

I([a, b]).
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Exemple 6.8 Soit i € C([a,b]) et f est la fonction réelle définie sur [a, b] par f (x) = ¢ (x) E (mx) , ot m € IN* .
Puisque f € C,,([a, b]), on en déduit que f est intégrable sur [a,b] .

Bien que les fonctions monotones, continues et continues par morceaux sur un intervalle [a, b] sont
intégrables sur [4, b] , il existe d’autre fonctions intégrables qui sont ni monotones ni continues sur [4, b]. Il existe
aussi des fonctions bornée et non intégrables sur [a, b] . Voici les deux exemples classiques suivants :

Exemple 6.9 Soit f la fonction réelle définie sur [0, 1] par
(1 .
sin(~) si x€]0,1]
fx)= (x) :
0 st x=0
La fonction f n’étant ni continue ni monotone sur [0, 1]. Cependant, f est intégrable sur [0, 1].
En effet, soit 0 < ¢ < 1.La fonction f est intégrable sur [¢, 1] puisque elle est continue sur cet intervalle. Donc,
il existe une subdivision o, = {xy, X1, ..., x,, } de 'intervalle [¢ , 1] telle qu’on ait
D*(f, Gs)_D*(fIGs)<E (1)
Soito ={ty, t;, ...t , t,4+1} une subdivision de I’intervalle [0, 1], telles que
to=0,t; =€ et tj,;=x; pour iefl,..., n}

Alors, on a

D.(f, 0)=) mi (ti—t;i1)=me+ D(f, o)
i=1

Oum; =infy; | +1f(x) . En particulier m; =inf,c[o ) f(x) . D’autre part il existe toujours N € IN* assez

grand de sorte que = <e.Orf(n)=-1< f(x), Yxe[0, 1], ce qui signifie clairement que

1
Z+2n N
my =—1 . Donc

D,(f, 0)=—e+D.(f, o¢) (2)
De la méme maniere, on peut montrer que
D*(f, 0)=e+D(f, o) (3)
De (1), (2) et (3) on en déduit que
D*(f, 0)=D.(f, 6)=D"(f, 6.)~D.(f, 0,) +2¢ <3¢

Ce qui montre que f est intégrable sur [0, 1] .

Exemple 6.10 Soit la fonction p définie sur I’intervalle [0, 1] par :
1 si x€[0,1]NnQ
p(x) = { .
0 sinon

Il est clair que la fonction p est bornée. Cependant y n’est pas intégrable sur I’intervalle [0, 1] .
En effet, soit 0 = { xg, x1,...x, } une subdivision quelconque de I’intervalle [0, 1].
On sait bien que dans chaque intervalle partiel [x;_; , x;] il existe une infinité des nombres rationnels et
irrationnels. Donc

m;= inf u(x)=0 e M;= sup pu(x)=1

x€lx;i_1 , xi] x€[x;_1 , x;]
Ainsi
D.,(p,0)=0 et D'(u,0)=1

Par conséquent,

1
EIE:E, VoeXx(0,1) : D*(u, 0)=D,(p,0)=1>¢ (%)

La relation (x) est la négation logique de la définition d’intégrabilité d’une fonction en utilisant les sommes de
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Darboux. Donc p n’est pas intégrable (au sens de Riemann ) sur [0, 1] .

6.2.2 Intégrale d’une fonction bornée

Soit f : [a, b] — R une fonction bornée sur I’intervalle [a, b]. Considérons les deux parties réelles
A(f) et A'(f) définies par :

b

:{f ¢(x)dx :pe&(a,b]) et f>¢ }
b

:{J Y(x)dx pesa, b)) et f<p }

Comme f est bornée sur [a, b], alors m = infyc[, ) f(x) et M = supxe[a’b]f(x) existent. Soient les deux

fonctions ¢ et ¢y constantes sur [a, b] définie par

Po(x)=m et hg(x)=M VYV xe€lab]
Il est clair que ¢ , Py E([a, b]) et ¢o < f < 1py sur I'intervalle [a,b]. Donc A,(f) et A*(f) sontnon
vides. De plus, la partie A, est majorée par Lb o (x)dx = M(b—a) et la partie A* est minorée par le nombre

I ¢o(x)dx = m(b—a) . D’apres I’axiome de la borne supérieure, on en déduit que les deux nombres réels

L(f)=sup (A.(f)) et I'(f)=inf(A*(f)) existentetona L(f) < I*(f).

f est intégrable sur [a, ] si et seulement si I(f) =I*(f) .

1. Supposons que I (f) = I*(f) . D’apres la caractérisation de la borne supérieure et celle de la borne
inférieure, il vient

Ve>03d¢., peel(la,b]): ¢.< f<th, et

f@ ydx > L (f) flpé x)dx <I*(f)+

Donc

0=I*(f)—1*(f)>f B (x) — e (x) )dx - 26

AinsiVe>0 ¢, p.€&(la, b]) : ¢p. < f <, et f (e (x) — P (x) )dx < 2¢ .
Donc par définition, f est intégrable sur [a,b] .
1. Supposons maintenant que f est intégrable sur [a ,b] . Soit > 0 . Alors il existe une subdivision

o={xg, x1, ..., x,} de I'intervalle [a, b] , telles qu’on ait
D*(f,0)—D,(f,0)<e
On défini maintenant, les deux fonctions en escalier ¢ , ¢ sur [a, b] par

e(x)=m;= inf f(x) , Y(x)=M;= sup f(x) Vxe€lxii1 ,x [, i=1,...,n

xe[xi1, xi] xe[xi 1 X

Il est clair que pour tout x € [a, b]: @ (x) < f (x ) et que

Lb¢<>dx _y fz,b )dx =D (f,0)

Donc, d’apres la définition des nombres I*(f) et I.(f) , on en déduit que

D.(f,0)<L(f)<I'(f)<D*(f,0) (%)
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Ce qui donne ainsi :
0<I"(f)~L(f) < D*(f,0)~D.(f,0) <¢

Comme ¢ est arbitrairement positif, alors la relation (x) signifie que I* (f) = L, (f). Le théoréme est démontré. m

Définition 6.9

Soit f une fonction réelle intégrable sur [a,b). L'intégrale de f sur [a, b] notée par Lbf (x)dx est le

nombre réel défini par :

b
f f(x)dx=L(f) = (f)

. b . .
Remarques 12 1. Dans la notation fa f(x) dx, lavariable x est une variable muette et on peut la remplacer

par une autre variable; i.e. on peut écrire Lbf(x) dx = th(t) dt = Lbf(s) ds =.... C’est comme l'on

peut changer 'indice de sommation sans affecter la valeur de la somme

N N N
S =) =) =
k=1 i=1 i=1

2. Si f une fonction réelle intégrable sur [a,b), alors il est clair d’aprés la relation (+) ci-dessus que pour

toute subdivision o de Uintervalle [a,b] on a

b
m(b—a)<D,(f,0)< f f(x)dx <D*(f,0) <M (b—a)

ou m et M sont les bornes inférieure et supérieure de f sur [a, b] respectivement.

y o . . g P , y P

3. Sila fonction f est continue sur 'intervalle [a,b], le nombre réel Ja f (x)dx représente I’aire algébrique
de la portion de plan comprise entre les droites d’équations x = a, x = b, I’axe des abscisses et la courbe

de f . ( Voir la figure si dessous)

On admet le résultat suivant,

Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle [a,b] . Alors

b
Ye>0 dn>0,YoeX(ab) ,YVAcO(o) :lol<y :>‘R(f, G,A)—J f(x)dx|<e

Autrement dit, Y 0 € ¥(a,b) ,Y A € O(0) alors

b
lim R(f, o,A) :f f(x)dx.

|o]—0

Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle [a,b] . Alors

b

YoeX(ab): lim R, (f, 0)= lim R*(f, o) = j f(x)dx
lo|—0 |o|—0 a

En particulier si o est une subdivision uniforme de [a,b] de pas b—;“ avec n € IN%, alors

b n

n—+oo n—-+00 n

Exemple 6.11 En utilisant la somme de Riemann, calculer :

b b
A:J‘xdx , B= Jexdx.
a a
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Réponses :
1. On a déja calculer la somme de Riemann a droite de la fonction f : x +— x associée a la subdivision
uniforme d’un intervalle fermé borné quelconque [a, b] ( voir I’exemple 5 ).
Ona

R*(f,an):(b—a)(a+w)

2n

La fonction f étant continue ( donc elle est continue par morceaux ) sur [, b], alors d’apres la formule (@) on

obtient ,
3 L (n+1)(b—a) \ b—a)\ 1., ,
A_J;xdx_ngrfoo(b_a)(er =(b-a) 5 _E(b —a)
1. Pour la fonction : x +— e* , nous avons trouver ( voir ’exemple 5 ) que
. h . b-a
R*(f,o0,) = (eb —e“)ehn (—ehn 'i 1) ou h,= "
Donc; puisque f est continue sur [a, b] , on trouve
b
h
B= f e dx= lim (e’ —e%)eM (h—”) —el—¢”
a n—+o00 e — 1

Car h,, — 0 quand n — +oo et alors lim,,_, , o, ehil_"_l = 1. (Appliquer la regle de 1’Hopital )

6.3 Propriétés de I’intégrale

On admet les résultats suivants.

6.3.1 Coincidence de deux intégrales

Soient f et ¢ deux fonctions intégrables sur un intervalle [a , b] tels que

f =g sur(a, b] sauf en un nombre fini de points de [a , b]. C’est-a-dire :

{x€la, b]: f(x):tg(x)}:{sl, S2y eeey sp}

Ousy, Sy, ..., Sp € [a, D] et p est un entier positif. Alors on a

bf(x)dx: bg(x) dx
J seras=

Exemple 6.12 Soient f , ¢ :[0,1] — R deux fonctions réelles définies par

f(x):{x sixe[0, 1] of g(x):{xosixe]o,l]

4 six=1 six=0

11 est clair que pour tout x €]0, 1] f (x) = g(x) . Comme f et g sont monotones sur [0, 1], elles sont intégrables

Llf(x)dx:J:g(x) dx:folxdx:%

sur [0,1],etona
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6.3.2 Linéarité de I’intégrale

Soient f et g deux fonctions intégrables sur un intervalle [a , b] . Alors

1. La fonction f + g est intégrable sur [a , b] et on a

b b b
j <f<x>+g<x>)dx:f f(x)dx+f i)

2. Pourtout A € R, la fonction Af est intégrable sur [a, b] et on a

J;b/\f(x) dx=2A J;bf(x) dx

En réunissant les deux points 1) et 2) du théoréeme 4 , on dit que l’intégrale est un opérateur linéaire.
C’est-a-dire , 'intégrale d’une combinaison linéaire de fonctions intégrables sur [a,b] est égale a la

combinaison linéaire des intégrales de ces fonctions sur [a,b] .

L’ensemble I([a, b])des fonctions intégrables sur I’intervalle [a, b] , muni de I’addition fonctionnelle

(loi interne ) et la multiplication par scalaire (loi externe ) est un espace vectoriel réel. De plus 1’application

T: I([a, b]) — IR définie par
b
= j f(x)dx

est une application linéaire. ( d’apres le théoreme 6.7 ) .

6.3.3 Positivité de I’intégrale

Proposition 6.3

Soient f et g deux fonctions intégrables sur un intervalle [a , b] . Alors
1. f(x)>0 sur [a,b] = Lbf (x)dx >0 ( positivité de l’intégrale )

2. f(x)<g(x) sur[a,b] = Lbf( dx < j g(x)dx ( croissance de ’intégrale )
[} x| < [71f (0] dx < (b-a) sup,e,qpf ()]

. Sifel([a, b])et f >0 sur I'intervalle [a,b] , alors d’apres la définition de I’intégrale, on a

J-f ydx =T"( mf{J- P(x : peé(la, b]) et0< fSl,b} >0

2. 8if(x) < sur [a,b] alors h(x) = — f(x) > 0 sur [a,b]. En utilisant la positivité et la linéarité

del’ 1ntegrale, 11 vient
b b b
j g(x)dx—j f(x)dx:f h(x)dx > 0
a a a

“If (< f(x) <] f(x)

L'intégrale étant un opérateur croissant et linéaire, il vient ainsi

b b b
—f If ()] dx < f f(x)dx < f | F () |dx =

D’autre part, compte tenue de la croissance de I'intégrale et I’inégalité

| f(x)[< sup [f(x)

a<x<b

3. Pour tout x € [a,b] on a

x)dx

< Lb f ()
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nous obtenons par intégration

b
f If ()] dx<(b-a) sup If ()

a<x<b

6.3.4 Relation de Chasles

Proposition 6.4

Soit f une fonction intégrable sur un intervalle [a , b] . Alors :

1. Pour tout € [a ,b], la fonction f est intégrable sur [a, c] et sur[c,b].
2. Pourtout c € [a,b] :

c b b
J f(x)dx+ J f(x)dx = J f(x) dx (Relation de Chasles )

Convention : Soit f une fonction intégrable sur un intervalle [a, b]. On convient que
A
J f(x)dx=0 V Aelab]

thuejff(x _I,s x)dx , Ya,pelab]

6.4 Théoreme de la moyenne

Théoreme 6.8

Soit f :[a,b] — R une fonction continue. Alors

il existe une constante c € [a, b] tels que : "

J;bf(x) dx=(b—-a)f(c) ,,-,. /\\ //\\

b
L Fiadi=fc) xih—a)

Démonstration La fonction f étant continue sur [a, b] , elle est bornée et attient ses bornes. Soient

t M=
e ) et M= )

Donc

b
Vxelabl: m<f(x)<M :m(b—a)ﬁf f(x)dx <M(b-a)

Ce qui donne

_b a_[f x)dx <M

Ainsi, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [a, b] telle que

()
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Définition 6.10

(Valeur moyenne ) : Le nombre

a

b
e L

est appelé la valeur moyenne de la fonction f sur lintervalle [a, b].

Exemple 6.13

Le graphe ci-contre représente les variations de

la vitesse d’un mobile qui se déplace sur un chemin ¥itesie ms]
rectiligne.
MK ﬂ
1. Calculer la distance parcourue par le mobile pen- / !
dant 200 seconds de son départ. / h
2. Calculer la valeur moyenne de la vitesse de ce o o T —

mobile sur I’intervalle temporel [0, 200].

Réponses :
1) Soitv :[0,200] — [0, +oo] la fonction qui décrit la vitesse du mobile. Alors la distance de parcoure pendant

200
d :J- v(t) dt
0

Comme v est positive sur [0,200], alors d est égale a I’aire du trapeze ABCD ou A(0,0) , B(200, 0),
C(180, 100) et D(60, 100) . Ainsi

200 seconds de son départ est

AB+D 1
q= 4B 2C)X %9 _ 16000 m = 1,6 km
2) La vitesse moyenne v,, du mobile est alors
1 200 1
Uy, v(t) dt = — d=80m/s

=200 J, 200

6.5 Intégrales et Primitive

Nous avons vu que le calcul d’une intégrale f: f (x)dx d’une fonction continue sur [a, b] par les sommes de
Riemann est laborieux méme si f est une simple fonction. Pratiquement le calcul des intégrales se fait par le
bais des primitives. Nous allons montrer un résultat fondamental de calcul intégral. Ce résultat affirme que si on
connait une primitive F de f alors Lbf (x)dx = F(b)—F(a).

Définition 6.11

Soit f : 1 — R une fonction réelle définie sur un intervalle I . Une fonction F : 1 — R est appelée

primitive de la fonction f sur I si :
1. F est dérivable sur I et
2. Pourtoutx el : F'(x) = f(x).

Exemple 6.14
I. Soit:R— R , f(x)=2x.Les fonctions Fj, F,: R— R telles que F; (x) = x*>+1 et F,(x) =x>-3
sont deux primitives de f sur R .

2. Les fonction x > sin(x) + ¢ ol ¢ € R, sont des primitives de la fonction x + cos(x) sur R .
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Proposition 6.5

Si une fonction réelle admet une primitive, alors elle posséde une infinité de primitives. Deux primitives de

méme fonction ont pour différence une constante.

Démonstration Soit F: I — IR une primitive de la fonction f : I — R. Soit G: I — IR définie sur I par
G(x)=F(x)+c, ot ceR

Alors G’ (x) =F’(x) = f (x) , ¥V x€ R .Donc G est aussi une primitive de . Remarquons que pour chaque choix
de la constante ¢ € IR nous obtenons une primitive de f. Cela signifie que f posséde une infinité de primitives .

Inversement, si F, G :I — R sont deux primitives de la méme fonction réelle f : I — IR, alors on a
(F-G)(x)=F(x)-G'(x)=f(x)- f(x) =0 Vxel  (x)

Comme [ est un intervalle, il vient de la relation (+) que la fonction F — G est constante sur .
DouG(x)=F(x)+c, Yxe€l,avecceR . [

Théoréeme 6.9

Soit f : 1 —> R une fonction continue sur un intervalle 1. Soit xy € 1. Considérons la fonction
F : I — IR définie par :

Fu):waU)dt

Alors F est une primitive de f sur lintervalle I.

Démonstration Soient x € [ et h un réelle proche de 0 de sorte que x + h € I . En utilisant la relation de

Chasles, il vient

x+h x x+h X x+h
Hm%%PM:J F(t) dt- ﬂwm:j fMdHJ‘ﬂQM:J F(t) dt

Comme f est continue sur , alors d’apres le théoreme de la moyenne, on en déduit qu’il existe ¢ compris entre x

et x + h telle que

x+h
F h)-F
Faxeh-Fo= [ 0 de=flan— SR p(g
X
Or il clair qu’il existe un 0 € [0,1] tel que c = x + Oh . Donc ¢ — x quand h — 0 .
La fonction f étant continue, on obtient alors

F(x+h)—F(x)

lim =lim f(c)=f(x
h—0 h—0 f( ) f( )
Par conséquent, F est dérivable sur , et sa dérivée est la fonction f . Donc F est une primitive de f sur I. [

Théoreme 6.10

Soit f : I —> R une fonction continue sur un intervalle I . Si F est une primitive de f sur I, alors pour

touta, bel ona :

b
f f (x)dx = F ()~ F(a)

Démonstration Considérons la fonction F : I — R, définie par G (x) = fax f(t) dt . Alors d’apres le théoreme
7, la fonction G est une primitive de f sur . De plus, il est clair que

b
G(b):f f(x)dx et G(a)=0.

Soit maintenant F une autre primitive quelconque de f sur I. Donc il existe une constante réelle c telle que
F(x)=G(x)+csur. Ainsi F(a) = G(a)+c=cetalors F(b) =G(b)+ F(a) .
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Donc .
J. f(x) dx=G(b)=F(b)—F(a).

Le théoreme est démontré. [ |
Le théoréme 7 est un résultat important en analyse mathématique, notamment en calcul intégral et
différentiel. La formule permet de calculer une intégrale en connaissant au moins une primitive de la fonction

intégrant.

Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle 1. Soient x € I et yy € IR. Alors, ['unique

primitive F de la fonction f qui vérifie la condition F (xy) = v est définie par
=79+ f f ) dt

On pose G (x j f (t) dt pour tout x € I . D’apres le théoreme 6 , G est une primitive de f
sur I et elle vérifiée G(xy) =0 . Donc F(x)=y9+G(x) et F'(x)=G'(x)=f(x) Vxel.
Cela signifie que F est une primitive de f vérifiant (xg) = v .
Montrons maintenant, I’unicité de F. Supposons qu’il existe une autre primitive H de f sur I vérifiant la méme

condition (x() = yo . Alors pour tout x € I on a d’apres le théoreme 7

f F(8) di = H (x)~ H (x0) = F x) — F (x0) = H ()~ F(x) = yo — 0 = 0 = H (x) = F(x).
Cela montre I'unicité de F. u
Exemple 6.15 Chercher la primitive de x —> cos(x) qui prenne la valeur 5 au point 7 .
Réponse : Soit F la primitive cherchée. On a
F(x)=5+ fxcos(t) dt

s

2
Comme ¢ > sin(t) est une primitive de t — cos(t) sur IR , on trouve, ainsi

F(x)=5+sin(x) —sin(%) = 4+sin(x) .
La fonction logarithme népérien x +— In(x) est définie rigoureusement par

X
¥V x €]0,+o0[ : ln(x):J % dt
1

C’est-a-dire que la fonction x — In(x) est la seule primitive de la fonction x % sur ]0, +oo[ et vérifiée la
condition In(1) = 0.
Notations :

1. On note par I f (x)dx une primitive générale de f. Ainsi, si F étant une primitive de f alors

jf X)+c; ou ceR.

La notation f f (x)dx est appelée intégrale indéfinie de f.

2. Lb f(x)dx = [F(x)]i’ = F(b) — F(a). Cette notation est appelée intégrale définie de f entre a et b.

6.6 Primitives des fonctions usuelles

Le tableau ci-dessous regroupe les primitives des fonction usuelles. Ces primitive se déterminent par une lecture
inverse de la dérivation. Notons que ce tableau est trés important pour les calcules ultérieurs des primitives des

fonctions élémentaires.
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Fonction f (x) = Primitive f f(x)dx = Domaine
n+1
x" nelN ’:erl 1+ c R
L, meN,m=1 s tc= @ 11)xm1+c R*
a+1
x* , aeR, az-1 T +c 10, +00[
\/LE 2Vx+c 10, +o0[
Vx ZxVx +c 10, +c0[
,1—C In|x|+c R*
e’ e“+c¢ R
sh(x) ch(x)+c R
ch(x) sh(x)+c R
cos(x) sin(x)+c¢ R
sin(x) —cos(x)+c¢ R
cos21(x) =1 +tan?(x) tan (x)+c lR\{% +km ke Z}
Sin21(x) =1+ cotan?(x) —cotan(x)+c¢ R\{k 7t : ke Z}
x21+1 Arctan(x) R
L Arcsin(x)+c -1, 1]
1-x2
12+1 Argsh(x)+c = (x+ Vx2+1)+c R
X
L - Argch(x)+c=In(x+ Vx2-1)+¢ 11, +o0]
o

6.7 Procédés généraux de calcul d’intégrales

6.7.1 Opérations sur les primitives

Par une lecture inverse de la dérivation, on peut facilement montrer la proposition suivante :

Proposition 6.6

Et alors

intervalle I , alors pour tout x € I et pour tout o, f € Rona

Jaf( +pglx

Si f et g sont deux fonctions réelles possédant comme primitives F et G respectivement sur un certain

)dx =« Jf(x)dx+/3 Jg(x)dx:aF(x)+ﬂ G(x)+c

b
f o f(x)+Bg(x)) dx = [a F(x)+ B GU)IL = a(E (b)— F (a) + B(G(b)— G(a)

Exemple 6.16 Calculer les intégrales suivantes :

1
J (x4—2x3—1)dx ,
0

Réponses :

7t/3

J 2sin(x) +5cos(x) dx , J- dx
0

x2+1

1. En utilisant la linéarité de I’intégrale, on voit qu’une primitive d’un polyndéme est un polyndéme obtenu en

intégrant chaque mondme. On a alors

1 5 1
PR X501, 1 13
-2 -1l)dx=|—-zx"-x| = - —-5-1=-—
J;(x x ) dx [5 5% x] > 10
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2. On trouve facilement

_5V3

=6
2

/2
J 2sin(x) +5cos(x) dx =[-2cos(x) + 5sin(x) ]
/3

[SEESTE

3. Il est clair que

1 1
j 4 dx:4j ! dx:4[Arctan(x)](l):4(%—0):7(
0 0

x?+1 x2+1
On peut intégrer toute fonction qui est la dérivée d’une fonction connue. Mais il existe des fonctions

élémentaires qui ne sont pas la dérivée d’aucune fonction élémentaire, comme par exemple :
» sin(x)  e*
s - -

X X
Cela signifie simplement que la primitive est une fonction nouvelle, n’appartenant pas a un catalogue des

e—X

fonctions élémentaires bien connues.

6.7.2 Intégration par parties

Soient u et v deux fonctions continiiment dérivable sur un intervalle I . On a :

ju'(x)v(x) dx = u(x)v(x)—fu(x)v’(x)dx (6.1)
Siacletbelalorsona:

b
J- u' (x)v(x) dx = [u(x)v(x)]Z—J

a

b
u(x)v'(x)dx = u(b)v(b)—u(a)v(a)—j u(x)v'(x)dx (6.2)

a

b

Ona : (uv) =uv+uv’ = u'v=(uv) —uv’, ce qui donne

ju’ (x)v(x)dx = f(uv)'(x)dx - f (uv’)(x) = u(x)v(x) - f u(x)v’(x) dx
Ceci montre la formule (6.1). L’ autre formule (6.2) résulte directement de (6.1). [
Les formules (6.1) et (6.2) dites formules d’intégration par parties (abrégé en IPP ); permettent de
pallier I’absence d’une formule simple pour fu’ (x)v (x)dx ou de Lb u(x)v'(x)dx .
Exemple 6.17 Calculer : fxsin(x) dx et fol x? e dx

Réponses :_
1. On utilise IPP . Soit

{ u=x { u' =1
=
v’ = sin(x) v = —cos(x)

stin(x) dx = —xcos(x) — J —cos(x) dx = —xcos(x) +sin(x) +c , celR

Donc

1. Onposel = fol x% e™* dx . On utilise IPP . Soit :
u=x? u' =2x
=
v =e* v=—e~
1

xe ™ dx=—e'+2I; avec I :j xe* dx.
0

Ainsi,
1

I= [—x2 e‘x](l) + 2f

0
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Calculons maintenant I’intégrale I; en utilisant encore une fois IPP . Soit :

Donc 1
I =[x e_x](l) +j e dx=—-el+[- e_x](l) =1-2¢".
0

Finalement, on obtient [ =2 -5 ¢! .

6.7.3 Changement de variable

A) Méthode de changement de variable pour les intégrales indéfinies :

Proposition 6.7 (Premiére formule de changement de variable)

Soient I et | deux intervalles de R, ¢ : 1 — ] une application dérivable et f : | — IR une fonction

continue. Si F est une primitive de f sur, alors F o ¢ est une primitive de (f o ¢) x ¢’ sur I . On note

[r@mne @ ax= [ roa=roec=Fopwee o 1=

et on dit que l'on a effectué le changement de variable t = p(x) .

Démonstration La fonction F étant une primitive de f sur ] , elle est dérivable sur | et sa dérivée est f .
Puisque ¢ est dérivable sur , la fonction composée F o ¢ est dérivable su I et sa dérivée est

(Fog) (x)=F (¢ (x))¢"(x) = f (¢ (x)) ¢/ (x)
Ce qui signifie que F o ¢ est une primitive de (f o) x ¢p” sur . [ |
De la proposition 5 on tire la méthode suivante :

Meéthode : Soit a calculer I’intégrale indéfinie ( i.e. primitive )

ff )dx (9

Si on remarque que (x) = ¢’ (x) g( ¢ , alors on pose t = ¢ (x) .
Ainsi :
. Ona: dt = ¢’ (x) = dt = ¢’ (x)dx et alors I’expression f (x)dx se remplace par g (t)dt
2. Oncalculejg Hdt=G(t)+c¢
3. Revenons a I’ancienne variable , en remplacant ¢ = ¢(x) , on obtient :

ff(x)dx: fg(t)dt:G(t)+c:G(¢(x))+c, ceR.

2020

dx, [U S gy

Exemple 6.18 Calculer : f
Réponses :
1. Onpose =e*,x€R.Donc dt =e* dx . Ainsi pour tout € R, on a

x 1
& dx-= dt = Arctan(t) +c = Arctan(e*)+c, ot ceR.
e +1 t2+1

2. Onpose =Inx ,oux>0.Donc dt = % dx . Ainsi pour tout > 0, on a

Iny 12020 #2021 Inx )21
J(nx) o :ftmodtzzozl +C:(n2x0)21 veo obeelk
X

e?*+1
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Proposition 6.8 (Seconde formule de changement de variable)

Soient I et | deux intervalles de R, ¢ : 1 — ] une application bijective dont I’application réciproque
(j)‘l : ] — I est continue et f : | — R une fonction continue sur | . On suppose que ¢ est dérivable sur I
et que sa dérivée ¢’ ne s’annule pas sur . Si H est une primitive de (f o ¢) x ¢’ sur, alors H o ¢! est

une primitive de f sur | . On note

jf dt_J-f ) dx=H(x)+c=H(¢p™' () +c

et on dit que ’on a effectué le changement de variable x = (f)_l (1) = t=¢d(x)

La fonction H étant une primitive de (f o ) x ¢” sur I , elle est dérivable sur I et sa dérivée
est (f o ¢)x ¢’ . Puisque ¢ est dérivable sur, et sa dérivée ¢p" ne s’annule pas sur I , alors I’application réciproque

¢! est dérivable sur ] et
1

P'(p~1(x))
Ainsi, la fonction composée H o ¢p~! est dérivable su | et sa dérivée est

, , 1)) (o7 (x)
(Hoqb—l)<x>:H'(¢‘1<x>)(¢—1)<x>:f (¢l )¢ [ )=f(x)

Ce qui signifie que H o (j)’l est une primitive de f sur [ . [ |

Voxel ((¢7) (x)=

De la proposition 6 on tire la méthode suivante :
Méthode : Soit a calculer I’intégrale indéfinie ( i.e. primitive )

ff (4

Si on remarque que lorsqu’ on pose t = , et ¢ est bijective , la fonction g : x — f (¢ (x)) ¢’(x) a une
primitive remarquable alors on procéde comme suit

I. Ona: % = ¢’ (x) = dt = ¢’ (x)dx etalors I’expression f (t)dt se remplace par g (x)dx

2. On calcule jg(x) dx=G(x)+c

3. Revenons a I’ancienne variable , en remplacant x = (j)‘l (), on obtient :

ff(t)dt: J-g(x)dx:G(x)+c:G((j)_1(t))+c, ceR.

Exemple 6.19 Calculer f V1-x2 dx.

Réponse : La fonction x — V1 — x2 est définie et continue sur [-1, 1] . Considérons le changement de variable
=sin(t) . Donc t = Arcsin(x)ett e [—% , 5 ] De plus dx = cos(t) dtet V1 —x2 =cos(t)

Ainsi

J V1-x2 dx= Jcosz(t) dt

La méthode classique pour trouver une primitive de  — cos?(t) consiste a utiliser la formule trigonométrique
cos?(t) = %(1 +cos(2t)) .
Donc,

J V1-x2 dx = Jcos (1) dt—J2(1+cos(2t)) dt :é+isin(2t)+c:%+%sin(t) cos(t) +¢

Finalement,

1 1
f V1 -2 dx:EArcsin(x)+§xV1—x2+c , ceR.

Application 1 :
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Proposition 6.9

Soitu : I — Rune fonction dérivable sur Uintervalle I . Alors :
1. Iu Jcos(u(x))dx=sin(u(x))+c, x€lI, ceR.
"(x)sin( u(x))dx =—-cos(u(x))+c, xel, ceR.

w(x)

u(x)
u/

dx—lnlu( )| +c, siu(x)=0surl, celkR

dx—2\/ x)+c, siu(x)>0surl, ceR

u’ dx:ﬁ(u(x))aHJrc,aEIR,a:t—l,u(x)>05ur1, ceR

2 Ju
3. J
4 e
5 Juw(

Dans chaque cas, on considére le changement de variable t = u(x) , ensuite on utilise les

primitives des fonctions usuelles. [ |

Application 2 :

Proposition 6.10

]-Ixz+azdx_%Arctan(§)+c, a>0,ceR, xeR
Z.Ixz azdx_lln|x+a|+c, az0,ceR, x#=a
3. jmdxz Arcsin (§)+C, a>0,celR, x€]-a,al
4. f\/ﬁdx_ Argsh (;—C)+ =In(x+ Vx2+a?) +¢c, a>0,c€eR, xeR.
5-[\/)%6136— Argch(§)+ =In(x+ Vx2-a2), a>0,c€eR, x>a.
Dans chaque cas, on considére le changement de variable ¢ = 7, ensuite on utilise les primitives
des fonctions usuelles. [

Dans le calcul des intégrales indéfinies ( i.e. les primitives ) on utilise directement les résultats des

propositions 6 et 7. Par exemple

1 1 X
Jx2+3 dx:%Arctan(%)+c, ceR.

B) Méthode de changement de variable pour les intégrales définies -

( Changement de variable pour une intégrale définie )
Soit ¢ une application de classe C! sur lintervalle [a, b] et f une fonction continue sur ’intervalle

fermé et borné ¢ ([a,b]); on a

ff dx—f Fdr, (t=¢@).

On dit que l'on effectue le changement de variable t =

On pose | = ¢([a, b]) . Il est clair que ] est un intervalle fermé et borné puisque il est 'mage de
I'intervalle [a, b] par I’application continue ¢p. Comme f est continue sur , elle est intégrable au sens de Riemann

sur ] et elle admet une primitive F sur [a,b]. Donc

¢(b)
L( 0 d=F@O)-F(b @) 1)

D’autre part, comme ¢ est de classe C! sur [a, b] , la dérivée ¢’ est définie et continue sur [a, b]. Donc la fonction
(f o @) x ¢’ est continue sur [a, b]. Ainsi elle est intégrable sur [a, b]. De plus, on sait que F o ¢p est une primitive
de (f o) x ¢’ sur [a,b] . Il vient alors

Jf x)dx=Fo¢(b)-Fo¢(a)=F(¢(b))-F(P(a) (2)
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De (??) et (??) on en déduit que

b ) $(b)
[Tromewar= [ roar .
a ¢(a)
[ |
La formule de changement de variable pour les intégrales définie peut étre utilisée dans les deux
sens :

1. Sil’on veut calculer I = ng(y)dy et on remarque que ¢ (v) = f ( ¢ (v)) ¢’ (y) sur Uintervalle [a, b] , alors
le changement de variable t = ¢(y) permet d’en déduire que I = f;(ah)) f(t) dt.
2. SiI’on souhaite calculer | = ff f (t)dt , alors le changement de variable t = ¢ () (ol ¢ est une fonction

donnée ou a déterminée ) nous amene a calculer | = fub flo®)o'(v) dy.

Exemple 6.20 Calculer
/2 ) R T
A:J cos (x) esint) dx,B:f VRZ—xzdx(R>0),C:f cos®)_ 4,
0 0 o 2+sin(x)
Réponse :

1. Posons t = sin(x) alors € sin([O 5 ) = [sin( O),sin(%) ]=1[0, 1] . De plus = cos(x) dx .

b a1k
A= J(; e dt:[e]oze—l.

1. Posons x = Rsin(t) .Onax=0=Rsin(0)etx =R = Rsin(%) . De plus = Rcos (t) dt .
Comme VR? —x2 =R cos(t), il vient alors que
3 R? 7 R? 1 z R2
B= R%cos? (t) dt = — (1+cos(2t)dt:—[t+—sin(2t)]2 S
1. On pose t = sin(x) . Donc dt = cos(x) dx . Ainsi

Sin(T() 1 0 1
c= [ = [ a0
sin(0) 2+t 0 2+t

Donc

Application 1 :

Proposition 6.11

Soit a >0, et soit f :[-a, a ] — R une fonction continue . Alors
I. f est impaire = I_Z f(x)dx=0.
2. f est paire = f_z f(x)dx=2 Ioa f(x)dx.

Soit f une fonction continue sur [-a , a | (ot a>0).
1 . Supposons que f est impaire et posons = I—Z f (x)dx . Considérons le changement de variable x = —t = ¢(t)
. Donc dx = —dt. Il vient ainsi
P(a) -a -a
I:J f(—t)(—dt):J —f(t)(—dt):J f(t)ydt=—1 = 1=0.
¢(-a) a a
2 . Supposons que f est paire et posons | = foa f (x)dx . Considérons le changement de variable x = —t = ¢(¢) .

Donc dx = —dt. 1l vient alors

bla) o B )
]:L(O) f(_t)(_dt):J;) f(t)(—dt):—J; f(#) dt:J:af(t)dt

En utilisant maintenant la relation de Chasles, on trouve

J_: f(x)dx = J;)"‘ f(x)dx+£if(x)dx:2]:2 J;a f(x)dx
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Application 2 :

Proposition 6.12

Soit f : R—> IR une fonction continue et T — périodique , alors :

b+T b
f(x)dx = f f(x)dx , Va,belR
a+T a

et

a+T b+T
J fx)dx = f(x)dx, Ya,beR
a b

En particulier :

a+T T
f f(x)dx=jf(x)dx,VaeR
a 0

Soit f : R — IR une fonction continue et T — périodique. Soient , be R.
1. Posons I = fubf (x)dx etsoitt =x+T .Doncdx=dtetcomme f(x+T)=f(x),onen déduit que
b+T

b
I:L flesTide= | (0 dt

2. Posons A = :+T f(x)dx , B= IbbJrT f (x) dx . En utilisant la relation de Chasles, on obtient
b+T b+T

a b b
f(t) dt= f(t) dt+J- f(t) dt+ f(t) dt:—A+J- f(x)dx +B
a+T a+T a b a

Donc, d’apres le résultat précédent, il vient

a+

b+T b
B-A= f(x)dx —j f(x)dx=0 — A=B.
a+T a

1. 11 suffit de prendre b = 0 dans la relation A = B .

6.8 Intégration de certaines expressions contenant le trinome

Soienta, b, ¢, A, B des nombres réelstelquea=0et A=0.

1 Ax+B
L=| ———dx , IL=|————dx
! Jax2+bx+c 2 fax2+bx+c

J‘ 1 Ax+ B
L= | —— gy, = EEC
Vax?+bx+c Vax?+bx+c

Nous allons appliquer la méthode de changement de variable pour calculer les intégrales I} , k = 1,2, 3, 4.

Soient :

14 dx

Rappelons le principe suivant :

Principe : Forme canonique d’un trindme :

Soit P (x) = ax?+bx+c, a=0etsoit A =b?—4ac.
Alors la forme canonique du trindme P(x) est :

Onposet:x+%,etsoit
B siazo
VA 5 A<
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Donc

Par conséquence :

D’autre part : selon le signede A ona:

Premier cas : A < 0, alors Vx € R : P(x) # 0 et signe( P(x)) = signe (a). Dans ce cas, les intégrales
I, k=1,2,3,4 sont définies sur R ( I3 et I; ont un sens que si a >0 ).

Deuxiéme cas : A = 0, alors P(x) posséde une racine double xq = —% ,etona

2
VxeR:P(x)= a(x+ 2% ) et signe(P(x)) =signe(a)

Dans ce cas, les intégrales I}, , k = 1,2, 3,4 sont définies sur R\{x(} ( I3 et Iy ont un sens que si a > 0 ).
Troisiéme cas : A > 0, alors P (x) posseéde deux racines réelles distincts, x; et x, ( x; <x, ).Dans ce cas on a
VxeR:P(x)=a(x—x1)(x—x;),et

1. signe( P(x))=signe(a) sixe]—co, x1[ ouxe€lxy, +oo[.

2. signe( P(x))=signe(—a)six€]x; , x| .
Par conséquent : si A > 0, alors :

1. Les intégrales I; et I, sont définies sur | —oco, x;[ ou]x;, +oof.

2. Les intégrales I3 et I3 sont définies sur :

3. ]—c0, x1[ oulxy, 4o0[si>0.

4. ]x1, x[sia<0.
Calcul de lintégrale 1, :

1
L= | ——dx
! Jax2+bx+c
b

Onpose t =x+ - = dt=dx,donc d’apres ce qui précede, on en déduit que

1 1 1
L=|——dt== | —— dt
! \fauzik% a\ftziﬁ

D’aprés la proposition 7, on en déduit :
1 t :
%Arctan(F)+c si A<O
Li={ -L+c si A=0(k=0) ou ceR.
1 t—k ;
2ak ln |t+_k| +C S1 A >0
Finalement, en remplacant f = x + % , on trouve I; en fonction de x .

Notons que, pour calculer pratiquement 1’intégrale I; dans le cas ou A > 0, on utiliser la décomposition en

éléments simples suivante :

1 1 «a . B
ax2+bx+c a\x—-x; x—x,

ou a, f sontdeux nombres réels a déterminés. En suite on integre les éléments simples et on déduit I’intégrale

cherchée.
Exemple 6.21 Calculer : F; (x) = Jm dx ,Fy(x) = Im dx .
Réponses :

1. Calculons F;(x) . Le discriminant du trindbme x> + x + 1 est A = =3 < 0 . La forme canonique du ce
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trindme s’écrit alors :

12
2 —
x +x+1—(x+—) +

2] "4

Posons = x + % . Donc = dt , et alors pour tout x € R

1 2 2t 2 2x+1
Fq (x):J‘—2 dt = —Arctan(—)+c: —Arct(m(—)+c ; ceR

1. Calculons maintenant F,(x) . Le discriminant du trinéme x*> —3x + 2 est A= 1 >0 . La forme canonique

du trindme x2 — 3x + 2 s’écrit ainsi

x2—3x+2—(x—3)2—1—(x—2)(x—1)
= 5 1
Posons:x—%.Donc:dt.Ainsi, pour tout x € R\{1,2} on a
1
1 — = —
Fz(x):j—zdt:ln —f +c=In|——|+c; ceR.
tz_(%) t+ 5 -

Autre méthode pour calculer F,(x) : Comme I’on a x?> —3x+2 = (x—2)(x— 1) ; on décompose la fraction m

sous la forme
1 a b

= +
x?-3x+2 x-1 x-2

Par un calcul simple, on obtient 2 = —1 et = 1 . Donc pour tout x € IR\{1,2} on a

1 1 )
FZ(X)_J(x—2_x—1) dx_ln’x—l

Calcul de Uintégrale I, :

+c; ceR.

Ax+B
12:f2x—dx, a#0et A=0
ax?+bx+c

Premier cas : A <0 : Dans ce cas en écrit I, sous la forme :
£ (2ax+b)+(B-42)

ax? +bx+c

2:

Posons p = % etq=B- ‘g—f , alors il vient que :

Izzp J‘ZLM dx+q Il

Ainsi :
I :1n|ax2+bx+c| +q9 1
Deuxiéme cas : A = 0 . Dans ce cas, ax’> + bx +c = a(x — xo)2 ol xg = —% . On utilise ensuite la décomposition

suivante :

Ax+B Ax+B 1( @ B

= = — X # X
ax?+bx+c  g(x-x,)? @ 2)’

X=Xo (x—xp)
Et puis , on inteégre la forme décomposée.

troisiéme cas : A > 0 . Dans ce cas, ax?> + bx +c = a(x—x;)(x — x,) oll x; , X, sont les racine distincts du
trindme ax” + bx + c. Par la décomposition :

Ax+B 1(a+ﬂ)

a(x—xl)(x—xz)_a X—X] X—Xp
On calcule simplement I, .
Exemple 6.22 Calculer : Gy (x) = [ F52- dx, Gy (x) = [ 25 dx, G5 (x) = [ 5552

x24x+1 T J x2-4x+4 x2-3x+42
Réponses :
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1. Calcul de G (x) : Le discriminant du trindme x2 + x + 1 est négatif. On procéde ainsi, comme suit

x-3 _%(2x+1)—%—3_1( 2x+1 ) 7( 1 ) CeR
2+x+1 x2+x+1 2 \x24x+1 ) 2 \x24x+1 )" '
Done 1 2x+1 7 1 1 7
X+
Gi(x)== | ———dx-= | ———dx==In(x®+x+1)-=F; (x)+c.
1) 2Jx2+x+1 2Jx2+x+1 2 ( ) 2 1(%)
Ou F; (x) = I m dx est déja calculée dans I’exemple 21.
Finalement, on trouve pour tout x € R :
1 2x+1 7 1
Gi(x) = = | oo ax-L | ——dx
1(%) 2jx2+x+1 2 Jx2+x+1
1 7 2x+1
= —1n(x2+x+1)——Arctan( ad )+c. ceR
2 V3 V3

1. Calcul de G,(x) : Le discriminant du trindme x? — 4x + 4 est nul. La solution double de ce trindme est 2 .
On aalors x2 —4x + 4 = (x — 2)2 . On cherche d’abord la décomposition :
5x+1 a b
f)= - .
x*—4x+4 x—2 (x—2)

2,x;::2

Il est clair maintenant que b = lim,_,, (x — 2)2f (x)=lim,_,, 5x+1 =11 . De plus, en prenant x = 3, on
trouve 16 = f (3) =a+b = a =5. Ainsi, pour tout x #2 ,ona

5 11
2 = J(x—f(x—z)z)dx

1 1 11
SJ dx+11J 5 dx=5In|x-2|-——+c .ceR
x—2 (x—2) x—2

I. Calcul de G;(x) : Le trindme x? — 3x + 2 admet deux racines distincts : 1 et 2 . Donc, la fraction

— x=3
g(x) == 5 se décompose comme suit: g (x)= 3%y + ;%5 . Ona

a:lim(x—l)g(x):limx_ =2 et b= lim(x-2)g(x) =lim

x—1 x—1x—2 x—2 x—1x—1

Donc, pour tout x € R\{1,2} ona:

G3(x):J( 2 —L)dx_2ln|x I|-In|x-2|+¢c, celR.
x-1 -2

Calcul de Dintégrale 15 :

az0 et A=0.

1
13:J-—dx ,
Vax? + bx +c
__ 1
Vax2+bx+c

On distingue alors, trois cas :
Premier cas:a>0et A<0:Danscecas P(x)>0, VxelR,etP(x):a(t2+k2)of1t:x+%etk: VoA

2a

Pour que la fonction x +— soit bien définie, il faut que P (x) = ax?> + bx+c >0 .

Donc, pour tout x € R, on a

, ceR.

I —LJ— dt—LAr sh(£)+c—iln E+ ﬁ+1
PTNe) Ve TN R TN R Ve

1 b b
13:—1n[x+2—+ x2+—x+£) +C, x€eR,CeR.
a a

\a a

Troisiéme cas :a<0 et A>0 : Alors, P(x)> 0 sur ]x;,x,[ olt x; < x, sont les racines de P(x). Dans ce

cas,ona P (x)=a(k?—t )avect—x+2a :\Z—F.
Ainsi, pour tout x €]x7, x,[ on trouve
1 t 1 2ax+b
I; = f Arcszn( )+C: Arcsin( )+C,CGIR
) e YT V-a VA
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Exemple 6.23 Calculer :

dx H2 dx H3

<>=Jvzi7+ J\/T fm

Réponses :
I. Calcul de H; (x) : Comme on a déja vu, le discriminant du trindbme x> + x + 1 est négatif et on a

2
x2+x+1 :(x+%) +%>O, Y x € R. Donc, Hj est bien définie sur IR.
Onpose=x+%,alors dx =dtet

Hy(x) = ;2 dt :Argsh(%)
()

Ou de maniere équivalente :

Hi(x)=In(2x+1+2Vx?2+x+1)+C, CeR.

2x+1
+C:Argsh( i

+c, celR
5

1. Calcul de H, (x) : Le trinbme P (x ) = x>~ 3x+ 2 a un discriminant positif. Les deux racines de ce trindme
sontlet2etona: P(x) = (x - g) i . Maintenant, il est clair que H, est bien définie sur | —oco, 1] ou
12, +oo[ .
Posons t = x — % pour >2 . Alors, dx =dtet:

il
1
2
Dot Hy (x) =In(2x-3+2Vx?=3x+2 )+C, x>2, C€R.
1. Calcul de Hj(x) : Le discriminant du trindme —x? + 4x + 2 est positif . Les deux racines de ce trindme
sont 2+ V6 et 2— V6 . Donc la fonction Hj est bien définie sur |2 — V6, 2+ \/3[ .
De plus, on a pour tout x € IR :

dt = Argch(2t)+c=Argch(2x-3)+ ceR.

—x2+4x+2:—(x2—4x—2):6—(x—2)2.
Soit = x — 2, alors dx = dt . Ainsi, pour tout x €]2 — V6, 2+ \/5[ on a

t
dt :Arcsin(—)+C = Arcsin(x

-2
+C, CelR
V6 6)

1
V6 —t2

Calcul de Uintégrale 1, :

Ax+B

’
Vax2+bx+c

Dans ce cas on écrit I'intégrale I, comme suit

A Ab
14:\[% (2ﬂx+b)+(B—2—a) d_x
Vax? +bx +c

Posons p = % etq=B- ‘g—f , alors il vient que :

Iy = az0,A=0.

2ax+b

Vax? +bx+c
Ainsi: Iy =2p Vax?+bx+c +ql3+c, ceR.
Exemple 6.24 Calculer :

0= [ =52 gy 0= [ XL 4y Q(x)_jL
! Vil+x+1 2 Vx2-3x+2 ’ V=x2+4x+2

Iy=p dx+q I3

Réponses :
1. Calcul de Qq (x) : On a pour tout x € R
1 2x+4 J 1 2x+1

Q== [ =22 g | 250 il f
' Vx2+x+1 ViZixtl Vx2+x+
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Donc,

Qi (x)= Vx2+x+1+%H1(x)

Ou H; (x) = f \/xzim dx est déja calculée dans I’exemple 23.

Finalement, pour tout € IR, on a

Qi(x)= VxZ+x+1+ gln( 2x+1+2Vx2+x+1)+C, CeR

1. Vérifier que pour tout x> 2 :
5
Q,(x) = x2—3x+2+51n(2x—3+2Vx2—3x+2 )+C, CeR.
2. Vérifier que pour tout x €]2 — V6, 2+ Ve[

x-2
Q (x):—3V—x2+4x+2+7Arcsin( )+C, CeR
3 \/g

6.9 Intégration des fractions rationnelles

Définition 6.12

Une fraction rationnelle est le quotient de deux polynomes ( le polynome du dénominateur n’étant pas le

polynéme nul ) .

Nous admettrons la proposition suivante :

Proposition 6.13

Pour toute fraction rationnelle F = % il existe deux polynomes uniques Q et R telle que :

R
P:Q+§ , etdeg(R) <deg(B)

Le polynéme Q s’appelle la partie entiére de la fraction rationnelle . 1l est clair que si deg(A) < deg(B)

alors Q est le polynome nul .

6.9.1 Décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle

On rappel ici quelques notions importantes concernant la décomposition en éléments simples d’une fraction

rationnelle. Pour plus de détailles, voir le cours d’algebre.

Définition 6.13

(éléments simples )

1. On appelle élément simple de premiére espéce, une fraction rationnelle de la forme ﬁ ou
aeta€R, peIN".
2. On appelle élément simple de deuxiéme espéce, une fraction rationnelle de la forme “f:;)—;zc)q ou

B,y €R,qeN"eth, cdes réels tels que x* + bx + ¢ soit un trindme tel que son discriminant
A=b%-4c<0.

On admet le théoréme de décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle suivant :

Théoreme 6.13

Soit F = % une fraction rationnelle. On suppose que le polynéme B s’écrit sous la forme

B(x)=(x—a;)P (x—ay)P*...(x—a,)P (x2 +bix+ cl)ql(x2 + b2x+c2)q2...(x2 + bsx+cs)q5
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oui les trindmes x* + bjx +¢j sont tous irréductibles : i.e. b]? - 4C]' <0.

Alors on peut écrire de facon unique :

r p s 9
ELE D) B DD W vy

= — = — 2 . AW
i=1 \k;=1 j=1\k;=1 (x +b]x+c])

Ou Q est un polynoéme ( la partie entiére de F ) et les autres éléments de cette décomposition sont tous des

éléments simples de premiere ou deuxiéme espéce.

. 4 3_.2 . . . .
Exemple 6.25 Soit F (x) = % , alors la fraction rationnelle F se décompose comme suit :
X X“+X

a b cx+d fx+g
- + 2T 2 + 2
x+1 (x+1)° (P+x+1)  (x24x+1)

Oua,b, c,d, f, g sont des réels a déterminés . Voir le cours d’algebre comment calculer ces nombres.

F(x)

Pour cet exemple, les calculs nous donne :

a:6lb:1 ,C:—6, d:O ;f:_6,g:—4.

6.9.2 Intégration des éléments simples

1. Cas des éléments simple de premiére espece : on a

J‘ a aln|x—a| si p=1
——dx= )
(x—a)? (1%) o i P22

x—a)P~

2. Cas des éléments simple de deuxieme espece :

wq:J—( Pr+y dx

x2+bx+c)l
Le cas ol ¢ = 1 est déja étudié . Supposons désormais que > 2 .

Ona:
b
Fax+b)+(r-5) g 2x+ b Bb 1
(x2+bx+¢) 2 ) (x2+bx+c) 2 (x2+bx+c)

D’autre part , si on pose u = x> + bx+c = du = (2x+b) dx et on a alors :

2x+b 1 1 1
2 e Laue—— L ic-- +C
j(x2+bx+c)q ¥ wi Y (q-1)ui! (g-1)(x2+bx+c)""

Maintenant, indiquons comment calculer I’intégrale
1
S R E—
(x2+bx +c)
En écrit le trindme x? + bx + ¢ sous la forme canonique
b\2

x> +bx+c= (x+§) + k2

En effectuant le changement de variable t = x + % , on obtient ainsi :

1
Sg= | ———— dt
i j(t2+k2)q

Par intégration par parties, on trouve une relation de récurrence entre S, et S,

et alors de proche en proche le calcul de S, se ramene au calcul de Sy .

4 2 3_,2 3
F(x):J x+2x xX°+ _ dx
(x+1)° (x2+x+1)

Exemple 6.26 Calculer
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2 . 4 3_y2 N 2 L 214 .
Réponse : Soit f (x) = % ,ou x # —1 . La décomposition de f(x) en éléments simples est
X X“+X

6 1 6 x 6x+4
flx)= + 272 - 2
x+1  (x+1)° x*+x+1  (x2+x+1)

F(x):f : dx+f 1 de—ff—xdx—f“—”zdx
x+1 (x+1) x“+x+1 (x2+x+1)

__ 1 _
X=—-g77tc, x# 1.

Donc

D’autre part, il est clair que f wydx=6ln|x+1|+c, x=-1 et

Soient maintenant
Li(x) = jx2+x+1 dx ., I (x) = I(6x—+42 dx ., Jy :Jx2+x+1 dxet]y = J+2 dx .

x2+x+1 ) (x2+x+1)
Onalj(x 3[?{’2‘1’;} dx = xzf;il dx-3]; (x):3ln(x +x+1)—3]1 (x) .

Comme on a déja calculé J; (x) =

v V3

Arctan ( 2x+1 ) + ¢, il vient alors,

2x+1
Il(x):31n(x2+x+1)—2\/§Arctan( X )+c, ceR.
V3
En suite, I, (x 3[ 2“4/3 x—3f(2f+i dx+],(x) = ﬁ+]z(x).

Il reste a calculer J,(x ) Pour cela on fait 1ntegrat10n par parties de J; (x) :
On pose d’abord, ¢t = x — 3 5 . Donc, J (x I 733 dtet],(x) = f (tZ:%)z dt

u =1 u=t
1 fr— ;) _ 2t
V= =Tz
t2+3/4 (£2+3)

. . 2 t +
Ainsi, J1 (x) = 57 + | (t22t§)2 dt = s + 2j 44)4 dt = zh+2 11 () =3 Ja(x)

Donc, [, (x) = 3(t2 )+ ]1( ):s(xzz"f;lﬂ+WArctan(z’%l)+c.Parconséquent,
2x -8 4+v3 2x+1

I (x) = 2x + \/_Arctan(i)+c , ceER.
3x+x+1) 9 V3

Finalement, on trouve pour tout x = —1 :

1 2x—8 143 2 1
F(x):6ln|x+1|—m—3ln(x2+x+l)— X \/_Arctan( Xt

, CeR.
3(x*+x+1) 9 V3 )

6.10 Intégration de certaines classes de fonctions trigonométriques

6.10.1 Intégrale de type :JR (sin x, cos x)dx
Soit R(x,v) une fonction rationnelle de deux variables. Considérons 1’intégrale indéfinie
JR(sinx, cosx) dx

Dans le cas général, nous utilisons le changement de variable t = tan3 .

2dt 2t 1-¢2
e ,sinx = T2 et cosx = e -

' 2t 1—¢2 2dt
JR(Slnx,COSX) dx :J-R(1+t2 ’ 1+t2) 1+12

Intégrale de fonction rationnelle

Onadonc:dx =

Ainsi, on obtient :
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1
sinx

=k, (k+1)[, keZ.

Réponse : Soit F (x) = I sy dx . La fonction x est continue sur chaque intervalle de forme

Donc, F est bien définie sur chaque intervalle I , k € Z .

On pose t = tan3 , donc, sinx = Z—tl etdx = % . Il vient alors que pour tout x € [} ;k € Z
1 t2+1 2dt 1
—— dx = = —dt:ln|t|+C:ln|tanf|+C, Ce R.
sinx 2t t2+1 t 2

Le changement de variable ¢t = tan3 conduit fréquemment a des fonctions rationnelle trop
compliquées. Pour cette raison, nous utilisons d’autres changements remarquables.

Cas remarquables : ( Régles de Bioche ) Soit f (x) = R(sinx, cosx)

1. Si f(-x)=—f(x), on considere le changement it =cosx .
2. Si f(t—x) =—f(x), on considere le changement : t = sinx .
3. Si f(mt+x)=f(x) alors on considére le changement : t = tanx .
Si:t=tanx alors:
1 1 t2 dt
cosZx = = , sin’x = et dx = ——
1+tan?x  1+1¢2 +t2 1+¢2
Exemple 6.28 Calculer A (x) = ;fsslrfx dx,B(x)= J;’Z(g o dx avec x € ] 7.5
Réponses :

1. Calcul de A(x) : Soit f (x) = Zcf:;rfx . Remarquons que f est continue sur IR ce qui signifie que A est bien

définie sur R . De plus,ona (t—x) =—f (x) , VYxeIR.On considere alors le changement de variable

t =sinx . Donc, dt = cosx dx et alors :

2 Cain? _ 42
A(x):J‘(cos x?cosx dx:J‘(l sin >.c)cosx dx:Jl t gt

2 +sinx 2 +sinx 2+t
La décomposition en éléments simple de la fraction 1tjr—t22 est
1-t2 3
=—t+2-——
t+2 t+2

Donc, pour tout € IR, on obtient
t? 1
Ax) = ~5 +2t=3In|t+2|+C = —Esinzx + 2sinx — 3In(sinx+2)+C, CeR.

1. Calcul de B(x) : Il est clair que B est bien définie sur ] z, 7;[ puisque la fonction

2
x> g(x) = SIX_ ot continue sur ] , [ On consideére le changement de variable f = tanx , ou x €
3+2c0s%x 272

2
] 5, 2[ Donc, dx = t2+1 ,sin’x = 1it2 , COS2x =

. 11 vient alors

1
1+2 -

2
Ainsi, g(x) = 3t2+5

t2
B(x) = f s

. En décomposant /i(z) en éléments simples, on trouve

1,5
2(z+1)  2(3z+5)

On pose h(z) = m

h(z) =

£ —1(+2) = 1 5 e 5T vl
Donc, m = h(t ) = —m + m . Par suite, il vient

1 5 1 (1 5 (1
B(x)= | - dt = —= dt+2 dt
) J- 22+1)  2(32+5) 2jt2+1 +6Jt2+g

Finalement, pour tout € ]—% , %[ ,ona

+C=—=x+—— Arctan

1 V15
B(x) = —=Arctan(t)+ —— Arctan
2 6 2 6

\/;_St) 1 +i5 ( \/ﬁ;anx )+
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6.10.2 Intégrale de type : Jcosp(x )sinl(x) dx ,p,qeZ

Premier cas : p ou q est positif et impair
Supposons pour fixer les idéesque : p =2m+1, meIN
Alors : jcoszm*l(x) sin? (x) dx = Icos (x) (1 —sinx )"sin(x) dx

On pose t =sinx — dt = cosx dx , par suite on obtient

fcoszm+1(x) sin? (x) dx = j(l - tz)m t1 dt

Deuxiéme cas : p et g sont positifs et pairs p=2n, q=2m, net melN
Dans ce cas, on utilise les formules :
sin’x = %(1 —cos2x) etcos’x = %(1 +cos2x) (T)
Ainsi : Ly
cos® (x)sin®™ (x) = (coszx ) n(sinzx )m = (5) (1 +cos2x )" (1 —cos2x )™
En effectuant les développements des puissances indiquées, on obtient une expression de puissances paires et
impaires de cos2x . Les termes contenant des puissances impaires peuvent étre intégrés comme nous 1’avons
indiqué dans le cas a).
Pour les termes contenant des puissances paires, nous appliquons successivement la formule (T') afin d’abaisser le
degré de ces puissances. En proceéde de cette maniere, on arrive finalement a des termes de la forme jcos(a) x) dx
que I’on intégre facilement.
Exemple 6.29 Calculer F (x jsm x cos*x dx ,G(x)= fsinzxcos4x dx .
Réponses :
1. Il est clair que F est bien définie sur R. De plus, pour tout x € IR, on a

F(x) = fsinx (1 —cos®x)cos*x dx

On pose = cosx . Donc, dt = —sinx dx et alors

7 5 7 5
B 2\ .4 _ _t t _cos’x  cos’x
P(x)_J—(l—t)t dt_f( t)dt = -5 +C=——-——+C, CeR.

1. La fonction G est définie sur IR . D’autre part, pour tout € IR, on a

1 1
cos’x = 5(1 +cos2x) et sin’x = 5(1 —cos2x )

Ainsi
) 4 1 2 1 2 2
sin“xcos*x = 4_1(1 —c0s“2x) (1 +cos2x) = Z(l +C0os2x —cos“2x— c0s2x cos“2x)

Or, cos?2x = %(1 +cosdx) et cos2x cos?2x = cos2x (1 —sin®2x) = cos2x — cos2xsin®2x
1l vient alors

2 4

1 1
sin“xcos*x = Z(l —c0s?2x) (1 + cos2x) = cosdx + 1 cos2xsin®2x

OOI»—‘
ool»—k

Finalement, pour tout x € R, on a

1 1 1 1 1
G(x)= j(g - gcos4x + 1 cos2xsin?2x ) dx = § - ismélx + ﬁ51n32x+ C, CeR

6.10.3 Intégrale de type : Jcos (ax)sin(bx)dx et d’autres similaires

Il s’agit ici d’intégrales de forme :

Jcos (ax)cos(bx)dx ,Jsin(ax)cos (bx)dx, Jsin(ax) sin(bx)dx , a=zb
On peut les calculer en utilisant les formules trigonométriques suivantes :

cos (ax) cos (bx) = %( cos(a+b)x +cos(a—b)x )
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sin (ax) sin(bx) = =( cos(a—b)x —cos(a+b)x )

N = N =

sin(ax) cos(bx) = =( sin (a+b)x +sin(a—b)x )

Exemple 6.30 Calculer I (x) = fcos (2x) sin(3x) dx .

Réponse :
Il est clair que la fonction I est définie sur IR . D’autre part, pour tout € R, on a

1
cos(2x) sin(3x) = E(sinSX +sinx )
Donc, pour tout € R, on trouve

1 1 1
I(x)= J E(sin5x+ sinx ) dx= —ECOSSX— 5cosx+ C, CeR.
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Exercice 80 [. En utilisant les sommes de Riemann calculer les limites des suites suivantes
= Vn—k 1 l 1tk
(1) a,= (2) b, = cos ( )

3. Montrer que Uol cos(nx) 7 | <In2.
J‘/g e *sin(x) d

4. Montrer que i

TC

Exercice 81 Calculer les primitives suivantes ( Fractions rationnelles ) :

J 1 dx J 5x-3 dx
x3+1 7 (x—1)2(x2-2x+5)

Exercice 82 En utilisant ’intégration par parties, calculer les les intégrales indéfinies suivantes :

A A
jln(l +x%)dx, resin \/_dx, x cos? xdx, J—x rctanxdx}
\/_ (1 +x2)2

Icos(ax)e‘b"dx, a,b=0, Jln(x+ 1+x2)dx.

Exercice 83 En utilisant la méthode de changement de variable, calculer les intégrales indéfinies suivantes :

fxaxzdx , JSxexdx , jVRZ—xzdx, J J dx a>0,b>0.
4+3x4 b2 — 4252

CcOS X Arccosx —x 1
dx —dx, j

X X
—dx, f—dx —dx,
fV5—x2 Va2 + x4 V6 +sin? x V1-x2
1 3 \/1
J dx J.de, Jsm2x ) V3 +cos? xdx, f VX J cosx neN

ch(x) sinx

dx

4cos?x +3sin’x

Exercice 84 Calculer les intégrales définies suivantes :

z sinx COSX 0

27 1
3x+2
sin2(x)e_xdx, Jx—dx
0 Vx2+x+1

2 3
cos(3x) sin(5x) dx, j cos®(x)dx
_[ sz +4x— 0 0
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Exercice 85 Soient

3 sinx cosx
I= ——dx et |= ——dx
o 2cosx+5sinx 2cosx+5sinx

[. Calculer 51 + 2] et —21I + 5].
2. Déduire la valeur de I et de ].

Exercice 86 Calculer :

2x* +1 x> +x*-8 x3-6 3(x* +2x% +2)
= T dx, | Z—=="dx — = " dx, dx
x3(x2+x+1) x3 —4x x*+6x2+8 (x3—-1)(x2+2x+2)
J-l L i f Ly J L f ch3t) 4, J-xshé(t)dt x>0
o 1+x4 77 Jo L+ch2x ™" )y sh(t)+2ch(t) " Jy 1+sh(t) ~  Jo ’

Jg L d JZ sinx d fx ! dt beR, x€]0, 7
5 ax, X, ’ a, , X s
o (2+cosx)? o 1+cosx+cos2x o a2+b?2—(a?-b?)cost

2n

301 *sint+sin3t @ cos3t+cost
J dt, f—sm S P dt, x €0, /4 J €S THCOS ¥t aelo,n]
b 0 s

sin*t cos 2t n sin?t+sin*t

1 x 1 b
—_—dt, x> 1, j dt, x>0, J V(x—a)(b-x)dx
L Vi—1+ Vt+1 1 (2t+1)23—(2t-1)1/2 a (x=a) )

1+ x 1 Y 3t+4
J el v JT‘I’“ fmd’“ s Vel el

Exercice 87 On définit pour tout n € IN :
%
W, = J sin” x dx
0

Montrer que la suite (W,,),>o est décroissante . Déduire la convergence de la suite (W,,),>0.

Vérifier que W, est bien défini.
s
Montrer que W,, = JOZ cos” x dx.

Montrer que pour tout n > 2 : nW, = (n—-1)W,,_,
Calculer W, W; et déduire W,, en fonction de n.

SR SN

(a). Montrer que W,, est équivalent a W, quand n — +oco.
(b). On pose u, = (n+1)W, W, pour tout n > 0. Que peut-on déduire de la suite (u,) ?
(c). On déduire que W, ~ |5, quand n — +oo.

n
7. On suppose connu I’équivalence n! ~ C \/n ( %) . Montrer a l’aide des questions précédentes que

= V2~
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