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Résumé
Le travail de ce mémoire porte sur la modélisation et la synthèse de lois de commandes linéaires
pour un pendule inversé rotatif disponible au niveau de notre établissement ESSAT. Avec sa dy-
namique instable et fortement non linéaire, le pendule inversé rotatif représente un système très
intéressant à étudier, et captivent pour le test de nouvelles lois de commandes. Le but de ces com-
mandes est de maintenir le pendule à sa position d’équilibre haute lorsque le pendule est manuel-
lement placé autour de sa position d’équilibre instable. Dans un premier temps, nous avons donné
un modèle mathématique non linéaire sous forme d’équations différentielles et sous forme d’une
représentation d’état. Nous avons présenté par la suite une linéarisation du modèle obtenu au-
tour du point d’équilibre instable. Finalement, nous avons synthétisé trois types des commandes
linéarises, a savoir, le placement de pôles, linéaire quadratique régulateur (LQR), et contrôle pro-
portionnelle intégrale dérivée (PID).

Mots-Clés : Système non linéaire, Pendule inversé rotatif, Commandes linéaires, modélisa-
tion mathématique.

Abstract
The work of this thesis concerns the modeling and synthesis of linear control laws for a rota-

ting inverted pendulum available at our ESSAT facility. With its unstable and highly nonlinear dy-
namics, the rotating inverted pendulum represents a very interesting system to study, and is an
attractive one for testing new control laws. The goal of these controls is to maintain the pendu-
lum at its high equilibrium position when the pendulum is manually placed around its unstable
equilibrium position. In a first step, we have given a non-linear mathematical model in the form
of differential equations and in the form of a state representation. We then presented a lineariza-
tion of the model obtained around the unstable equilibrium point. Finally, we have synthesized
three types of linearized controls, namely, pole placement, linear quadratic regulator (LQR), and
pro-portional integral derivative (PID) control.

Key-Words : Nonlinear system, Inverted rotating pendulum, Linear controls, mathematical mo-
deling.

 ملخص 

في         متاح  مقلوب  دوار  لبندول  الخطي  التحكم  قوانين  وتوليف  نمذجة  على  الأطروحة  هذه  عمل  يركز 

الخاصة بنا. مع ديناميكياته غير المستقرة وغير الخطية بقوة ، يمثل البندول الدوار المقلوب    ESSATمؤسسة  

م الجديدة. الغرض من هذه الضوابط هو  نظامًا مثيرًا للاهتمام للغاية للدراسة ، ويأسر لاختبار قوانين التحك

الحفاظ على البندول في موضع توازنه العالي عندما يتم وضع البندول يدوياً حول موضع توازنه غير المستقر.  

، قدمنا   الحالة. قدمنا  أولاً  تفاضلية وفي شكل تمثيل  رياضياً غير خطي في شكل معادلات  لاحقًا  نموذجًا 

ه حول نقطة التوازن غير المستقرة. أخيرًا ، قمنا بتجميع ثلاثة أنواع من عناصر  نموذجًا خطياً تم الحصول علي

( التربيعي  الخطي  والمنظم   ، القطب  ، وهي وضع  الخطية  ،  LQRالتحكم  المتكامل  (  الاشتقاقي  والتحكم 

 (. PIDالنسبي ) 

 . الرياضية الخطية، النمذجة أدوات التحكم  المقلوب،  الدوار الخطي، البندول غير النظام مفتاحية:الكلمات 
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GLOSSAIRE

Acronymes
EC Énergie cinétique
EP Énergie Potentiel
LQR Linéaire quadratique régulateur
PID Proportionelle Intégrale dérivé
Symboles
α Angle de pendule
θ Angle de bras
Bp Coefficient de viscosité d’amortissement du pendule
Br Coefficient de viscosité d’amortissement du bras
g Gravité
Jp Moment d’inertie du pendule de son centre de masse
Jr Moment d’inertie du bras de son centre de masse
Kd Gain Dérive
kg Constante des engrenages
Ki Gain Intégral
km Constante de la f.e.m
Kp Gain Proportionelle
kt Constante du couple moteur
Lp Longueur de bras
Lr Longueur de bras
mp Masse du pendule
Rm Résistance d’induit du moteur
R L’ensemble des nombres réels
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Z L’ensemble des nombres entiers relatifs
η g Rendement des engrenages
η m Rendement du moteur
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Introduction Générale

Les systèmes automatisés n’ont cessé d’évoluer entraînant inévitablement des structures de com-
mandes de plus en plus complexes.
L’automatique est l’art de modéliser, d’analyser puis de commander les systèmes. C’est aussi celui

d’identifier les système dynamiques de traiter l’information et de prendre des décisions. Conçu pour
minimiser l’intervention humaine et accomplir des tâches difficiles ou qui nécessitant des efforts au-
delà de leurs capacités physique.

Dans le domaine scientifique et celui de l’enseignement, l’automatique a souvent recours à des
cas d’études particuliers, qui sont représentatifs de grandes classes d’applications. De plus, avec l’ex-
périence, la connaissance de ces cas s’est affinée et ils fournissent aujourd’hui une base idéale pour
comparer de façon valable les avantages et les inconvénients d’approches différentes. Le pendule in-
versé est l’un de ces cas typique qui occupe une place importante dans l’industrie, étant un système
fortement non linéaire, couplé et instable, il représente un benchmark idéale pour étudier de nouvelles
commandes.

Il existe plusieurs types de pendule inversé, qu’on va présenter plus tard, mais celui qui nous inté-
resse le plus c’est le pendule de Furuta ou pendule inverse rotatif. Ce dernier consiste en un bras dans
le plan horizontal qui est actionné par unmoteur à courant continu. Au bout de ce bras horizontal, un
second bras est attaché, libre de tourner dans le plan vertical (les plans de rotation des deux bras sont
perpendiculaires). A l’aide d’un contrôleur, il est possible de maintenir le bras vertical en équilibre
instable. Le but derrière ce projet est de faire en sorte que le pendule se stabilise autour de son point
d’équilibre instable.

Le travail est organisé de la manière suivante :
Dans le premier chapitre, nous présentons quelques types de pendules notamment les pendules in-
versé ainsi que leur domaines d’applications pour illustrer l’objectif principale de l’étude du pendule
inversé.

Le deuxième chapitre est consacré à la modélisation du pendule inversé rotatif sur lequel nous
orientons notre travail. Nous utilisons dans la première partie le formalisme de Lagrange pour obte-
nir un modèle mathématique non linéaire sous forme d’équations différentielles et sous forme d’une
représentation d’état. Nous présentons par la suite une linéarisation autour du point d’équilibre, im-
posée implicitement par la complexité du système.

Dans le troisième chapitre, nous nous intéressons à la synthèse de quelques types de commandes
linéaires. Il s’agit de la commande par placement de pôles, la commande linéaire quadratique LQR,
et la commande par un contrôleur proportionnel-intégral-dérivé (PID).

Et pour finir, dans le quatrième chapitre, nous allons appliquer les trois commandes qu’on à syn-
thétisé au par avant, sur lamaquette deQuanserQUBE-Servo qui est unemaquette de pendule inversé
rotatif, afin de tester les performances et robustesse des trois commandes.

Modélisation et commande en temps réel d’un pendule inversé rotatif: Approche linéaire 2
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Chapitre 1. Aperçu géneral sur les pendules

1.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous présentons dans un premier temps quelques types des pendules notam-

ment les pendules inversés.Nous nous intéressons par la suite à la représentationde quelques exemples
de systèmes réels inspirés et basés sur le principe des pendules inversés.

1.2 Types de pendules
• Pendule simple :

Il s’agit d’une petite masse accrochée à l’extrémité d’un fil (ou d’une tige) inextensible demasse
négligeable. Écartée de sa position d’équilibre, puis relâchée, il oscille grâce à la force de gravité.
Lorsque la masse accrochée n’est plus suffisamment petite et/ou si la tige qui la relie à l’axe de
rotation n’est pas demasse négligeable, on doit tenir compte dumoment d’inertie de l’ensemble.
Un tel pendule est appelé pendule pesant (ou pendule pesant composé pour le distinguer du
pendule simple).

Figure 1.1: Pendule sphérique [15].

• Pendule cycloïdal :
Ce pendule est le seul pendule rigoureusement isochrone. Il est constitué d’une masse suspen-
due à un fil, mais astreinte à se mouvoir le long d’une cycloïde. Pour cela le fil est encadré à son
point d’attache de deux portions de cycloïde, profitant d’une propriété mathématique de cette
courbe : elle est sa propre développée.

Figure 1.2: Pendule cycloïdal[13].

• Pendule de torsion :

Il est constitué d’une barre horizontale, suspendue à un fil métallique vertical. La barre oscille
dans un plan horizontal. Ceci est dû au fil qui, par sa torsion, exerce un couple de rappel qui
tend à ramener le pendule vers sa position d’équilibre. Cette oscillateur est harmonique.
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Chapitre 1. Aperçu géneral sur les pendules

Figure 1.3: Pendule torsion [8].

• Pendule inversée :
Souvenez-vous quand vous étiez petit et que vous essayiez de tenir en équilibre une tige sur
votre doigt. Vous deviez en permanence ajuster la position de votre main pour stabiliser la tige.
Le pendule inversé fait la même chose,...

Figure 1.4: Exemple illustrative[6].

Avant d’aller plus loin sur les pendules inversés, on doit commencer par définir ce type de
systèmes. En effet, un pendule inversé n’est qu’une tige posée en position d’équilibre instable
(verticale à 180°) sur une base qui peut être fixe oumobile. La dynamique non linéaire et instable
de ce système physique a fait de lui un système très intéressant et largement étudié dans la
communauté des automaticiens, ce qui explique l’existence de plusieurs aspects et formes de
pendules inversés.
On peut trouver divers types de pendules inversés tels que :

∗ Pendule inversé classique :
Ce système mécanique consiste en un chariot de masse M qui peut se déplacer horizon-
talement et librement sur un rail de guidage en supportant une tige de masse m libre en
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rotation autour d’un pivot.L’application d’une force f(t) va provoquer le déplacement du
chariot et la déviation du pendule d’un angle θ(t) par rapport à la verticale. Ceci constitue
un système mécanique sous-actionné à deux degrés de liberté et un seul actionneur. Dans
le cas de stabilisation d’un tel système, le but de la commande serait de ramener le pendule
à partir d’une position initiale à sa position d’équilibre instable et le maintenir autour de
cette position.

Figure 1.5: Schéma du principe d’un pendule inversé classique[16].

∗ Le double pendule inversé :

Pour ce type, on peut distinguer deux architectures différentes :
◦ En cascade :

Il a le même principe que le pendule simple, la seule différence réside dans le fait
qu’il dispose de deux tiges en rotation libre. L’une tourne autour du pivot à la base,
d’un angle θ1(t) et l’autre avec l’angle θ2(t) autour de la deuxième articulation entre
les deux tiges. Le but de la commande pour ce système consiste à stabiliser les deux
tiges autour de la verticale et les maintenir autour de ce point d’équilibre instable.

Figure 1.6: Schéma du principe d’un double pendule inversé en cascade[17].
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◦ En parallèle :

Dans ce cas, le chariot supporte deux tiges indépendantes : une tige L de longueur lL
et une autre B de longueur lB , les deux en rotation libre. Le déplacement x(t) de la base
va engendrer une déviation d’un angle θL par rapport à la verticale sur la première tige
et d’un angle θB par rapport à la verticale sur la deuxième tige.
Le but de la commande consiste à stabiliser les deux tiges autour de la verticale au point
d’équilibre instable et les maintenir même dans le cas de présence de perturbations
externes.

Figure 1.7: Schéma du principe d’un double pendule inversé parallèle[17].

∗ Pendule inversé stabilisé par volant d’inertie :
C’est un système composé de deux corps mécaniques : un pendule inversé en rotation libre
autour d’un pivot lié au bâti et un volant actionné (roue d’inertie) dont le centre de masse
coïncide avec l’extrémité du pendule. Le principe de fonctionnement de ce système est basé
sur le mouvement de rotation du volant d’inertie qui provoque, par les effets dynamiques
qu’il induit, la rotation de pendule. Le but de la commande consiste à stabiliser le pendule
autour de la verticale au point d’équilibre instable et le maintenir dans cet état.

Figure 1.8: Photo de pendule inversé stabilisé par volant d’inertie[11].
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Chapitre 1. Aperçu géneral sur les pendules

Figure 1.9: Schéma du principe d’un pendule inversé stabilisé par volant d’inertie[11] .

∗ Pendule inversé sur deux roues :
Le pendule inversé sur deux roues est considéré comme un prototype académique large-
ment étudié dans le domaine de l’automatique. Comme son nom l’indique, il est constitué
d’une base mobile (l’essieu et les deux roues) surmontée d’un pendule inversé en rotation
libre au tour d’un pivot(articulation passive) entre l’essieu et la tige du pendule. L’angle
d’inclinaison du pendule par rapport à la verticale est notée ψ.
Le principe de fonctionnement du système est très simple en théorie : quand le pendule
penche vers l’avant, la partie mobile doit le rattraper en effectuant un mouvement vers
l’avant et vis versa. La difficulté réside dans le réglage de l’intensité de réaction des roues
afin d’agir face à l’angle que fait le pendule avec la verticale.

Figure 1.10: Photo de pendule inversé sur deux roues, (b) : son schéma de principe[11].

∗ Pendule inversé rotatif :

Ce pendule est composé d’un bras actionné en rotation dans le plan horizontale, à son
extrémité vient s’ajouter un pendule inversé monté en équilibre instable. La rotation infinie
du bras assure la stabilisation et le maintien du pendule autour de la verticale au point
d’équilibre instable[3] .
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Figure 1.11: Pendule inversé rotatif[1].

1.3 Quelques applications du pendule inversé
Dans le domaine du transport basée sur l’étude des pendules inversés, on trouve le "Honda Riding

Assist", il s’agît d’une moto d’apparence classique, mais qui s’auto équilibre dans les phases critiques
(arrêt et basse vitesse). Dépourvue de béquille, conçue pour rester droite à l’arrêt, et pour aider les
conducteurs dans les courbes, elle arrive à se maintenir grâce au mouvement de sa fourche.

Figure 1.12: Honda Riding Assist 2019[7].

Domaine médicale, IBOT, un fauteuil roulant électrique automatisé, qui fonctionne en se basent
sur le principe du pendules inversé. C’est un appareil équipé de quatre roues motrices qui est capable
d’aider des personnes avec des problèmes de mobilité, de ce déplacer en s’assurent un déplacement
sur différents types de terrains (trottoirs, escaliers, gravier, etc) en tout faciliter.
Et comme application réussite du principe de ce pendule inversé, on peut citer le Segway et le Hover-
board. C’est deux là sont des moyens de transport électrique et individuelle.
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Figure 1.13: (a) : IBOT en position deux roues, (b) : IBOT en position descente escaliers[4].

Figure 1.14: Segway[7].

Figure 1.15: hoverboard [7].

1.4 Conclusion
Nous avons présenté dans ce chapitre quelques types de pendules ainsi que leur domaines d’ap-

plications.
Dans la suite de ce travail, l’étude se portera sur le pendule inversé rotatif qui représente un sys-
tème mécanique très intéressant à cause de sa nature sous-actionnée et sa dynamique non linéaire et
instable.
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Chapitre 2. Modélisation du pendule inversé rotatif

2.1 Introduction :
Ce chapitre présente la modélisation du Pendule Inversé Rotatif (PIR) sur lequel est portera notre

travail. Dans la première partie, nous utilisons le formalisme de Lagrange pour trouver unmodèle non
linéaire sous forme d’équations différentielles et l’exprimer sous forme d’une représentation d’état.
Puis nous présentons une linéarisation du modèle non linéaire autour de son point d’équilibre in-
stable, ce qui est imposé par la complexité du système. Pour prouver l’efficacité de ce travail, nous
fournissons une simulation qui montre clairement l’instabilité du système dans la dernière partie.

2.2 Modèle mathématique du PIR :
Le RIP est constitué d’un bras dans le plan horizontal qui est actionné par un moteur électrique.

Au bout de ce bras horizontal, un second bras est attaché et est libre de tourner dans le plan vertical
(les plans de rotation des deux bras sont perpendiculaires). A l’aide d’un contrôleur, il est possible
de maintenir le bras vertical en équilibre instable. Ce genre de système est surtout utilisé dans un
contexte universitaire pour tester différents types de contrôleurs et montrer le potentiel de la théorie
du contrôle.

Figure 2.1: Modèle Pendule Inversé Rotatif[1].

Pour le modèle dynamique de notre pendule, nous nous basons sur le formalisme d’EULER-
LAGRANGE qui nous fournit les équations différentielles qui décrivent l’évolution du système en
fonction des forces extérieures. Les paramètres de la maquette sont fournis par le constructeur dans
le databook, et sont très précis car c’est une solution de laboratoire. Les valeurs des paramètres sont
données dans l’annexe (tableau 1).

Ce système à deux degrés de liberté donc il est décrit par deux coordonnées généralisées (α, θ) avec
α est l’angle du pendule, θ est l’angle du bras.

Dans cette modélisation on va utiliser la méthode de EULER-LAGRANGE qui est basée sur les éner-
gies cinétique et potentiel. L’equation de LAGRANGE est :
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L = Ec − Ep (2.1)
Ou L est le Lagrangien, Ec l’énergie cinétique et Ep l’énergie potentielle du système. les énergies

cinétique rotationale et potentielle sont données par :
• Le bras : {

EP1 = 0

EC1 =
1

2
Jrθ̇

2 (2.2)

• Le pendule : 
EP2 =

1

2
mpgLp cosα

EC2 =
1

2
mpṖ

2 +
1

2
Jpα̇

2
(2.3)

• L’énergie cinétique totale :

EC = EC1 + EC2

EC =
1

2
Jrθ̇

2 +
1

2
mpṖ

2 +
1

2
Jpα̇

2 (2.4)

• L’énergie potentielle totale :
EP = EP1 + EP2

Ep =
1

2
mpgLp cosα

(2.5)

Avec P est la position du centre de masse donnée par les équations suivantes :
Px = Lr cos θ +

1

2
Lp sinα sin θ

Py = Lr sin θ − 1

2
Lp sinα cos θ

Pz = Lp cosα

(2.6)

On dérive pour obtenir l’équation de Lagrange
Ṗx = −Lrθ̇ sin θ +

1

2
Lp

(
α̇ cosα sin θ + θ̇ cos θ sinα

)
Ṗy = Lrθ̇ sin θ − 1

2
Lp

(
α̇ cosα sin θ + θ̇ cos θ sinα

)
Ṗz = −1

2
Lpα̇ sinα

(2.7)

On a :
Ṗ 2 = Ṗx

2
+ Ṗy

2
+ Ṗz

2 (2.8)
Alors en remplaçant dans 2.4, on trouve :

Ec =
1

2

(
Jr+mpLr

2+
1

4
mpLp

2sin2α

)
θ̇2+

1

2

(
Jp+

1

4
m

p
Lp

2

)
α̇2−1

2
mpLrLpcosα θ̇α̇ (2.9)

Alors L devient :

L =
1

2

(
Jr+mpLr

2+
1

4
mpLp

2sin2α

)
θ̇2+

1

2

(
Jp+

1

4
m

p
Lp

2

)
α̇2−1

2
mpLrLpcosα θ̇α̇−1

2
mpgLpcosα

(2.10)
Pour aboutir à des équations différentielles, nous utilisons la formule d’Euler-Lagrange.

d

dt

(
dL

dẋ

)
− dL

dx
= Q (2.11)

AvecQ est la force extérieure (comme le frottement) et x est une coordonnée généralisée. Pour un
système à n degrés de liberté, on trouve n équations.
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Dans le cas du PIR possédant deux degrés de liberté, décrit donc par deux coordonnées générali-
sées : {

d
dt

(
dL
dθ̇

)
− dL

dθ = Q1

d
dt

(
dL
dα̇

)
− dL

dα = Q2

(2.12)

On trouve alors deux forces extérieures, une force en relation avec θ donc c’est la force appliquée à
la tige (couple du moteur et frottement) notée Q1 et une force de frottement en relation avec α notée
Q2[9]. {

Q1 = τ −Brθ̇
Q2 = −Bpα̇

(2.13)

Avec Br, Bp sont les coefficients des frottements visqueux du bras et du pendule respectivement
et τ représente le moment du couple appliqué à la tige rotative généré par le servomoteur, il est donné
par :

τ =
ηgηmKgKt(Vm −KgKmθ̇)

Rm
(2.14)

Finalement, les équations différentielles qui décrivent le mouvement du système sont données
comme suites :

θ̈

(
Jr +mpL

2
r +

1

4
mpL

2
p sin2

)
+ α̈

(
−1

2
mpLpLr cosα

)
+ α̇θ̇

(
1

2
mpL

2
p sinα cosα

)
+

α̈2

(
1

2
mpLrLp sinα

)
= Q1

θ̈

(
−1

2
mpLrLP cosα

)
+ α̈

(
JP +

1

4
mpLp

2

)
+ θ̇2

(
−1

4
mpLp

2 sinα cosα

)
− 1

2
mpgLP sinα = Q2

Le modèle est écrit sous forme d’un système de deux équations à deux inconnues :{
aθ̈ + bα̈ = c

a1θ̈ + b1α̈ = c1
(2.15)

Avec :
• a =

(
Jr +mpL

2
r +

1

4
mpLp

2 sin2 α

)
• a1 =

(
−1

2mpLrLP cosα
)

• b =
(
−1

2mpLrLP cosα
)

• b1 =
(
JP + 1

4mpLp
2
)

• c = τ −Brθ̇ −
[
α̇θ̇

(
1

2
mpL

2
p sinα cosα

)
+ α̇2

(
1

2
mpLrLpsinα

)]
• c1 = −Bpα̇− [θ̇2

(
−1

4mpLp
2sinα cosα

)
− 1

2mpgLP sinα ]

Pour résoudre le système 2.15 on utilise la méthode de Cramer afin de tirer α̈ et θ̈ :

θ̈ =

∣∣∣∣∣∣ a c
a1 c1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a b
a1 b1

∣∣∣∣∣∣
=
ac1 − a1c
ab1 − a1b

=
det1

det

α̈ =

∣∣∣∣ b c
b1 c1

∣∣∣∣∣∣∣∣ a b
a1 b1

∣∣∣∣ =
bc1 − b1c
ab1 − a1b

=
det2

det

(2.16)

det =
(
Jr +mpLr

2
)(

Jp +
1

2
mpL

2
p

)
+

1

4
mpL

2
p sin2 α

(
Jp +

1

4
mpL

2
p

)
+

1

4
(mpLpLr cosα)2
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det1 =

[
τ −Brθ̇ −

(
1

2
mpLp

2sinα cosα

)
α̇θ̇ −

(
1

2
mpLrsinα

)
α̇2

](
Jp +

1

4
mpLp

2

)
×

−
[
−Bpα̇+

(
1

4
mpLp

2sinα cosα

)
θ̇2 +

1

2
mpgLpsinα

](
−1

2
mpLrLpcosα

)
(2.17)

det2 =

[
−Bpα̇+

(
1

4
mpLp

2sinα cosα

)
θ̇2 +

1

2
mpgLpsinα

](
Jr +mpLp

2 +
1

4
mpLp

2sinα 2

)
−
[
τ −Brθ̇ −

(
1

2
mpLp

2sinα cosα

)
α̇θ̇ −

(
1

2
mpLrsinα

)
α̇2

](
−1

2
mpLrLpcosα

)
(2.18)

Alors

θ̈ =

[
τ −Brθ̇ −

(
1

2
mpLp

2sinα cosα

)
α̇θ̇ −

(
1

2
mpLrsinα

)
α̇2

] (
Jp + 1

4mpLp
2
)

det

−
[
−Bpα̇+

(
1

4
mpLp

2sinα cosα

)
θ̇2 +

1

2
mpgLpsinα

] (−1
2mpLrLpcosα

)
det

(2.19)

α̈ =

[
−Bpα̇+

(
1

4
mpLp

2sinα cosα

)
θ̇2 +

1

2
mpgLpsinα

] (
Jr +mpLp

2 + 1
4mpLp

2sinα 2
)

det

−
[
τ −Brθ̇ −

(
1

2
mpLp

2sinα cosα

)
α̇θ̇ −

(
1

2
mpLrsinα

)
α̇2

] (−1
2mpLrLpcosα

)
det

(2.20)

Le mouvement du système est assuré par un servomoteur, alors l’entrée est la tension délivrée au
moteur. Pour expliciter l’application de la tension dans notre système, il est nécessaire d’avoir recours
à la formule du couple moteur est donnée comme suit :

τ =
ηgηmKgKt(Vm −KgKmθ̇)

Rm
⇒ τ =

ηgηmKgKt

Rm
Vm −

ηgηmKmKtKg
2

Rm
θ̇ (2.21)

2.3 Représentation d’état
Généralement la présentation des systèmes dynamiques en automatique s’effectue par une repré-

sentation dans l’espace d’état, parce que la représentation d’état permet de connaître le comporte-
ment interne du système ainsi que son comportement externe. Cette dernière décrit le système entier
à travers un ensemble de significations physiques, ces quantités sont appelées variables d’état. D’une
manière générale, l’évolution d’un système linéaire dans l’espace d’état est donnée :{

ẋ = Ax+Bu
y = Cx+Du

(2.22)

Avec x est le vecteur d’état, u ∈ Rm est le vecteur d’entrée et y ∈ Rp est le vecteur de sortie. A ∈ Rnm :
Matrice d’état. B ∈ Rnm : Matrice d’entrée. C ∈ Rnp : Matrice de sortie. D ∈ Rnm : Matrice de
transfert direct (ou couplage) entrée/sortie. Il est rare que la sortie du système soit directement reliée
a son entrée. On a donc très souvent D = 0.

• La représentation d’état parfaitement adaptée a l’étude d’un système multi-variables.
• La représentation d’état permet d’accéder a la connaissance de variables internes.
Représentation d’état matricielle est représenté comme suit (fig 2.2) :
On choisit souvent comme variables d’états, des éléments du système susceptibles d’être des ré-

servoirs d’énergie. Dans le cas du PIR le vecteur d’état est pris donc :

x = (x1 x2 x3 x4)
T = (θ α θ̇ α̇)

T
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Figure 2.2: Représentation d’état matricielle

La représentation d’état est donnée par :
ẋ1 = x3
ẋ2 = x4
ẋ3 = f1(x) + g1(x)u
ẋ4 = f2(x) + g2(x)u

(2.23)

Avec u est la commande appliquée au système donnée par :

u = τ =
ηgηmKgKt(Vm −KgKmθ̇)

Rm
⇒ τ =

ηgηmKgKt

Rm
Vm −

ηgηmKmKtKg
2

Rm
θ̇

et les fonctions f1(x) ; f2(x) ; g1(x) et g2(x) sont données comme suites :

f1 (x) =

[
−ηgηmKmKtKg

2

Rm
x3 −Brx3 −

(
1

2
mpLp

2sinx2 cosx2

)
x4x3 −

(
1

2
mpLrsinx2

)
x4

2

]
(
Jp + 1

4mpLp
2
)

det
−
[
−Bpx3 +

(
1

4
mpLp

2sinx2 cosx2

)
x3

2 +
1

2
mpgLpsinx2

] (1
2mpLrLpcosx2

)
det

(2.24)

g1(x) =
Jp + 1

4mpLp
2

det
∗ z

f2 (x) =

[
−Bpx4 +

(
1

4
mpLp

2sinx2 cosx2

)
x3

2 +
1

2
mpgLpsinx2

] (
Jr +mpLp

2 + 1
4mpLp

2sin2x2
)

det

−[−ηgηmKmKtKg
2

Rm
x3−Brx3−

(
1

2
mpLp

2sinx2 cosx2

)
x4x3−

(
1

2
mpLrsinx2

)
x4

2]

(
−1

2mpLrLpcosx2
)

det
(2.25)

g2(x) =
−1

2mpLrLp cosx2

det
∗ z

Avec :

det =
(
Jr +mpLr

2
)(

Jp +
1

2
mpLp

2

)
+

1

4
mpLp

2sin2x2

(
Jp +

1

4
mpLp

2

)
+

1

4
(mpLpLrcosx2 )2

2.4 Linéarisation du système :
Le modèle du PIR est trop complexe, non linéaire et sous actionné car il possède une seule entrée

u (la tension délivrée au moteur) dans le but de commander deux sorties (la stabilisation de la tige
et du pendule). Il est alors évident que la commande du système est relativement difficile. Alors, une
linéarisation du système autour de ses points d’équilibre est nécessaire.

Modélisation et commande en temps réel d’un pendule inversé rotatif: Approche linéaire 16
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2.4.1 Les points d’équilibres
Les points d’équilibre sont les points correspondants à ẋ = 0

ẋ1 = 0
ẋ2 = 0
ẋ3 = 0
ẋ4 = 0

⇐⇒


x3 = 0
x4 = 0

f1 (x) = 0
f2 (x) = 0

⇔


θ̇ = 0
α̇ = 0

f1 (x) = 0
f2 (x) = 0

(2.26)

On injecte les valeurs d’équilibre θ̇ = 0 ; α̇ = 0 ;τ = 0 dans les équations de α̈ et θ̈ données
auparavant et on trouve : 

θ̇ = 0

α̇ = 0

1

2
mpgLp sinα

(
1

2
mpLrL

2
p cosα

)
= 0

sinα
(
Jr +mpL

2
p sin2 α

)
= 0

(2.27)

La résolution de système donne α = kπ avec k ∈ Z et θ ∈ R. Physiquement il n’existe que deux cas
α = 0 et α = π

alors l’ensemble des points d’équilibre de ce système est donnépar {x1 = (θ π 0 0); x2 = (θ 0 0 0)}.
Intuitivement, on peut déduire que le premier point d’équilibre est stable (correspondant à la position
du pendule en bas) tandis que le deuxième est instable (correspondant à la position du pendule en
haut). Cette déduction peut être confirmée mathématiquement de la procédure suivante :

1. Linéarisation du système autour de chaque point d’équilibre.
2. Calcul des valeurs propres de chaque système linéarisé.
3. Discussion de la stabilité selon le signe de la partie réelle des valeurs propres selon le théorème

suivant :
Soit {λ0........λn} l’ensemble des valeurs propres du système :
a si ∀i ∈ [0, n].
b Re (λi) < 0 alors le point d’équilibre est globalement asymptotiquement stable.
c Re (λi) ≤ 0 alors le point d’équilibre est stable mais n’est pas asymptotiquement stable.
d Si ∃i tq Re (λi) > 0 alors le point d’équilibre est instable.
Il est inutile d’étudier le système autour d’un point d’équilibre stable alors on va focaliser le travail

sur le deuxième point x = (θ, 0, 0, 0).

2.4.2 Linéairisation du système autour de point d’équilibre :
Le système linéairisé s’écrit sous la forme :{

ẋ = Ax+Bu
y = Cx+Du

(2.28)

Pour obtenir cette forme en utilise la formule de Taylor-Young donnée comme suite :

f (x) = (x− a)f ′ (a) +
(x− a)n

n!
f ′′ (a) + ...+

(x− a)n

n!
f (n) (a) + (x− a)nε(x) (2.29)

En utilisant le développement de premier ordre, on obtient :

(x) = f (0) + f
′(0)x
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Avec :

A =


0 0 1 0
0 0 0 1
df1
dx1

df1
dx2

df1
dx3

df1
dx4

df2
dx1

df2
dx2

df2
dx3

df2
dx4

B =

 0
dẋ3
du
dẋ4
du



A =


0 0 1 0
0 0 0 1

0
( 1
2
mpgLp)( 12mpLpLr)

De

(−Br−KgKmZ)(Jp+
1
4
mpLp

2)

De

Bp(− 1
2
mpLpLr)

De

0
( 1
2
mpgLp)(Jr+mpLp

2)

De

(Br−−KgKmZ)(− 1
2
mpLrLp)

De
−Bp(Jr+mpLr

2)
De

B =

(

0
0

Z(Jp+
1
4
mpLp

2)

De )

(
( 1
2
mpLrLp)Z

De )


Avec :

De = JPJr + JpmpL
2
r +

1

4
JrmpLp

2

et
Z =

ngnmKgKt

Rm

On prend les positions (θ, α) comme sorties alors :
En utilisant les valeurs données précédemment,le système s’écrit :

A =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 81.4973 −0.9687 −0.9317
0 −122.0674 0.9317 −−1.3955

B =


0
0

403.6269
388.2133


On prend les positions (θ, α) comme sorties alors :

C =

[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
et

D = 0

2.5 Résultats de simulations
La simulation du système est importante en raison de sa conception et réalisation expérimentale.

Nous avons simulé le modèle linéarisé du pendule autour de son point d’équilibre instable (θ, 0, 0, 0).
Ce point a donné un modèle linéaire avec une valeur propre à partie réelle positive donc un système
instable. Le point d’équilibre pris est un point d’équilibre dit répulsif donc le fait de lancer le pendule
de n’importe quelle condition initiale il ne voit que le (θ, 0, 0, 0) mais celui la est instable et répulsif
(dans sa zone de linéarité) alors il pousse le pendule vers le bas et ainsi de suite il fait un tour ensuite
2 tours jus qu’une infinité, ce qui explique l’allure obtenue par la simulation . Donc cemodèle a besoin
d’une commande pour le stabiliser.

La figure 2.3 représente le comportement non linéaire de angle du bras avec la condition initiale
x = (0, 0, 0, 0).

Nous avons remarqué sur la figure 2.3 que le modèle revient à 180 (pendule vers le bas). Partez
d’une condition initiale à 0 (en haut) compatible avec le comportement réel du pendule, il revient tou-
jours à un point d’équilibre stable sous l’action de la gravité, Il revient toujours à un point d’équilibre
stable sous l’action de la gravité, donc le pendule converge vers sa position d’équilibre stable.

Modélisation et commande en temps réel d’un pendule inversé rotatif: Approche linéaire 18
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Figure 2.3: Angle du pendule

Figure 2.4: Comparaison entre le système linéaire et non linéaire

On remarque que dans la zone−10 < α < 10 le système linéaire et non-linéaire se comportent de
la même façon, donc on déduit que cet intervalle est celui de linéarité et montre que le comportement
obtenu en simulant deux modèles simultanément temps. La figure(2.4) représente le comportement
linéaire et non linéaire en même temps du système.
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Chapitre 3. Commandes linéaires

3.1 Introduction :
Les premières approches de commande des systèmes non linéaires consistent à linéariser les équa-

tions de la dynamique autour d’un point de fonctionnement, puis appliquer les techniques de com-
mande classique sur la base du modèle linéaire obtenu. L’utilisation de cette technique est l’une des
solutions les plus connues et les plus efficaces. Ce chapitre traite la commande linéaire du pendule
inversé rotatif, qui permettra de le stabiliser autour de son point d’équilibre instable. Pour conce-
voir une telle commande il faut respecter les contraintes énergétiques, et devant toutes incertitudes
présentés dans le modèles et toutes perturbations, on doit assurer une certaine robustesse. Pour la
premier partie, on vas utiliser la commande par placement de pôles en suite la commande LQR et on
termine par la commande PID classique pour stabiliser le PIR. Avant toutes choses, on doit calculer
la commandabilité du système.

3.2 Commandabilité du système
Le forcement de la trajectoire du système pour une convergence vers une trajectoire référence est

ce que l’on appelle la commande du système :

Définition :
Un système linéaire donné sous la forme suivante :{

ẋ = Ax+Bu
y = Cx+Du

(3.1)

est complètement commandable, si et seulement si pour tout état initial x(t0) = x0 et tout état xf ,
il existe une commande u(t) sur [t0, tf ] et un temps fini tf > t0, qui permet au systeme de passer de
l’état x0 à l’état x(tf ) = xf .

Théorème : Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) (A,B) est commandable.
ii) La matrice de commandabilité C = [B AB A2B... An−1B] est de rang complet.
iii) La matrice (A− λIB) est de rang complet ∀λ ∈ C.
iv) Les valeurs propres de (A+BF ) peuvent etré arbitrairement choisies par un choix judicieux de

F .

3.2.1 Étude de la commandabilité du PIR :
Les matrices d’état du PIR sont données comme suites :

A =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 81.4973 −0.9687 −0.9317
0 −122.0674 0.9317 −1.3955

B =


0
0

403.6269
388.2133


La matrice de commandabilité est :

C = [B AB A2B...An−1B]

C =


0 400 −750 32520
0 390 −170 −47860

400 −750 32520 −420
390 −170 −47860 117310



Modélisation et commande en temps réel d’un pendule inversé rotatif: Approche linéaire 21



Chapitre 3. Commandes linéaires

⇒ rangC = 4

Rang(C) = 4, donc le système est complètement commandable.

3.3 Commande par placement de pôles :
Une stratégie de commande est le placement de pôles par retour d’état qui permet d’imposer la

dynamique du système en boucle fermée.
Le principe de la commande par retour d’état est d’utiliser les variables d’état en contre réaction pour
but d’améliorer les performances du processus et de garantir au moins la stabilisation d’un système
linéaire invariant. Elle nécessite la connaissance de toutes les variables d’état. Prenant le système li-
néaire 3.1, avec x ∈ Rn, u ∈ Rm, et y ∈ Rp. Les composantes du vecteur d’état x(t) sont accessibles, et
u est donnée par la loi suivante :

u = βv −Kx

où v ∈ Rmest la consigne, K ∈ Rmxn et β ∈ Rmxm sont des matrices constantes. La figure suivante
présente une représentation schématique de ce concept.

Figure 3.1: Schématique du concept de la commande par retour d’état

Ou K, est une matrice qui est déterminer de telle sort que le spectre (A − BK) soit égal au spectre
désiré, β = −(C(A−BK)−1B)−1).

3.3.1 Cahier de charge :
Pour pouvoir choisir les pôles désirés il faut imposer un cahier de charge, qui est définie comme

suit :
— Déviation maximale du pendule |α| < 11◦ : pour rester dans la zone de linéarité.
— La pulsation propre :ωn = 4rad, pour avoir un temps de réponse inférieur à 2s.
— Voltage maximale |Vm| < 24V : imposé par le matérielle disponible.
— Le coefficient d’amortissement : ξ = 0.7

— 0 < ξ < 1 : régime oscillatoire amorti : les amplitudes des oscillations décroissent au fil du
temps et leurs rapidité dépends de la valeur de ξ. Généralement on prend ξ = 0.7 parce
qu’au-delà de cette valeur, le temps de réponse augmente rapidement.
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3.3.2 Détermination des pôles :
Le PIR est un système d’ordre quatre, donc il possède quatre pôles, leur placement va ce faire

comme suite :
On places deux pôles réels négatifs suffisamment loin à gauche pour qu’il soient insignifiants, on
choisira -40 pour P3 et -30 pour P4.
Les deux autre seront choisi de telle sorte à satisfaire le cahier de charge[10], on vas les calculer avec
les formules suivant :

P1 = −σ + jωd

P2 = −σ − jωd

Où σ = ξωn et ωd = ωn
√

1− ξ2
Après calcules, on trouve : P1 = −2.8000 + j2.8566, P2 = −2.8000− j2.8566
P3 = −30, P4 = −40. et :K = [0.2373 3.3069 0.0650 0.1210]

3.3.3 Résultat de simulation :

Figure 3.2: Évolution de l’angle du bras avec la commande par placement de pôles.

Modélisation et commande en temps réel d’un pendule inversé rotatif: Approche linéaire 23



Chapitre 3. Commandes linéaires

Figure 3.3: Évolution de l’angle du pendule avec la commande par placement de pôles.

Figure 3.4: Évolution de la tension délivrée avec la commande par placement de pôles.

La Figure 3.2 représente le résultat de la commande de l’angle du bras pour pour un signal carré
d’amplitude égale à 40°. La Figure 3.3 donne le résultat de la commande de l’angle du pendule, on
remarque que la condition de la déviation maximal est respecté |α| < 10◦.
La figure 3.4 montre que la tension délivrée au système ne dépasse pas les 24V comme il est indiqué
dans le cahier de charge. On déduit des figures 3.2 et 3.3, que notre système est un systeme à non
minimum de phase (c’est-à-dire qu’il possède un zero positif). A partir de la figure 3.3 et la figure 3.4
, on constate que la commande par retour d’état assure bien l’objectif de stabilisation du PIR.

3.4 Commande LQR (Linear Quadratic Regulator)
Le régulateur linéaire quadratique (LQR : Linear-Quadratic-Regulator) est une loi de commande

optimale en boucle fermée qui permet d’assurer les performances désirées. Notez qu’il y a deux points
d’équilibre pour les pendules inversés, 180 degré (stable) et 0 degrés (instable). La figure 3.5 montre
un diagramme schématique du système avec linéarisation et un régulateur K. Où K, est un gain mi-
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nimisée obtenue en résolvant une équation algébrique de Riccati :

xTS + SA− SBR−1BTS +Q = 0 (3.2)

Ce gain est appelé gain LQ-optimal, basé sur une matrice de pondération des efforts Q et une
matrice de pénalité d’état R. La commande optimale peut être obtenue en réglant les deux paramètres
(R et Q). Ces deux paramètres équilibrent l’importance de l’entrée et de l’état dans la fonction de coût
qui doit être optimisée. Pour un système à temps continu la loi de retour d’état minimise la fonction
de coût quadratique, qui s’éxprime sous la forme suivant :

J =

∞∫
0

(xTQx+ uTRu)dt (3.3)

et les valeurs propres de la boucle fermée e = eig(A−B ∗K)
Notez que

K = R−1BTS

Figure 3.5: Schéma fonctionnel pour la réalisation de LQR

Afin de concevoir la commande LQR, nous avons besoin des paramètres de la matrice A et B et
des matrices de pondération Q et R. Ainsi, la loi de commande optimale associée au problème de
commande optimale quadratique lorsque le critère de performance est donné par l’équation :

u(t) = −kx(t)

Cette forme est celle d’un retour d’état. La commande Matlab lqr renvoie un ensemble de gains
calculés sur la base des matrices A et B et les matrices de conception Q et R. Ici, Q et R sont des
paramètres de pondération qui pénalisent certains états ou entrées de commande. Dans la conception,
les paramètres de pondération de pondération du contrôleur optimal de retour d’état sont choisis
comme suit :

Q =


q1 0 0 0
0 q2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

R = 1 (3.4)

Ensuite, nous faisons varier q1 et q2 dans un intervalle que nous allons définir et tenir R à 1, sachant
que q1 est principalement associée à 1 et q2 à 2. Nous pouvons alors choisir la variable d’état sur
laquelle la commande met plus d’accent en augmentant le paramètre qi associé.
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3.4.1 Détermination de la matrice Q
Le problème de cette commande est qu’il n’existe pas de méthode pour la détermination des élé-

ments de la matrice Q et R, en effet la méthode dite essais-erreur reste la plus évidente. Dans le but de
déterminer la meilleure combinaison, nous avons utiliser cette méthode, puis comparé les résultats
pour chaque combinaison, afin de choisir la meilleur combinaison. La détermination des gains sur
MATLAB est faite avec l’instruction suivant :

”K = lqr(A,B,Q, 1); ”

[14], puis simuler sous Simulink le comportement du système linéarisé au quel nous appliquons la
commande LQR pour des conditions initiales faibles afin de justifier l’utilisation de la commande
linéaire. Dans cette conception, la matrice de gain du contrôleur K du système linéarisé est donnée
comme suivant :

k = [−1.7321 15.5653− 0.9450 2.4509]

Ici, la matrice diagonale sélectionnée Q est avec des valeurs de q1, q2, q3 et q4, qui sont respecti-
vement 3, 1, 1 et 1. Les valeurs diagonales sont sélectionnées selon la méthode itérative. On constate
que les valeurs diagonales de q1 et q2 sont plus sensibles que les autres. Les performances de sortie
sont testées en fonction sur quatre valeurs différentes de la matrice Q[2] .Les cas de test sont comme
suit :

3.4.2 Résultats du simulation

Figure 3.6: Évolution de theta par la commande LQR
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Figure 3.7: Évolution de alpha par la commande LQR

Figure 3.8: Évolution de u par la commande LQR

Les performances de sortie sont testées sur la base de quatre valeurs différentes de la matrice Q.
Les cas de test sont les suivants :

Q =


3 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 et R = 1 (3.5)
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Pour le choix des paramètres : On à fixer la matrice R et varier la matrice Q quatre fois, en suite on
à choisis la matrice Q qui nous donnes le résultat le plus optimal, c’est-à-dire qui nous permet d’avoir
moins de consommation d’énergie pour un système robuste et rapide. Un phénomène importent qui
s’est produit qui est la déviation de l’angle du pendule vers le coté opposé puis la remontée vers zéro,
c’est due principalement au zéro instable (système à phase non minimale). Notons aussi que, quelle
que soit la méthode employée pour la conception d’un régulateur, le trial and erreur sont inévitables.
Dans le cas de la commande linéaire quadratique, avec un minimum d’expérience, le trial and erreur
convergent très rapidement.

3.5 Régulateur Proportionnelle Intégrale Dérivée (PID)
Le correcteur PID est un organe de contrôle permettant d’effectuer une régulation en boucle fer-

mée d’un système industrielle. Certainement la structure de commande la plus couramment utilisée
dans l’industrie. Il s’est en effet imposée dans 90% des architectures de commande, dont la plupart ne
sont constituées que des actions proportionnelle et intégrale. La prévalence de cette approche vient,
au-delà de sa simplicité, des performances qu’elle offre aux systèmes pilotés, quel que soit leur do-
maine d’application.

L’idée centrale de ce type de régulateur est délivrer un signal de commande à partir de la diffé-
rence entre une consigne yref et une mesure y. Soit e l’écart entre yref et y défini par e = yref − y.

Le régulateur PID classique est constitué d’une action proportionnelle P, d’une action intégrale I
et d’une action dérivée D. Les combinaisons possibles entre ces actions permettent de donner trois
structures de la commande PID à savoir : la structure série, la structure parallèle et la structure mixte.
Chacune des structures présente des avantages par rapport aux autres. Dans la suite, nous allons pré-
senter ces trois structures et les principaux différences entre elles.

• PID à structure série :
Dans la structure série, les trois actions P,I et D sont associées en série, c’est-à-dire le signal de
l’erreur subit à trois transformations successives.
Dans cette structure le signal de commande u(t)est défini par :

u(t) = αKpe(t) +
Kp

Ti

∞∫
0

e(τ)dt+ TdKp
de(t)

dt
(3.6)

Où :
α =

Ti + Td
Ti

En appliquant la transformée de Laplace à u(t), on obtient la fonction de transfert C(p) du
régulateur PID série :

C(p) =
U(p)

E(p)
= Kp(1 +

1

Ti
p)(1 + Tdp) (3.7)
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Figure 3.9: Structure série d’un régulateur PID

• PID à structure parallèle :
Dans la structure parallèle, les trois actions P, I et D sont associées en parallèle, comme illustré
par la figure 3.9 :

Figure 3.10: Structure parallèle d’un régulateur PID.

Dans cette structure le signal de commande u(t) donnéest défini par :

u(t) = Kpe(t) +Ki

∞∫
0

e(τ)dt+Kd
de(t)

dt
(3.8)

En appliquant la transformée de Laplace à u(t), on obtient la fonction de transfert C(p)du ré-
gulateur PID parallèle :

C(p) =
U(p)

E(p)
= Kp +

Ki

p
+Kdp (3.9)

• PID à structure mixte :
Dans la structure mixte, les deux actions I et D sont associé en parallèle, et leur somme est
multipliée par l’action P, comme illustré par la figure 3.11 :
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Figure 3.11: Structure mixte d’un régulateur PID.

Dans cette structure le signal de commande u(t) est donné par :

u(t) = Kp(e(t) +
1

Ti

∞∫
0

e(τ)dt+ Td
de(t)

dt
(3.10)

En appliquant la transformée de Laplace à u(t), on obtient la fonction de transfert C(t)du régulateur
PID mixte :

C(p) =
U(p)

E(p)
= Kp(1 +

1

Tip
+ Tdp) (3.11)

La principale différence entre ces trois structures concerne l’effet des gains de réglage Kp,KietKD

avecKi =
Kp

Ti
etKd = KpTd.

Sur le comportement du régulateur, on remarque que contrairement aux deux structures série et
mixte. Où les trois actions sont couplées entre elles, dans la structure parallèle les trois actions sont dé-
couplées entre elles complètement, c’est-à-dire, la modification du gain proportionnelKp nemodifiée
que l’action proportionnelle, tandis que, dans les deux autres structures (série et mixte), la modifica-
tion du gain proportionnelKp vamodifier simultanément les trois actions (proportionnelle, intégrale
et dérivée).

3.5.1 Principe de fonctionnement :
Le signal de commande est donc la somme de termes : un terme proportionnel à l’erreur , un autre

proportionnel à l’intégral de l’erreur et le dernier proportionnel à la dérivée de l’erreur. La partie pro-
portionnelle est considérées comme action de commande basée sur le présent, et la partie intégrale
basée sur le passé, et la dernier partie qui est la dérivée est basée sur le futur. On va voir le rôle de
chaque action pour bien illustrer leur fonctionnalité :

3.5.1.1 Action proportionnelle P :
La composante proportionnelle ne dépend que de la différence entre le point de consigne et la

variable de processus (sortie). Cette différence est appelé terme d’erreur. Le gain proportionnel Kp

détermine le rapport entre la réponse de sortie et le signal d’erreur. Par exemple, si le terme d’er-
reur a un 10, un gain proportionnel de 5 produirait une réponse proportionnelle de 50. En général,
l’augmentation du gain proportionnel augmentera la vitesse de réponse du système de commande.
Cependant, si le gain proportionnel est trop important, la variable de processus commencera à oscil-
ler. Si on augment Kp, les oscillations deviendront plus grandes et le système deviendra instable et
peut même osciller hors de contrôle.
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3.5.1.2 Action Intégrale I :
La composante intégrale va intégrer le terme d’erreur en fonction du temps, pour avoir une erreur

statique égale à zéro. Un phénomène appelé enroulement intégral (Wind up) résulte lorsque l’action
intégrale sature le contrôleur qui conduira le signal d’erreur vers zéro.

3.5.1.3 Action dérivé D :
La composante dérivée entraîne une diminution de la sortie si la variable de processus augmente

rapidement. La réponse dérivée est proportionnelle au taux de changement de la variable de proces-
sus. En augmentant le paramètre de gain dérivéKd, le système de commande réagira plus fortement
aux modifications du terme d’erreur et augmentera la vitesse de la réponse globale du système de
commande. La plupart des systèmes de contrôle utilisent un très faible gain dérivé (Kd), car la ré-
ponse dérivée est très sensible au bruit dans le signal de variable de processus. Si le signal de retour
du capteur est bruyant ou si le débit de la boucle de contrôle est trop lent, la réponse dérivée peut
rendre le système de contrôle instable[5].

3.5.2 Choix des paramètres :
Le choix des gains Kp ,Ki et Kd , se fait de manière à adapter la commande u aux exigences du

système en boucle fermée. Cependant, il n’existe pas une unique méthode pour déterminer ces para-
mètres et il est donc nécessaire de réaliser des compromis entre durée du régime transitoire, dépasse-
ment, erreur statique et robustesse. Le tableau suivant indique le comportement de la boucle fermée
lorsque les paramètres augmentent indépendamment les uns des autres :

Paramètre Temps de montée Temps de stabilisation Dépassement Erreur statique
Kp diminue augmente augmente diminue
Ki diminue augmente augmente annule
Kd - diminue diminue -

3.5.3 Méthode d’approximations successives :
On a choisis la méthode d’approximations successives qui est une méthode basée sur les essais

pour obtenir les valeurs des gains. On suite la procédure qui consiste à mèttre le système en boucle
fermée puis on règle successivement l’action proportionnelle, l’action intégrale et enfin l’action déri-
vée :

1. En premier lieu on annule l’action intégrale et dérivée en mettant Ti = ∞ et Td = 0, puis on
augmenteKp jusqu’à avoir la réponse la plus rapide avec un amortissement maximum .

2. On diminue Ti pour annuler l’erreur statique et avoir la réponse la plus rapide avec un amortis-
sement maximum et un écart minimum.

3. On augmente Td jusqu’à avoir la réponse optimale.
C’est une méthode simple et très utilisée. Toutefois, son application devient longue sur les processus
à grande inertie[12].

3.5.4 Application du PID :
Il existe de nombreuses variantes de la structure de régulation par PID de base qui permettent

d’améliorer sensiblement les performances de la commande. L’une d’entre elles consiste à utiliser
une structure de régulation dite en cascade se basant sur l’utilisation de deux régulateurs PID. Cette
architecture de commande est applicable sur les systèmes composés de deux sous-systèmes en sé-
rie, dont le premier est plus rapide que le second. comme le montre la figure 3.12, une structure de
régulation en cascade est constituée d’une boucle externe et d’une autre interne, la sortie du régu-
lateur de la boucle externe servant de référence au régulateur de la boucle interne. Pour le PIR, le
correcteur lié à la dynamique de rotation du bras génère alors une référence en orientation que le
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correcteur lié à la dynamique de rotation doit impérativement suivre. Il est important de remarquer
que le gain proportionnel, le gain intégral et le qain dérivé des deux régulateurs peuvent être très dif-
férents. Une propriété très appréciable d’une telle structure de commande est son efficacité vis-à-vis

Figure 3.12: Structure de régulation par PID en cascade

de potentielles perturbations affectant le système, notamment au niveau du sous-système S1. En effet,
dans le cas d’une régulation classique, il faudrait que l’effet de cette perturbation altère la sortie du
second sous-système avant que le correcteur ne réagisse. Dans le cas d’une régulation en cascade, la
perturbation est directement compensée par le correcteur PID1, évitant ainsi une perte de temps et
de performance.
Pour notre système on va utiliser un régulateur PD à la place du PID parce-que le système présente
un intégrateur en lui-même.

Figure 3.13: La position du pendule

Modélisation et commande en temps réel d’un pendule inversé rotatif: Approche linéaire 32



Chapitre 3. Commandes linéaires

Figure 3.14: La position du bras

Figure 3.15: l’évolution de la commande

• Le régulateur PID nous à permis d’obtenir un système stable avec :
• Erreur statique nulle.
• Angle du pendule dans la zone de linéarité −10deg < α < 10deg

• Vmax < 24V ne dépasse passe pas la tension nominale du moteur

3.6 Comparaison entre les trois commandes :
Dans cette section, nous allons comparer les trois commandes présentées précédemment. Les ré-

sultats des simulation sont représentés dans les figures suivantes :
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Figure 3.16: Évolution de l’angle du pendule avec les trois commandes

Figure 3.17: Évolution de l’angle du bras avec les trois commandes

Figure 3.18: Figure 1 Tension délivrée au système pour les trois commandes
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On remarque que le système converge bien vers la position d’équilibre instable et garde sa stabilité
avec une erreur statique nulle que ce soit avec la commande PID,RE ou LQR, la différence réside dans
le temps de convergence et l’énergie dissipée. En terme de rapidité, le correcteur PID donne la réponse
la plus lente pour la stabilisation du bras, et de même pour la commande par placement de pôles,
tandis que la commande LQR est la plus rapide entre les trois pour la correction de l’angle du bras.
Cependant, pour la stabilisation du pendule. En terme d’énergie la tension maximale atteinte par les
trois commandes est :

1. La commande PID : |Umax|=24 V
2. La commande RE : |Umax|=2.38 V
3. La commande LQR : |Umax|=1.70 V

On remarque bien que la commande LQR est la plus optimal en terme de consommation d’énergie,
suivie de placement de pôles, et dernièrement le régulateur PID qui consomme le plus, afin de stabi-
liser le pendule.

3.7 Conclusion
Nous avons présenté dans ce chapitre trois types des commandes linéaires dans le but de stabiliser

le PIR autour de son point d’équilibre instable. Nous avons constaté que les trois commandes ont
réussi à atteindre l’objectif désiré. Pour cela, nous avons fait une comparaison entre elles pour trouver
la commande la plus performante. Nous avons remarqué que le correcteur linéaire quadratique a
donné de meilleurs résultats en termes d’énergie, tandis que le correcteur PID est le plus rapide en
stabilisation du pendule.
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Chapitre 4. Implémentation expérimentale de les commandes sur la maquette QUBE-Servo 2

4.1 Présentation du Pendule Inversé Rotatif
Le PIR considéré dans le cadre de ce travail est de type Quanser QUBE-Servo 2 disponible au

niveau de notre établissement (ESSAT), appelé pendule de Furuta est un système classique en auto-
matique. Il est largement utilisé pour tester les types de commandes parce qu’il représente un système
multivariable non linéaire et sous-actionné. Le Quanser QUBE-Servo 2 est une plate-forme de servo-
moteur portable et entièrement intégrée conçue spécifiquement pour l’enseignement des concepts de
commandes. Le système est équipé d’un moteur à courant continu brossé à entraînement, direct de
haute qualité, un seul encodeur, d’un système d’acquisition de données interne et d’un amplificateur.
La sélection de l’un des trois panneaux d’interface QFLEX 2, nous permet de connecter l’unité à un
PC via USB, un périphérique embarqué NI myRIO et d’autres micro contrôleurs tels qu’un Arduino
ou un Raspberry Pi en utilisant le protocole SPI.

Figure 4.1: Maquette du pendule rotatif Quanser

4.2 Composants du Pendule Inversé Rotatif (RIP)
Le PIR de type QUANSER est composé d’un moteur SVR02, qui entraîne un bras disposant à son

extrémité un pendule (tige) lie l’un à l’autre par une liaison pivot. Ce système possède deux capteurs,
une roue codeuse chacune. les différents éléments du pendule sont décrits par la figure 4.15.

Figure 4.2: Composants du pendule rotatif Quanser

Le module de pendule inversé rotatif est fixé au SRV02 charge l’engrenage par deux vis à oreilles.
Le bras pendulaire est fixé au corps du module par une vis de réglage. L’expérience du PIR est un
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exemple classique de façon dont l’utilisation du contrôleur peut être utiliser pour stabiliser un sys-
tème. Le pendule inversé est également un modèle précis dans le tangage et lacet d’une fusée en vol
et peut être utilisé comme un référence pour de nombreuses méthodologies de contrôle.

4.3 Modèle linéaire de PIR
Représentation d’état du pendule rotatif QUBE-Servo sera changé par rapport a notre représenta-

tion d’etat (Les valeurs des matrices A et B seront un peu d’efférent de nos matrices)

A =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 149.2751 −0.0104 0
0 261.6091 −0.0103 0

B =


0
0

49.7275
49.1493



4.4 Simulation de modéle

Figure 4.3: Réponse indicielle du système pendulaire

La figure 4.3 représente notre système sans utilisation de régulateur.
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4.5 Implantation des commandes sur la maquette
Pour appliquer les commandes linéaires sur le PIR, le pendule doit être manuellement placé autour

de sa position d’équilibre instable (zone de linéarité). Les valeurs des paramètres des commandes
utilisés sont réadapter par rapport au système de la maquette

4.5.1 Placement de pôle
Le gain K utilisé dans cette partie est :K =

[
−3.3890 41.4686 −1.3826 2.9368

]

Figure 4.4: Évolution de l’angle du bras sur la maquette avec la commande placement de pôle

Figure 4.5: Évolution de l’angle du pendule sur la maquette avec la commande placement de pôle

Figure 4.6: Évolution du voltage du moteur avec la commande placement de pôle
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Nous remarquent un bon suivie de consigne de la part du bras comme il est décrit dans la fi-
gure(4.4).
Le résultat de simulation de la commande de l’angle de pendule est donné par la figure(4.5). On re-
marque que la spécification du cahier de charge concernant l’angle du pendule α < 10 est respecté.
Et la figure(4.6) montre la consommation d’énergie en voltes, qui ne dépasse pas la bar des |15|v,
comme il est indiqué dans le cahier de charge.

4.5.1.1 Test de robustesse

Figure 4.7: Évolution du l’angle de bras sur la maquette avec des perturbations

Figure 4.8: Évolution du l’angle de pendule sur la maquette avec des perturbations

Figure 4.9: Évolution du voltage du moteur avec des perturbations
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La figure (4.7) décrit l’état de la position du bras avec des perturbations effectuées avec la main
sur le pendule, et qui montre que le bras fais des mouvements pour but de garder le pendule stable.
Dans la figure(4.8) le pendule reste à sa position d’équilibre malgré les perturbations effectuées, ce
qui montre que la commande est robuste vis à vis les perturbations. La réaction du moteur vis-à-vis
des perturbations subies par le pendule est donnée dans la figure (4.9).

4.5.2 Commande LQR
Utilisation de la fonction lqr avec le modèle chargé et les matrices de pondération

Q =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 et R = 1

Modifiez la matrice de pondération LQR comme suit et générez un nouveau gain de contrôle de
gain :

Q =


5 0 1 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 et R = 1

k = [−2.4495 41.4686− 1.3826 3.4305]

4.5.3 Résultats obtenus

Figure 4.10: Évolution du l’angle de bras sur la maquette

Figure 4.11: Évolution du l’angle de pendule sur la maquette
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Figure 4.12: Évolution du voltage du moteur sur la maquette

La figure(4.10) montre l’évolution de l’angle du bras qui à une suivie de consigne plutôt rapide. La
figure(4.11) décrit l’évolution de l’angle du pendule et montre que le pendule se stabilise rapidement,
après l’avoir mis dans sa zone linéaire. La figure (4.12) montre la consommation d’énergie en voltes,
et qui ne dépassent pas les |5|v, ce qui montre que la commande utilisée optimise la consommation
d’énergie vis-à-vis les performances données.

4.5.3.1 Test de robustesse
On perturbe le pendule et le bras de la maquette et on observe les résultats :

Figure 4.13: Évolution du l’angle de bras sur la maquette avec des perturbations

Figure 4.14: Évolution de l’angle du pendule sur la maquette avec des perturbations
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Figure 4.15: Évolution du voltage du moteur avec des perturbations

La figure (4.13)montre le comportement du bras face au perturbation subie au pendule, en essayant
de ne pas faire tomber ce dernier. La figure(4.14) montre que le pendule n’est pas affecté par les
perturbations effectuées, et cela due à la robustesse de la commande utilisée. La figure (4.15) décrit
la consommation d’énergie en voltes, et qui ne dépasse pas les |5|v.

4.5.4 Commande PD
Dans cette expérience, nous trouverons des stratégies de contrôle qui stabilisent le pendule en

position verticale tout enmaintenant une position souhaitée du bras. Lors de stabilisation du système,
l’angle du pendule est petit et stabilisation peut être réalisé avec un contrôleur PD, comme illustré à
la Figure 4.16 Si nous sommes plus loin intéressés à maintenir le bras dans une position souhaitée,
une boucle de rétroaction à partir de la position du bras sera également introduite.

La loi de commande peut alors être exprimée sous la forme :

u = Kp,θ (θr − θ)−Kp,α α−Kd,θ θ̇ −Kd,α α̇

où kp,θ : est le gain proportionnel à l’angle du bras,
kp,α : est le gain proportionnel à l’angle du pendule,
kd,θ : est l’angle du bras gain dérivé, et
kd,α : est le gain dérivé de l’angle du pendule.
L’angle souhaité du bras est noté θr et la référence pour l’angle du pendule est zéro (c’est-à-dire en
position verticale).

Figure 4.16: Schéma fonctionnel de la commande de balance PD pour pendule rotatif
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Il existe de nombreuses façons de trouver les paramètres du contrôleur, une des méthodes est
l’approximation successive qui est déjà présenter au par avant.

4.5.4.1 Résultat de l’essai sur la maquette

Figure 4.17: Évolution de l’angle du bras sur la maquette avec la commande PD

Figure 4.18: Évolution de l’angle du pendule sur la maquette

Figure 4.19: Évolution du voltage du moteur de la maquette
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La figure(4.17) représente l’évolution du bras avant et après mettre le pendule dans la zone d’équi-
libre instable, et qui montre qu’il n’ya pas d’oscillation dans le bras, et c’est grâce au bon choix du
gain Kd du bras. La figure(4.18) montre que le pendule se stabilise rapidement après de le mettre
manuellement dans sa position d’équilibre instable, qui est du au gainKp du pendule.

Le choix des paramètres des régulateurs PID utilisé est :
— Contrôle de bras : -4.2 pourKp, et -2 pourKd.
— Contrôle de pendule : 30 pourKp, 2.5 pourKd.

4.5.4.2 Test de robustesse
On perturbe le pendule et le bras de la maquette et on observe les résultats :

Figure 4.20: Évolution du l’angle de bras sur la maquette avec des perturbations

Figure 4.21: Évolution du l’angle pendule sur la maquette avec des perturbations

Figure 4.22: Évolution du voltage du moteur de la maquette avec des perturbations
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La figure (4.20) décrit la réponse du bras vis-à-vis des perturbations subie au le pendule, et on re-
marque qu’il gère avec rapidité et robustesse ces perturbations en maintenant la stabilité du pendule,
et cela dû au bon choix des gainKp pour la rapidité de stabilisation, etKd pour la bonne atténuation
des perturbations. La figure (4.21) montre l’évolution de l’angle du pendule tout en introduisant des
perturbations, qui ne semblent pas affecter vraiment la stabilité du pendule. La figure (4.22) repré-
sente la consommation d’énergie en voltes qui ne dépasse pas les |10|v.

4.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons appliqué trois types des commandes linéaires en temps réel pour le

PIR a savoir, le placement de pôles, régulateur linéaire quadratique (LQR), et contrôleur proportion-
nelle intégrale dérivée (PID). Nous avons remarqué que les trois commandes ont réussi à stabiliser le
PIR même dans la présence des perturbations. Nous avons constaté qu’avec les paramètres pris dans
ce travail le correcteur linéaire quadratique a donné les meilleurs résultats en termes d’énergie et de
robustesse, tandis que le correcteur PID est le plus rapide en stabilisation du pendule.
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travaux présentés dans ce mémoire portent sur la modélisation et la synthèse des lois de com-
mande linéaires afin de stabiliser le pendule inversé rotatif, qui représente l’objet de plusieurs études
grâce à ces dynamiques instables, sa nature non linéaire et sous-actionné. Nous avons utilisé le forma-
lisme d’Euler-Lagrangien pour modéliser mathématiquement le pendule inversé rotatif, pour expri-
mer ces dynamiques. Mais avec sa nature complexe, la synthèse de commandes est un peu difficile,
alors nous avons procédé par la linéarisation de ce système autour de son point d’équilibre instable.
Ensuite nous avons synthétisé trois types de commandes linéaires à savoir la commande par place-
ment de pôles, le régulateur linéaire quadratique (LQR), et régulateur PID. Le but est de stabiliser le
pendule inversé rotatif autour de son point d’équilibre instable lorsque le pendule est manuellement
placé autour de sa position d’équilibre instable. Nous avons appliqué les trois commandes en temps
réel sur la maquette du pendule de type Quanser disponible au niveau de notre établissement ESSAT.
Finalement, les résultats expérimentaux montrent l’efficacité des commandes proposées.

Comme perspectives, nous pouvons proposer des lois de commandes non linéaires telles que la
commande par mode glissant, la commande par contrôle d’énergie, et d’autre.
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Symboles Paramètres Valeurs unité
ηg Rendement des engrenages 0.9 -
ηm Rendement du moteur 0.69 -
kt Constante du couple moteur 0.007683 N.m/A
kg Constante des engrenages 70 -
km Constante de la f.e.m 0.0076777 V.s/rad
Rm Résistance d’induit du moteur 2.6 Ω

mp Masse du pendule 0.127 Kg
Lr Longueur de bras 0.2159 m
Lp Longueur de pendule 0.33655 m
Jr Moment d’inertie du bras de son centre de masse 0.0009983 Kg.m2

Jp Moment d’inertie du pendule de son centre de masse 0.0012 Kg.m2

Br coefficient de viscosité d’amortissement du bras 0.0024 N.m.s/rad
Bp coefficient de viscosité d’amortissement du pendule 0.0024 N.m.s/rad
g Gravité 9.81 Kg.m2

Table 1: Paramètres du système
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