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Introduction générale

En ingénierie, des phénomeénes naturels sont exploités pour I'intégration de so-
lutions dans des industries de fagon optimale, mais aussi pour régler des problémes
d’ordre gouvernemental, voir planétaire. Un de ces phénomeéne est la digestion
anaérobie, elle est utilisée dans des projets environnementaux, agricoles, d’assai-
nissement et bien plus encore.

La digestion anaérobie est un phénomeéne biologique qui décrit la capacité d’'un
type de bactéries, appelé bactéries anaérobies '. Ces bactéries peuvent quasiment
mourir si elle se retrouvent exposées a I'oxygene, c’est pourquoi I'exploitation de ce
phénoméne se fait dans des bioréacteurs bien fermeés, utilisant des modes d’alimen-
tation différents. Le résultat en matiére de cette digestion est une eaux propre sans
matiére organique, une boue de digestion qui s’accumulent au fond du mélange et
du biogaz. C’est pourquoi il serait tres intéressant de pouvoir I'exploiter de maniére
optimale.

Comme nous l'avons mentionné au début, la digestion anaérobie est utilisée

pour régler de nombreux problémes. Son application la plus connue est la méthani-
sation qui consiste a récupérer le biogaz dégagé de la digestion. En Algérie, cette
application n’est pas d'ordre gouvernemental puisque le gaz naturel est une res-
source disponible, cependant elle est utilisée dans les zones rurales pour produire
de I'énergie a petite échelle. Un article de la premiére édition de la revue de I'école
supérieure en sciences appliquées de Tlemcen ESSAT Mag sur les éco quartier
a mis les projecteurs sur le village Laajaija dans la Daira de Nedroma, un village
connue pour son élevage de poules ou ils ont décidé d’exploiter les déchets des
poulaillers pour produire du biogaz qui sera utilisé a son tour pour chauffer les pou-
laillers. Le digestat résultant est aussi exploité en le vendant au agriculteurs en tant
que fertilisant.
Lapplication de la digestion anaérobie la plus intéressante a mettre en place en
Algérie est la purification d’eau. Il existe plusieurs stations de purification d’eau en
Algérie mais qui utilisent la digestion aérobie, une digestion qui se fait en présence
d’oxygéne et dont le rendement n’est pas aussi intéressant que celui de la digestion
anaérobie. La mise en place de systemes de purification d’eau utilisant la digestion
anaérobie peut se faire de différentes maniéres :

— Avec un Imhoff tank qui est une étang anaérobie ayant une entrée et deux
sorties. La premiére sortie est située tout en haut de I'étang, elle permet de
récupérer le biogaz accumulé. La deuxiéme sortie est située tout en bas de
I'étang, elle permet de récupérer la boue de digestion. Quant a I'entrée, est
située en bas de la chambre supérieure qui accueille les eaux usées avant
traitement, et est commandée par une vanne.

1. Les bactéries anaérobies vivent en I'absence d’'oxygéne.
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FIGURE 1 — Imhoff Tank [28]

— Avec un filtre anaérobie qui est aussi une étang anaérobie qui se constitue
de plusieurs chambres reliées en série et séparées par des filtres. La boue
s’accumule principalement dans la premiere chambres et les chambres qui
suivent accueillent 'eau de mieux en mieux épurée. Les filtres sont des tubent
abritant une grande densité de bactéries anaérobies, le passage d’eau par
ces tubes permet donc une meilleure digestion.
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FIGURE 2 — Filtre anaérobie [28]

— Avec un lagunage anaérobie qui constitue une partie d’'un systeme d’épura-
tion d’eau hybride. Le lagunage, comme le filtre anaérobie, dispose de bas-
sins connectés en série mais ayant différents types de digestions. C’est sys-
temes sont souvent disposé en nature en plein air, 'anaérobiose de la lagune
anaérobie est donc assurée non pas par la fermeture du bassin mais par sa
profondeur qui peut atteindre 5 metres.
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Il est bien connu que I'étre humain a peur de l'inconnu, c’est pourquoi il ressent
le besoin de prendre connaissance de ce qu’il s‘appréte a manipuler de tous les
cOtés possibles.

En ingénierie, cette peur est bien plus qu’un instinct de survie, c’est une loi fonda-
mentale a I'exploitation des ressources disponible dont la vie de milliers de gens
peut en dépendre. Afin de bien connaitre un systéme et ses éventuels comporte-
ments, la modélisation est I'outil indispensable. Cette modélisation se fait en fonction
du comportement du systéme, des découvertes scientifiques et de I'avancée tech-
nologique.

La digestion anaérobie a été étudiée en 1960 avec son modele le plus simple connu
sous le non du modéle du chemostat. Ce modéle considere que cette derniere se
fait en une seule étape [26], il a fallu donc attendre d’autres modeles pour prendre
en considération d’autres étapes. Il a aussi été découvert que la digestion anaéro-
bie était fragile a de nombreux facteurs, il a fallut donc introduire ce phénomene aux
modeles. Le modele le plus complet et le plus complexe est le modele ADM1 [27],
un modéle tres riche en information et fidéle a la réalité, cependant ¢ca complexité
fait qu’il n’est pas trés utilisé dans la théorie des systémes.

Dans ce mémoire, nous allons faire notre étude en utilisant le modele AM2, qui
est un modele relativement non complexe mais qui donne des résultats exploitables
et satisfaisants.

La difficulté de I'exploitation de la digestion anaérobie ne réside pas seulement
dans la modélisation, il faudrait étre capable de suivre le développement des bac-
téries anaérobies dans le bioréacteur dont I'équilibre est tres fragile [25]. Une des
maniéres de suivre le développement des grandeurs est I'utilisation d’observateur
qui se basent sur la mesure d’autre grandeurs pour estimer la grandeur souhaitée.
Cette solution est largement utilisée car c’est une solution économique, les observa-
teurs sont d’ailleurs appelés des capteurs logiciels, mais aussi car le résultat donné
peut étre bien mieux qu’un résultat donné par un capteur physique, surtout lorsque
la grandeur a mesurer est une concentration d’entités vivantes [24] comme c’est
notre cas avec les bactéries anaérobies.

Les observateurs de leur cété ont connu un développement continu. La spécifi-
cité de ces derniers est qu’il en existe des familles qui suivent le méme principe pour
estimer les états d’un systéme, cependant leur performances dépendent en majeur
partie du systéme en question et plus précisément de chaque état.

Le type d’observateurs qui ont fait leurs preuves dans les bioprocédés en géné-
rale et avec le modéele AM2 en particulier sont : 'observateur a grand gain [16],
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I'observateur type-Luenberger a dynamique d’erreur linéaire [17], 'observa-
teur asymptotique [18], 'observateur par intervalle [19], etc. Les tout premiers
ont été obtenus en essayant différents compromis entre les observateurs linéaires
et les modéles de la digestion anaérobie [20] (sachant que tous les modéles de di-
gestion anaérobie sont non linéaires), ce apres quoi des observateurs non linéaires
ont vu le jour mais qui ne pouvais s’appliquer qu’a des classes réduites de systemes
non linéaires et avec des conditions de convergence trés limitantes.

Ces problemes ont presque tous été contournés entre 1960 et 2000 et d’autres ob-
servateurs ont été synthétisés puis développés et parfois hybridés comme I'obser-
vateur hybride entre le filtre de Kalman étendu et I’observateur asymptotique
[21] développé par Ph.Bogaerts en 1999 et I'observateur hybride a erreur bor-
née, en couplant un observateur a grand gain et un observateur asymptotique [22]
développé par V. Lemesle et J. L Gouzé en 2005.

Un des derniers observateurs a étre développés pour les systémes non linéaire est
I’observateur invariant [23] et [2] qui est le sujet principale de notre mémoire. Notre
mémoire est basé sur deux grands chapitres : dans le premier chapitre nous allons
nous familiariser avec le modéle AM2 en comprenant biologiquement ses étapes
puis calculer ses équilibres pour le comprendre mathématiquement et interpréter
ces résultats par des simulations.

Le deuxiéme chapitre sera dédié a la synthese d’observateur invariant en pas-
sant pas 'observabilité du modele AM2 et la preuve de son convergence puis finir
avec des simulations.

La conclusion générale récapitulera les plus importantes étapes du mémoire et
conclura sur I'efficacité de notre observateur et des perspectives.
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Chapitre 1

Analyse mathematique du modele
AM2

Tout systéme, allant des plus simples circuits électriques aux fusées spatiales,
a besoin d’'une modélisation pour pouvoir le manipuler avec la plus grande sécurité
possible.

Les systemes biologiques demandent une attention particuliere. lls comportes des
entités vivantes dont le comportement n’est pas tout le temps régulier.

La digestion anaérobie est un des systémes biologiques qui demandent a étre
traités avec attention. En effet cette derniére se fait en plusieurs étapes et est fragile
aux inhibitions. Dans ce premier chapitre nous allons développer un des modeles
de la digestion anaérobie les plus utilisés, mais avant cela nous allons donner un
apercgu sur les étapes de digestion sur lesquels est basé ce modéle et définir les
cinétiques de croissance utilisées dans chaque étape. Aprés I'établissement du mo-
dele, nous allons chercher ses équilibres et étudier leurs zones d’existence et de
stabilité. pour conclure, nous allons mettre en évidence ces équilibres en faisant
des simulations autour de leurs zones étudiées puis en utilisant un outil de proces-
sus opératoire.

1.1 Le modele AM2

1.1.1 Définition

Le modele AM2 a été développé sous le projet Européen AMOCO. C’est un
modele de digestion anaérobie a deux-étapes (correspondant a deux réactions bio-
logiques en cascade, d’ou son nom) [2].

1.1.2 Les étapes du modele AM2

La digestion anaérobie se fait en 4 étapes principales. Toutes ces transforma-
tions se font a partir des résultats des différentes étapes qui interagissent entres
elles selon le schéma suivant :

12
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FIGURE 1.1 — Les étapes de la digestion anaérobie

Cependant le modele AM2 ne prend en considération que la deuxieme et la
derniére étapes, détaillés ci-dessous :
Acidogenése

La matiére organique s; (DCO) est décomposé par le consortium de bactéries
acidogenes r; en acides gras volatils AGV s, composés d’acétate, propionate et
butyrate et en dioxyde de carbone C'O, selon [1] :

/{Z1$1 g T+ k252 + k4SO4

ou k1, ko, k4 sont des coefficients stoechiométriques.
Avec r, étant la vitesse de réaction selon la relation r; = 11(s1)x; telle que p;(sq)
est le taux de croissance spécifique de x; sur s; qui suit la cinétique de Monod :

S1

——— 1.1.1
81+K1 ( )

,U/1<51> = Uimaz
avec

— 111.max €St le taux de croissance maximum de z; sur s; en jour .
— K, est la constante de demi-saturation a s;.
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FIGURE 1.2 — La cinétique de Monod.

Méthanogeénése

La Méthanogénése est la quatrieme étape de la digestion anaérobie. Durant
cette étape 'acide acétique et I'hydrogéne sont convertis en méthane et en dioxyde
de carbone par les bactéries métanogénes acétoclastes et les bactéries métano-
génes hydrogénotrophes respectivement selon les réactions suivantes :

Décarboxylation de I’acide acétique :

CHgCOOH —+ H2O — CH4 + HQCOg

environ 70 % de méthane produit.
Réduction du CO, :

COQ + 4H2 — CH4 + 2H20

environ 30 % de méthane produit.
La méthanogeénése a une vitesse de réaction r, = us(sq)se, telle que us(ss) est le
taux de croissance spécifique de x5 sur s, [1] :

k382 g To + /{75002 + kﬁCH4

ou ks, ks, k¢ sont des coefficients stoechiométriques.
Nous utiliserons dans cette étape la cinétique de Haldane qui est une des ciné-
tiques les plus réaliste puisqu’elle prend en considération les inhibitions.

14



S
12 (82) = ugmaxSQ—Z (1.1.2)

2
= K
K¢+82+ 2

avec :
— l2,maz €St le taux de croissance maximum de x, Sur s,

— K, est la constante de demi-saturation associée a s,
— K est la constante d’inhibition associée a s,

DE T T T T T T T T T
rnuz[sz]-

/ ) "'*-'-._%_5___ . - . . [ m,, |

=
tn
T

/

=

B
T
i

La cinétique de |la réaction {jour™1)
[ [
o8] (]

0.1

D i
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Substrat 5, (mole/m?)
FIGURE 1.3 — La cinétique de Haldane

Ou:
— 3! est la valeur maximale de jiy(sz).

1.2 Le modele mathématique du AM2

1.2.1 Les équations dynamiques du modele AM2

On a le modelé AM2, initialement proposé dans [4] £ = [sy, 71, S2, 79, 2, ¢]T avec
6 variables d’états.

ou :
— 2z : la concentration de l'alcalinité.
— ¢ :la concentration du carbone inorganique (C'O)
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Dans ce travail nous allons utilisés le modéle réduit avec le vecteur de variables
d’état & = [s1,z1, 59,227 avec la sortie y = (s; s2)7, ce qui ne posera pas de pro-
bléeme pour I'analyse mathématique du modele réduit car il est indépendant des
deux variables =z et c. Si nécessaire les variables z et ¢ peuvent étre ajouté ultérieu-
rement [1].

s1(t) = D(t)(s1in — 51 (t)) kypa (s1(t))x1(t)

Z1(t) = [pa(s1(t)) — D(#)]z1(t) (1.2.1)
Sa(t) = D(t)(S2in — S2(t)) + kap1(s1(t))z1(t) — kapa(s2(t))za(t) o
To(t) = [pa(s2(t)) — D(t)]za(t)

Avec :

— D(t) : le taux de dilution mesuré en (L/h).

— s1n - la concentration de s; dans I'alimentation mesurée en (Kg/m?).

— s, - la concentration de s, dans I'alimentation mesurée en (mol/m?3).

— k; : le rendement de dégradation de s; par z; mesuré en (Kg COD/Kgz+).

— ko : le rendement de production de s, par z; (Kg VFA/Kgz;).

— k3 : le rendement de dégradation de s, par =, (Kg VFA/Kgzxs)
Ces équations d’état ont été obtenu grace au principe de la conservation de la ma-
tiere [2].

Aprés avoir établi le modele AM2, il serait trés intéressant, voire nécessaire, de
chercher ses points d’équilibres pour savoir la maniére avec laquelle réagit notre
systeme a différentes entrées.

1.2.2 Les équilibres du modele AM2

Pour trouver les points d’équilibres d’un tel systéme il suffit de mettre é(t) =0,
ainsi on obtient [1] :
— EY = (51in, 0, 52in, 0) existe toujours.

. 1 , . .
— El = (S1in,0, A}, 7)) oU 2 = — (504, — A}), EXiste si et seulement si sy, > AL.

ks

— E? = (51in,0,7\2,22) ol 22 = kig(szm — \2), existe si et seulement si sy, >
(D).

— E9 = (\,27,85,0) o 2% = kll (S1in — A1) €t 83 = S04, + :—j(slm — A1), existe si
et seulement si sy;, > .

— E} = (A, 21, AL, 2d%) ol odr = k—g(sg — \}), existe si et seulement si s1;, > \;
et s3 > A\

— E2 =\, 27, M\, 22%) ol 22* = klg (s5 — \2) existe si et seulement si sy;, > \; et
s3> A2

Et nous définissons \; et \j :

— Si D < fimae : p1(s1) = D a une solution A\ (D).

— Si D > fi1mae ¢ p1(s1) = D n’a pas de solution et on pose \(D) = +oc.
— si D < pd! 1 jy(s2) = D a deux solution A} < A2

— si D = pd" 1 js(s2) = D a une solution A} = A3

— Si D > ud! 1 uy(sy) = D n'a pas de solution et on pose M\ (D) = +oo.
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1.2.3 Existence et stabilité des points d’équilibres

Lexistence et la stabilité des points d’équilibres dépend des positions relatives a
S1in, A1, S2in, A1, A2, s5 sont détaillées dans les deux tableaux suivants [1] :

[sun<M  [EV B[ B
Soin < )\% S ﬂ ﬂ
)\% < Soin < )\% | S ﬂ
)\% < S9in S S I

TABLE 1.1 — En cas de lessivage de

=
&5
=)
&
N |

[ 5100 > A | B | B
S5 < A} i
i
i
|
|
|

Soin < Ay < 85 < A3
Soin < Ay < A3 < b
AL < Sgin < Ay < A
Ay < Soim < A3 < S5
)\% < )\% < S2in

w0 —|= — »| X
0| 0| 0| ¥ ¥ 52

—| B T B
—| = — |

TABLE 1.2 — En cas de non lessivage de z;

Ces tableaux mettent en évidences des zones d’existence et de stabilité des
équilibres grace aux quels nous pouvons établir un guide opératoire, d’ailleurs c’est
la base de la solution analytique du diagramme opératoire que nous allons voir apres
la simulation autour des points d’équilibre.

1.3 Reésultats de simulation autour d’un point d’équi-
libre

La définition des paramétres du modele AM2, leurs valeurs et les conditions
initiales sont données dans les tableaux (1.3) et (1.4) [2].

Pour faire une simulations autour d’'un point d’équilibre, on fixe la valeur de D.
Nous avons vu que les conditions de stabilité dépendent des valeurs des entrées D,
s1in €t s94,. EN réalité, la plus part du temps nous n’avons pas la capacité d’opérer
sur sy, et sy, car elles dépendent de I'environnement extérieur et pour la manipuler
il faudrait faire une toute autre installation de dilution avant de la faire entrer dans
le bioréacteur. Nous allons donc fixer une seule valeur de I'entrée sy;, = constante
et so;,, pour toutes les simulations, et nous simulons notre systeme autour de deux
points d’équilibres avec différentes valeurs de D pour chaque simulation en prenant
toujours D = constante.
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| Paramétres | Valeurs |

Unités |

k1 6.6 KgCOD/K gz,
ko 7.8 molVFA/Kgx,
ks 611.2 | molVFA/Kgxy
S1in 15 Kg/m?

S9in 80 mol /m?

Himaz 1.2 jour1

Homaz 0.69 | jour~!

K, 495 | KgCOD/m?
K, 9.28 | molVFA/m?
K; 400 | (molVFA/m?)

TABLE 1.3 — Paramétres du modele AM2

I | 5100) [ «1(0) | (0) [ 22(0) |
Valeurs 3 0.5 15 0.12
Unités || Kg/m? | Kg/m? | mol/m?3 | Kg/m?

TABLE 1.4 — Les conditions initiales du modele AM2

15 0.6
= -
g, 10 Enlj.:t
@ T
W 4 . 02
0 0
0 10 20 a0 40 0 10 20 30 40
t{jour) t{jour)
80 0.2
" 60 _, 015
= =
E [
= 40 201
b =
= r;é
& 20 0.05
wl
0 o
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
t{jour) t{jour)

FIGURE 1.4 — Le modele AM2 dans le cas de lessivage de x; et =, pour D=1.3
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On remarque qu’on a un lessivage des concentrations des bactéries x; et x4, car
D > pi1mee €8 D > pd! et donc naturellement en absence des bactéries, s, et s, se
stabilise respectivement en sy;,, et sq;,,, le point d’équilibre EY.

. 2
4
[=] =15
B 3 5
w R
1 0.5
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
t{jour) t{jour)
1!'
? 0.2
2]
[ 2018
E 10 T
- ———
@ =
= %016
]
ol
~
0.14
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
t{jour) t{jour)

FIGURE 1.5 — Le modele AM2 dans le cas de non lessivage de x; et x5 pour D=0.3

On remarque ici qu’'on n’a pas de lessivage, car D < fi1,q: €t D < pud?, le sys-
téme est au point d’équilibre £ avec \; = 1.7, A} = 7.2 et \3 = 512.9. Apres calcul,
on a sy = 95.71. Donc s1;, > A et A} < s5 < A%, on peut calculer 23 = 2.015 et
r3* = 0.14 ce qui correspond a notre simulation.

1.4 Diagramme opératoire

Cette derniere partie du chapitre sera dédié a la découverte et I'application d’'un
outil de processus opératoire qui est le diagramme opératoire.

Le diagramme opératoire nous permet de visualiser graphiquement les zones
d’existence et de stabilité des points d’équilibres d’'un systéme. C’est un outil qui se
répond de plus en plus surtout dans I'étude de digestion anaérobie ou il a déja fait
ses preuves dans son application au modele du chemostat.

Lapplication au modele du chemostat a été un succes puisque les entrés sont
au nombre de deux. La visualisation des zones peut donc facilement se faire dans
un repére orthonormé de D en fonction de s;,. Notre modéle en revanche posséde
trois entrées : D, sy, €t so,.
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Un bon moyen de représenter les zones serait de le faire dans un repére a 3 di-
mensions [7] ou bien de supposer une entrée commune s;, et mettre une proportion
S1in = QSin, S2in = (1 — a)sy,. C’est cette deuxieme solution que nous allons poser
avec a = 0.18.

'14‘ T T T T

12,

0.8
0.6
0.4

0.2 i

0 50 100 150 200 250
Sin

FIGURE 1.6 — Diagramme opératoire du modele AM2

| Couleurs | J || BV | By | By | BY | By | B

WM [, s|z2][s]s|z]3
W [ nls|als|alz2]2

J S| 32| A S| B|S

AEREEEIRERE
DIEEPAREEEEERERE
o T nl i ls]alals]s

J- 1| S| 23|A|S| P
WM i s|2]2]|7]s
_IPAREREEERERE
W O[] [ 2]s]2]2]4
W . [2]2]2]s]s
WM [ [2]3]3]s]3

TABLE 1.5 — Les région du diagramme opératoire du modéle AM2
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Avec le tableau ci-dessus nous pouvons identifier les différentes zones du dia-
gramme opératoire.

Dans les sections suivantes nous allons parler de la positivité et bornitude supé-
rieur des variables d’états [2].

1.5 Positivité des variables d’états

On doit prouver la positivité des variables d’états car notre systeme réel ne peut
pas admettre des valeurs de concentrations négatives.

1.5.1 Positivité de I’état s;

Pour prouver la positivité de I'état s;, nous allons essayer de trouver un contre
exemple s;(t*) < 0, si nous arrivons a prouver que ce s;(t*) ne peut pas exister alors
on a toujours s;(t) > 0.

Nous pouvons poser s;(0) > 0 car les conditions initiales doivent obligatoirement
obéir au contraintes réelles du phénomene.

s1(t) est une fonction continue, ce qui implique que pour arriver a s;(t*) il faut
obligatoirement passer par s, (t;) = 0, avec t; > 0, tel que s;(¢;) < 0.

Or qu’en remplagant s;(¢;) = 0 dans I'équation d’état s, (¢) nous obtenons :

$1(t1) = D(t)s1in >0

t; ne peut donc pas exister, ce qui implique que t* ne peut pas exister. Donc, pour
s1(0) > 0onasi(t) >0
1.5.2 Positivité de I'état 1,

Léquation différentielle qui définie la concentration de la biomasse est :

a1 (t) = [p(s1) — D(t)]a1 (¢)
La résolution de cette équation est :
21(t) = elo W=D 1 ()

Pour z,(0) >0onax(t) >0
1.5.3 Positivité de I’état s,

Pour prouver la positivité de I'état s,, nous allons essayer de trouver un contre
exemple so(t*) < 0, Si nous arrivons a prouver que ce s(t*) ne peut pas exister alors
on a toujours sa(t) > 0.

Nous pouvons poser s, > 0 car les conditions initiales doivent obligatoirement
obéir au contraintes réelles du phénomene.

so(t) est une fonction continue, ce qui impliqgue que pour arriver a sq(t*) il faut
obligatoirement passer par s,(t;) = 0, avec t; > 0, tel que $2(t1) < 0.

Or gu’en remplagant s;(¢;) = 0 dans I'équation d’état $,(¢) nous obtenons :

So(t1) = D(t) i + kapra(s1)x1 >0

t1 ne peut donc pas exister, ce qui implique que t* ne peut pas exister.
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Pour s5(0) > 0 on a sy(t) > 0

1.5.4 Positivité de I'état 2,
Léquation différentielle qui définie la concentration de la biomasse z, est :
o (t) = [pa(s2) — D(t)]a2(t)
La résolution de cette équation est :
o (t) = efoa(s2()=D()dr 1, ()
Pour z5(0) > 0 on a zy(t) > 0

1.6 Bornitude supérieure des variables d’état

En plus d’étre positives, les valeurs de ces variables d’'état doivent respecter
des bornes de logique biologique. Par exemple il est évident que la valeur de s;(t)
ne peut jamais dépasser sy;,. Dans cette partie nous allons prouver ceci mathé-

matiquement, nous allons aussi prouver la bornitude des autres variables d’état et
utiliser leurs bornes dans le chapitre suivant.

1.6.1 La variable d’état s;

$1(t) = D(t)[s1n — s1(8)] — kpa(s1)2 ()
Etant donné que la quantité k. (s1)x; est positive, alors

$1(t) < D(t)[s15 — $1(t)]

par suite
$1+ D(t)s1 < D(t)s1in

On obtient en multipliant les deux membres de I'inégalité par elo D(Dd et en les inté-
grantentre O et t

¢
s1edo DT < 51(0) + Slm/ D(T)efot blodeqr
0

ainsi ) )
slefo D(r)dr S 81(0) + Slin[efo D(r)dr _ 1]

Multiplions les deux cotés par e~ Jo P()dr

él(t)efot D(7)dr + D(t)sl (t)efot D(r)dr < D(t)slmefg D(7)dr

Une expression de dérivé contenant s(¢) est apparue, nous pouvons désormais
intégrer les deux c6té entre 0 et ¢ :

81<t)€f0t D(r)dr _ s (0) — Slinefg D(r)dr Slineo
Nous multiplions ensuite par e~ Jo D(rydr pour déduire I'expression de s;(t) :

51 < s1(0)e” Jo Dy Sn[l — e~ I D(T)dT]
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Ce qui peut s’écrire

s1 < (51(0) — syin)e” Jy D@ydr S1in

Par conséquent
S1 < Stin

OU I'on a supposé 5;(0) < sy, d'0U (51(0) — s150)e Jo PO <
1.6.2 La variable d’état

Pour prouver la bornitude supérieure de z;(t) nous allons poser une variable
définit comme suit :

&(t) = s1(t) + kyxa(2)
Calculons sa dynamique :
E1() = 51(t) + Ky (1)
Nous remplagons $(t) et (¢) par leurs expressions dans la représentation d’état :
&1(t) = D(t)s1in — D(D)&1 (1)

Nous avons obtenu une équation différentielle que nous allons résoudre en multi-
. nez )z s t
pliant les deux cotés de I'égalité par efo P(Mdr -

51 (t)efg D(r)dr + D(t)& (t)efot D(r)dr _ D(t)slmef(f D(r)dr

Une expression de dérivé contenant & (¢) est apparue, nous pouvons désormais
intégrer les deux cétés entre 0 et ¢ :

&1 (t)efg b@dr — ¢,(0) = S1in€do PO _ g1 €0
Nous multiplions ensuite par e~ Jo Dy pour déduire I'expression de & (1) :

&1(8) = &(0)e o PO 4 g5, 11 — e Jo DT)ar

D(r) est positive donc e~ /o Pdr < 1 et 1 — e~ o P4 ~ 1. Nous en déduisons
linégalité :
§1(t) < &1(0) + s1in
Remplacons &;(t) et £ (0) par leurs expressions :
Sl(t) + k’1$1(t) S 81(0) + kll'l(O) + Stin

Puisque s,(t) > 0 :
klxl(t) S 81(0) + klx(O) + S1in

Et puisque s1(t) < s14, alors s1(0) < sy, implique que s1(0) + s14, < 2514, dONC :

2
.’Kl(t) S —S1in, + 1'1(0)
k1
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1.6.3 La variable d’état s,

Posons
52 = 59 — ko1

La dérivé s’écrit :
£ = D(t)s2in — D(t)&2 — kspia(s2)x2
sachant kspus(s2)xe > 0, alors :
€ < D(t)(s2in — &2)

Ainsi on trouve en multipliant les deux membres de I'inégalité par efo P()dr

€2€f0t D(r)dr + D(t)§2€fot D(r)dr S D(t)Sanefg D(r)dr
Et enintégrantentre O et t:

gzeho PO < £5(0) + Szm[ef(f P _ 1]
En multipliant les deux membres par e~ Jo P on trouve :
52 < §2( ) D(r)dr + Soin [1 e fot D(T)d’r]
Comme e Jo P < 1 gt 1 — ¢~ Jo PMdm < 1 car D(7) > 0, donc :
& < &(0) + sain
En remplagant I'expression de &, on obtient :
— kgﬂ?l S 82(0) — ]CQlL'l (O) + S2in

alors

2k
Sg < 289ip + k—231m
1

car s2(0) < sgn.
1.6.4 La variable d’état =,

Posons :

& = 59 — ko1 + k3xo
La dérivé de &; s’écrit :

& = D(t)saim — D(t)&s
ainsi
&+ D(t) = D(t)sm'n
En multipliant les deux membres par e~ Jo D) et en intégrantentre O et t :

£3ef0 T)dr < 53( >+ S2in[€f3D(T)dT i 1]
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En multipliant les deux membres par ¢~ /o 24 on trouve :
€5 < &(0)e o PO gy 11— = Jo D]

Comme e~ Jo P(MdT < 1 et 1 — ¢~ Jo P47 < 1 car D(r) > 0, donc :

£3 < &(0) + s2in
En remplagant I'expression de &3, on obtient :

So — ]CQ.Tl + k‘gl’g S 82(0) - k21’1 (0) + k3l’2(0) + Soin

puisque sy > 0, alors :

2 k
xg < x2(0) + k_g (Szm + k_jslin>
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Chapitre 2

Synthése d’observateur invariant
pour le modele du AM2

Aprés avoir établi le modele, nous avons directement étudié ses points d’équi-

libres et leurs stabilités par bon sens de la théorie des systemes. Le bon sens ma-
thématique nous pousse plus loin, en cherchant les caractéristiques de ce modéle.
Des recherches ont montré que tout comme le modéle du chemostat, le modéle
AM2 est un modele invariant [2]. Cette caractéristique permet d’explorer un type
d’observateur appelé observateur invariant que nous allons développer dans ce pa-
ragraphe.
Mais avant de synthétiser un observateur pour un systéme quelconque, il est pri-
mordiale de s’assurer que ce systeme est observable, nous allons donc entamer
le chapitre par des généralités sur les systemes invariants et le critére d’'observabi-
lité d’un systéme non linéaire que nous allons par la suite I'appliquer sur le modele
AM2. Par ailleurs, nous allons prouver que notre systéme est en effet invariant par
homothétie, ce apres quoi nous enchainons les définitions des entités mathéma-
tiques invariantes qui composent I'observateur invariant pour pouvoir construire un
pré-observateur. Nous pourrons a la fin présenter le théoreme qui définit un ob-
servateur invariant pour le modéle AM2 aprés avoir prouvé que le pré-observateur
est convergent et faire des simulations pour visualiser les performances de notre
observateur.

2.1 Systemes invariants

Linvariance est une notion relative, par exemple nous avons longtemps traité du-
rant notre cursus les systémes linéaires invariants dans le temps (SLIT).
Linvariance qui nous intéresse dans la synthese d’observateur invariant pour le mo-
déle du AM2 est l'invariance sous I'action d’un groupe .

Pour bien assimiler la forme générale d’'un pré-observateur invariant, commen-
cons par définir les entités mathématiques qui le composent, et qui sont : un sys-
téme invariant, une fonction scalaire invariante et un champs de vecteurs invariant.
(nous allons voir dans la section qui suit pourquoi nous avons choisi ces entités en
particulier).

1. Laction de groupe sur un ensemble veut dire que le groupe est munit d’'une loi de composition
lui permettant d’opérer sur un ensemble
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Pour que ces entités soient définies, elles font appel a leurs tours a un groupe
de transformation que nous notons G, avec les caractéristiques suivantes :
Considérons la forme générale d’'un systéme non linéaire

T = f(x,u) (2.1.1a)
{y:h(x,u) (2.1.1b)

aveCcrce X CR"ueUCR"etyeY CR?
GG est un groupe de Lie de transformation tel que :

G agitsur X par ¢, : X — X

G agitsurU pary, : U — U

G agitsurY parp, 1Y — Y, Vg € G avec p,, 1, et p, des difféomorphismes ?
(de classe au moins C*) sur X, U et Y respectivement, ayant les propriétés sui-

vantes :

(909)71 = Pg-1

Pg10Pgs = Pygi.92

Définition 1 G est un groupe de symétries de (2.1.1a) si, pour chaque solution
(x(t),u(t)) de (2.1.1a) etVg € G, (¢, (z(t)) .1, (u(t))) est aussi une solution.

Nous pouvons maintenant définir qu’est-ce qu’un : systéme invariant, une fonction
scalaire invariante et un champs de vecteurs invariant.

Systéme invariant

Le systeme (2.1.1a) est dit invariant si

/ (gog(x),wg(u)) =Dy, f (z,u)

Ou D, est la matrice jacobienne de ¢ (z)

Fonction scalaire invariante

Une fonction scalaire J est dite invariante si et seulement si

J (g(),0g(u), pg(y)) = J (z,u,y)

Champ de vecteurs invariant

Un champ de vecteurs est dit invariant si et seulement si

w (p(x)) = Dy,w(x)

2. Si U et V sont deux ouverts de R" , et f une fonction de U dans V, on dit que f est un C¥
-difféomorphisme si f est bijective et si f et f~! sont de classe C¥
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2.2 Forme générale d’un pré-observateur invariant

Aprés avoir défini les systemes invariants il faut mettre en évidence l'intérét de

ces derniers dans la synthese d’observateur.
Nous avons mentionné dans ce chapitre que l'intérét pour les systémes invariants
été di a linvariance du modéle AM2. Sachant que le but d’un observateur est de
donner la meilleur estimation des états inconnus, il serait tres intéressant qu'il ait les
mémes caractéristiques du modeéle.

Nous avons vu dans I'état de I'art que beaucoup d’observateurs s’écrivent en
deux parties : une copie du modeéle et un terme correctif. Le modéle étant déja
invariant, il faudrait que le terme correctif soit invariant.

Le terme correctif est généralement une expression d’erreur que nous essayons de
faire tendre vers 0, pondérée par un gain pour régler la vitesse de convergence.

Notons le pré-observateur F tel que

~

F(i’a y) = f(ia y) + fcorrection (221)

Nous savons que f (¢,(),¥y(u)) = D, f (z,u) et nous voulons que F (p,(z), v, (u)) =
Dy, F (z,u) il faut donc que feorrection (94(2), ¥g(w)) = Dy, frorrection (T, )

Pour obtenir cette forme et sachant que nous devons la former a partir d’'une
expression d’erreur pondérer par un gain, nous posons I'expression d’erreur une
fonction scalaire invariante pondérée par un champs de vecteurs invariant

fcor'rection (@g (l‘), wg (u)) = J (ng (.T), wg(u)ﬂ pg (y)) W (@(x))
= J(v,u,y).Dy,w(z) (2.2.2)

= Dcpg fcorrection (Ia u)
nous obtenons donc la forme du pré-observateur
F=f+w (2.2.3)

ou :
— w est le champ de vecteurs.
— J est la fonction scalaire.
Donc, le systeme dynamique

d

0= f(@)+ Z Ji(2, y)wi(2) (2.2.4)

est un pré-observateur pour le systéeme (2.1.1a)-(2.1.1b) [10] si nous choisissons J;

une fonction scalaire invariante satisfaisant J;(z, h (z,u)) = 0 et w; un champs de
vecteurs invariant.
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2.3 Application au modeéele AM2

2.3.1 Observabilite

La notion d’observabilité est 'une des premieres notions apprises en théorie des
systemes linéaires. Pour les systemes non linéaires le principe reste le méme mais
le calcul se fait différemment.

Le principe d’observabilité est le suivant : pour qu’un état soit observable, il faut
gu’on soit capables de reconstruire I'état de maniére unique a partir d’'une sortie
mesurée.

Pour les systémes non linéaires un état est observable si pour toute entrée, on est
capable de reconstruire I'état (initial) de maniére unique a partir d’'une sortie me-
surée. Mathématiquement, cela veut dire que =y — y(t)|:>, €st une application
injective ® [8].

Le plus par rapport aux systémes linéaires est que I'observabilité dans les systémes
non linéaires dépend de I'entrée du systéme, certains systémes seront donc obser-
vables pour certaines entrées mais pas pour d’autres, ce qui complique énormément
le probleme d’observation [8].

Nous allons maintenant citer quelques définitions qui nous permettrons de mieux
comprendre 'observabilité afin de vérifier mathématiquement I'observabilité d’'un
systeme non linéaire [11]. Pour cela, nous considérons la forme générale d’'un sys-
teme non linéaire suivante : ‘

{ &= fl@u) (2.3.1)

y = h(z,u)

Définition 2 (Indistingabilité (Indiscernabilité)) Soient °(t) et y.(t), (t > 0) deux
signaux de sortie générés par l'application du signal d’entrée u(t),t > 0 au systéme
(2.3.1) avec les conditions initiales x° et z*, respectivement. On dit que z° et x' sont
indistinguables si °(t) = yl(t), vVt > 0 pour toute entrée u. Dans le cas contraire, on
dit que x° et z* sont distinguables.

Définition 3 (Observabilité) Le systéeme (2.3.1) est dit observable en x°, si 2" est

distinguable de tout x € R™. En outre, le systéme (2.3.1) est observable siV2° € R",
le systeme (2.3.1) est observable en z°.

Lespace d’observation est défini comme suit

: n—1
Ly 'h
tel que n est le nombre d’états du systéme et les LA sont les crochets de Lie

= oh
Lyh = Z fi(l')%
i=1 v

3. Une application f est injective si tout élément de son ensemble d’'arrivée a au plus un antéceé-
dent par f.
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ou f;(z) est la fonction qui représente la cinétique de i état.

Généralement, lors de I'étude d’observabilité d’un systeme réel non linéaire on uti-
lise le critere de rang qui dit qu’un systeme est observable si le rang de la dérivé de
'espace d’état est complet. C’est-a-dire :

dh
dLsh
rang . =n
. n—1
dLy'h
avec i i
! 81’1 ’ ’ 6mn

Définition 4 La composante de I'état x; (respectivement de I'entrée v;) du systéme
linéaire structuré », est génériquement fortement observable lorsque pour tout
état initial x, et pour tout signal d’entrée u(t), I'égalité y(t) = 0,Vt > 0 implique
z;(t) = 0,Vt > 0 (respectivement u;(t) = 0,Vt > 0) [12] et [13].

Cela revient a dire qu'un état est fortement observable si on arrive a I'exprimer
seulement en fonction des mesures et de leurs dérivées [14].

Remarque 1 // est important de noter qu’un état observable ne signifie pas néces-
sairement que I'on est capable de lui synthétiser un observateur [5].

On peut vérifier 'observabilité de ce modéle en utilisant la définition cité dans
[9]. Nous avons la sortie :
_ [ 5t
Yy = 5o

kl,ulmaacslxl
( )(81 81) s1 + Ky
Y= kaptimazs1 k3piomazSow
D(t)(s2in — s2) + Mmar W o mars 22
sut I 3+K+(82)
2 2 T
K;
ainsi
S1 + K1 .
———[D(t)(S1in — 51) —
T kllulmaacsl[ ( >(Sl Sl) 81]
= 82
+Ky+ (2
s e (K) D520~ 52) + L2 (D(E) (530 — 1) — 1) — &
k3M2maI82 2in 2 k’l lin 1 1 2

Donc, a partir de y et sa dérivée, nous avons pu déduire les deux variables non
mesurées z; et x,, ce qui implique que le modele est algébriquement observable.
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Remarque 2 Nous remarquons que lorsqu’un état est fortement observable nous
pouvons déduire son estimation seulement en dérivant les mesures, ceci dit le ré-
sultat est tres souvent médiocre.

2.3.2 Invariance du modele AM2

Lorsque nous avons établi la forme générale du pré-observateur invariant nous
avons supposé que le modele sur lequel nous I'appliquions était invariant. mainte-
nons que nous l'appliquons sur le modéle AM2 il nous faut prouver son invariance.

Pour prouver l'invariance d’'un modele il faut trouver mathématiquement le groupe
de transformation agissant sur 'ensemble. Cependant, nombreuses preuves ont été
établi apres avoir remarqué que leurs résultats étaient vérifiés et cela peut s’appli-
quer sur le modele AM2.

Dans ce qui suit nous allons établir une conjecture * qui nous permettra de prendre
en considération des paramétres du modele comme entrées virtuelles pour trouver
le groupe de transformation assurant l'invariance du modele AM2.

Conjecture 1 Supposons que ce systeme est invariant par homothétie, tel que :

S1 — )\151
Ty — )\21‘1
Sog — )\382
Ty — )\41’2

ou A\, \a, A3, \y Sont les rapports de transformation par homothétie.

Il nous faut I'invariance de $1 = fs1, &1 = fu1, $2 = fs2, T2 = fao @insique de p;(sq)
et pi2(s2) -
Commencgons par l'invariance de 111(s1) et pus(s2) pour pouvoir ensuite I'utiliser pour
prouver l'invariance de s, 1, $o €t s :

( S
Ml(sl) = Uimaz !

S1 + Kl
S92
,UZ(SQ) = H2,maz "3
2
—= K
\ K, + s + 1o
( )\181
A = mazx’ . 1
t(disi) = jn A1sy + Ky
A38
M2(>\352) = H2maz 2252 S
322 4 A3so + Ko

\ Kz

Nous remarquons que ces équations ne peuvent étre invariantes que pour des
valeurs bien précises de )\, et \3, nous considérons alors K,, K, et K; comme en-
trées virtuelles pour pouvoir la pondérer par un rapport \,, \y, A qué nous cherchons
a déterminer :

4. Une conjecture est une prévision et une prospective fondée sur des apparences.
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)\18

A AK) = primar~——
(s ) = e 3T

A3S2

(X352, N Ko, AK;) = fomaz 22
3%2 + )\382 + )\bKQ

\ A K
(his, M) A (5. K1)
S = Mmax Y . N - — S,
H1{ALS, A1y M s+ MK 251 1
/\382
M2()\352,/\3K27>\3K) Homaz g2 = M2(52,K2)
L )\5[? + )\382 + )\3K2

Passons maintenant a l'invariance de s, 2, s, et 1s :

S.l(t) D(t)(Shn — 81> — ]{?1/14 (81)1’1
21 (t) = [p(s1) — D(t)]a
$2(t) = D(t)(s2in — 52) + kapu(s1)x1 — kapa(s2)2

To(t) = [pa(s2) — D(t)]22
)\18'1(t) D( )(Slm /\181) — klﬂl(sl))\gl‘l
A1 (t) = [pa(s1) = D(#)[ Aoy
)\35.2@) = ( )(ng )\382) -+ kz,ul(sl))\g.??l — k3u2(32))\4x2

AaTa(t) = [pa(s2) — D(t)| A2

Pareil que pour K1, K, et K; nous devons considérer si;,, Soin, k1, ko €t ks comme
des entrées virtuelles pour pouvoir les pondeérer un rapport \g, Ae, A, Ay, A\, qUE nous
cherchons a déterminer :

)\18.1(t> = D(t)(>\d81ln )\151) — )\fkl,ul(sl))\g:cl
Ao (t) = [ 1(s1) = D(t)] a1
A382(t) = D(t)(AeS2in — A3S2) + Aghkapi1 (51) Aozt — Apkspia(s2)Aazo
AaZia(t) = [p2(s2) — D(t)] A2
il faut donc que Mg = Ai, Ae = As, Aj = M Ay = A3y, =2
Ay A2 W

A1s1(t) = D) (Mistin — Ais1) — i_:klﬂl(sl))\%fl

Ao (t) = [pa(s1) — D(t)]Aewy

A382(t) = D(t)(A382in — AzSa) + :\\—ik2ul(51)/\2171 — i—ik3u2(82))\4$2
[ Aadia(t) = [p2(s2) — D(1)]Aaza

81(t>)\1 = [D(t)(Slm — 81) — k‘lul(sl, Kl)l'l] .)\1

Ay = [[p1(s1, K1) — D(t)]21] As

Az = [D(t)(82in — S2) + kapur(s1, K1)x1 — k3pa(s2, Ka)1o] A3
To(t). Ay = [[pa(s2, K2) — D(t)]x2]
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)\352

Cette conjecture nous a permis de chercher le groupe de transformation agissant
sur le vecteur des variables du systéme en prenant en considération les parameétres
S1ins S2ins /{51, 1{32, ]Cg, Kl, KQ et Kz comme entrées virtuelle.
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Nous aurons alors a chercher une matrice A tel que

S1 1
R 2
S2 S9
Ty -
Stin S1in
S2in S2in
= veER (2.3.2)
ky k1
ko ko
ks k3
K, Ky
K, Ky
K; K;

Aprés résolution [2] nous obtenons la matrice :

A= diag(a7ﬁ77767 (%%04—577—577—57@7%’7) (233)

ou «,f3,7v,9 € R quelconques. Donc le plus grand groupe linéaire qui rend le sys-
téme du modéle AM2 invariant est le groupe des homothéties G = (R’ x R} x
R x R%,.), qui agit sur (s1, 1, s2, z2) avec quatres parameétres (A, A2,, A3, , As) oU
Al =¢% Ay = Gﬁ,/\g =elet\ = e,

Remarque 3 Ayant posé la matrice A sans écrire les détails de résolution, il est

nécessaire de faire une vérification. Cependant, la conjecture que nous avons posé
a verifié au préalable les résultats.

2.3.3 Les fonctions scalaires invariantes

A A A
J ()\181, A2%1, A3S2, AaT2, A\151in, A352in, )\—1/{1, )\—3/{27 )\—3]?3, MK, A3 Ko, A3 K, My, )\3y2)
2 2 4

=J (51, X1, 82, T2, Stin, S2ins k1, k2, k3, K1, Ko, K, y1, y2)
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Pour Ay = A3 = A\, = 1 et \; quelconque, nous avons :
J()\131,$1782,$2,)\181m,Szm,)\lkhkmk&)\1K17K2,K¢7)\1y1,y2)

= J(3179517$2ax27$1in732in7k17k2a ks, K7, K27Ki,?/1,y2)

par dérivation par rapporta \; en \; = 1:

oJ oJ oJ oJ oJ
Sig— +Stnmy— T kg -+ Kig—+ =

22 =0
681 aSh'n 8k1 8K1 4 &gl

I'expression obtenue ci-dessus est une équation aux dérivées partielles, dont la
résolution par la méthode caractéristique nous donne le résultat suivant :

d81 o dslin o dk‘l - dKl . dyl

S1 Stin ky K Y1

J(S1,$1782,$2781z‘n782m,kl,kz,k?),Kth,Ki;ylam)

Stn k1 K1

=Q | T1, So, Ta, S, ko, k3, Ko, Ki, yo ,—, —, —, =
A e e i e e i ) B | S1 S

z1 z2 23 z4 z5 26 27 28 z9 = NN

z9 Z11 212 Z13
Pour \; = A3 = A\, = 1 et \; quelconque, nous avons :
1 1
Q AQZla 22, 23, 24, )\_zf)a 26y 27, 285 29, 210, )\_2117 212, 213
2 2

= Q (zla 224 23, 24, R5, 26y BT, 285 29, 210, 115 212, Z13>
par dérivation par rapporta A, en Ay =1 :

90  9Q 0Q _,

825 8211
donc, I'équation caractéristique s’écrit comme suit :

d2’1 o _d25 - lel

<1 <5 <11
ainsi
Q (Zla 224 %3, 24, %5, 26, R7, 28y £9, 210, £11, 212, Zl3)

=L R2 5 R34, R4 4, R6 5, AT 5, R8 , 29 , 210 , R12 5 <13 5 £1R5, £1<11
NN N NN N N N N

ul u2 us u4 us ue ur usg u9 u1o0 Uil ui2
Pour \; = X\, = \; = 1 et \; quelconque, nous avons :
L (uy, ug, ug, ug, us, ug, Uz, s, Uy, Utg, ull, uq)

=L ()\37«017 Uz, AgUz, A\3la, A3Us, A3Us, Asl7, U, Ug, U10, A3U11, U12)
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par dérivation par rapporta Az en A3 =1:

oL . oL . oL . oL . oL . oL . oL _,
U1 —— u u Uu, U u u =
! SOus | ouy | Cous | Coug | Our

8 (51 aUll
Nous avons ainsi, I'équation caractéristique :

duy  duz  duy  dus  dug  duy  duy

Uy us Uyg Us Ug Uy U1

donc

L(ulaU’27u37u47U’57u67u77u87u97u107u117u12>
Uz Ug Us Us Uz U
=R U2 5, U , UY 5, UL0 , U125, —— 5 —— 5 —— 5 —— 5
N~~~ ~~
v1 v2 v3 v4 15 SN NSNS N N N

Pour \; = X\s = A3 = 1 et \; quelconque, nous avons :

R (Ulu U2, U3, V4, Vs, Vg, U7, Ug, Vg, V10, Ull) =R <)\4U17 V2, V3, V4, U5, Vs, _U77U87U97U107U11)

par dérivation par rapporta A\, en A\, =1:

OR OR
v——v;— =0

ov V1 8’07
Léquation caractéristique s’écrit comme suit :

dUl dU7

U1 U7
alors
R (v1, v, v3, V4, Vs, Vs, U7, Us, Vg, V10, V11) = N (V2, U3, V4, Vs, Vg, Us, Vg, V10, V11, V1V7)
Ainsi, nous obtenons toutes les fonctions scalaires invariantes :
J (81,21, 52, T2, S1in, S2in, K1, ko, ks, K1, Ko, K Y1, 92)
Slin Ky yi kixy s Ko Ki yo kary k3w

_N P2 s T R R R R B
1 S1 S1 S S2 S22 S2 S22 S3 52

Dans ce travail nous allons prendre une fonction invariante particuliere :

Y1 Y2
J(Slax1782ax2)81in782in7k1ak?ak?)uKlaKQaKi?yl?yQ) = H (8_7 S_)
1 2
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2.3.4 Les champs de vecteurs invariants

a partir de la définition des champs de vecteurs invariants, nous avons :

1(A181,A2$1,A332,A4$2)
2(A181,A2$1,A3527A4$2)
603(A181,A2$1,A3327A4$2)
( )

4 (A181, Aa1, Agsg, Ago

Donc

wi (
wo (81,
ws (

S1,T1, 82,2

T1,S82,T

2
81,1, S2,T2
604(817$1,52,$2)

)\1&)1 (Sla T, S2, :L‘2>
Aows (81, 21, S2, 2)
A3uks(5 Ty,52,T 2)

( )

)\4&)4 51,21, S2, T2

@151
a2
a3S2
A4

)
7)) =
)

ou aq,as,a3 et ay sont des constantes qui joueront le role de gain.

b =
bi(t) =

alt) = D(t) (5210
balt) = [ia(5:) —

\

(11 (81) = D(t)] &1 + azdy
89) + kopu1(51) 71 —

D(t)] i’z + Cl4£i'2

2.3.5 Le pré-observateur

Nous choisissons

ainsi

w (2

yl

D(t>(31in - §1) - kl,ul(§1):f31 + a5 {Hl <3§> — H, <£

m(@
L S1

kspia(S2)Te + asss

1/\
)—m(?
S1

puisque la sortie y; = s; donc nous obtenons

i

n

)—m(?
S1 S1

-

(s1) — In(5,) = In (T

de méme puisque la sortie y, = s, nous obtenons

(

)—m(?
52
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En remplagant les cinétiques de Monod et Haldane par leur expressions, le sys-
teme (2.3.2) devient :

(. S1T1
t)=D(t in —k max . -
$1(1) (t)(s1in — 51) — k1 7o
. S1
t) = max —D(t
951() . s1+ Ky ()}msx SoT
$9(t) = D(t)(s2in — s2) + kQMImaxﬁ — kspiomaz i e
1 1 52 + K2 + _2 (2-3.4)
K;
. S9
xQ(t) = |M2maz— 5 — D(t) o)
So + K2 + 8—2
\ ? Kz
. . 81
Nous avons pris comme sortie Yy = ( s )
2
Théoreme 1 [2] Pour (2.3.4), le systeme :
(- 5111 S1
s51(t) = D(t in_A —k mar T T+ 511 ~
s1(t) (t)(s1 A :91) 11 5T K a151 1In <$1>
X 5121 R R S1
t) = max ~ . 7, D(t 1 ~
T1(t) = | e ()] 1+ agdy n(51>
A R S1T S R S
SQ(t) = D(t)(SQZn - 32) + k?ﬂlmax# - k3ﬂ2mam% “+ asSo In (TQ)
S1 + Kl N S5 S9 (235)
So + KQ + =
K;
: s . ) 5
Fo(t) = | Homae———2——— — D(t)| &2 + asézIn (—2)
So+ Ky + 22 %2
\ 2 Kz

est un observateur. Définissons e; = Ins; —Inéy, e =Inz; —InZy, e3 = Insy —In 3y
etes =Inxzy —Iniy
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La dynamique des erreurs est données par :

;

\

. D(t)s1in 1 ptimaz 5121 k1 ptimaz 1
1= —a1eg— ——— (e —1)— e —-1)+ ———
! e S1 ( ) (81 + Kl)(sle_el -+ Kl) ( ) s1e 4 + Ky
b0 =  —aoer — Kl,ulmaa:sl (6761 o 1)
2 2 (s1 4+ Kip)(s1e= + Kq) )
. D(t)32zn le/JlmaxSlxl
é3 = —asze3 — ———(e® —1)+ e —1
s e T e K me ) Y
kZ,ulma:cslxl (6_61_62+€3 . 1)
82(818_61 + Kl) )
3H2mazS2T2 e
- 52 52 (6 d = 1)
(524 Ko 1) (52070 + K e
k max
— 3H2 :1:22 (e=e — 1)
(826‘63 + Ko + %6—263>
k3ﬂ2ma132x2 —%
- 52 2 52 (6 2es — 1)
Ki (82 -+ KQ + ﬁ) (826763 + K2 -+ fi67263>
K max
€4 = —aue3 — 2 2 mes 2 =2 (e7 —1)
(st Kot 1) (saemos + K+ o)
T HomazS2 (6763 _ 1)6*63

Ki (82 + K2 + Is{_%) <52€_e3 + K2 + ;{—36_263)

Supposons a; > 0 etaz > 0 assez grands et a, < 0 et ay < 0 avec |ay| et |ay| assez

grands, alors (0,0,0,0) est un point d’équilibre localement uniformément asymptoti-

quement stable.
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2.3.6 Convergence du pré-observateur

Preuve. Posons :

" D(t)s1in " k1p1mazS121 e — k1 p1maz 1
I 2 = T - o 3 — 7 -\
! S1 (s1+ K;)? (514 K1)
s — K1 piimaz$1 we — D(t)s2in e — Ko ft1maz 5121
- —7 - —7 6 - —7
! (51 4+ K4)? ° S2 So(s1 4+ K1)?
I katt1maz 121 U — k3t2maz S22
TS T 8 = 2
sa(s1+ K1) (32+K2+;—%
k3ﬂ2mam$2 2k3,u2mam52x2
Ug = 2\ Uio = o2
(s2+ 1>+ ) K (s + Ko+ )
2)
<K2 + K, H2mazS2 B 2M2max33
Uyl = 2N\2 Uiz = 2\2’
(524 Ko+ ) K (524 1 + (32)
v — S1 + Kl vy — S1
! s1e 4 +K17 s1e ¢ +K1’
2
52
So + KQ + Kl 5o
Vg = 52 ) Uy = 52 J
s9e= + Ky + —=e~2es Spe~® + Ky + ?26_263
2
S
Vg = 2 S%
K; (826_63 + Ko + Ee_QGB)
Le systeme (2.3.6) devient :
( él = (—a1 — U1 + u2)61 — U3€y — ul(e(el) — €1 — 1)

—ugfv (e +e; — 1) +vg(e ™ — D)eg] +ug[vi(e 2 + e — 1) + va(e™ — 1)ey]
¢y = (—as+ug)er —ugfvi(e ™ +ep — 1) +va(e — 1)ey]

ég = (_UG + U7>€1 + U7€Eg + (—CL3 — Uy — Uy + us + U10)63 — U9y — U5(€63 — €3 — ].)
+uglvi (e +e; — 1) +va(e™ — 1)eq]

2.3.7
—ur[vr (et 4 (e + ey —e3) — 1) + (e — 1)(e1 + 2 — e3)] ( )
—ug[vz(e™% 4+ e3 — 1) + vg(e™ — 1)es + vs(e 2% — 1)e3)
—u10[vz(e72% + 2e3 — 1) + 2v4(e™% — 1)es + 2v5(e 2% — 1)es)
+ugluz(e™ 4+ e4 — 1) +vg(e™ — 1)ey + vs(e72% — 1)ey]
ey = (—ag+uil —ui2)ez —uilfvg(e™ +e3 — 1) +vg(e™® — 1)eg + vs(e72 — 1)es]

tFupafvz(e72% + 2e3 — 1) + vy(e7% — 1)2e3 + vs5(e72% — 1)2e3]

\

On va utiliser le théoréme ci-dessous pour montrer que I'équilibre (0,0,0,0) est lo-
calement uniformément asymptotiquement stable.
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Théoréme 2 Soit (1)—‘? = A(t)x un systéme linéaire sur R™, uniformément asymp-

totiquement stable pourty, > T.
Soit
F:RxRY— R% (¢ 2) — F(t, )

une fonction continue et F'(t,0) = 0 telle que :
Ve> 0,30 > 0: ||z < 0 = [[F(¢t,2)|| < ellz||,Vt =T
Soit (Q)Z—x = A(t)x+ F(t,x). Alors la solution x = 0 de (2) est uniformément asymp-
totiquement stable pourt, > T [15].
Alors le systéme s’écrire :
ée=A(t)e+(t,e)

ou A(t) est une matrice (4 x 4) qui contient la partie linéaire et ¢ (¢, e) est la partie
non linéaire du systéme.

Avec
—Q1 — U] + Us —Uus 0 0
—ay + Uy 0 0 0
A= o
—Ug + Uy Uy —a3 — Us — U7 + Ug + Ug —Ug
0 0 —Qy + U1 — U2 0
et

—ur(e ™ +ep — 1) —ugvi(e ™ + e — 1) + va(e " — 1)e]
+ug[vi(e7 4+ e3 — 1) + va(e™ — 1)esg]

—uglvi(e™ +e; — 1) +va(e™ — 1)eq]

—uz(e™ +e3— 1) +uglvi(e ™ +e; — 1) + va(e™ — 1)ey]

W(t,e) = | —usfvi(e 172t + (g + ey —e3) — 1) + (e — 1)(eg + e2 — e3)]
—uglvg(e™® 4+ e3 — 1) +vg(e™ — 1)eg + vs(e72% — 1)es)
—upo[vz(e72% + 2e3 — 1) + 2u4(e7% — 1)ez + 2v5(e72% — 1)es)
+uglvg(e™ 4+ e4 — 1) +vg(e7 — 1)ey + vs5(e72% — 1)ey]

—uilfvz(e™® +e3 — 1) +vg(e™® — 1)es + vs(e72% — 1)es]
+upavz (€724 + 2e3 — 1) + vg(e™% — 1)2e3 + vs5(e72% — 1)2e3)
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Ici, nous allons prendre la norme ||e|| = |e1| + |ea] + |es| + |es], i,€. NnOus devons

montrer que

Vt > T Ve > 0,30, > 0 tel que(|er| + |ea] + |es| + |es]) < 0

ce qui implique

(o] + [2] + |hs] + [¢a]) < €(len] + [ea] + [es] + [ea])

Nous avons [2] :

0 < <s1(t) < 514,
0 < x1(t) <oy,

Dmax in
0< Dmm < U1<t) < —817
U

0< U4(t) S Himazxs

kZNImaxal
(] ’
2k3u2max02
KZ' ’

0< U7(t) <

0< Ulo(t) <

S1in + K1
- Kl )
S9in + Ko
K,

2
S9in
Ky K

0 <Py < s53(t) < Soin
0 <zo(t) <oy

kl,ulmazo-l
K ’

Dmar in
0 < Dypin < ug(t) < —Zmez2in
U2

0< UQ(t) <

k3ﬂ2max 02
K5 ’

2
S9in Lo
K2 Kz max

0< Ug(t) <

0< U11(t) < (1 +

Slin

0 < wy(t) <

0< U4(t) S

Le développement de Taylor de e est

1
e“=1+¢ + e?/ (1 —7)e“"dr
0

klﬂlmaxal
Ky
k2ﬂ1maxal
U
k3ﬂ2max02
K
2M2maz S2in

K;

0< 'ng(t) <

0< uﬁ(t) <

0< Ug(t) <

0<up <

2
S9in

< < —=
0 S U5(t) ~ KQKZ

. 1 1
ce qui nous donne : [e*¢ +¢; — 1] < 565654@] etle ™ — 1] < 4. + 5666(562
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Aprés calcul, nous aurons :

Dmaxs in k mazx T
9] < 3 ( 7 I ede | 1#}{2 Ls1n (0 + 1) 4+ Ky)ed + 281m]> delea
1

k max
ST (0 4+ 1) + Ky )e + 2516 es
1
Himaz e
W2| = 9K [ 1m<(6 + )+K1)€ +251in]55‘€1‘
1
k maz 0
il < PO (4 1) 4 Kb+ 21l ] + o)
Dmax82zn 5 k2ﬂ1mazal S k3,u2mazo-2
+( 20,5 + 20 K, (16 ((0c + 1) + K7)e’ + 2514) 212
482 % S52in 4k53#2ma$0-2
; o mn K de 2 in 1
[(smn(l%— Kz)5€+Ki+S2+ 2)6 + 259 < +Kz):|+ KK,
2 in 3 S2in
[<Szm (% + ;? ) de + 3[2;71 + 89+ K2> e + 259 (1 + [2( )}) deles|
+ 3M2maz 02

i

z! in 5 S2in
[(Szin (1+ j? )6 + ;n‘i‘Sg‘i‘Kg)e +2822n (1+ ;( ):| (56’64|

2 -2
32‘ Homazx 4527,n SQZ” ) S2in
< S2in_ | Homax Ky ) €% + 2505 ( 1
W“'—((Hmm) 2K, K (H K, )5€+ K, ot 2)6 + 252 ( + K)}

4/1/2ma152in 252zn %@n e S2in
W |:<32in <% —+ KZ 5 + Kl +82 +K2 e +2821n 1 + K,L (56’63|

Alors
[U1] + [ha| + 3] 4 |4 < 1(0c)0e|er] + 1a(de)delea] 4 13(6e)deles| + 1a(0c)de|ea]

_1 Dmaxslzn 5 + Himax 2kl'ﬁl + k2Kl
191 Kl 191K1

o1+ 1] [s1in((6c + 1) + Ky)ed + 281m]) Oc

h(6.) = <,u1maa:01 {k?ﬂ% + ko Ky

in((0c + 1) + Ky)e% + 2s14n] | 6
2K1 191K1 :|[Sl (( + )+ 1)6 + 281 ])

DmazSZzn kQ,U/Imazo-l Homax
= 1 2 in
I5(0.) 29, 20, K [$1in((0c + 1) + K7)e® + 2515, + 21,

1 47,n 2 m
o ")H(m( ) ) e ()

4M2mam 1 52m %m S2zn
+ KK <k30'2 + SQm S2in ) -+ 5 + K. + S9 + K2 6 + 2821” (56
243 q i

k max 4 n 32in S2in
l4(6e) = % KSQm (1 + ;? ) de + [2( + 52 +K2) €% + 289, (1 + 2 )} de
2 7 7

Alors
(1] 4 [Y2] + [s] + [¢ha] < max(l1(0c), l2(de), I3(8c), 1a(0c)) (lea| + lea] + les| + [eal)

-~

1(e)
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Notons que la fonction [(o.) est continue en 6. et [(0) = 0, alors pour tout e > 0 il
existe 6. > 0 tel que I(J.) < e.
Il reste @ montrer que (0, 0,0,0) est uniformément asymptotiquement stable pour le
systeme linéaire

de

5= A(t)e

Pour cela réécrivons la partie linéaire du systeme (2.3.7) :

él = (—al — U1 + U2)61 — U3€E9

ég = (—ag + U4)61 (2 3 8)
é3 = (—U6 + ug)el + Uy + (-CL3 — Uy — Uy + us + U10)63 — U9ty o
€y = (—ag+un —up)es

Dans cette partie nous allons définir la fonction de Lyaounov candidate suiante :
V(ela €2, €3, 64) = Va(617 eQ)Vﬁ(ei’n 64)
ou « et § sont strictement positives. Avec

Va(er, ea) = (€5 + (e1 + aez)?)

et
Va(es, es) = (€3 + (e3 + Beq)?)
Donc ' ' _
V =V, Vg + Vo, V3
Nous avons :
Va:<€1 62)Ma(2;>
ou
2[—(2a1 + asaz) + 2(ug — uy) + auy)] —a(ay + aas) + a?uy + aluy — uy) — 2us
M, =

—ala; + aay) + @?uy + aluy —uy) — 2uz  —2aug
On a la trace de M,
tr(My) = —2[—(2a1 + aaz) + 2(ug — uy) + a(ug — 2us)]
Le déterminant de M,

det(M,) = 2aus(2a; + aaz) — 2cugfauy + 2(us — ul)]
—[—a(ay + aag) + a?uy + aug — uy) — 2usz)?

det(M,) = —a?(a; + aag)? + 2a]a?us + a(ug — uy) — 2us)(a; + aas) + 4auza; + 20’uzay
:[a2u4 + a(ug — uy) — 2us)?® — 20uslauy + 2(uy — uy)]

-~

T1
det(M,) = —a?(a; + aas)? + [daus + 203uy + 2a%(ug — uy) — daus)ay
+[20uz + 20t uy + 203 (uy — u1) — 4auslas + ry
det(M,) = —a?(ay + aaz)? + pray + qra; +ry
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ou
p1 = 20uy + 20 (ug — uy)

q1 = 20tuy + 207 (ug — uy) — 20us
. 1
Sl on pose a; + aaz = O=ay=——a
«
det(M,) = 2accusg + 1
det(M,) > 0 pour a; >> 0, alors la trace devient

tr(M,) = —2(2a; — ay) + 4(us — uy) + 2a(uy — 2us)
tr(M,) = —2a; + 4(us — uq) + 2a(ug — 2ug)

tr(M,) < 0 si est seulement si a; >> 0.
Avec un a; suffisamment grand, on a tr(M,) < 0 et det(M,,) > 0 alors : M, est
définit négative.

Donc '
Va S )\max(Moa)(ef + 6%) S C)\max<Mo¢)Va

OU Amar(M,) est la plus grande valeur propre negative de M, . Les normes sont
équivalentes dans R, ce qui implique que V, (e, e5) est négative.

Et nous avons :

Ve (e )M, ( - ) + 2[(ur — ug)er + ures)(2ex + fes)

ou
2[—(2a3 + Bag) — 2(us + u7z — ug — u1o) + Sun — ur2)] —B(as + Bas)+
52<U11 — Uyg) — 2ug+
Mgs = B(uip + ug — us — urz)

—B(as + Bag) + £ (u11 — u12) — 2ug + Bluig + us — us — ug) —2Puyg

tr(Mpg) = —2(2a3 + Bas) —4(us + ur — us — wyo) + 25(u11 — ug — u12)

J

~~
T2

det(MB) = 46(2@3 + 5&4)U9 + 8BU9(U5 + U7 — ug — Ulg) — 452U9(U11 — U12)
—[—B(ag + Bas) + (w11 — ur2) — 2ug + Burg + us — us — uz)]?

det(Mpg) = —B%(az + Bas)® + 28[%(u11 — u1a) — 2ug + Burg + us — us — ur)](az + Bay)
+45u9(2a3 + BCL4) — [BQ(UH — Ulg) — 2U9 + ﬁ(um + ug — Uy — U7)]2
+80ug(us + ur — ug — u1p) — 45%ug(u11 — u12)

det(Mg) = —BQ(CLg -+ ﬁa4)2 + Qﬁ[BQ(UH — u12) + ﬁ(ulo -+ ug — Uy — U7) + QUQ] as

4

~~

p2

+26%[8* (w11 — wra) + Bluro + ug — us — ur)] ag + 73

J/

-~

q2
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ou

r3 = [8%(u11—u12) —2ug+B(urg+ug —us —ur ) |*+8Bug (us+ur —ug—uig) —4 B ug (111 —u19)

. 1
sion pose a3z + fay =0 = a4 = ——as

B

det(Mp) = 4Pug + 12

Alors

det(Mpz) > 0 pour az >> 0
alors la trace devient
tr(Mpg) = —2a3 + 13

Avec un a3 suffisamment grand, on a tr(Mpg) < 0 et det(Mp) > 0 alors : M est définit
négative.

2[(U7 — u6)61 + U762](2€1 + 564) < 2 \/(’LL7 — U6)2 + U% \/6% + 6% \/ V/g
~~ 7 N——

<ca VVa

VB S C3/\maa:(M,6’)V,8 + 202\/ Va\/ Vﬂ

0U A\nax(Mp) est la plus grande valeur propre négative de M. Alors Vs est négative.
On peut donc dire que ce systeme est localement uniformément asymptotiquement
stable en (0,0,0,0). m

2.3.7 Reésultats de simulations

Pour juger les performances de I'observateur invariant nous utiliserons I'entrée D
variable pour toutes les simulations qui viennent. Ceci nous permettra de remplir la
condition d’opération réelle de persistance de I'entrée, mais ¢a nous permettra sur-
tout de visualiser la capacité de I'observateur a suivre le changement relativement
rapide des valeurs des états.
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Taux de dilution D(t) en 1/jours
= = = = o = o o
(g8 ] a3 B n =] == [=s} o
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FIGURE 2.1 — Taux de dilution D(t)
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Les simulations ont été réalisées en utilisant les paramétres (1.3) et les condition
initiales suivantes [2] :

H

| 51(0) [ #1(0) | s2(0) | a(0) |

Modele 3 0.5 15 0.12
Observateur 3 3 15 0.5
Unités Kg/m? | Kg/m? | mol/m?* | Kg/m?
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Nous allons visualiser dans un premier temps la réponse du systéme et de son
estimation a I'entrée (2.1) :

12 T T T T T T T T T 12

o ; 1ID 1‘5 ZID 2‘5 BID 3“5 4ID 4‘5 50 DIS 1 1 ‘5 2‘ 2‘5 :I‘ 3‘5 4 45 5

t (jour) t (jour)
FIGURE 2.2 — Concentration du substrat s, et de son estimation S, pour a; = 10,
a=02,a3=¢et3=0.3

0.1 b

0.08 b

0.06 b

e ()

0.04 4

0.02 b

-0.02 :
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t (jour)

FIGURE 2.3 — Erreur d’estimation du substrat s;
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—_—,0 —_—0

251 T 25

0.5 —

\ \ . \ \ . \ \ . \ \ . . \ .
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
1 (jour) 1 (jour)

FIGURE 2.4 — Concentration de la biomasse x; et de son estimation z;, pour a; = 10
,a=02,a3=et3=0.3

e2(t)

_1 . 8 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t (jour)

FIGURE 2.5 — Erreur d’estimation de la biomasse z;
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. \ \ .
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
t (jour) t (jour)

FIGURE 2.6 — Concentration du substrat s, et de son estimation Sy, pour a; = 10,
a=02,a3=¢etf=0.3

0.08f b

e3(t)

0.06 7

0.04 4

0.02 7

-0.02 ' '
0 5 0 15 20 25 30 35 40 45 50

t (jour)

FIGURE 2.7 — Erreur d’estimation du substrat s,
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0.5 T T T T T T T T T 0.5

—_— 0  ——

045 . 045
04f 1 04
0.35 0.35
0.3 . 03+

1 . Soosr
Jozs ]

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
t (jour) t (jour)

FIGURE 2.8 — Concentration de la biomasse z; et de son estimation z», pour a; = 10
,a=0.2,a3=¢et=0.3

0.2

0.2

0.4

0.6

ed(t)

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t (jour)

FIGURE 2.9 — Erreur d’estimation de la biomasse z,

On remarque que tout les états estimer convergent rapidement, ceci en moins
d’'une journée pour 3 d’entre eux et 2 jours pour I'estimation de z; (2.4), cette pe-
tite différence peu s’expliquer par une plus grande différence de conditions initiales
(2.1). Aprés la convergence les états estimer et ceux du systéme son indistinguable,
les figures des erreurs d’estimation (2.3, 2.5, 2.7 et 2.9) confirme que I'erreur est
nulle. Notre observateur donne des résultats satisfaisant malgré les changement
brusque de la consigne (2.1).
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2.3.8 Discussion autour de la robustesse

Nous allons tester la robustesse de I'observateur au bruit de mesure en introdui-
sant un bruit blanc sur s; puis sur s, :

4.5

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t (jour)

FIGURE 2.10 — Concentration de la biomasse z; et de son estimation z;, avec bruit
surs;poura; =10, a0 =0.2,a3=¢€et 5 =0.3

15

058

e2(t)

-0.5

-1.58T

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t (jour)

FIGURE 2.11 — Erreur d’estimation de la biomasse z; avec bruit sur s;
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x2(t)
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0.4F
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03f

0.257T
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0.15

0.1
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15
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30

35

40

45

50

FIGURE 2.12 — Concentration de la biomasse z, et de son estimation z,, avec bruit
surs;poura; =10, a0 =0.2,a3=¢et 5 =0.3

ed(t)

A.2r 1

A4r 1

_1 5 i i i i i i i i i
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t (jour)

FIGURE 2.13 — Erreur d’estimation de |la biomasse x, avec bruit sur s;
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0.5

D 1 1
0 5 10

FIGURE 2.14 — Concentration de la biomasse z; et de son estimation z;, avec bruit
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sursspoura; =10, =0.2,a3=¢et 5 =0.3
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40
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FIGURE 2.15 — Erreur d’estimation de la biomasse x; avec bruit sur s,
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0.5 T T T T T T T T T

045 i

0.351 7

03f b

0.25[ 7

x2(t)

021 7

0.15 b

0.05[ 7

D 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t (jour)

FIGURE 2.16 — Concentration de la biomasse z, et de son estimation x,, avec bruit
sursspoura; =10, =0.2,a3=¢et 5 =0.3

ed(t)

A.2r 1

A4r 1

_1 5 i i i i i i i i i
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t (jour)

FIGURE 2.17 — Erreur d’estimation de la biomasse x, avec bruit sur s,

Nous allons maintenons tester la robustesse aux bruits sur des parametres du
modele : nous allons mettre un bruit sur ji1,,., €t aprés sur psmas -
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28T

x1(t)

15

0.5

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t (jour)

FIGURE 2.18 — Concentration de la biomasse z; et de son estimation x;, avec bruit
SUr Li1mae POUra; =10, =0.2, a3 =et 5 =0.3

0.2

=]

S fmu‘.~“ﬁﬂ.Pw'wlﬂw’ﬂﬂH‘mm. M

0.2 '|1

0.4 {

0.6

e2(t)

0.8y

-1.2F

14t

16

_1 . a i i i i i i i i i
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t (jour)

FIGURE 2.19 — Erreur d’estimation de la biomasse x; avec bruit sur 11,42
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0.5 T T T T T T T T T

045 i
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0.351 7
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0251 7

x2(t)

021 7
0.15 b
0.1 b

0.05[ 4/’\____
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0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t (jour)

FIGURE 2.20 — Concentration de la biomasse z, et de son estimation x,, avec bruit
SUr Li1mae POUra; =10, =0.2, a3 =et 5 =0.3

ed(t)

A.2r 1

A4r 1

_1 5 i i i i i i i i i
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t (jour)

FIGURE 2.21 — Erreur d’estimation de la biomasse x5 avec bruit sur 11,42
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FIGURE 2.22 — Concentration de la biomasse z; et de son estimation x;, avec bruit
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FIGURE 2.23 — Erreur d’estimation de la biomasse x; avec bruit sur 12,42

15

20

25
t (jour)

58

30

35

40

45

50



0.5 T T T T T T T T T

045 i

0.351 7

03F b

0.257T 7

x2(t)

0.2 7

0.15 b

0.05[ 7

D 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t (jour)

FIGURE 2.24 — Concentration de la biomasse z, et de son estimation x,, avec bruit
SUr Liomae POUra; =10, 0 =0.2, a3 =et 5 =0.3

0.2 T T

0 ;hr% ﬁmhr\'i\"f" LTIPHMJFVL\*, N\W WMWW

ed(t)

A.2r 1

_1 5 i i i i i i i i i
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
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FIGURE 2.25 — Erreur d’estimation de la biomasse x5 avec bruit sur 12,42
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Dans les figures (2.10) et (2.11), on remarque que 'observateur reste stable et
que I'estimation de x; suit le systeme mais a des piques d’erreur, lorsque D le taux
de dilution est tres bas, on peut résoudre cela en choisissant de meilleurs gain de
correction pour I'observateur. Dans les figures (2.12) et (2.13) on constate que le
bruit sur s; n’a aucun effet sur I'estimation z,, cela peut s’expliquer par I'expression
de 1, 2.3.5 qui dépend principalement de s, qui n’est pas bruité et de I'estimation de
s, qui nest aussi pas affecté par le bruit sur s;. Dans les figures (2.14) et (2.15) on
note que le bruit sur s, N’a aucun impact sur I'estimation de z; car elle ne dépend
pas de s,. Dans les figures (2.16) et (2.17) on peut voir que le bruit sur s, a un faible
effet sur I'estimation de z, qui peut étre négliger. Dans les figures (2.18) et (2.19)
on observe que le bruit sur p1,,., Ne déstabilise pas I'observateur et on a une faible
erreur d’estimation de x;. De (2.20) on ne vois aucun effet du bruit sur j;,,.. pour
I'estimation de z, et de (2.21) on remarque une trés faible erreur d’estimation de
x9. Dans les figures (2.22) et (2.23), on remarque que le bruit sur ps,,., N’a aucun
impact sur I'estimation de z; car elle ne dépend pas de jomq: (2.3.5). Dans les
figures (2.24) et (2.25), on constate que le bruit sur ps.... N'a qu’un faible effet sur
I'estimation de x.

On note que notre observateur invariant est trés robuste aux bruits sur les para-
metres qu’aux bruits sur la mesure la sortie).
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Conclusion générale

Le but de ce projet de fin d’étude est la synthése d’observateur invariant pour

le modéle AM2. Avant de pouvoir arriver a synthétiser notre observateur il a fallu
définir le modele AM2 et les cinétiques de croissance qu’il utilise. Nous avons aussi
étudié ses équilibres autour desquels nous avons simulé le systéme et tracé le dia-
gramme opératoire en considérant une relation proportionelle entre les deux types
de substrats.
En arrivant au chapitre de la synthése d’observateur, il a fallu obligatoirement pas-
ser par la preuve d’observabilité du systeme et la preuve de son invariance qui est
souvent délicat, pour pouvoir poser le pré-observateur invariant, prouver sa conver-
gence et faire des simulations, tester notre observateur avec des bruit sur la sortie
et des parametres, pour conclure que I'observateur invariant est un bon observateur
pour I'estimation des concentrations des biomasses du modele AM2, il est robuste
et converge rapidement.

Comme perspectives pour des travaux futures, il serait intéressant de choisir
d’autres fonctions scalaires invariantes et comparer leur performances, synthétiser
des observateurs invariants avec la sortie méthane et introduire notre observateur
dans une boucle de commande.
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Résumé

La finalité¢ de ce mémoire d’ingeniorat est la synthése d’observateurs invariants pour le modéle du
AM2. Ce mod¢le est un modéle de la digestion anaérobie dont I’application peut prendre plusieurs formes
et dont quelques unes sont cité¢ dans I’introduction générale.

Etant un modéle & deux étapes, il utilise deux modeles de cinétiques de croissances. Ses étapes et ses
cinétiques de croissance ont ¢ét¢ définit pour pouvoir établir le modéle, ses points d’équilibre et établir
leurs existences et leurs stabilités. Pour bien installer le modele AM2 et passer a la synthése
d’observateur, le modele a été¢ simulé autour de ses points d’équilibres suivi d’une simulation pour tracer
le diagramme opératoire permettant de visualiser les zones d’existence et de stabilité des points
d’équilibres . Enfin une analyse athématique a été faite pour vérifier que les états du modeles obéissent
aux lois biologiques.

La syntheése d’observateurs invariants pour le modéle AM2 a été introduite par la définition de
I’invariance au sens des groupes suivie de la forme générale d’un pré-observateur invariant. Puis une
vérification de 1I’observabilité et de I’invariance du modele AM?2 a été faite et a la fin du projet le pré-
observateur invariant a été¢ posé, sa convergence a été prouvée et il a été mis a I’épreuve avec des
simulations ayant en entrée un signal persistant et différents bruits.

Abstract

The purpose of this engineering thesis is the synthesis of invariant observers for the AM2 model.
This model is a model of anaerobic digestion whose application can take several forms and some of
which are cited in the general introduction.

Being a two-stage model, it uses two models of growth kinetics. Its stages and growth kinetics have
been defined in order to establish the model, its equilibrium points and establish their existence and
stability. To install the AM2 model and to pass to the synthesis of observer, the model was simulated
around its points of equilibrium followed by a simulation to draw the operating diagram allowing to
visualize the zones of existence and stability of the points of equilibrium. Finally, a mathematic analysis
was made to verify that the states of the model obey the biological laws.

The synthesis of invariant observers for the AM2 model was introduced by the definition of
invariance in the sense of groups followed by the general form of an invariant pre-observer. Then a
verification of the observability and invariance of the AM2 model was done and at the end of the project
the invariant pre-observer was posed, its convergence was proved and it was tested with simulations
having in input a persistent signal and different noises.
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