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Introduction générale

Le développement scientifique et technologique s’introduit de plus en plus dans la vie
quotidienne de I’homme, 'automatique a pour but de minimiser I'intervention humaine
pour accomplir des missions difficiles ou nécessitantes des efforts qui dépassent ses capac-
ités physiques. L’automatique est une science qui traite de la modélisation, de 'analyse,
de la commande et, de la régulation des systémes dynamiques, elle a souvent recours a des
cas d’études particuliers, qui sont représentatifs de grandes classes d’applications. Parmi
ces cas les plus étudiés en automatique, le pendule inversé est le plus célébre, en effet il
représente un benchmark pour tester les nouvelles méthodes de commande, car il possede
plusieurs caractéristiques attrayantes : c’est un systéme fortement non linéaire, couplé,
instable et il posséde plusieurs implications pratiques.

Il existe de nombreuses formes du Pendule Inversé, les plus connus sont : le Pendule
Inversé Simple, le Pendule Inversé Double, le Pendule Inversé rotatif, le Pendule Inversé
gyroscopique, le Pendule Inversé stabilisé par une Roue d’'Inertie, etc. Dans notre cas,
notre choix s’est porté sur le Pendule Inversé rotatif.

Le pendule inversé rotatif appelé pendule de Furuta consiste en un bras dans le plan
horizontal qui est actionné par un moteur a courant continu. Au bout de ce bras horizontal,
un second bras est attaché et est libre de tourner dans le plan vertical (les plans de rotation
des deux bras sont perpendiculaires) . A I’aide d’un controleur, il est possible de maintenir
le bras vertical en équilibre instable [3].

L’objectif de ce projet est la stabilisation verticale du pendule, le but est d’assurer la
stabilité du pendule autour de son point d’équilibre instable (pointant vers le haut).
Plusieurs controleurs seront synthétisés afin de réaliser cette tache pour déterminer le
plus performant.

Le travail est organisé de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre, nous présentons un état de l'art sur les différents types des
pendules, et plus particuliérement les pendules inversés, ainsi que leurs applications dans
plusieurs domaines pour montrer 'intérét major de ’étude d’un pendule inversé.

Dans le deuxiéme chapitre, nous décrivons dans la premiére partie le modéle du pen-
dule inversé rotatif par un modéle mathématique non linéaire sous forme d’équations



différentielles et sous forme d’une représentation d’état en utilisant le formalisme d’Euler-
Lagrange. Nous présentons dans la deuxiéme partie une linéarisation du modéle non
linéaire obtenu, autour de son point d’équilibre instable.

Le troisiétme chapitre est consacré a la synthése de différents types de controleurs. Il
s’agit d’un controleur linéaire optimal LQR, un controleur par placement de poles et un
controleur proportionnel-intégral-dérivé. La derniére partie du chapitre est consacrée a la
comparaison entre les performances de chaque contréleur.
A la fin nous, donnons une conclusion pour ce projet, discutant 'intérét de cette étude,
les difficultés rencontrés et les travaux futurs a considérer.



Généralité sur les pendules inversés

2.1 Introduction

Ce chapitre comporte deux parties essentielles : nous présentons dans la premiére partie
quelques types des pendules notamment les pendules inversés. Nous nous intéressons dans
la deuxiéme partie a la représentation de quelques exemples de systémes réels inspirés et
basés sur le principe des pendules inversés.

2.2 Les pendules

Le pendule est un exemple de base pour 1'étude des systémes non-linéaires. Il existe
plusieurs types de pendule qui sont considérés comme des prototypes académiques large-
ment étudiés dans le domaine de 'automatique. Parmi ceux on peut citer :

e Le pendule simple
C’est un pendule pesant idéal composé d'une masse m, (Fig 2.1) accrochée a un
point fixe par un fil inextensible de masse négligeable et de longueur [ et qui oscille
grace a leffet de la gravite appelé aussi pendule & gravité idéale.

Figure 2.1: Pendule simple [16]



e Le Pendule de Newton
C’est un pendule qui se compose de cing billes (Fig 2.2), il est généralement util-
isé pour illustrer les théories de conservation de la quantité de mouvement et de
I’énergie.

Figure 2.2: Pendule de Newton
123

e Le pendule élastique
Un pendule élastique est constitué d’une tige mince de poids négligeable sur laquelle
s’enroule un ressort de constante de raideur £ de longueur & vide ly. A 'extrémité
du ressort est accrochée une masselotte A considérée comme ’ponctuelle’ de masse
m. La figure (2.3) représente un schéma du pendule élastique

i

pt)

(ot
m

Figure 2.3: Schéma d’un pendule élastique
[21]



e Le pendule de Pohl
Le pendule de Pohl (Fig 2.4); appelé du nom de son inventeur Robert Wichard Pohl
est un oscillateur de torsion constitué de quatre éléments :

1) Un disque en rotation autour de son centre.

2) Un ressort spiral, exer¢cant un couple mécanique qui tend a ramener le disque
vers sa position d’équilibre.

3) Un systéme de freinage électromagnétique pour amortir plus ou moins les os-
cillations.

4) Un moteur, relié au ressort spiral, qui permet de forcer les oscillations a une
fréquence ajustable par I'utilisateur.

Figure 2.4: Pendule de Pohl
20]

e Le pendule de torsion
Le pendule de torsion se constitue d’une barre horizontale, fixée 4 un support par
Iintermédiaire d’un fil de torsion. Ce fil d’acier exerce un couple de rappel, propor-
tionnel & I'angle de torsion(Fig 2.5).
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Figure 2.5: Pendule de torsion (a) Schéma d’un pendule de torsion (b)Photo du pendule
de torsion
[24] 18]

e Les pendules inversés
On définit le pendule inversé comme une tige posée en position d’équilibre instable
(verticale a w(180°)) sur une base fixe ou mobile. Il existe plusieurs aspects et formes
de pendule inversé car ¢’est un systéme a dynamique non linéaire instable ce qui fait
de lui un systéme d’étude trés intéressant pour la communauté des automaticiens.

1- Pendule inversé classique

Un pendule inversé classique ou chariot équilibriste est un systéme dynamique considéré
comme un trés bon exemple pour les systémes instables et non linéaires. Il est constitué
d’un chariot mobile surmonté d’un pendule inversé¢ (Fig 2.6), librement articulé autour
d’un axe transversal. Le schéma de la figure 2.6 explicite le principe de fonctionnement
de ce pendule.

F i | —

4
-sed
>

Figure 2.6: Pendule inversé classique(a)Schémas de I'ensemble chariot et pendule inversé
(b)Photo réelle d’un pendule inversé classique

[ 1]



2- Le double Pendule inversé
On distingue deux architectures

e [n paralléle
Dans ce cas les deux tiges sont indépendantes comme indiqué dans la figure 2.7.
Le déplacement du chariot engendre des déviations par rapport a la verticale d’'un
angle de 6, et g de la premiére et la deuxiéme tige respectivement.

(o)

Figure 2.7: Double pendule inversé en paralléle (a) Photo du pendule (b) Schéma explicatif

4]

e En cascade

Ce systéme dispose de deux tiges en rotation libre. La premiére a le méme mouve-
ment que le pendule simple c’est & dire: elle tourne autour du pivot de la base d’'un
angle 6, (Fig 2.8), la deuxiéme tourne autour de 'articulation entre les deux tiges.

(ﬂ) (IJ)

SH@

Figure 2.8: Double pendule inversé en cascade,(a)Photo du pendule (b) Schéma de
principe
4]



3- Le pendule inversé sur deux roues

Le pendule inversé a deux roues est constitué d’un pendule inversé en rotation libre, posé
sur une base mobile (I'essieu et les deux roues) ; comme montré dans la figure 2.9. Ce
systéme fait 'objet de plusieurs études pour la communauté d’automatique.

Figure 2.9: Pendule inversé sur deux roues, (a) Photo du pendule (b) Schéma de principe

14

4- Le pendule inversé stabilisé par volant d’inertie

C’est un systéme composé de deux corps mécaniques (Fig 2.10) : un pendule inversé en
rotation libre autour d’un pivot lié au bati et un volant actionné (roue d’inertie) dont le
centre de masse coincide avec 'extrémité du pendule. Le principe de fonctionnement de
ce systéme est basé sur le mouvement de rotation du volant d’inertie qui provoque, par
les effets dynamiques qu’il induit, la rotation de pendule.

(L) ’

-

-

Figure 2.10: Pendule inversé stabilisé par volant d’inertie,(a) Photo du pendule (b) Schéma
explicatif
]



2.3 Exemples d’applications des systémes de pendule

e Le legway
Ce robot basé également sur le principe du pendule inversé, est inventé par Steven
Hassenplug. Il utilise deux détecteurs de proximité électro-optique pour la mesure
de 'angle d’inclinaison

Figure 2.11: Legway

7]

o Joe-le Pendule

C’est un modeéle inspiré du systéme du pendule inversé classique. Il a été congu en
1996.

Figure 2.12: Joe-le Pendule

]



Le Nbot

Inventé par David P. Anderson, c¢’est un autre systéme basé sur le principe du
pendule inversé. Il a comme particularité 1'utilisation d’un capteur inertiel et des
codeurs pour mesurer la position pour son équilibrage.

Figure 2.13: Nbot
7]

Le segway

Le segway présenté dans la figure 2.12 est un moyen de transport inventé par Dean
Kamen, il représente ’application la plus courante du principe du pendule inversé
a deux roues. Son principe de fonctionnement est simple : lorsque 'utilisateur se
penche en avant le véhicule accélére et lorsqu’il se penche en arriére il ralentit.

Figure 2.14: Segway

]
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iBot 4000

C’est un fauteuil roulant électrique automatisé inventé par Dean Kamen et commer-
cialisé par Johnson & Johnson. Il est le seul fauteuil roulant automatisé commer-
cialisé grace a asa nouvelle technologie.

Figure 2.15: iBot4000
[22]

Robots EMIEW et EMIEW?2

Emiew - Excellent Mobility and Interactive Existence as Workmate, c’est un robot
humanisé qui utilise des roues au lieu de pieds pour se déplacer. Ces roues sont
placées comme un pendule inversé sur deux roues.

e, |
ﬁ [19]

Figure 2.16: a)EMIEW b) EMIEW2



o Les fusées

La conception des fusées qui décollent a la verticale est basée sur ’étude des systémes de
pendule inversé. Une autre révolution des fusées est 'atterrissage verticale porté par la
société Space X et sa fusée Falcon 9

Figure 2.17: Les fusées (a)R-7 Semiorka,(b) Falcon 9
9]

Le corps humain
Le mouvement d’un corps humain est similaire & un double pendule inversé en cascade

Figure 2.18: Le corps humain un pendule

1]
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Robots humanoides

"ASIMO" (2000) est 'un des robots humanoides les plus célébres, il dispose d’une grande
habilité manuelle. Tandis que WABOT-1 est I'un des premiers, il a été congu a 'université
deWaseda (1973).

S
;:ﬂ!]’:

Figure 2.19: WABOT-1(a gauche), ASIMO(a droite)
Bl

2.4 Conclusion

Le pendule est un systéme mécanique trés intéressant et largement étudié en automatique.
Les pendules inversés, par leurs natures sous-actionnée, leurs dynamiques non linéaires
et instables constituent particuliérement un défit pour les contréler. Dans ce chapitres
nous avons présenté quelques types de pendules et nous avons présenté quelques exemples
d’application afin de démontrer I'intérét de I’étude des pendules.

Dans notre cas, I’étude se porte sur le pendule inversé rotatif, alors nous allons le présenter
et le modéliser mathématiquement dans le chapitre suivant.

13



Modélisation du pendule inversé rotatif

3.1 Introduction

Ce chapitre dédié a la modélisation du pendule inversé rotatif (PIR) sur lequel nous
orientons notre travail. La premiére partie est consacrée a l'utilisation du lagrangien
pour trouver un modéle non linéaire sous forme d’équations différentielles et sous forme
d’une représentation d’état. Nous présentons par la suite une linéarisation autour du point
d’équilibre, imposée implicitement par la complexité du systéme. Pour justifier 'utilité de
ce travail, nous présentons une simulation qui montre clairement I'instabilité du systéme
dans la derniére partie.

3.1.1 Présentation du pendule inversé rotatif

Le pendule inversé rotatif appelé pendule de Furuta, fait partie de la famille des systémes
pendulaires, c’est un systéme multivariables sous-actionné non-linéaire qui parait simple a
premiére vue mais a cause de son comportement fortement non linéaire il présente encore
un probléme ouvert en commande.

Le Quanser QUBE-Servo 2 est une plate-forme de servomoteur portable et entiérement in-
tégrée congue spécifiquement pour I'enseignement des concepts de commande. Le systéme
est équipé d’un moteur courant continu brossé a entrainement direct de haute qualité, de
deux encodeurs, d’un systéme d’acquisition de données interne et d’un amplificateur. La
sélection de I'un des trois panneaux d’interface QFLEX 2 disponibles nous permet de
connecter 'unité a un PC via USB, un périphérique embarqué NI myRIO et d’autres
microcontroleurs tels qu’un Arduino ou un Raspberry Pi en utilisant le protocole SPI.

14



Figure 3.1: Quanser QUBE-Servo 2

3.2 Le modéle mathématique du PIR

Le PIR est représenté par le schéma suivant (Fig 3.2)

Figure 3.2: Schéma bras-pendule

0]

15



Figure 3.3: Schéma pendule-bras-moteur

La modélisation se fait par le formalisme de Lagrange qui permet d’obtenir directement
les équations d’évolution en fonction des forces appliquées.

Ce systéme a deux degrés de liberté donc il est décrit par deux coordonnées généralisées
(cr,0) avec « est angle du pendule, 6 est I’angle du bras.

L =Ec—Ep (3.1)

Ec : 'energie cinetique
Ep : I'energie potentielle
Ec :Ependule+EbraS

1

Ependulezimpp2+ 5de2
1 .
Ebras:§J1ﬁ2
1 ., 1 1.
Ec zampP2+§de2+§Jr92 (3.2)

Ep =Eppendule +Epbras
EPbras: 0

1
Ep zimngpcos
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Avec P est la position du centre de masse donnée par les équations suivantes :

1
P,=L.cosf —|—§Lpsina sinf

1
Py=L,sinf —-L,sina cosf)
2

P,=Lycosa .

On dérive pour obtenir I’équation de Lagrange

. : 1 :
Py= —L,0sinf —|—§Lp(dcosa sinf +60cosf sina ).

. . 1 .
Py=L,0sinf —§Lp(dcosoz cosf +0sinf sina ).

P,=——-L asina .
P

P? = P24P24P?

Alors en remplagant dans (3.2) on trouve :

) 1 o1 1 1 -
E.= 3 (Jr—FmerQ—i—ZmprZSin%‘ ) 92+§ <Jp+zlm Lp2> d2—§merchosoz fax
p

Alors L devient :

L=1 (J,4+m,L,*+1im, L sin%a ) 6%+1 (Jp+impr2> a*—1m,L,L,cosa fa—Lm,gL,cosa

Pour aboutir a des équations différentielles, nous utilisons la formule d’Euler-Lagrange.
d (dL dL
—=)-==0
dt \ dz

Avec @ est la force extérieure (comme le frottement) et z est une coordonnée généralisée.

Pour un systéme a n degrés de liberté, on trouve n équations.

Dans le cas du PIR possédant deux degrés de liberté, décrit donc par deux coordonnées
généralisées on a deux équations :



On trouve alors deux forces extérieures, une force en relation avec 6 donc c’est la force
appliquée a la tige (couple du moteur et frottement) notée Q1 et une force de frottement
en relation avec o notée Qo

Ql =T Bre
QQ - —BpOé
Avec Br, Bp sont les coefficients des frottements visqueux du bras et du pendule respec-

tivement et 7 représente le moment du couple appliqué a la tige rotative généré par le
servomoteur , il est donné par :

S NN g Ky (Vi — KgKmé)
Ry,

On arrive finalement & établir deux équations différentielles qui décrivent le mouvement
du systéme:

1 1 1
0 (JT +m,L,* + Z—lm;,,L;,,QSiD2 ) + d(—imprchosa) + d@(imprzsinoz cosa)

1
+ & (émerLpsinoz> =Q: (3.5)

. 1 1 . 1 1
0 (—Emerchosa >+d (Jp + Zmpr2> +6° (—Zmpl}fsina cosa )—émngpsina = (s
(3.6)

Le modeéle est écrit sous forme d’un systéme de deux équations a deux inconnues :

{ af + bi = ¢ (3.7)

alé + bla = C1

Avec :

o a=(J, +m,L.*+ im,L,sin’ )
o ay = (—LmyL.Lpcosa )

o b= (—im,L Lpcosa )

o by = (Jp+im,L,%)

: : : 2
c= 17— B — |a0(im,L, sina cosa)+ & (3m,L,Lysina )

e ¢c; = —B,a— [92 (—}meLPQSina CoS ) — %mngpsina ]
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Pour résoudre le systéme (3.7) on utilise la méthode de Cramer afin de tirer ¢ et .

a c
i ar ¢ |  acp—aic  detl
4 b | abi—aib det
aq bl
b ¢
. by bc; — bic  detl
o = = =
a b ab; — aib det
a; by

1 1 1 1
det = (Jr + mer2) (']p + §mpr2) + Zmpr2Sin2 (Jp + Zmprg) + Z(mprLrCOSO‘ )2

. 1 : 1 1
detl = |:7' — B,6 — <§mpr2s,inoz CoSQy ) ol — (émpLTsinoz ) dQ] <Jp + é_lmpr2> X

1 . 1 1
_ {—Bpo'z + (Zmpr2sina cosa ) 0% + §m,ngpSinoz } (—Emerchosoz ) (3.8)

1 o1 1
det2 = {—de + (—mpLPQSinoz cosa ) 0% + —m,gL,sina } (JT +m,L,* + ~m, L, sina 2>

4 2 4
% 1 2 . - A 1 . ] 1
— |7 — B,0 — ampr sina cosa | &b — émersmoz & —§merchosoz
(3.9)
Alors
. . 1 . 1 J,+im,L 2
g = {7‘ — B0 — (ﬁmpLPZSinoz CosQ ) &l — (ﬁmersina ) 0'42} ( P é;lp P )
1 . 1 —Lm L, L,cosa
— [—BPO'H— <ZmpLPQSina cos ) 0% + émngpsina} G g tp ) (3.10)
e

1 . 1 J, +myL,? + tm,L,%sina 2
& = |=Bya + | ~m,L, sina cosa | 67 + =m,gL,sina ( Pr 4 PP )
4 2 det
_1

. 1 . 1 LTL
— |7 —B,0 — —mpr2sina cosa | &f — | =m,L,sina a2 ( oMMy fr LpCOSY )
2 2 det

(3.11)

Le mouvement du systéme est assuré par un servomoteur, alors I'entrée est la tension
délivrée au moteur. Pour expliciter "application la tension dans notre systéme il est
nécessaire d’avoir recours a la formule du couple moteur 7

- ngangKt(;m - KgKmé) o= ngnnlw%KgKt V., — ngnmfanthé (3.12)
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3.3 Représentation d’état :

Généralement la présentation des systémes dynamiques en automatique s’effectue par une
représentation dans ’espace d’état, parce que la représentation d’état permet de connaitre
le comportement interne du systéme ainsi que son comportement externe. Cette derniére
décrit le systéme entier & travers un ensemble de significations physiques, ces quantités
sont appelées variables d’état.

D’une maniére générale, I’évolution d’'un systéme linéaire dans 'espace d’état est donnée:

{:‘z = Az(t) + Bu(t) (3.13)

y = Cx(t) + Du(t)

Avec z est le vecteur d’état, u €R™ est le vecteur d’entrée et y €RP est le vecteur de
sortie.
A eR™™ : Matrice d’état.
B eR™™ . Matrice d’entrée.
C' €R™P: Matrice de sortie.
D eR™™: Matrice de transfert direct (ou couplage) entrée/sortie. Il est rare que la sortie
du systéme soit directement reliée a son entrée. On a donc trés souvent D = 0.

e Lareprésentation d’état parfaitement adaptée a I’étude d’un systéme multi-variables.

e La représentation d’état permet d’accéder a la connaissance de variables internes.

Le schéma fonctionnel du systéme (2.13) est représenté comme suit(Fig 3.4) :

u - X I X ] N
4 B --_ = ' : o O } = I

Figure 3.4: Schéma fonctionnel

On choisit souvent comme variables d’états, des éléments du systéme susceptibles
d’étre des réservoirs d’énergie. Dans le cas du PIR le vecteur d’état est pris donc :
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x = (21 29 x5 24)" = (9aéd)T

La représentation d’état est donnée par:

( .
T — T3

i3 = fi(z) + g1(z)u
iy = fo(z) + g2(2)u

\

Avec u est la commande appliquée au systéme donnée par

0

o UgangKt(Zm — K, K,,9) L ngnn;%KgKt Vo Ugnmf(]:_?Ktng

et les fonctions fi (z), fo(z), g1 () et g2 (x) sont données comme suites :

m Ko K K ) 1 . 1 ,
fi(z) = [_Ugn = g r3 — Byxg — (§mpr281n:c2 COSTo ) Tal3 — <§mersmx2 ) q:f]
J, + im,L? 1 1 im,L,.L,cosx
[ c;etp P )— {—Bpmg + <Z—lmpr23inx2 COSZT2 ) r3° + émngpsinxg 1 (G d;; 2)
(3.15)
(Jp + %mprz)
g () = det e
1 1 J. +myL,? + tm,L,%sin’x
fo(z) = [—Bpm + (ZmpLPQSinxQ COSTo ) x32 + Emngpsinxg } ( pp de4t pp 2 )
o o K I ) 1 1 —!m,L,L,cosx
_[_77g77 R 9 va—Byas— (émpLPQSinxg COSTo ) Tyl — <§mersinx2 ) x42]< 2 P detp 2 )
(3.16)
1
B (—impL,«chosxg )
g2 () = det ¥z
1 1 1 1
det = (J, +m,L,”) (Jp + §mpr2) +Zmpr23in2x2 (Jp + Zmpr2> +Z(mprchosx2 )

3.4 Linéarisation de systéme autour de point d’équilibre:

Le modéle du PIR est trop complexe, non linéaire et sous actionné car on a une seule entrée
u (la tension délivrée au moteur) dans le but de commander deux sorties (la stabilisation
de la tige et du pendule). Il est alors évident que la commande du systéme est relativement
difficile. Alors, une linéarisation du systéme autour de ses points d’équilibre est nécessaire.
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3.4.1 Les points d’équilibres :

Les points d’équilibre sont les points correspondants & © =0

i =0 x5 =0 0=0
ro = 0 =0 Yy =0
I_Q = e & “ (3.17)
ZL‘3:O flflf: fllL':

14=0 f2

On injecte les valeurs d’équilibre 6 = 0,& = 0,7 = 0 dans les équations de & eth données
auparavant et on trouve:

0=0
4
“ (3.18)

1 P 1 2 _
smpgLysina (EmpL,.Lp cosx ) =0

sina (J, +m, L, sin® ) =0

La résolution de systéme donnea = km avec k € Z et § € R . Physiquement il n’existe

que deux cas a = 0 et @ = 7 alors I'ensemble des points d’équilibre de ce systéme est
donné par {z; = (0,7,0,0),29 = (0,0,0,0)}

Intuitivement, on peut déduire que le premier point d’équilibre est stable (correspondant
a la position du pendule en bas) tandis que le deuxiéme est instable (correspondant a la
position du pendule en haut). Cette déduction peut étre confirmée mathématiquement
de la procédure suivante :

1) Linéarisation du systéme autour de chaque point d’équilibre.
2) Calcul des valeurs propres de chaque systéme linéarisé.
3) Discussion de la stabilité selon le signe de la partie réelle des valeurs pro-
pres selon le théoréme suivant:
Soit {Ag...... An} 'ensemble des valeurs propres du systéme
a) si Vi e [0,n]

b) Re(\;) < 0 alors le point d’équilibre est globalement asymptotiquement
stable

¢) Re(\;) < 0 alors le point d’équilibre est stable mais n’est pas asympto-
tiquement stable.

d) Si 3i tq Re(\;) > 0 alors le point d’équilibre est instable.

Il est inutile d’étudier le systéme autour d’un point d’équilibre stable alors on
va focaliser le travail sur le deuxiéme point x = (6,0,0,0)

22



3.4.2 Les matrices de la représentation d’état

Le systéme linéaire s’écrit sous la forme:

t=A B
{x T+ bu (3.19)

y=Cz+ Du
Pour obtenir cette forme en utilise la formule de Taylor-Young donnée comme suite :
Fla)y=fO) +f () x+f () ot ... + M (0) 2+ ame(x)

En utilisant le développement d’ordre 01 on obtient :

fz)=f0)+f(0)x

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
Avec A= | dh dfr df dfi | B=| dis (3.20)
dl’l d.TQ dl‘g dl’4 _u,
L d$1 dl’g dl‘g d$4 . L du
0
0 0 1
1mgL (5mypLypLy) B, — K,K,.Z L L2 B(—imoL L
A= 0 9 PITP | Ao IPTEPET (=B, — KK, )(Jp‘i‘zlmp ) p(_§mppr)
. De De De
2 1
. (§mngp> (Jr + mpr ) (Br — —KgKmZ)(—émpLTLp) _Bp(Jr + mpLTQ)
L De De De
B = ( Z(Jp+ZmPLP2)
1 De
(émerLp>Z
L ( De ) J
Avec . oK
De = JpJ, + Jymy L, + 2 Jymy L, ot Z = %

On prend les positions (0, &) comme sorties et on utilise les valeurs données précédemment,
le systéme s’écrit
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0 0 0 1 0
A= B =

0 81.3429 —28.8115 0.9312 51.8078
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3.5 Reésultats de simulations:

Pour voir le comportement du systéme linéaire sans aucune commande, nous allons utiliser
le simulink (Fig 3.5):

Commande
3056F -
30
29'5 i I i I i I I ]
0.1 015 0.2 0.25 0.3 0.35
o «10% ALPHA: angle du pendule
At i
-2F T

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
«10% THETA: angle du bras

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Temps(s)

Figure 3.5: Résultat de simulation

Nous avons simulé le modéle linéarisé du pendule autour de son point d’équilibre instable
(0,0,0,0). Ce point a donné un modéle linéaire avec une valeur propre a partie réelle
positive donc un systéme instable. Le point d’équilibre pris est un point d’équilibre dit
répulsif donc le fait de lancer le pendule de n’importe quelle condition initiale il ne voit
que le (0,0,0,0) mais celui la est instable et répulsif (dans sa zone de linéarité) alors il
pousse le pendule vers le bas et ainsi de suite il fait un tour ensuite 2 tours jusqu’une
infinité, ce qui explique 'allure obtenue par la simulation (Fig 3.5). Donc ce modéle a
besoin d’une commande pour le stabiliser.

Les figures 3.6 et 3.7 représentent le comportement du systéme non linéaire autonome
avec comme condition initiale x=(0,0,0,0).

On remarque dans la figure 3.6 que le modeéle revient a 180 (pendule pointant vers le bas)
a partir de la condition initiale & 0 (en haut) ce qui est compatible avec le comportement
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I'angle du pendule(alpha
200 rangle du p [ P ].

250

200

degré
T
[=]

100

temps(s)

Figure 3.6: Angle du pendule

réel du pendule. Il revient toujours a son point d’ équilibre stable par I'effet de la gravité.
Pour le bras (Fig 3.7)du pendule il s’éloigne du 0 & cause des forces opposées appliquées
sur lui ; ceci est montré clairement par le graphe.

La figure 3.8 montre le comportement obtenu par la simulation des deux modéles en méme
temps.

La figure 3.8 montre que le modéle linéaire décrit bien le systéme pour les premiers 15°
aprés il commence a diverger du modéle non linéaire.
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degré

I"'angle du bras (theta)

40
30 (1
20 H |

104]!

1 2 3 4 5 G T 8 9 10
temps(s)

Figure 3.7: Angle du bras

15 |

-25 1

-35

0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 0.022 0.024 0.026

Figure 3.8: Angle du pendule
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3.6 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons établi la modélisation du systéme dynamique pendule inversé
rotatif et nous avons linéarisé le systéme pour pouvoir faciliter la synthése de commande
vu que c¢’est un systéme fortement non-linéaire et sous actionné.

Dans le chapitre suivant nous allons établir une loi de commande linéaire & ce systéme.
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La Commande du systéme

4.1 Introduction

La stabilisation du pendule PIR consiste a synthétiser une loi de commande capable de
le maintenir autour de son point d’équilibre instable. Par ailleurs, il faut respecter les
contraintes énergétiques et assurer une certaines robustesse envers toutes incertitudes
présentes dans le modéles et toutes perturbations ou variations paramétriques.

Dans la littérature scientifique, plusieurs synthéses de commandes rapides et simples ont
été présentées pour la stabilisation du pendule, tout en respectant le cahier de charge
définit au préalable.

Ce chapitre fait 'objet d’une présentation de trois types de commandes proposées afin de
stabiliser le pendule inversé rotatif. 1l s’agit de la commande par correcteur proportionnel-
intégral-dérivé (PID), par retour d’état (placement de poles) et la commande linéaire
quadratique.

4.2 Commandabilité du systéme
La commande d’un systéme c’est le fait de forcer la trajectoire du systéme a converger

vers une trajectoire de référence.

Définition : Un systéme linéaire

{i = Az(t) + Bu(t) (1.1)

y = Cx(t) + Du(t)
est complétement commandable, si et seulement si pour tout état initial z (to) = zg et

tout état xs , il existe une commande u(%) sur [to,t¢] et un temps fini ty > to, qui permet
au systeme de passer de I'état xo & I'état z(ty) = z;
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Commande uft)
Etat imitial : - Etat final
x(ts) x(t)

Figure 4.1: Schéma explicatif de la commandabilité

Le théoreme ci-apres donne les propriétés d’un systeme commandable. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1) (A,B) est commandable.

2) Lamatrice de commandabilité C = [B AB A? B ... A""'B] est de rang complet.
3) La matrice (A — A B) est de rang complet VA €C
)

4) Les valeurs propres de (A + BF) peuvent etre arbitrairement choisies par un
choix judicieux de F.

4.3 La commande PID

Le PID est un controleur trés utilisé dans le domaine de 'automatique. Cette commande
est composée de trois actions ; P correspond a l'action proportionnelle, I & I’action intégrale
ayant pour but I’élimination de la compensation de I’état d’équilibre, et D a 'action
dérivé qui sert a anticiper le futur. Le régulateur PID est une simple implémentation
retour d’information (feedback). Dans cette partie, nous allons présenter briévement les
techniques de cette commande ainsi que son application au pendule inversé rotatif.

4.3.1 Historique

Le début des régulateurs remonte au 18eme siecle; puis en 1942, Ziegler et Nichols ont
proposé deux démarches permettant de trouver facilement les parametres optimums pour
une installation donnée [13]. Ces propositions ont été modifiées au fil des ans. En 1963,
Horowitz a ajouté un degré de liberté supplémentaire au régulateur PID afin de mieux
controler les dépassements obtenus lors d’une réponse indicielle.[12]

Au début des années 1990 et dans le but de fournir des regles d’ajustement simples mais
plus performantes que celles de Ziegler-Nichols, Astrom et ses collaborateurs ont analysé
le un comportement dynamique d’un grand nombre de processus. Cette analyse a conduit
a l'établissement de tableaux servant aux calculs des paramétres P, I et D & partir de
mesures simples. [15]

4.3.2 Deéfinition

Le controleur PID est un moyen d’auto régulation (boucle fermée), qui cherche a réduire
I’erreur entre la consigne et la mesure. Il obtenu par ’association des trois actions P, I et
D et il remplit essentiellement les trois fonctions suivantes :
o fournir un signal de commande en tenant compte de I'évolution du signal de
sortie par rapport & la consigne.
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o éliminer 'erreur statique grace au terme intégrateur.

o anticiper les variations de la sortie grace au terme dérivateur.

4.3.3 Principe de la commande PID

Le principe du correcteur PID est la modification intentionnelle de la valeur de ’erreur
qui subsiste entre la consigne et la mesure effectuée; le schéma suivant illustre ce principe:

Yg: cosigne e U : commande

Y : sortie
Régulateur PID Processus

A J

Figure 4.2: Schéma d’une boucle de régulation

Alors on voit bien que la régulation avec PID consiste a corriger l'erreur e — y4 - y avec
vq est la consigne donnée par I'utilisateur et y est la sortie fourni a partir d’un capteur
afin d’élaborer une commande U(t) au processus.

4.3.4 Coefficient de réglage

On distingue deux approches principales pour le choix des coefficients de réglage :
1)Expérimentation
2)Modélisation

4.3.4.1 Approche expérimentale

Elle se base essentiellement sur trois méthodes :

4.3.4.1.1 Ziegler-Nichols pour les systémes en boucle fermée

Le principe général est d’amener le systéme a un état d’oscillation puis en déduire les
valeurs des coefficients via un calcul simple.

Cette méthode se base sur la connaissance du point critique du processus. Expérimentale-
ment, on boucle le processus sur un simple régulateur proportionnel dont on augmente
le gain jusqu’a la limite de stabilité ce qui correspond a amener le systéeme a osciller de
maniére permanente. On peut calculer les paramétres du régulateur choisi a l'aide du
tableau 4.1 aprés avoir relevé le gain critique K., du régulateur et la période d’oscillation
T., de la réponse. Ici également, les valeurs proposées conduisent a un temps de mon-
tée relativement court malheureusement assorti d’un dépassement élevé. Cette situation
n’étant pas toujours satisfaisante, on peut étre amené a corriger les coefficients proposés
et, en particulier, & diminuer le gain Kp. On notera que les paramétres Ti et Td proposés
par les deux méthodes de Ziegler-Nichols sont dans un rapport constant égal a 4. Le

- -2
régulateur posséde donc deux zéros confondus valant — = [10].
2y T
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Type | Kp Ti Td
P 0.5 Ker
PI 0.4 Ker | 0.8 Ter
PID | 0.6 Ker | 0.5 Ter | 0.125 Ter

Table 4.1: Paramétres Zeigler Nichols en boucle fermée

4.3.4.1.2 Ziegler-Nichols pour les systemes en boucle ouverte

Le principe est d’enregistrer la réponse du systeme non régulé a un échelon puis en déduire
la valeur des coefficients par analyse de la réponse ("lecture graphique").

Cette méthode est dite aussi méthode de la réponse indicielle : on enregistre la réponse in-
dicielle du processus seul (sans le régulateur), puis de tracer la tangente au point d’inflexion
de la courbe. On mesure ensuite sa pente p, le retard apparent L correspondant au point
d’intersection de la tangente avec 'abscisse et le gain K, = ¥

On peut alors calculer les coefficients du régulateur choisi 4 ’aide du tableau 4.2. Générale-
ment, les gains Kp proposés par Ziegler-Nichols sont trop élevés et conduisent a un dé-
passement supérieur & 20%. Il ne faut donc pas craindre de réduire Kp d’un facteur 2
pour obtenir une réponse satisfaisante |10].

Type | Kp Ti | Td
P 1/(Plkg) = 1/(aKy)
PI 0.9/(pLKO0) = 0.9/(aKO0) | 3L
PID | 1.2/(pLK0) = 1.2/(aK0) | 2L | 0. 5 L

Table 4.2: Paramétres Zeigler Nichols en boucle ouverte

4.3.4.1.3 Méthode de Ziegler empirique

Il s’agit de la méthode Ziegler la plus ancienne, basée sur I'observation de la réponse du
processus et la connaissance de la structure du correcteur. Le modele supposé du systéme
a commander est :

4.3.4.1.3.1 Essai en boucle fermée Cette méthode est utilisée quand le processus
est instable en boucle ouverte, ol qu’il n’est pas techniquement possible d’ouvrir la boucle.
On reéalise alors un test de pompage. Pour cela, on regle

o Le gain proportionnel jusqu’au gain critique Kpc
o L’action intégrale a oo

o L’action dérivée & 0.

4.3.4.2 Approche par modélisation

Cette approche est utilisée dans le cas de systémes simples ou de systémes dangereux pour
avoir une premiere idée sur les coefficients. Elle est basée sur 'utilisation de la fonction
de transfert du systéme et celle du régulateur pour la satisfaction du cahier de charges.
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Régulateur | Réglage

P Kp = 0.5 Kpc

PI Kp = 0.45 Kpc , Ti = 0.83

PID Kp = 0.6 Kpc , Ti = 0.5 Tosc , Td = 0.125 Tosc

Table 4.3: Méthode de Zeigler empirique en boucle fermée

4.4 Application de la commande PID sur le PIR

Pour le systéme du pendule inversé rotatif, nous avons utilisé la méthode de Ziegler-
Nichols. Dans la figure 3.5, nous remarquons que le systeme donne un comportement
similaire a un systeme de premier ordre instable, donc nous utilisons une méthode directe
de Ziegler Nichols pour le calcul de coefficients de réglage.

4.4.1 Méthode de correction en paralléle

La régulation du PIR consiste a maintenir le pendule en position haute (0°) et le bras
dans ’'angle désiré. On applique le PID sur le systeme linéarisé. Dans ce cas, on établit
une correction parallele pour chaque angle comme indiqué sur la figure 4.3.

Sortie 01

Consighe 4@_, PID 1 > + ’_, Processus

Sortie 02

Figure 4.3: Diagramme du systeme corrigé avec PID en parallele

Pour obtenir les parametres des correcteurs PID, nous utilisons en premier lieu la méth-
ode de Zeigler-Nichols pour un systeme instable ou évolutif, puis nous faisons des essais
heuristiques pour aboutir aux performances attendues.

Nous avons utililsé des correcteurs PD parceque le systeme présente un intégrateur en
lui-meme.

L’action dérivée ne peut pas étre réalisée directement, alors nous utilisons des filtres
pour l'effet dérivé. Le résultat de simulation d’une réponse du systéme corrigé pour une
référence de 20 pour I’angle du bras est donné par les figures (4.4) et (4.5) :
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Evolution de I'angle du pendule

16
14 ]
1¥ b
10T b
T
g 8 1
-
&
£ 6 -
©
4 = <
2L J
0p—r I e
0 5 10 15 20 25 30 35 40
temps(s)
Figure 4.4: La position du pendule en degré
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Figure 4.5: La position du bras en degré

Alors nous remarquons que le régulateur PID a permis d’obtenir un systéme stable avec :

o € = (0: Erreur statique nulle

o T,= 3.6s : temps de réponse rapide
o —1.116deg < a < 15deg: Angle du pendule dans la zone de linéarité

o |Vimax|=|24| : ne dépasse passe pas la tension nominale du moteur
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4.4.2 Meéthode de correction en cascade

Nous avons utiliser aussi deux correcteurs pid en cascade comme indiqué sur la figure 4.6:

Consigne PID1 | PID2 || Processus

Sortie 01

Sortie 02

Figure 4.6: Schéma du systeme corrigé avec PID en cascade

Les résultats de cette méthodes sont les suivants (Fig 4.7,4.8 et 4.9:

Evolution de I'angle du pendule

12

10

alpha(degré)
.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Temps(s)

Figure 4.7: Angle du pendule corrigé avec PID en cascade
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Evolution de I'angle du bras
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Figure 4.8: Angle du bras corrigé avec PID en cascade

4.5 Commande par retour d’état :

La commande par placement de poles est une commande par retour d’état qui permet
d’imposer la dynamique du systéme en boucle fermée.

4.5.1 Deéfinition [9]

La commande par retour d’état consiste & utiliser les variables d’état en contre réaction
dans le but d’améliorer les performances du processus ou d’assurer au moins la stabilisation
de n’importe quel systéme linéaire invariant. La commande par retour d’état nécessite
la connaissance de toutes les variables d’état. On considere le systéme linéaire décrit par
I’équation :

{x’ = Ax(t) + Bu(t) (4.2)

y = Cx(t) + Du(t)

Avec r €R"™, u €R™, y €RP? et pour lequel on suppose que les composantes du vecteur
d’’etat z(t) sont accessibles (directement ou par reconstruction). Une commande par
retour d’état est une commande de la forme :

u(t) =pov—Fax

Ou v €R™ est la consigne, F' €R™"et § €R™" sont des matrices constantes. La figure
suivante présente une représentation schématique de ce concept.

La commande par retour d’état consiste a déterminer une commande telle que les poles
du systéme en boucle fermée soient correctement placés dans le plan complexe.
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Retour d'étar

Figure 4.9: Représentation schématique du concept de la commande par retour d’état

4.5.2 FEtude de commandabilité du PIR

La matrice de commandabilité du PIR est donnée comme suite :

0 403 0 31561
0 388 =166 47553

C=|B AB A’B A3B ] = = rang(C) = 4
403 0 31561 —13544

388 —166 47553 —57271

Le rang de la matrice de commandabilité C égale a 4, donc le systéme est complétement
commandable.

Dans le cas du pendule inversé rotatif, le systéme est d’ordre quatre, pour pouvoir le
commander par le placement de péles, on doit le rendre similaire a un systéme de deux-
iéme ordre par le placement de deux poles réels négatifs loin a gauche pour qu’ils soient
insignifiants et les deux autres seront placés de telle sorte a satisfaire le cahier de charge.

4.5.3 Cahier de charge :

En premier lieu, nous imposons le cahier de charge suivant pour pouvoir choisir les poles
désirés.

o Voltage maximal du moteur | Vm| <24V : imposé par le matériel disponible

o Déviation maximale du pendule |«| <15° : pour rester dans la zone de linéarité

o Le coeflicient d’amortissement : z=0.7

Le comportement transitoire dépend fortement du coefficient d’amortissement,
on consideére 3 cas :

x z>1: régime apériodique et temps de réponse important
x z=1 : régime apériodique critique.
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x 0<z<1: régime oscillatoire amorti : les amplitudes des oscillations décrois-
sent au fil du temps et leurs rapidité dépends de la valeur de z. Générale-
ment on prend z=0.7 parce qu’au-dela de cette valeur, le temps de réponse
augmente rapidement.

o La pulsation propre : w, = 4rad

4.5.4 Deétermination des podles

Le placement de poles consiste a déterminer la matrice K telle que le spectre de (A—BK)
soit égal au spectre désiré.

Le pendule inversé rotatif posséde 4 poles, deux peuvent étre calculés en tenant compte
du cahier de charges :

pl= —0 +jwg
p2 = —0—jwg

Otto = Cwyetwg=uw,\/1—E

Pour les 2 autres poles, on peut les choisir de telle sorte qu’ils soient sur la partie gauche
de l'axe réel et suffisamment loin de pl et p2 pour étre insignifiants. Nous choisissons
p3 = -30 et p4 = -40. Pour déterminer le vecteur K nous utilisons I'instruction acker de
matlab (annexel).

4.5.5 Reésultats de simulation

_15 1 1 1 1 1
u] 1 2 3 4 a =] 7 g g 10

tempsisec)

Figure 4.10: Evolution de I’angle du pendule avec la commande par placement de poles
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Figure 4.11: Evolution de I’angle du bras corrigé avec la commande par placement de
poles
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Figure 4.12: Evolution de la tension délivrée avec la commande par placement de poles

Le résultat de simulation de la commande de ’angle de pendule est donné par la figure
4.11. On remarque dans la figure 4.11 que la spécification du cahier de charge concernant
I'angle du pendule |a| <15° est respecté.

Le résultat de simulation de la commande de I’angle du bras pour une référence de 60°
est donné par la figure 4.12.

La figure 4.12 montre que I’angle du bras donné en consigne est atteint avec une précision
de 100% (erreur nulle) en moins de 2s.

On constate a partir des résultats présentés par les figures (4.11 jusqu'a 4.13) que le
régulateur par retour d’état assure bien 'objectif de stabilisation du pendule.
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La tension délivrée au systéme ne dépasse pas les 24V comme il est indiqué dans le cahier
de charge (Fig4.13).

4.6 Commande linéaire quadratique

La commande linéaire quadratique (LQ ou LQR (Linear-Quadratic-Regulator)) est une
loi de commande optimale u(t) en boucle fermée qui permet d’assurer les performances
désirées. Elle est connue sous le nom de la commande optimale car elle réalise un bon com-
promis entre performance et impact énergétique. Le calcul de la matrice de gain Koptimal
pour une commande par retour d’état u(t)=Kz(t) est déterminé par la minimisation du
critére quadratique suivant :

J = / (2" Qx + v’ Ru)dt (4.3)
0

Avec ) est une matrice de pondération du vecteur d’état z, elle est symétrique, définie (ou
semi-définie) positive et R est une matrice de pondération de la commande u, symétrique,
définie positive. Cette optimisation représente un compromis entre le temps de conver-
gence qui est affecté par le choix de @) et I’énergie utilisée qui est affectée par le choix de
R. Le gain K est obtenu par la relation suivante :

K=R'B"P; (4.4)
Avec P est la solution de I’équation de Riccati donnée par [14]

PcA+ ATPo — PoBR'BTPo +Q =0 (4.5)

4.6.1 Reésultat des simulations de PIR

Dans le cas de ce travail, nous avons choisi R=1, pour se concentrer sur 'effet de cette
commande sur le pendule. La matrice ) est supposée diagonale pour simplifier la tache
et avoir un impact direct sur les états du systéme. La matrice Q est donnée comme suite:

=

N
o = O O
_ o O O

La forme de la matrice Q montre que dans le cas de la commande qu’on désire appliquée,
on s’intéresse qu’aux deux premiers états (z; et xp) correspondants a 'angle du bras et
I’angle du pendule respectivement c-a-d q; est principalement associé & z; et qs a z,. Pour
cette raison, nous avons utilisé une boucle avec Matlab qui a permis de conclure que le
parameétre (o n’a aucun effet sur les performances, ensuite nous avons passé a la recherche
d’un q; permettant d’avoir un contréle optimal. Dans la pratique, la méthode dite essais-
erreur reste la plus évidente, donc il faut varier tous les éléments de la matrice ) pour
obtenir une commande optimale.

Le schéma bloc utilisé dans les simulations est identique de celui de la commande par
retour d’état. Dans les figures suivantes, on montre l'influence du choix de q; sur les
performances du systéme
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evolution de I'angle du pendule
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Figure 4.13: Influence de ql sur I’évolution de ’angle du pendule
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Figure 4.14: Influence de ql sur I’évolution de ’angle du bras
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On voit bien que plus la pondération q; est importante plus le systéme est rapide et il
demande plus d’énergie.
Pour la suite on a choisi de prendre R=1

45 0 0 0

0 100
Q=

010

001

4.7 Comparaison entre les trois commandes :

Dans cette section, nous allons faire une comparaison entre les trois commandes.
Les résultats de cette simulation sont représentés dans les figures suivantes:

Evolution de I'angle du pendule

15
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alpha RE
10 b alpha LQR |
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0 5 10 15 20 25 30 35 40

temps(s)

Figure 4.15: Evolution de I’angle du pendule avec les trois commandes
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evolution de I'angle du bras
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Figure 4.16: Evolution de 'angle du bras avec les trois commandes

Evolution de la commande
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Figure 4.17: Tension délivrée au systéme pour les trois commandes

4.7.1 Interprétation des résultats:

On remarque que le systéme converge bien vers la position d’équilibre instable et garde
sa stabilité avec une erreur statique nulle que ce soit avec la commande PID,RE ou LQR,
la différence réside dans le temps de convergence et 1’énergie déssipée.

En terme de rapidité; le correcteur PID donne la réponse la plus lente, tandis que la

42



commande par placement de poles est la plus rapide entre les trois pour la correction de
I’angle du bras. Cependant pour la stabilisation du pendule, on remarque que le PID est
le plus rapide.

En terme d’énergie la tension maximale atteinte par les trois commandes est:

La commande PID: |Umax| = 24V
La commande RE : [Umax| = 1.14V

La commande LQR: |Umazx| = 1.04V

Nous remarquons alors que la commande LQR est optimale en énergie par rapport au
deux autres correcteurs.

4.7.2 Rejet de perturbation :

Pour voir le comportement du systéme avec chacune des trois commandes, on lui applique
une perturbation externe au bout de 6s. Cette perturbation est introduite par une impul-
sion ajoutée a 'angle du pendule représentant une simulation d’une force appliquée pour
décaler le pendule de sa position. Les résultats obtenus sont représentés par les figures
suivantes :

Evolution de la commande
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Figure 4.18: Evolution de la commande par les trois correcteurs
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Evolution de I'angle du pendule
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Figure 4.19: Le rejet de perturbation avec les trois commandes

Les figures précedentes montrent que la commande LQR est la plus rapide pour le rejet
de perturbation et elle consomme moins d’énergie que les deux autres commande pour le
faire.

4.8 Conclusion

Nous avons synthétisé dans ce chapitre trois commandes différentes dans le but de sta-
biliser le systéme autour de son point d’équilibre instable (pendule pointant vers le haut)
et nous avons comparer entre ces correcteurs pour trouver le plus performant. Nous avons
trouvé qu’avec les parameétres pris dans ce travail le correcteurs linéaire quadratique a
donné les meilleurs resultats en terme d’énergie et de robustesse, tandis que le correcteur
PID est le plus rapide en stabilisation du pendule.

Les différentes simulations faites montrent que le systéme de régulation donne de bonnes
performances.
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Conclusion et perspectives

5.1 Conclusion générale

Les travaux exposés dans ce mémoire concernent principalement la modélisation et 1’élaboration
des lois de commande afin de stabiliser un systéme non linéaire sous actionné, le cas du
pendule inversé rotatif.

Le pendule inversé rotatif est un systéme non-linéaire, sous-actionné a dynamique interne
instable. Il fait 'objet de plusieurs études, car il représente un moyen pratique a faible
cout pour la synthése des commandes.

Le formalisme d’Euler-Lagrange nous a permis d’obtenir un modéle mathématique représen-
tant la dynamique du systéme.

Nous avons stabilisé le systéme a travers la mise en ceuvre de trois commandes différentes
a savoir le controleur PID, la commande par retour d’état et la commande linéaire quadra-
tique.
La nature complexe du systéme rend la synthése de commande difficile alors nous avons
procédé par la linéarisation du systéme autour de son point d’équilibre pour pouvoir le
controler a l'aide des développements de Taylor.
Les perspectives de ce travail sont :

e [’étude des effets de linéarisation pour améliorer la robustesse des commandes

e La proposition d’autres lois de commande non-linéaire

e [’implémentation sur un prototype réel des commandes proposées
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Les annexes

A.1 Programme Matlab pour la commande par place-
ment de poles

clear all

close all

clc

ng=0.9

nm=0.69

kt=0.007683

kg=70

km=0.0076777

Rm=2.6

mp=0.127

1r=0.2159

1p=0.33655

jr=0.0009983

jp=0.0012

br=0.0024

bp=0.0024

g= 9.81
De=jp*jr+jp*mp*lr~2+0.25% jrxmp*1lp~2
a32=(0.5*mp*g*1p) * (0.5*mp*1p*1r) /De
a33=-br*(jp*0.25*mp*1p~2) /De
a34=bp* (-0.5*mp*1r*lp)

a42=(0.5*mp*g*1p) * (jr+mp*1r~2) /De
a43=br*(0.5*mp*1r*x1p) /De
a44=-bp* (jr+mpx1r~2) /De

b3=(jp+0.25*mp*1p~2) /De
b4=(0.5*mp*1r*lp)/De
A=[0 0 1 0;



0001,
0 a32 a33 bpx(-0.5*mp*1lrx1p);
0 a42 a43 ad4;]

B=[0;0;b3;b4]

at=(ng*nm*kgxkt) /Rm
bt=(-ng*nm*kg*kt*kg*km) /Rm

a=poly(A)

Ac=[0100;

0010;

0001;

-a(5) -a(4) -a(3) -a(2)]

Bc = [0; 0; 0; 1]

T = ctrb(A,B)

rank (T)

Tc = ctrb(Ac,Bc)

rank(Tc)

W=T*inv(Tc)

/4 X caracteristiques de controle

zeta = 0.7;

wn = 4;

/ placement de la partie reelle des poles
sigma = zetaxwn;

/ placement de la partie imaginaire des poles
wd = wnxsqrt(l-zeta~2);

/4 poles desirs

DP = [-sigmatj*wd, -sigma-j*wd, -30, -40];

ATrouver le gain de controle utiilisant la commande matlab de
placement de

Apoles

K = acker(A,B,DP)

open('poles"')

sim('poles')

plot(T,alpha)
figure;

plot(T,theta)
figure;
plot (T, commande)

A.2 Programme Matlab pour la commande LQR
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clear all

close all

clc

ng=0.9

nm=0.69

kt=0.007683

kg=70

km=0.0076777

Rm=2.6

mp=0.127

1r=0.2159

1p=0.33655

jr=0.0009983

jp=0.0012

br=0.0024

bp=0.0024

g= 9.81
De=jp*jr+jp*mp*1lr~2+0.25% jr*mp*x1lp~2
a32=(0.5*mp*g*1p) * (0.5*mp*1p*1lr) /De
a33=-br*(jp*0.25*mp*1p~2) /De
a34=bp* (-0.5*mp*1r*lp)

a42=(0.5*mp*g*1p)*(jr+mp*1r‘2)/De
a43=br* (0.5*mp*1r*1p)/De
a44=-bp* (jr+mpx1r~2)/De

b3=(jp+0.26*mp*1p~2) /De
b4=(0.5*mp*1r*1lp)/De
A=[0 0 1 0;
0001,
0 a32 a33 bp*(-0.5*mp*lr*lp);
0 ad4?2 a43 ad4;]
B=[0;0;b3;b4]

at=(ng*nm*kg*kt) /Rm
bt=(-ng*nm*kg*kt*kgxkm) /Rm
R=1;

hold on

for i=1:10:100

Q=diag([60 i 1 1]);
K=1qr(A,B,Q,R)
open('poles')

sim('poles"')

plot(T,alpha)
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figure;
plot(T,theta)
figure;

plot (T, commande)
end

A.3 Les composant de la maquette

Les composants de la maquette utilisée dans ce travail sont résumés dans la figure suivante

( Product Details J

Quick-connect
interface

User-controllable
tri-color LED Direct-drive DC motor

Inertia disk module with encoder
\

\
A
\
Inverted pendulum
module with encoder

QFLEX 2 Embedded QFLEX 2 NI myRIO

QFLEX2USB
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A.4 Les spécifications du servomoteur et du pendule

Les spécifications du servomoteur et du pendule sont résumé dans le tableau suivant

Tableau 1 parametres du systeme

Symboles | Paramétres Valeurs unité

Mg Rendement des en- | 0.9 -
grenages

Nm Rendement du mo- | 0.69 -
teur

ke Constante du cou- | 0.007683 N.m/A
ple moteur

kg Constante des en- | 70 -
grenages

K, Constante de la | 0.0076777 V.s/rad
f.e.m

R,, Résistance d’induit | 2.6 Q
du moteur

my Masse du pendule | 0.127 Kg

L, Longueur de bras 0.2159 m

L, Longueur de pend- | 0.33655 m
ule

J, Moment  d’inertie | 0.0009983 Kg.m?
du bras de son
centre de masse

Jp Moment  d’inertie | 0.0012 Kg.m?
du pendule de son
centre de masse

B, coeflicient 0.0024 N.m.s/rad
de viscosité
d’amortissement du
bras

B, coeflicient 0.0024 N.m.s/rad
de viscosité
d’amortissement du
pendule

g Gravité 9.81 Kg.m?
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Résumé :

Le travail présent¢ dans ce mémoire porte sur la synthése des lois de commande pour un
systtme non linéaire. Notre choix s’est porté sur le pendule invers¢ rotatif (PIR) a cause de sa
dynamique instable et fortement non linéaire. L’¢laboration de ces commandes fait appel a
une modélisation mathématique que nous avons congue a l'aide du formalisme de Lagrange.
En linéarisant le syst¢tme autour de son point d’équilibre instable, nous avons appliquées trois
types decommandes linéaires a savoir la commande par placement de poles, la commande
Inéaire quadratique etla commande proportionnelle ntégrale dérivée(PID).

Les résultats de simulations faites montrent que les différentes lois de commande arrivent a
stabiliser le systtme sous actionné dans sa zone de linéarité.

Mots clés: Systtme non Ilinéaire; Pendule inversé rotatif; Commandes linéaires ;
modélisation mathématique, Pomt d’équilibre.

Abstract:

The work presented i this thesis focuses on the synthesis of control laws for a nonlinear
system. Our choice fell on the Rotary Inverted Pendulum because of its unstable and strongly
nonlinear dynamics. The development of these commands is based on a mathematical
modeling that we designed using Lagrange's formalism. By linearizing the system around its
unstable equilibrium pomt, we have applied three types of linear controls, namely the pole-
placement control, the linear-quadratic control and the proportional-integral-derivative
control. The various simulations show that the different control systems are able to stabilize
the system m its linearity zone.

Key words: nonlinear system; Rotary iverted pendulum; Linear controls; Mathematical
model; Equilibrium point;
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