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Introduction générale

g EAU est I'élément essentiel a la vie sur terre. Elle couvre 70% de la sur-
face du globe terrestre, c’est-a-dire 1.4 milliards de km3. De ce fait, la
terre est surnommée "Planete Bleue". Cependant, 97.2% représente I'eau salée et
seulement 2.8% est de I'eau douce dont 2.15% de glaces polaires, 0.63% d’eaux sou-
terraines, 0.20% d’eaux de surface et 0.001% d’eau atmosphérique. La glace polaire
inutilisable représente la majorité des ressources planétaires en eau douce, I'activité
humaine est donc dépendante de l'infime partie restante. Parmi les différents sec-
teurs d’activité nécessitant 'abondance des ressources en eau douce : I'agriculture
(70%), l'industrie (20%) et la consommation domestique représentant que (10%) de
I'utilisation mondiale en eau douce, néanmoins sa répartition est trés déséquilibrée.
En effet, plus de 60% des ressources naturelles en eau douce sont partagées entre
9 pays a savoir : le Canada, la Chine, la Colombie, le Pérou, le Brésil, la Russie, les
Etats-Unis, I'lndonésie et I'Inde. Cependant, d’autres régions sont défavorisés : la
péninsule Arabique, le Proche Orient, le Sahel,la zone désertique d’Afrique Australe
et I'Afrique du Nord dont notre pays LAlgérie.

Connu pour une topographie complexe, le territoire algérien dispose d’une frange
tellienne caractérisée par une pluviométrie importante, ceci dit elle ne représente
que 4% de la superficie totale du pays, le reste représente les hauts plateaux et I'At-
las saharien (9%) et le Sahara, vaste désert aride qui s’étend sur 87% du territoire
national. Dans de telles conditions climatiques et compte tenu de la croissance dé-
mographique, I'auto-suffisance en eau devient un probléme majeur, dont la solution
est simple en apparence : le traitement des eaux usées domestiques.

Ce travail est une approche scientifique de traitement des eaux usées domes-
tiques en utilisant un procédé biologique : la digestion anaérobie dans lequel cer-
tains polluants sont dégradés grace a I'action d’'une multitudes de micro-organismes
tels que les bactéries. Ce procédé induit la multiplication de ces derniers produi-
sant ainsi du biogaz, dont la récupération est une tache complexe nécessitant des
systémes automatisés robustes et fiables. Afin de commander de tels systéemes, la
connaissance de toutes les entrées ainsi que les états est une condition nécessaire.
Dans le but de satisfaire cette condition, des capteurs sont utilisés.



En effet, ils sont congus pour délivrer une approximation de I'état x(¢) a chaque
instant ¢. Généralement, ces capteurs sont physiques c’est-a-dire issus de l'instru-
mentation. Cependant, ils sont aussi colteux et parfois difficiles a concevoir. C’est
ici que la magie des observateurs opére : sujet de ce mémoire. Egalement appelés
"capteurs logiciels", les observateurs sont des algorithmes fondés sur une modélisa-
tion mathématique du systéme. A chaque instant ¢, ils estiment les variables d’état
non mesurees.

Ce mémoire est présenté de la maniére suivante :

Le premier chapitre consiste en un rappel du processus de la digestion anaérobie
et des différents types de bioréacteurs liés a ce processus, ainsi que la modélisation
et 'analyse mathématique du modéle "chemostat simple" choisit.

Le deuxiéme chapitre est consacré a un état de I'art sur les observateurs et plus
particulierement ceux appliqués au modéle du "chemostat simple".

Le troisieme chapitre est dédié a un observateur non linéaire avec erreurs li-
néaires et son application sur le "chemostat simple".

Enfin, le dernier chapitre présentera une conclusion générale sur les résultats
obtenus, ainsi que quelques perspectives.



Chapitre 1

Analyse mathematique du modele du
chemostat

g A modélisation d’un systéme nécessite une compréhension approfondie
du processus. Dans ce chapitre, nous allons présenter le processus de la
digestion anaérobie suivi d’'une analyse mathématique d’'un modele de bioprocédé,
le chemostat.

1.1 La digestion anaérobie

1.1.1 Définition

La digestion anaérobie est un processus biologique dans lequel les micro-
organismes décomposent la matiére organique en absence d’oxygene pour produire
un biogaz qui contient environ 66.66% de méthane et 33.33% de dioxyde de car-
bone [1]. Si le méthane n’est pas récupéré, il constitue un gaz a effet de serre avec
un potentiel de réchauffement global 25 fois supérieur au dioxyde de carbone. Dans
un contexte de protection de I'environnement et de production des bioénergies, le
biogaz est récupéré puis utilisé comme source d’énergie.

1.1.2 Les étapes de la digestion anaérobie

La digestion anaérobie d’'un produit organique complexe comporte quatre
grandes étapes [2] :



Hydrolyse

C’est la décomposition de la matiére organique complexe en substrat simple
soluble, a l'origine du jus de fermentation.
Acidogenése

Au sein des bactéries acidogénes, les substrats simples sont convertis en acides
gras a courtes chaines de type acide gras volatil (AGV), alcools, azote ammoniacal,
du dihydrogene et du dioxyde de carbone.
Acétogenése

Les AGV et I'alcool sont utilisés par les bactéries acétogenes et sont transformés
en acide acétique, en hydrogéne et en dioxyde de carbone.
Méthanogeénése

Au sein des bactéries métanogenes acétoclastes, I'acide acétique est converti
en méthane et en dioxyde de carbone. Alors que les bactéries métanogenes hydro-
génotrophes transforme I’lhydrogéne et le dioxyde de carbone en méthane selon les
réactions suivantes :

Réduction du CO, :

COs + 4Hy = CHy + 2H-0 environ 30% de méthane produit.
Décarboxylation de I'acide acétique :
CH3;COOH + H,0O = CH, + H,COj3 environ 70% de méthane produit.

Le schéma récapitulatif de la digestion anaérobie est le suivant [1] :
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I Macro-molécules | —_

B. hydrolytiques

| Monomeéres | —

B. acidogéenes

Hydralyse

Acidogenése

Acides organiques, —
alcools, ...

B acétogénes Acetogenése
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B. homoaceétogenes

, . } ] Méthanogenése
A. methanogenes  A. méthanogénes

acéloclastes hydrogénoptrophes
| CO,+CH, | CH, —

FIGURE 1.1 — Etapes de la digestion anaérobie

1.1.3 Les facteurs influencant la digestion anaérobie

La digestion anaérobie est dépendante de plusieurs facteurs environnementaux,
dans ce qui suit on citera quelques-uns [2] et [3] :
Température

La température optimale différe selon les souches bactériennes dans les envi-
rons de 36.6 degrés.
pH

Le processus de la digestion anaérobie se déroule pour des valeurs de pH entre
6 et 8.
Oxygénation

Le processus de la digestion anaérobie se déroule en absence d’oxygéne car ce
dernier est toxique pour les bactéries méthanogénes et les bactéries acidogénes.
Teneur en eau

Leau est essentielle pour la survie de tous les micro-organismes, elle constitue
leur milieu de développement. Aussi, elle dissout les nutriments, les substrats et
donc est considérée comme un des réactifs du processus de la digestion anaéro-
bie. En général, il existe un taux minimal d’humidité, au-dessous duquel l'activité
biologique est ralentie et il est compris entre 13% et 33% (masse d’eau sur la masse
totale).
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Rapport Carbone/Azote

Le rapport C'/N est la relation entre la teneur en carbone et celle de I'azote
constituant de la matiére organique. Il correspond au degré de minéralisation de la
matiére organique. Plus le taux d’azote est élevé, plus le rapport diminue et plus
la vitesse de minéralisation augmente. Dans le cadre de la digestion anaérobie, le
C'/N optimum est dans un intervalle de 20 & 30. Un rapport plus élevé signifie une
consommation plus rapide de I'azote et donc une faible production du biogaz. Un
rapport plus faible signifie une accumulation de 'ammoniac. Ces derniers générent
un pH supérieur a 8.5 qui inhibera toute I'évolution des bactéries méthanogénes.

Le processus de la digestion anaérobie se déroule dans un bioréacteur, la partie
ci-dessous est un apercgu sur ce dernier [4].

1.2 Les bioréacteurs

1.2.1 Définition

Un bioréacteur est un écosystéme miniature, fermé, contr6lé qui contient des
organismes vivants avec des flux de matiere contrdlés a I'entrée et la sortie. En
général, un bioréacteur englobe a petite échelle les dispositifs de quelques litres
contenant une espéce en interaction avec un substrat. Mais aussi les écosystémes
naturels et cela a une plus grande échelle. Dans ce travail, nous nous sommes inté-
ressés aux micro-organismes (bactéries, levures,. .. ) qui se nourrissent de substrats
ou d’autres organismes (proies) pour se développer et utilisent des précurseurs et
activeurs pour produire des molécules spécifiques.

1.2.2 Objectif d’un bioréacteur

Un bioréacteur est utilisé afin de :

— Produire de la biomasse, comme par exemple les bioréacteurs produisant de
la levure boulangere.

— Synthétiser un métabolite par un micro-organisme, comme par exemple I'étha-
nol.

— Dégrader un substrat dans les procédés de dépollution (traitement biologique
des eaux usées...).

— Etudier le développement des organismes dans le milieu naturel, comprendre
les interactions entre les différentes especes et ceci dans un but de recherche.
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1.2.3 Fonctionnement d’un bioréacteur

De fagon générale, un bioréac-
teur est un récipient de volume V'
dans lequel se développent des
micro-organismes. On remplit ce
récipient par un milieu de renou-
vellement avec un débit d’entrée
F;, et on le vide avec un débit de
sortie F,,;. Ces deux débits sont
soit choisis par I'expérimentateur
ou soit sont le résultat d’'un calcul
d’une loi de commande.

»  Substrat

4 Y

w

® Produit

FIGURE 1.2 — Fonctionnement du bioréac-

teur [4]

1.2.4 Composants d’un bioréacteur

Un bioréacteur est constitué de :

— Substrats nécessaires a la croissance des micro-organismes. Ces substrats

peuvent aussi étre des précurseurs d’'un composé a produire. Afin d’assurer
une bonne croissance, le milieu de culture doit contenir tous les éléments né-
cessaires (N, C, K, P, Fe...) dune maniére excessive pour délimiter la crois-
sance des micro-organismes.

— Micro-organismes de nature différente (bactéries, levures, phytoplanctons,
champignons...). En général, les procédés biotechnologiques industrielles
utilisent une seule espéce de micro-organismes dans la culture microbienne,
ce qu’on appelle la culture pure. Dans notre étude, nous utiliserons des éco-
systemes naturels, cela signifie qu’on peut inclure plus d’'une centaine d’es-
pece. Certains organismes peuvent étre proies d’autres especes.

— Produits des réactions biochimiques. Ce sont des composés synthétisés par
les micro-organismes et utilisés dans plusieurs domaines de l'industrie : agro-
alimentaire (huiles, fromages, bieres, vins. . .), industrie pharmaceutique (an-
tibiotiques, hormones, vitamines. . .), industrie chimique (solvants, enzymes,
colorants. . .) ou encore pour la production d’énergie.

— Catalyseurs nécessaires a I'exécution de la réaction chimique.
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1.2.5 Types de bioréacteurs

Le choix du bioréacteur dépend du type des déchets traités et aussi de I'appli-
cation désirée, on peut classer les bioréacteurs selon les criteres suivants [2], [4] et
[5]:

Le type du substrat

Solide : ou la teneur en matiére séche est supérieur a 15%.
Semi-solide : ou la teneur en matiére séche est comprise entre 5% et 15%.
Liquide : ou la teneur en matiere seche est inférieur a 5%.

Le nombre d’étapes

Ceci dépend du déroulement de I'acidogenése et la méthanogénése, si elles ont
lieu dans deux cuves séparées on parle de bi-étape sinon on parle de mono étape.
Le mode d’alimentation

Discontinu (batch) : A l'instant initial, on in-
troduit les espeéces, les nutriments et les pré-
curseurs nécessaires. Alors le systeme est
fermé et son volume reste constant. Le débit
d’entrée et le débit de sortie sont nuls F;, =
F,.. = 0, Cest-a-dire le taux de dilution est
nul, ici la croissance des micro-organismes
est exponentielle. Ce type d’alimentation est
généralement utilisé dans le domaine com-
mercial lorsque le but est de récupérer a l'ins-
tant final la biomasse et le produit intéressant.

[4]

Semi-continu (fedbatch) : A l'instant initial,
on introduit les espeéces, les nutriments et les
précurseurs nécessaires. La culture est ali-
mentée avec un volume initial V; jusqu’a ce
qu’elle atteint son volume final V; a un ins-
tant final ¢;. C’est-a-dire, on utilise une dilu-
tion mais avec un volume variable, le débit en
sortie est nul F,,;, = 0. Ce type d’alimentation
est utilisé lorsque I'objectif est le contrble de
la population.

continu [4]
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FIGURE 1.4 — Bioréacteur

FIGURE 1.3 — Bioréacteur discontinu

semi-



Continu (chemostat) : Dans ce cas, on intro-
duit les especes et les nutriments de maniére
continue qui seront déplacés soit mécanique-
ment soit sous pression des nouveaux com-
posants en entrée vers la sortie. Dans ce type
d’alimentation, le volume est constant V' = cst
et le débit en entrée est égal au débit en sortie
Fin = Fout-

FIGURE 1.5 — Bioréacteur continu
(Chemostat) [4]

1.3 Modélisation du processus de la digestion anaé-
robie

1.3.1 Introduction

Le processus de la digestion anaérobie comme expliqué auparavant est un pro-
cessus complexe, présentant souvent des problemes de stabilité. Afin de mieux
comprendre ce processus, le concevoir et le faire fonctionner d’'une maniére effi-
cace. Il est primordial de mettre en place des stratégies de commande qui sont
basées sur des modeles mathématiques. Les premiers modéles mathématiques
datant de 1960, proposés pour le processus de la digestion anaérobie, prennent
en considération une seule population microbienne. Quelques années plus tard,
ces modeéles ont été amélioré afin de mieux décrire la complexité de ce processus.
Parmi ces modeles-la on peut citer : ADM1, AM2, AM2HN. .. Ceci dit, des modéles
plus simples sont utilisés en particulier "le modele du chemostat" sujet de notre
étude.

1.3.2 Le modeéle du Chemostat
Historique

Introduit en 1950, le modéle du chemostat est décrit comme un dispositif pour la
culture de bactéries. Sa conception est le résultat d’'une coopération entre Jacques
Monod et Léo Szilard. En effet, Monod étudiait les cinétiques de croissance d’Es-
cherichia coli dans un milieu de culture contenant deux sucres : du glucose et du
lactose, Szilard suggéra que ces deux sucres soient fournis d’'une maniere conti-
nue a la vitesse ou les bactéries les consomment afin de savoir si 'utilisation d’un
sucre exclut l'utilisation de I'autre. Afin de vérifier cette hypothéese, Szilard inventa le
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" Chemostat " dans lequel les concentrations des deux sucres restent constantes [5]
et [8]. Un peu plus tard; en 1956 ce dispositif est utilisé pour la culture phytoplanc-
tonique. Aujourd’hui, le chemostat est I'objet de plusieurs travaux dans le domaine
des mathématiques, de la biologie, de la chimie et aussi de 'automatique.
Définition

Le chemostat est un type de bioréacteur utilisé pour la culture des micro-
organismes telles que : les algues unicellulaires, bactéries, levure...sur certains
substrats tout en conservant les conditions environnantes (pH, température, ...).
A r'aide d’'une pompe reliée au réservoir, les micro-organismes sont alimentés en
continu par des nutriments nécessaires afin de se nourrir et croitre continuellement.
En général, les chemostats utilisés dans les laboratoires contiennent de 0.5 a 10L
de culture. Cependant, ceux utilisés en industrie peuvent contenir jusqu’a 1300m?
de culture. Ce dispositif est utilisé afin de produire de la masse cellulaire, les sub-
stances organiques résultantes de I'activité métabolique et enfin la dégradation de
certains polluants.

Modeéle mathématique du chemostat :

Le modéle mathématique du chemostat simple est basé sur une seule réaction
chimique dans laquelle une bactérie (ou un groupe bactérien) dégrade un substrat
s selon I'équation suivante :

ks 5 o (1.3.1)

On note :

- s(t) désigne la concentration du substrat (nutriment) mesurée en ¢/L a l'instant t.
- z(t) désigne la concentration de la biomasse mesurée en ¢/L a l'instant t.

- sin €st la concentration du substrat a I'entrée du chemostat mesurée en g/ L.

- V est le volume du chemostat en litres (L).

- I}, et F,,; sont respectivement les débits d’entrée et de sortie mesurés en L/h.

- r = px, avec r la vitesse de la réaction, i est la cinétique de la réaction mesurée
en (jour~!') qu’on vas définir ultérieurement.

- k est une constante stcechiométrique sans dimension.

- D(t) est le taux de dilution mesuré en (L/h).

- ms = Vs(t) est la masse du substrat.

- m, = Vz(t) est la masse de la biomasse.

Les deux équations suivantes sont respectivement la description de ce qui se passe
pour le substrat dans le bioréacteur et le bilan de la biomasse.
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Selon le principe de conservation de " Antoine Lavoisier " : " rien ne se perd, rien ne
se crée, tout se transforme "; on peut écrire [5] :

(V) g (500 — Foua(t)s(t) — ha(s)Va(t) .. (1)
ot
0Va:i(t) = —Fous(t)z(t) + p(s)Va(t) ... (2) (1.3.2)
ov
\ E:E(t)_Fout(t)C;)

Cela nous donne :

O v 15— Palt)s(0) — ku(s)Va(r) .. (1) as
:L'(t)aa—‘t/ + v&gff) = —Fu(t)z(t) + p(s)Va(t) ... (2) B
En remplacant (3) dans (1') et (2') on obtient les équations suivantes :
Fon(t)s(t) — Foua(t)s(t) + va‘;(tt) = Fin(t)sin — Four(t)s(t) — kp(s)Va(t) 15
Fi(t)x(t) — Fu(t)z(t) + V%—? = —Fou(t)z(t) + p(s)Va(t) N

En simplifiant les deux termes F,,.(t)s(t) dans la premiere équation et F,,;(t)z(t)
dans la deuxieme équation on obtient :

Fi(t)s(t) + va‘;it) = Fin(t)sin — kp(s)Va(t) (1.35)
P2 + VI — vy
Finalement on obtient les équations suivantes :
os(t) 1 1
o = v Enn = 7 Fa0s) ~ kul)a(0) (1:36)
2 — L E(0)e(t) + ()t

- I 1
On définit le taux de dilution D(t) avec D(t) = VFi (1)
Les équations dynamiques représentant le modéle " chemostat " ont la forme sui-
vante :

(1.3.7)
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Or ceci est un modele déterministe a deux variables d’état. Cela dit, il est qua-
siment impossible de présenter ce modéle sans mentionner la cinétique de Monod.
Cette derniére décrit le taux de croissance u(s) comme une fonction dépendante de
la concentration du substrat limitant qui a la forme hyperbolique suivante (figure1.6) :

S

K+s

11(8) = fmaz (1.3.8)

Ou:
- ltmaz €St le taux de croissance maximal (constant) des micro-organismes.
- K est la constante de Monod (constante de demi-saturation).

| — | g cinetique de Monod |

0.9

08¢

0.7

06

051

04r

0.3rp

02r

La cinétique de la réaction (jour™1)

0.1 |

] 2 4 (5] ) 10 12
Substrat (s1) (Kg/m®)

FIGURE 1.6 — Cinétique de Monod

La fonction présentée par (1.6) est une fonction croissante sur R* telle que
,U(O) =0et sginoo“@) = Hmaz-

: 1 , :
Aussi u(K) = o Hmaa est la constante de demi saturation.

L . ) ol K L
La dérivée de est la fonction suivante : — = u,,..———. Elle est décrois-
1(s) 95 = Hmer ()2

sante sur R™.

Donc le modeéle de Monod est présentée de la maniére suivante :

: s(t)
5(t) = D(t)(sin — s(t)) — kumaxmx(t)
s(1) (1.3.9)

i10) = (e 2L = DO ) )
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1.3.3 La mise au point du modeéle
Positivité des variables

Dans les systemes biologiques plus particulierement du type chemostat, les va-
riables d’état sont positives. Ici, nous démontrons que le systeme (1.3.7) reste positif
ou nul pour des conditions initiales positives ou nulles.

Positivité de z :

Théoréme 1 (Non-négativité de x) Pour toutes conditions initiales xo = x(0) >
O,onax(t) >0

Preuve.
Afin de demontrer le théoreme précédent, on utilise la formule de la variation de la
constante valable tant que s existe :

2(t) = exp < /0 (s — Dt)x(o)

Cette formule montre que si z(0) = 0 alors z(¢) = 0 pour tout ¢. Aussi, si z(0) > 0
alors x(t) > 0 pour tout ¢.

Ce théoreme établit que z(t) reste positif pour toutes conditions initiales z(0) > 0 et
ce quel que soit le signe de s. Il reste donc a vérifier que s ne peut pas étre négative.
|

Positivité de s :

Proposition 1 Un systéme dynamique i = f(x) est positif si et seulement si :

Nous avons deux situations possibles :

s0=15(0)=0
so=s(0) >0
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Dans la premiére situation s(0) = 0 nous obtenons les égalités suivantes :

%((D = D53 — 5(0)) — kpu(s(0))z((0))
%(0) = Dsj, > 0

En conséquence, pour tout ¢ > 0 petit; s(¢) > 0. Ainsi en changeant I'origine du
temps, on se raméne au cas suivant.

Soit (s(0),z(0)) = (so,z0) € RT™ x R™™. Supposons 3t; > 0 tel que s(t1) = 0 et
que t; soit le premier des tels ¢ alors on a :

%(m = D(sim — s(t1)) = kp(s(t))z((t1))
%(tl) = Ds;, >0
Or: d (1) = s(t)
%(tl) - t%tiltIlltl -t =0

D’ou la contradiction. Donc il n’existe pas de ¢, tel que s(t,) = 0.
Les équilibres du systeme

La condition de stationnarité des équations dynamiques de (1.3.7), s’écrit de
maniere genérale comme I'annulation des dérivées :

{g(t) =0 (1.3.10)
() = 0

Calculons les points d’équilibre du systeme :

p(s) = D(t) (%)
(1) =0= D(t)(sin — s*(t)) =k p(s*) x*(t) =0 (% **)

On remplace (x) dans (x = x) on obtient I'égalité suivante : s*(t) = s;,. Donc le
premier état stationnaire est £, = (s*,2*) = (s4,,0). En absence de biomasse, la
consommation du substrat est inexistante : la concentration reste égale a ce qu’elle
est a I'entrée, E; est un état trivial correspondant au lessivage.

On remplace (xx) dans (x = x) on obtient I'égalité suivante :
D(t)(sim — s*(t)) — kED(t)x*(t) =0
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On prend D(t) comme facteur commun :

D(@)[(sin — 5" () — ka™(£)] = 0

Donc : )
z*(t) = %(Sm —s")
. . . KD(t
De (xx) on tire la variable s* on obtient alors : s*(t) = —(D)(t) Donc le
Hmaz —
o, . . KD(t) 1
deuxieme éta ionnair Ey,=(sf2")= | —————=,-(sin—5) |. L
t stationnaire est Fy, = (s*, 2) (Mmm ~ D)’ k(s s )> e taux

de croissance spécifique des micro-organismes s’ajuste de maniere a compenser
le flux de sortie de la biomasse, E, est un état non trivial.

Nous résumons nos états stationnaires dans le tableau suivant :

| Etat | Biomasse | Substrat |
E.trivial =0 §* = Sip
. 1 KD(t)
E.nontrivial | z* = —(s;, — s* * =
trivial | k(s s*) | s te — D)

TABLE 1.1 — Les états stationnaires

Stabilité des équilibres

Nous venons de démontrer que le systeme décrit en (1.3.7) possede deux états
stationnaires E, et E,. Il est évident qu’un systéme ne peut se trouver dans deux
états en méme temps. Donc, sa situation sur la trajectoire dans I'espace des phases
et |la stabilité de I'état stationnaire sont deux paramétres conditionnant son choix. La
stabilité d’'un état stationnaire peut étre déterminée en élaborant une analyse des
modes normaux. En effet, selon le théoréme 3, la stabilité des états stationnaires du
systéeme (1.3.7) est satisfaite si et seulement si les modes normaux sont négatifs.
D’ou la résolution de I'équation caractéristique suivante det(J — w;I) = 0, J repré-
sente la matrice Jacobienne du systeme, I la matrice identité et w; sont les valeurs
propres (modes normaux) du systéme , les valeurs des variables d’état sont prises
a I'état stationnaire. Sous forme explicite det(J — w;I) = 0 du systéme dynamique
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(1.3.7) est définie comme suit :

u(s) — D(t) — w W) 1
) ~0 (1.3.11)
—kpu(s) —D(t) — k gf)x(o -

« Cas trivial :
En remplagant £, dans (3.1.7) I'état trivial se simplifie :

plsim) = D(t) —w 0
—kp(sin) —(D(t) +w)

et se met sous la forme :
(D(t) +w)(D(t) +w — p(sin)) =0

et admet les solutions suivantes :

{ w; = —D(t)
Wo = :u(sm) - D(t)

wy est toujours négative, car le taux de dilution D(t) est une grandeur positive.
Cela dit, pour que w, soit négative 1(s;,) doit étre inférieur a D(¢). Donc la condition
de stabilité du point d’équilibre E, est u(s;,) < D(t).

« Cas non trivial :
En remplacant £, dans (3.1.7) I'état non trivial se simplifie :

—w 5‘#(9(8 )x*(t>
e |
kD) —D(t) — k2 e
0s
Afin de simplifier le calcul du déterminant on pose H = ka’ua(j )x*(t) alors :

w?*+w(D(t)+ H)+ HD(t) =0
et admet les solutions suivantes :

wy; = —D(t)
wy=—H = —k—a'u(s*)m*

0s

w; est toujours négative, car le taux de dilution D(t¢) est une grandeur positive.
wo est toujours négative aussi et donc la condition de stabilité est toujours vérifiée.
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1.3.4 Simulation du Chemostat

Suite a I'étude théorique du Chemostat, nous avons simulé ce modéle en utilisant
le logiciel Matlab, les valeurs des parametres du chemostat ainsi que leurs unités

sont mentionnées dans le tableau ci-dessous [5] :

| Paramétres | Définition | Valeurs et unités ||
k Constante stoechiométrique | 6.6 Kg COD/Kgx
Sin Concentration d’entrée de s 9 Kg/m?
Hmaz Taux de croissance maximal 1.2 Jour—!
K Constante de demi saturation | 4.28 Kg COD/m?

TABLE 1.2 — Paramétres du Chemostat

On considére le taux de dilution D(t) suivant :

Le taux de dilution en fonction du temps

=
=

=
)]

=
B
T

Taux de dilution {jour 1)
[=]
[¥%]

<
ra

=
-

(=]

10 15 20 25 30 35 40 45
Temps (jour)

=
ok

FIGURE 1.7 — Le taux de dilution
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Les résultats de la simulation sont les suivants :

Concentration du Substrat (s) en fonction du temps [T}|

Concentration du Substrat {g/lL)

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Temps (Jours)

FIGURE 1.8 — Concentration du Substrat (s)

Caoncentration de la Biomasse (x) en fonction du temps (T)

1.4

121

08r

06

0.4

Concentration de la Biomasse (g/L)

0.2F

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Temps (Jours)

FIGURE 1.9 — Concentration de la biomasse (x)
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Les graphes (1.8) et (1.9) représentent respectivement la concentration du sub-
strat s et la concentration de la biomasse = en fonction du temps (jour). Il existe
une corrélation entre ces deux graphes : plus la concentration du substrat diminue
plus la concentration de la biomasse augmente et vis versa, ainsi la concentration
du substrat est inversement proportionnelle a la concentration de la biomasse.

Interprétation biologique : les bactéries anaérobies (la biomasse z) utilisent la
matiere organique (substrat s) afin de produire de I'’énergie nécessaire a leur crois-
sance, multiplication et prolifération.
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Chapitre 2

Etat de I’art sur les observateurs
pour les bioprocédés

g Automatique est une science qui traite I'analyse, la modélisation, I'identi-
fication et la commande des systemes dynamiques. Elle est fondée sur
les mathématiques, I'informatique et la théorie de signal. Ses applications sont dans
tous les domaines : électronique, mécanique, aéronautique mais aussi la biologie.
Afin de commander un systeme, il est primordial d’avoir toutes les informations né-
cessaires et les conditions propres au processus. Cependant, dans le monde de
I'industrie, les seules grandeurs accessibles du systéme sont les variables d’en-
trées et les variables de sorties utilisées pour trouver une reconstitution de I'état
du modeéle choisi. Dans le but de résoudre ce probleme, les automaticiens utilisent
'observateur d’état. En effet, un observateur permet de reconstruire I'état a partir du
modele du systeme dynamique et des mesures d’autres grandeurs lorsque I'état du
systéme est non mesurable. Les mesures d’autres grandeurs sont obtenues grace
aux capteurs et donc I'observateur d’état optimise le nombre de capteurs dans un
processus industriel, d’o0 son intérét économique dans l'industrie. Dans ce qui suit,
nous nous intéresserons aux observateurs appliqués aux modeéles des bioprocé-
dés précisément le modele (Chemostat) mais avant cela voici un petit apergu sur
I'observabilité dans les systémes dynamiques.

2.1 Systémes dynamiques

Un systéme est dit dynamique si son comportement évolue au cours du temps, il
est caractérisé par sa structure représentant les moyens mis en ceuvre pour réaliser
des fonctions bien précises, ces fonctions représentent les objectifs du systeme et
enfin son comportement présentant la forme de la réalisation du systeme d’une ou
plusieurs fonctions. Un systeme dynamique peut étre classé selon trois catégories
distinctes : les systemes hybrides, les systemes discrets et les systémes a temps
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continus objet de notre présent travail. Le modele des systémes a temps continu
peut étre linéaire ou non linéaire et stationnaire ou non stationnaire. Concernant les
bioprocédés, le modéle du systéme est a temps continu et non linéaire.

2.2 Etude des systémes non linéaires

2.2.1 Equations d’état d’un systéme non linéaire

Les systemes réels sont des systémes non linéaires et afin de les modéliser
mathématiquement on utilise des équations différentielles non linéaires dont la ré-
solution n’a pas de méthode générale. Dans ces équations, lorsque les termes non
linéaires dépendent de petits paramétres on peut utiliser la théorie des perturba-
tions. Dans le cas de fortes non linéarités, on doit utiliser la simulation numérique.
La structure de la représentation d’état des systémes non linéaires est donnée par
les équations d’état suivantes :

y(t) = h(z(t),u(t)) (2.2.1)

Avec z(t) € R™ et y(t) € RP représentent respectivement le vecteur d’état et le
vecteur de sortie du systeme dynamique. f et h sont deux fonctions non linéaires
de R" et u(t) € R™ est le vecteur d’entrée du systeme dynamique (2.2.1).

2.2.2 Observabilité des systemes non linéaires

Un observateur est un systéme auxiliaire (O) dont les entrées sont les entrées et
les sorties mesuréees d’un systéme physique (.5) et les sorties sont les états estimés
ou reconstruits du systéeme (S) comme illustré dans le schéma ci-dessous :

—+ Systéme

l

. 2
Observateur |

e

FIGURE 2.1 — Principe de I'observateur
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Afin de concevoir un observateur d’'un systeme dynamique, il est fondamental
de s’assurer que les états puissent étre estimés en se basant sur les entrées et
les sorties du systeme. La notion de I'observabilité permet de dire si les états sont
estimables a partir des entrées et sorties du systeme dynamique. Dans les sys-
temes non linéaires le principe de I'observabilité est plus complexe. En effet, dans
ce type de systéme I'observabilité dépend non seulement des entrées appliquées
mais aussi des conditions initiales, elle est définie a partir de la notion d’indistingua-
bilité.

On considére le systeme non linéaire défini par I'équation (2.2.1) les définitions
ci-dessous sont importantes pour la compréhension de I'observabilité [7].

Indistinguabilité

Définition 1 Soient X I'espace d’état et (z},z%) € R™ x R™ une paire d’états ini-
tiaux tel que x} # x3.SiVt > 0 etVu € U les trajectoires de sorties y(t,z, u(t))
et y(t,z2,u(t)) issues de z} et x3 respectivement, restent toujours dans X tout au
long de la durée [0, ] tout en Vérifiant y(t, z}, u(t)) # y(t, z2,u(t)), on dit que la paire
(z}, 23) est indistinguable dans I'espace d’état X. Aussi, on dit que u distingue x}, =3
dans X.

Observabilité

Définition 2 Un systeme non linéaire de la forme (2.2.1) est dit observable [resp.
en xy] si il n'admet pas de paire indistinguable [resp. aucun état indistinguable en

ill'o].

Espace d’observation

On définit 'espace d’observation du systéme non linéaire (2.2.1) comme le plus
petit sous espace vectoriel noté par O(h) de fonction a valeur dans I'espace de sortie
contenant les composantes h = (hy; ho; ... h,) €t invariant aux champs de vecteurs
du type f.(x) = f(z,u),u € R™ sous I'action de la dérivée de lie. Cela veut dire que
pour toute entrée v € R™ et pour tout h € O(h),Ly,h € O(h) ..., et L;ﬁ;lh € O(h)
Ou Ly, h est la dérivée de Lie de h dans la direction f. Elle est donnée par :

- oh
Lyh=)  filz)7— (2.2.2)
i=1 ¢
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Ainsi 'espace d’observation du systéme (2.2.1) est définit comme suit :

O(h) = (2.2.3)

Observabilité au sens du rang

Définition 3 On dit que la paire (f,h) est observable au sens du rang si la différen-
tielle de la sortie h avec les différentielles de ses dérivées de Lie successives dans
la direction f jusqu’a l'ordre n — 1 sont indépendantes c’est-a-dire :

dh
dL¢h
Rang _f =n (2.2.4)
n—1
dLy™"h

Ou l'expression dL’}h est donnée par le vecteur :

ey _ (2L OLgh  9Lih
f 8131 ’ 81:2 ’ (9a:n

2.2.3 Observateurs des systemes non linéaires
Observateur de Luenberger étendu

Lobservateur de Luenberger étendu est une généralisation de I'observateur de
Luenberger utilisé dans le cas des systemes linéaires [9], il nécessite la connais-
sance du modele, les entrées ainsi que les cinétiques.

Le principe de I'observateur de Luenberger est de linéariser le modéle autour
d’un point de fonctionnement z*(¢) puis utiliser la théorie de placement des pdles
afin de calculer le gain K avec condition que I'état x(t) soit toujours au voisinage de
I'état d’équilibre z*(t).

On considere le systéme dynamique non linéaire (2.2.1), la synthése de I'observa-
teur de Luenberger étendu correspondant au systeme (2.2.1) donne lieu a la struc-
ture suivante :
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SIS

(t) = f@(t),u®)+ K@) —9y@))
gt) = h(z(t), u(t)) (2.2.5)
#(0) = o

Ou K est le gain de I'observateur calculé de telle sorte que les valeurs propres de
la matrice [A(z*) — KC(x*)] soient stables ou dite de Hurwitz. A(z*) et C(z*) sont
obtenues en linéarisant le systeme autour du point de fonctionnement z*, c’est-a-
dire :

Of (x(t), u(t))

al’ r=x*

Oh(x(t),u(t
Lobservateur de Luenberger étendu est rarement utilisé dans le domaine des bio-
procedeés, en effet cet observateur peut provoquer des instabilités en s’éloignant du
point de fonctionnement [5].

Observateur de Kalman étendu

Le filtre de Kalman étendu comme son nom l'indique est une extension du filtre
de Kalman utilisé dans le cas des systémes dynamiques linéaires. Son principe gé-
nérale est de linéariser le modeéle autour d’une trajectoire estimée z, il est utilisé afin
de résoudre des problémes stochastiques d’estimation ou figurent des bruits d’états
issus du modéle ainsi que des bruits de mesures issues de capteurs. Lorsque les
variances des bruits sont connues, cet observateur est performant. De plus, si les
bruits peuvent étre considérés comme blancs ( gaussiens ), il est optimal, cela si-
gnifie que la variance de I'erreur d’observation est faible. Le filtre de Kalman étendu
est un algorithme récursif cherchant a extraire le vecteur d’état du bruit additionnel
en ce basant sur un ensemble d’équations mathématiques qui réalisent a chaque
itération deux taches [10] :

x La prédiction : Calcul du vecteur d’état selon un modéle d’évolution ou ( d’état ).
* La correction : Correction du vecteur d’état issus de la prédiction en fonction des
mesures effectuées sur le processus réel.

On considere le systéme dynamique non linéaire suivant :

y(t) = hlx(t), ut)) + (1) (2.2.6)

Ou n(t) et ((t) sont des bruits blancs gaussiens de moyenne nulle et de matrice de
covariance () et R respectivement. La synthése de I'observateur de Kalman étendu
correspondant au systéme (2.2.6) donne lieu a I'algorithme récursif suivant :
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* Initialisation :
D’abord, on calcule les valeurs initiales du vecteur d’état 7, la matrice de variance-
covariance de I'erreur d’estimation P, la matrice de covariance du bruit du systeme
Qo ainsi que la matrice de covariance du bruit de mesures R, selon les équations
suivantes :

Ty = Elx)
Py = Bl — &) (x — io)7] (2.2.7)
Qo = E[(n—10)(n—10)"]

[ "

Ry = E

Ou E représente I'espérance mathématique.

*~ Phase de prédiction :
e Calcul des matrices Jacobienne de fonction non linéaire f autour de I'état précé-
dent k

Of (xp,u .
Lk (2.2.8)
an /
e Prédiction du vecteur d’état étendu :
i"k+1/k = fk/k,uk;
f( )

e Prédiction de la matrice de covariance :
Poyi = FuPopFL + MyQpMT
* Phase de correction :

e Calcul des matrices Jacobiennes de fonction non linéaire h autour de I'état précé-
dent k&

Oh R
Hppr = ak;l | Tk = Tht1/m
(2.2.9)
Oh R

e Gain de Kalman :

Ky = Pk+1/k-Hg+1(Hk+1pk+1/kaT+1 + Gy Re1 G )7t

e Estimation du vecteur d’état étendu :

Topi/err = Thgak + Koot (Wrer — M Ergase))
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e Estimation de la matrice de covariance :

Poviper = Poyiyr — Kopi Hyor Pogagi

Le filtre de Kalman étendu est tres utilisé dans le domaine des bioprocédés, cepen-
dant cet observateur présente quelques imperfections. Tout d’abord, la convergence
de I'erreur d’estimation n’est pas assurée dans le sens ou si le passage d’une es-
timation a une autre tend a sortir de la zone de linéarité alors le filtre diverge. En-
suite, le colt calculatoire de ce filtre est plus important vu les matrices colteuses
qui rentrent en jeux. Enfin, le filtre de Kalman étendu est limité seulement aux bruits
blancs gaussiens ce qui rend son utilisation de plus en plus limitée.

Observateur a Grand Gain

Lobservateur a Grand Gain s’applique sur les systémes dynamiques uniformé-
ment observables possédant une forme triangulaire compléte ou partielle. Il pré-
sente d’excellentes propriétés globales dans le sens ou il assure une convergence
et une stabilité avec une vitesse de convergence réglable tout en prenant compte la
structure non linéaire du systeme.

Lidée de cet observateur est d’effectuer un changement de coordonnées sur le
systeme dynamique original afin d’obtenir un systeme équivalent dont la construc-
tion de I'observateur est une tdche moins complexe [17] et [18].

On considere le systéme dynamique non linéaire de la forme :

{g‘c(t) = flz(t) (2.2.10)

Ou f est une fonction continue de R" — R™ et h est également une fonction conti-
nue de R® — R. Afin de construire un observateur a Grand Gain, les hypothéses
suivantes doivent étre vérifiées :

* Le systeme (2.2.10) est observable.

~ Lapplication ¢ définie comme I'espace d'observabilité O(h) cité en (2.2.3)
tel que : @ : R™ — R" est un difféomorphisme (Voir Annexe) de Q2 C R™ sur &(12).
Dans le but de faciliter la reconstruction du vecteur d’état z(¢), un changement de
coordonnées est effectué de fagon a exprimer la sortie mesurée y(¢) en fonction
d’une seule coordonnée représentant la premiére composante du vecteur d’état. La
reconstruction de la totalité du vecteur d’état est effectuée en dérivant successive-
ment la sortie mesurée.
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Donc, nous posons ®(x) = z ainsi nous obtenons :

;

2 = y=h(x)
22 = Y=21
Zn = yn_l = Zn-1

\

.

2"1 Z9
Z Z
z = 2l = = F(z)
(2.2.12)
Zn p(2)
Y = A
Avec ¢(z) définie de la maniére suivante :

0
o(z) = : (2.2.13)

0

Lth(z)

* p(z) peut étre prolongée de ®(£2) en une fonction C* globalement Lipschitzienne
(Voir Annexe) sur R™.

Ces hypotheses sont vérifiées dans le domaine des bioprocédés, donc la syn-
thése de I'observateur a Grand Gain posséde la structure suivante :

{

Ou 0 est le parameétre de réglage de I'observateur tel que 6 > 1, Ay est une matrice
diagonale définie de la fagon suivante :

s= i et

F(5()) — 0A;' S, CT[CE(t) — 2]

21

N>
|

(2.2.14)

Nadl
|

T

et Sy est 'unique solution de I'’équation algébrique de Lyapunov suivante :

0Sp + ATSp+ SyA - CTC =0

33



Ou A et C sont les deux matrices suivantes :

C:[oo---1]

Lunique solution de I'équation algébrique Sy peut étre calculée analytiguement en
utilisant 'expression suivante :

(—1) (i + j — 2)!
(0)+=1( — (G — 1!

Se = Sp(i,j) =

Lestimation 2(¢) du vecteur d’état z(¢) permet de donner une estimation #(¢) du
vecteur d’état z(t). En effet, () est obtenu par ®~!(2(¢)), cependant parfois il n’est
pas possible d’exprimer la fonction ®~! en fonction de 2. Dans ce cas de figure,
I'équation de I'observateur est exprimée directement en fonction des coordonnées
originales en z(t). En effet, sachant que :

0z(t)  0®(x) Ox(t)
oo or ot

Léquation de I'observateur dans les coordonnées originales est la suivante :

b= )+ ola). ) -0 [ 2SO AseTn) - vio)

Lobservateur a Grand Gain est trés utilisé dans le domaine des bioprocédés. Ce-
pendant, sa synthése est complexe et il est trés sensible aux bruits.

Observateur asymptotique

Lobservateur asymptotique prend en compte la non linéarité d’un systéeme dy-
namique. Il est caractérisé par la simplicité de sa méthode de synthése qui sous
certaines conditions permet d’observer I'état du systéme dynamique sans connaitre
son modele cinétique, assurant ainsi une stabilité et convergence si les entrées sont
persistantes et bornées. Cette technique est trés intéressante, cependant elle pré-
sente quelques inconvénients dont la dépendance du changement de coordonnées
aux coefficients stoechiométriques et l'incapacité de régler la vitesse de conver-
gence de I'observateur. En effet, elle est fonction du taux de dilution et si ce dernier
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est faible cela peut poser probleme dans le sens ou I'erreur d’estimation devient
constante, ainsi I'observateur est peu robuste. Plus tard, Gouzé et Al [14] ont gé-
néralisé cet observateur et ont obtenu un observateur robuste avec une vitesse de
convergence réglable partiellement [12], [13] et [15].

Observateur hybride entre le filtre de Kalman étendu et I’observateur asymp-
totique

Lidée de cet observateur est de fusionner les avantages de deux autres obser-
vateurs déja traités auparavant : le filtre de Kalman étendu et I'observateur asympto-
tique en introduisant un nouveau parametre appelé le degré de confiance ¢ borné
tel que 0 < ¢ < 1 dans le modéle cinétique qui sera estimé parallélement avec les
autres états du systéme dynamique [11].

Lorsque ¢ = 1 : I'estimateur correspondra au filtre de Kalman et ainsi il utilisera le
modele cinétique auquel il marque sa confiance.

Lorsque ¢ = 0 : I'estimateur correspondra a 'observateur asymptotique et de ce fait
I'utilisation du modele cinétique est écartée.

Observateur par intervalles

Lobservateur par intervalles est un systeme dynamique auxiliaire composé de
deux observateurs, I'un observe la borne inférieure et 'autre la borne supérieure
pour les solutions du systéme, tout en considérant que les bornes pour la condition
initiale ainsi que pour les incertitudes sont connues. Ce type d’observateur est stable
et converge si les entrées sont persistantes et bornées, il est robuste aux entrées
inconnues et la vitesse de convergence est partiellement réglable. Considérons le
systeme dynamique suivant :

y(t) = h(z(t),u(t),v(t)) (2.2.15)

Avec z € R" le vecteur d’état, y € R? le vecteur de sortie, u € R™ le vecteur d’entrée
et xy est la condition initiale en ¢, et n'est pas supposée connue, elle est bornée
par une borne inférieure et une borne supérieure. f et h sont deux fonctions ou
w € R" et v € R? sont des incertitudes d’entrée et de sortie respectivement, elles
sont caractérisées par leurs bornes inférieures et supérieures telles que pour tout
t > 0.
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w(t) <w(t) < wt(t) (2.2.16)
v (t) < o(t) < vt (t) (2.2.17)
zy <wo <z (2.2.18)

En considérant le systeme (2.2.15) en temps continu avec les conditions (2.2.16),
(2.2.17), (2.2.18), le systéme :

€+ = f+(€77€+7w ,'ZUJF,U , U 7uay)

5_ = f_(€_7£+7w_7w+7v >U 7uay) (2219)
.T+ = h+(£_7£+7w ,w+,v 7v+7u7y) o
T - h7(§77§+7w77w+7v 7U+auay)

est un encadreur du systéme (2.2.15) si pour toute condition initiale z, < zo < zg
nous avons z~ (t) < z(t) < x*(t). (2.2.19) est un observateur par intervalles du
systeme dynamique (2.2.15) si dans le cas ou w = v = 0 c’est-a-dire :

&= A uy)

& o= ) 2.2.20)
o= (L€ uy) B
r = h_(t>5_>€ ,U,y)

Il existe un réel positif M tel qu’il existe T' > 0 tel que : |[a*(t) — 2z~ ()| < M, vt > T
Donc si nous pouvons encadrer la condition initiale inconnue et les incertitudes w et
v alors nous pouvons encadrer les variables non mesurées du systeme dynamique
étudié. Ceci est basé sur les propriétés de cooperativité.

fi

Définition 4 Soiti = f(z,t), ce systéme est dit coopératif si 5

(t,x) > 0Vi#jce

J
qui implique que si z(0) > 0 alors x(t) > 0, Vt > 0

Observateur invariant

Dans un contexte de contréle en automatique, plusieurs auteurs en particulier
P. Rouchon et Al [20], [21] et [22] ont utilisé le concept de l'invariance sous I'action
d’un groupe appelé Groupe de Lie. Considérons le systéeme dynamique suivant :

t = f(z,u) (2.2.21)

y = h(z,u) (2.2.22)
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Avec x € X C R" le vecteur d’état, u € U C R™ le vecteur d’entrée, y € Y C R?
le vecteur de sortie. Soit G un groupe de Lie de transformation, agissant sur X
par o, : X — X Vg € G, ¢, est un difféomorphisme (au moins C*') sur X avec
()" = g1 €t vy 0wy = g4, Nous considérons également I'action du méme
groupe G sur U par (1,)gec €t surY par (p,)gec-

La construction d’'un pré-observateur nécessite des fonctions scalaires inva-
riantes et des champs de vecteurs invariants.
Une fonction J définie sur X x U x Y est dite invariante si et seulement si :

J(pg(x), Yq(u), pg(y)) = J(x,0,y) Vg, 2,u,y

Un champ de vecteur w est invariant sur X C R” si et seulement si :

w(py(r)) = Dy,@w(z) Vg,z

Ou D, () est la Jacobienne de p (7).
Le systeme dynamique définit ci-dessous :

dz R - -
o= f(2)+ ZZ: Ji(Z, y)wi(?)

est un pré-observateur invariant pour (2.2.21) si nous choisissons J; une fonc-
tion scalaire invariante qui satisfait J;(z, h(2,u)) = 0 et w; un champ de vecteur inva-
riant. Si ce pré-observateur converge vers (2.2.21) , alors il est appelé observateur
invariant [19].

2.3 Application au chemostat

Nous avons présenté précédemment un état de I'art sur les observateurs utili-
sés dans le domaine des bioprocédés. Dans cette seconde partie du chapitre nous
allons appliquer ces observateurs sur notre modéle " le chemostat". Cependant,
avant de construire un observateur il est fondamental de s’assurer de I'observabilité
du systeme dynamique. Dans notre cas, nous vérifions 'observabilité du modele
chemostat :

2.3.1 Observabilité du chemostat :

Tout d’abord, nous définissons I'espace d’observabilité du chemostat :

h
Lsh

ST

O(h) = [
s+ K

- ” D) s 5]~ Fptinas
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Ainsi, la matrice d’observabilité est écrite sous la forme suivante :

1 0

Kz S

_k max ;| 1\
s (s+ K)

dh

deh] - ~ D) = kttmaa

dO(h) = [
s+ K)?

Le déterminant de la matrice d’observabilité est non nul :
det(dO(h)) = _kumms—i—LK #0 si s#0

Le rang de la matrice d’'observabilité est égale a 2 : Rang(dO(h)) = 2 et donc le
systeme est observable.

2.3.2 Observateurs appliqués aux chemostat :

Des lors la condition d’observabilité du chemostat satisfaite, nous présentons
quelques applications faites sur ce dernier :

Observateur asymptotique

Considérons le systéme (1.3.7) et procédons par un changement de coordon-
nées : ¢ = kx + s. Nous cherchons la dynamique de ¢ tout en supposant que s est
mesurée et u(.) N’est pas connue. s est donnée par : s = £ — kx et sa dérivée est :
§ =& — ki
En les remplacant dans la premiére équation du modéle (1.3.7), nous obtenons :

E—ki = D(t)[sim — &+ kx] — ku(s)z (2.3.1)
En remplacant la deuxieme équation du modele (1.3.7) dans (2.3.1) :
§—K[u(s) = D)z = D(t)[sin — & + ka] — kp(s)x
En éliminant les termes similaires, la dynamique de ¢ est la suivante :
£ = D(t)[sin— ¢ (2.3.2)
Lobservateur asymptotique pour (2.3.2) est le suivant :
¢ = D)sin— & (2:3.3)
Cet observateur converge vers £ avec une vitesse de convergence imposée par le

E—s
T

taux de dilution D(¢). Ainsi, x est estimé de la maniere suivante : & =
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Tant que le taux de dilution constitue une excitation persistante (voir chapitre
3), l'erreur d’estimation converge asymptotiguement vers 0. Léquation (2.3.3)
confirme que la vitesse de convergence dépend seulement du taux de dilution et
est indépendante de la cinétique du modéle proposeé.

Les simulations ont été réalisées en considérant les valeurs des parameétres
citées dans le tableau (1.2) et les conditions initiales du systeme citées dans le
tableau ci-dessous :

s(0) z(0)
(Kg/m?) | (Kg/m”)
[Modéle| 3 | 05 |

TABLE 2.1 — Conditions initiales du modéle

Et celle de I'observateur asymptotique :

| | £0) [ #(0) |
| Observateur | 228 | 3 |

TABLE 2.2 — Conditions initiales de I'observateur asymptotique

Les résultats de simulations sont présentés dans la figure ci-dessous :

25 4 0r-

&
o

L'erreur de la Biomasse (g/L)

o

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Temps (Jours) Temps (Jours)

FIGURE 2.2 — Concentration de la biomasse et son erreur d’estimation

La figure (2.2) représente la concentration de la biomasse (x) et son estimation
(z) ainsi que l'erreur E en fonction du temps (jour). Nous constatons que I'obser-
vateur asymptotique converge apres 5 jours avec une erreur qui tend vers 0.
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Observateur par intervalles

Nous considérons le systeme dynamique du chemostat présenté en (1.3.7) et
les conditions initiales suivantes :

Lobservateur par intervalles correspondant au systeme dynamique (1.3.7) est mis

sous la forme : )

£ = D)(sh, — €M) & <&
& = Dt)(si—€) <&
N (2.3.4)
k
_ { —s
( k
Les simulations ont été réalisées en considérant les valeurs des parameétres citées
dans le tableau (1.2) et les conditions initiales du systéme citée dans le tableau (2.1)
et de I'observateur par intervalles citées dans le tableau ci-dessous :
Les résultats de simulations sont présentés dans la figure ci-dessous :

[ (£ [0 & (0)[2(0) |
| Observateur | 432 | 264 | 02 | 35 |

TABLE 2.3 — Conditions initiales de I'observateur par intervalles

————— Erreur E
== Estimaion de E

La variable x
m— | 'estimation de x

o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Temps (Jours) Temps (Jours)

FIGURE 2.3 — Concentration de la biomasse et son erreur d’estimation
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La figure (2.3) représente la concentration de la biomasse = et son estimation
& ainsi que l'erreur E en fonction du temps (jour). Nous constatons que I'observa-
teur par intervalles nous donne un intervalle d’approximation de la biomasse z et
converge dans cet intervalle avec une erreur presque nulle.

Observateur Invariant

Considérons le systeme (1.3.7), 'observateur invariant correspondant est pré-
senté sous la forme suivante :

VAP

{ () = D(t)(sin — 5(t)) = kp(3(t), K)@(t) + as(t)(In(s) — In(8)) (2.35)
(1) = (u(3(t), K) — D(1))a(t) + ba(t)(In(s) — In(8))

Les simulations ont été réalisées en considérant les valeurs des parameétres citées
dans le tableau (1.2) et les conditions initiales du systeme (2.1) et de 'observateur
invariant citées dans le tableau ci-dessous :

5(0) (0)
(Kg/m?) | (Kg/m?)
| Observateur | 3 \ 3 |

TABLE 2.4 — Conditions initiales de I'observateur invariant

Ainsi que les deux gains :

o b |
[10] %

TABLE 2.5 — Gain de I'observateur invariant

Les résultats de simulations sont présentés dans la figure ci-dessous :
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m— | 3 variable x
— | 'estimation x
25 q r’

-02

0.4

0.6

-0.8

o
L'erreur d'estimation de la varible x

0.5

o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Temps (Jours) Temps (Jours)

FIGURE 2.4 — Concentration de la biomasse et son erreur d’estimation

La figure (2.4) représente la concentration de la biomasse « et son estimation &
ainsi que I'erreur E en fonction du temps (jour). Nous constatons que I'observateur
invariant converge apreés une journée avec une erreur qui tend vers zéro.
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Chapitre 3

Synthese d’un observateur non
linéaire a dynamique d’erreur linéaire

Sé aa Ans le modéle du Chemostat, la sortie posséde une forme assez parti-
culiere, ceci nous incite a construire un observateur non linéaire a dy-

namique d’erreur linéaire. Dans la premiére partie de ce chapitre nous nous inté-
resserons a la construction de I'observateur de type Luenberger avec injection de
la sortie dans la fonction non linéaire u(s) quelconque. La seconde partie de ce
chapitre est dédiée a une étude comparative entre les observateurs traités dans le
chapitre précédent et 'observateur étudié dans ce chapitre.

3.1 Observateur de type Luenberger appliqué au
Chemostat

Considérons le systeme (1.3.7), nous admettons que D(t) satisfait la condition
de persistance de I’excitation si et seulement si :

t+T
7' >0,Ve >0 tel que Vt> O,/ D(r)dr > T (3.1.1)
t

Aussi, nous admettons que la fonction p(s) satisfait les conditions citées dans [16]
ou :
o (s)=0<=s=0,
® 0 < () < tmaz 5
e 1(.) continue.
Nous proposons un observateur de type Luenberger pour le systeme (1.3.7)
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sous la forme suivante :

(3.1.2)

Nous précisons que a et b sont deux parametres de réglage. Aussi, les erreurs
sont définies de la maniére suivante e; = s — 5 et e; = 2 — . Ainsi, nous calculons
la dynamique des erreurs :

Dynamique de ¢; :
Elle est exprimée de la maniere suivante :

e =6—5
Nous remplagons s et s en utilisant leurs expressions respectives :
é1 = D(t)(sin — 8) — ku(s)x — D(t)(sin — 8) + ku(s)t — a(s — §)
Ainsi, nous obtenons :
é1=—D(t)(s—8) — ku(s)(x — ) —a(s — §)
Donc I'expression de la dynamique de e; est :
é1 = —(D(t) +a)e; — ku(s)es

Dynamique de ¢, :
Elle est exprimée de la maniére suivante :

g =& — 1
Nous remplacons i et z en utilisant leurs expressions respectives :
é2 = (u(s) = D(t))z — (u(s) — D(t))Z — b(s — )
Ainsi, nous obtenons :
éo =—D(t)(s—3) — ku(s)(x —z) — b(s — 9)
Donc I'expression de la dynamique de e, est :

éy = —bey + (pu(s) — D(t))es
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Théoreme 2 Pour le systeme (2.2.1) le systéme (3.1.2) est un observateur ot a
et b sont deux parametres de réglage (le gain).
La dynamique des erreurs sous la forme matricielle suivante :

e _ —D(t)—a  —kp(s) ] [61]
(2 —b wu(s) — D(t)| |e2 (3.1.3)

Supposons que a > 0 et assez grand et que b < 0 avec |b| assez grand, alors
le point (0, 0) est un point d’équilibre pour le systéeme (3.1.3) qui est globalement
asymptotiquement stable [16].

Preuve. Tout d’abord, nous réécrivons la dynamique des erreurs sans le taux de
dilution D(t), pour cela nous posons p(t) = fot D(7)dr et multiplions (3.1.3) par p(t).
Ainsi nous obtenons :

Dynamique de ¢, :

p(t)(é1 + D(t)er) = (—aer — ku(s)ez)p(t)
Donc :
p(t)ér +p(t)D(t)er = —ap(t)er — ku(s)p(t)es
Dynamique de ¢ :
p(t)(é2 + D(t)ea) = (—bex + pu(s)e2)p(t)
Donc :
p(t)éz + p(t) D(t)ex = —bp(t)er + pu(s)p(t)e2

Ensuite, nous procédons a un changement de variable en posant u;(t) = p(t)e; et
us(t) = p(t)ez, Nous calculons les dérivées respectives :
Dynamique de v, (%) :

(1) = p(t)er + p(t)és
Donc :
i (t) = D(t)p(t)er + p(t)és
Dynamique de u,(t) :
us(t) = p(t)es + p(t)er
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Donc :
uy(t) = D(t)p(t)es + p(t)éz

Ainsi nous pouvons écrire le nouveau systeme de la fagon suivante :

{ul(t) = —auy () — kp(s)us(t) (3.1.4)

Maintenant, nous allons prouver la convergence de I'observateur en utilisant la fonc-
tion de Lyapunov candidate suivante (voir Annexe) :
2

o = (u1)? + (uy + Pug)?

VB(ULUQ) :‘ uy + Pu
1 2

ou S est une constante strictement positive. Notons que cette fonction est une aussi
une norme qui radialement non bornée. Donc :

Vi(ug, ug) = 2(u1)? + (Buz)? 4+ 2Buqug
Nous calculons la dérivée de cette expression :
Vi (g, ug) = 4tguy 4 28%guy + 261 uy + 20uy iy
Nous remplagons w4, iy en utilisant les expressions calculées précédemment :

Vi (g, us) = 4(—auy — kp(s)ug)uy + 28%(—buy + p(s)ug)uy + 28(—auy — kp(s)usg)us
+ 28(=buy + p(s)uz)us

Donc finalement :

Va(ur,u2) = —2(2a + Bb)ui + 28u(s)(8 — k)us + 28[(8 — 2k)u(s)
— B(Bb + a)]uyuy (3.1.5)

Afin de montrer que V; < 0 ie définie négative, nous devons prouver que tr(B(t)) <
0 et det(B(t)) > 0 tel que B(t) est la matrice correspondante au systéme suivant :

Uy
U2
Sachant que B(t) est la matrice suivante :

—2(2a + Bb) [(6 = 2k)u(s) — B(Bb + a)]
[(6 = 2k)u(s) — B(Bb + a)] 28u(s)(B — k)

Va(ur, ug) = [ul ug} B(1)

B(t)
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Nous définissons la trace de B(t) :
tr(B(t)) = —2(2a + 8b) + 28u(s) (5 — k) (3.1.6)
Nous calculons le déterminant de B(t) :
det(B(t)) = —4(2a + Bb)Bu(s)(B — k) — [(B — 2k)u(s) — B(Bb + a)]?
Ainsi :

det(B(t)) = [(—8aBu(s) — 48°u(s)b)(B — k)] = [(B — 2k)*1i*(s) + B*(Bb + a)”
— 28u(s)(8 — 2K)(Bb + a)]
Nous simplifions cette égalité :
det(B(t)) = —662u(s)a — 28°u(s)b + 4BKpu(s)a — (B — 2k)*1%(s) — F*(Bb+ a)?
Ainsi :
det(B(t)) = —(B — 2k)°1*(s) — B*(60 + a)* + 2B[—3Bu(s)a + 2ku(s)a — 52 u(s)b]
Donc finalement :
det(B(1) = —(8 — 2k)2u2(s) — B2(Bb + a)? + 26pu(s)[(—38 + 2k)a — %] (3.1.7)
Nous posons la conditions suivante :
6b+a:0<:>b:%l (3.1.8)
Nous remplagons (3.1.8) dans (3.1.6), nous obtenons :
tr(B(t)) = —2a + 2Bu(s)(8 — k) (3.1.9)
Nous remplagons (3.1.8) dans (3.1.7), nous obtenons :
det(B(t)) = —(B — 2k)*i*(s) + 4Bu(s)(k — B)a (3.1.10)

Donc afin de satisfaire les conditions décrites précédemment nous devons s’assurer
que a > 0 et suffisamment grandetque 0 < S < k m
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3.2 Reésultats de simulations

Les simulations ont été réalisées en considérant les valeurs des parametres citées
dans (1.2) et les conditions initiales présentées dans le tableau ci-dessous :

s(0) z(0)
(Kg/m?®) | (Kg/m?)
Modele 3 0.5
Observateur 3 3

TABLE 3.1 — Conditions initiales du modéle et de I'observateur type Luenberger

25

0.5

20 25 30 35 40 45
Temps (Jours)

o 5 10 16 50

FIGURE 3.1 — Concentration de la biomasse et son estimation pour a = 50, b = 4

avec f =10.3

25

0.5
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0
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1.5 2
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FIGURE 3.2 — Erreur correspondante a la biomasse x
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Les figures (3.1) et (3.2) représentent respectivement la concentration de la bio-
masse x, son estimation & et I'erreur d’estimation correspondante a la biomasse.
Dans la simulation réalisée, nous avons pris a = 50 et 5 = 0.3. Ainsi, nous remar-
guons que notre observateur type Luenberger converge aprés t ~ 5 journée avec
une erreur qui tend vers 0.

Essayons maintenant de changer de fonction de croissance dont le but de mon-
trer, que peut importe la cinétique de croissance, I'observateur converge globale-
ment pourvu qu’elle vérifie les conditions citées dans le chapitre 3, section 3.1.

Quelques modele de croissances :

[ | Expression |

Haldane | u(s) = fimas—— 5
K R
S+ K+ Ki

S

Contois = Upmaz—————
pU8) = timaa; e

Tessier || pu(s) = fimas (1 — e75%)

TABLE 3.2 — Cinétiques de croissance

1.2 —

Cinetique de Haldane
Cinétique de Contais
1l Cinétique de Tessier

La cinétique de la réaction {jour 1)

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Substrat({g/L)

FIGURE 3.3 — Les différentes cinétiques
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Cinétique de Haldane Cinétique de Contois Cinétique de Tessier

o
" o
IS
o
IS
o

Concentration de la biomasse g/L
o

Concentration de la biomasse g/L.
o

Concentration de la biomasse g/L
o

°
o [
o
@ A
o
@ -

°
o
°

°

05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 o5 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Temps (Jours) Temps (Jours) Temps (Jours)

3.3 Discussion autour de la robustesse

Dans cette partie, nous allons perturber la sortie s par un bruit blanc additif puis
observer le comportement du systéme tout en conservant les mémes valeurs des
parametres et les conditions initiales donnés par les tableaux (1.2) et (3.1) respecti-
vement .

La variable x
e | 'estimiation x

25 Bl 0

a5f

L'erreur d'estimation de la varible x

0.5 =1 -2

o -2.5
o 05 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 o 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 45 6

Temps (Jours) Temps (Jours)

FIGURE 3.4 — La concentration de la biomasse x avec une perturbation sur s et son
erreur d’estimation

Nous remarquons que face a un bruit blanc injecté dans la sortie s, notre ob-
servateur type Luenberger converge aprés t ~ % journée avec une erreur qui tend
pratiquement vers 0.

Maintenant, nous allons injecter un bruit de mesure puis observer le compor-
tement du systéme tout en conservant les mémes valeurs des parametres et les
conditions initiales citées en (1.2) et (3.1) respectivement .
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La variable x

e | ' 5limiztion x

25 Bl 0

a5t

o
L'erreur d'estimation de la varible x

05 1 -2

0

] 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5 0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 45 5
Temps (Jours) Temps (Jours)

FIGURE 3.5 — La concentration de la biomasse x avec un bruit de mesure sur 1t,,q
et son erreur d’estimation

Nous remarquons que méme face a un bruit de mesure, notre observateur type
. 1. ) .
Luenberger converge apres t ~ 3 journée avec une erreur qui tend vers 0.

3.4 Etude comparative

Dans cette partie, nous allons comparer entre les observateurs présentés dans
le chapitre 2 section 2.3 et celui que nous avons synthétisé dans ce chapitre. En
conservant les mémes valeurs des parameétres et des conditions initiales cité précé-
demment nous obtenons les résultats suivant :
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— | g biOMasse x
3.5 Cbservateur Luenberger .
m—— Observateur Asymptotique
Observateur Invariant
3 Ohservateur par Intervalle | 7
25 E

0.5 I I I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
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FIGURE 3.6 — Concentration de la biomasse z et ses estimations

— | 5 biomasse X
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FIGURE 3.7 — Concentration de la biomasse z et ses estimations sur 10 jours
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A partir des figures (3.6) et (3.7), il est évident que I'observateur a dynamique
non linéaire "type Luenberger" et 'observateur invariant présentent de meilleurs ré-
sultats que ceux obtenus en utilisant 'observateur asymptotique ou encore 'obser-
vateur par intervalles. Cependant, nous constatons que I'observateur type Luen-
berger converge plus rapidement que I'observateur invariant. De plus, il est facile
a synthétiser et assure une convergence totalement globale contrairement a I'ob-
servateur invariant qui assure seulement une convergence locale. Linconvénient de
notre observateur est qu’il est valable si et seulement si la sortie y = s.
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Conclusion et Perspectives

g Objectif de ce travail est la construction d’'un observateur non linéaire
pour un type de modele bien précis de bioprocédé le Chemostat, et
ceci en estimant la variable non mesurée de ce systéme a partir de I'unique sortie

(le substrat s). Nous avons également présenté des résultats de convergence et de
robustesse basés sur la notion de fonction de Lyapunov candidate.

La synthese de cet observateur présente une tache peu complexe. Cependant,
le choix des variables ainsi que la fonction de Lyapunov candidate doit étre judicieux
afin d’assurer son efficacité.

La simplicité de la forme de notre observateur ainsi que la possibilité de régler
la vitesse de convergence constituent un progrés comparé aux observateurs du
méme systeme proposés dans la littérature.

Enfin, comme perspectives de ce travail, nous espérons trouver une forme plus
générale des fonctions de Lyapunov candidates appliquées a ce type de modele
de bioprocédé ou d’autres formes de fonctions qui assurent des résultats similaires
ou encore meilleures. Aussi, nous souhaitons utiliser notre observateur dans des
boucles de commande.
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Annexe

Fonction de Lyapunov

Théoréme 3 Soit R" > = — wv(x) € R™ continiment dérivable par rapport a x
et = € R™ tel que v(z) = 0. Le point d’équilibre = de %x = v(x) est locale-
ment asymptotiquement stable si les valeurs propres de la matrice Jacobienne
ov ov;
%(x) - <8xj
est instable au sens de Lyapounov si au moins l'une des valeurs propres de la ma-

) sont toutes a partie réelle négative. Le point d’équilibre
1<i,5<n

trice Jacobienne a—; (z) est a partie réelle strictement positive.

Théoreme 4 Stabilité au sens de Lyapunov : Soit x. = 0 un point d’équilibre du
systeme (3.1.4) et soit la fonction V : R* — R de classe C" telle que V(0) = 0 et
V(z)>0etV(x) <0dansR" —0 etaussi lim V(x)= oo alors le point d’équilibre

llz]| =00

est globalement asymptotiquement stable.

Observabilité faible

Définition 5 Un systeme non linéaire de la forme (2.2.1) est dit faiblement obser-
vable [resp. en x]; si il existe un voisinage V' de tout x [resp. en x] tel qu'il n’existe
pas d’état indiscernable de x [resp. en xy] dans V.

Observabilité locale

Définition 6 Létat »' est localement observable, si pour tout ¢ > 0 et pour tout
voisinage V' de x il existe n > 0 tel que n < ¢ et un voisinage W de x C V tel que
pour tout z* € W il existe t € [0,n] et une entrée admissible u(t) qui distingue ' et x*
tel que y(z') # y(«?). Le systéme non linéaire de la forme (2.2.1) est dit localement
observable si il I'est pour tout x.

Observabilité locale faible

Définition 7 Un systeme non linéaire de la forme (2.2.1) est dit localement faible-
ment observable [resp. en x] si il existe un voisinage V' de tout x [resp. en x,] tel
que pour tout voisinage W de tout x [resp. en xy] C dans V ; il n’existe aucun état
indistinguable de x [resp. en xy] dans W ou les trajectoires évoluent a l'intérieur de
Ww.
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Difféomorphisme

Définition 8 SiU etV sont deux ouverts de R", et f une fonction de U dans V', on
dit que f est un C¥ -difféomorphisme si f est bijective et si f et f~! sont de classe
CK

Fonction Lipschitzienne

Définition 9 Soit I un intervalle de R, f une fonction de I dans R. On dit que f est
lipschitzienne de rapport k > 0 si pour tout z,y de I :|f(z) — f(y)| < k|lx — y|.
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